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Figura 8.10: Exemplos 8.5 e 8.6 da condição de KKT de primeira ordem.

2) métodos que usam derivadas (métodos analíticos, métodos da métrica variável, métodos
indiretos).

Como regra geral, na resolução de problemas sem restrição, os métodos que usam derivadas
convergem mais rapidamente que os métodos de busca. Por outro lado, os métodos de busca não
requerem regularidade e continuidade da função objetivo e, principalmente o cálculo de derivadas
primeira ou segunda deS(x).

8.2.1 Método da Seção Áurea

É um método de busca monovariável, no qual a cada iteração o intervalo de busca é reduzido por
um fatora , chamado de razão áurea, obtido pela relação geométrica da �gura abaixo (retângulo
áureo):

a� b
b = b

a

� b
a

� 2
+ b

a � 1 = 0

a = b
a = � 1+

p
5

2 = 0;618

Outras escolhas do fatora levariam a métodos similares, como por exemplo o método da
bisseção paraa = 0;5. Contudo, a vantagem da razão áurea está na redução do número de cálculos
da função objetivo, em função da propriedade deste método de conservar o retângulo áureo a cada
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iteração. Outro método com características similares a seção áurea é a busca deFibonacci5.

Algoritmo 8.1 — Seção Áurea.
1) Determinar o intervalo de busca[Lo;Uo] que contém o ponto de mínimo
2) Fazerk  0, Do  Uo � Lo,

xo
L  Lo + a Do ; So

L  S(xo
L);

xo
U  Uo � a Do ; So

U  S(xo
U );

3) SeSk
U > Sk

L, entãoLk+ 1  xk
U , xk+ 1

U  xk
L, Sk+ 1

U  Sk
L

senãoUk+ 1  xk
L, xk+ 1

L  xk
U , Sk+ 1

L  Sk
U

4) Fazerk  k+ 1 e Dk  Uk � Lk,
SeSk� 1

U > Sk� 1
L , entãoxk

L  Lk + a Dk ; Sk
L  S(xk

L)
senãoxk

U  Uk � a Dk ; Sk
U  S(xk

U )

5) SeDk > e (tolerância),então(ir para 3)
senãoFIM.

A Figura 8.11 ilustra duas iterações sucessivas do método seção áurea.

Figura 8.11: Método da seção áurea.

8.2.2 Método das Aproximações Polinomiais Sucessivas

É uma classe de métodos de busca monovariável que aproxima a funçãoS(x) por uma interpolação
polinomial,Pn(x):

Pn(x) =
n

å
j= 1

` j (x)S(x j )

em que` j (x) =
n

Õ
k= 16= j

(x� xk)
(x j � xk)

são os interpoladores de Lagrange.

Quando a derivada deS(x) está disponível, então ela também é usada na aproximação polinomial:

P2n� 1(x) =
n

å
j= 1

[h1(x)S(x j ) + h2(x)ÑS(x j )]

5Leonardo Pisano Fibonacci (1170–1250).
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em que h1(x) = `2
j (x) [1� 2(x� x j )Ñ` j (x j )] e h2(x) = `2

j (x)(x � x j ) são os interpoladores de
Hermite.

Interpolação quadrática ou método de Coggins (ou DSC-Powell)
O método de Coggins (1964) ou de Davies-Swann-Campey-Powell6 (Swann, 1972) aproxima a
funçãoS(x) por uma interpolação quadrática,P2(x):

P2(x) =
(x� x2)(x� x3)

(x1 � x2)(x1 � x3)
S(x1) +

(x� x1)(x� x3)
(x2 � x1)(x2 � x3)

S(x2) +
(x� x1)(x� x2)

(x3 � x1)(x3 � x2)
S(x3)

calculando o mínimo desta função quadrática, isto é,dP2
dx = 0, tem-se:

x# =
1
2

(x2
2 � x2

3)S(x1) + ( x2
3 � x2

1)S(x2) + ( x2
1 � x2

2)S(x3)
(x2 � x3)S(x1) + ( x3 � x1)S(x2) + ( x1 � x2)S(x3)

Algoritmo 8.2 — Coggins.
1) Determinar o intervalo de busca[x1;x3]
2) CalcularS1  S(x1), S3  S(x3), x2  (x1 + x3)=2 eS2  S(x2)

3) Calcularx#  1
2

(x2
2� x2

3)S1+( x2
3� x2

1)S2+( x2
1� x2

2)S3
(x2� x3)S1+( x3� x1)S2+( x1� x2)S3

eS#  S(x#)

4) Sejx# � xi j < e para algumi = 1;2;3, entãoFIM.
5) Se(x3 � x#)(x# � x2) > 0,entãok  1

senãok  3
6) SeS# < S2, entãoxk  x2, Sk  S2 ek  2
7) x4� k  x#, S4� k  S# e (ir para 3).

A Figura 8.12 ilustra a determinação dex# e S# decorrente da primeira aproximação parabólica
de S(x). Johnson e Townsend (1978) avaliaram o desempenho e condições de falha do método de
Coggins.

8.2.3 Método de Hooke & Jeeves

É um método de busca multivariável proposto por Hooke e Jeeves (1961) dividido em duas fases,
ilustrado na Figura 8.13:

Fase de exploração:estimar a direção provável do extremo, a partir de um ponto inicial
(ponto base).

Fase de progressão:progredir na direção provável do extremo enquanto o valor da função
objetivo estiver diminuindo.

Algoritmo 8.3 — Hooke & Jeeves.
Partida:

1) Determinar a região de busca[Li ;Ui ] (i = 1;2; :::;n)
2) Selecionar o ponto base inicialxio (i = 1;2; :::;n)
3) Calcular o valorSo  S(xo) da função objetivo emxo

4) Selecionar os incrementos iniciaisdi e as respectivas tolerânciasei (i = 1;2; :::;n)
5) Tomar a primeira direção de busca (k  1)

Fase de Exploração:
6) Calcularx�

ko  xko � dk (sentido negativo)
7) Sex�

ko estiver fora da região de busca,entãoinsucesso emk� (ir para 10)
8) Calcular o valor deS�

o  S(x�
o )

9) SeS�
o > So, entãoinsucesso emk�

senãosucesso emk� e fazerxko  x�
ko eSo  S�

o (ir para 14)

6Michael James David Powell (1936–2015).
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Figura 8.12: Método de Coggins.

Figura 8.13: Método de Hooke & Jeeves.

10) Calcularx+
ko  xko+ dk (sentido positivo)

11) Sex+
ko estiver fora da região de busca,entãoinsucesso emk+ (ir para 14)

12) Calcular o valor deS+
o  S(x+

o )
13) SeS+

o > So, entãoinsucesso emk+

senãosucesso emk+ e fazerxko  x+
ko eSo  S+

o

14) Sejá foram exploradas todas as direções (k = n), então (ir para 15)
senãotomar a direção seguinte

k  k+ 1 e (ir para 6)
15) Sehouve sucesso em alguma direçãoentão(ir para 17)
16) Sedi � ei 8i, entãoFIM.

senãodi  di=2 8i tal quedi > ei (ir para 5)
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Fase de Progressão:
17) Tomarxi1  xio � di (e, opcionalmente,di  2di) para todas as direções que houve sucesso
18) Sex1 estiver fora da região de busca,entãoinsucesso na progressão (ir para 16)
19) Calcular o valor deS1  S(x1)
20) SeS1 > So, entãoinsucesso na progressão (ir para 5)

senãosucesso na progressão e fazerxo  x1 eSo  S1 (ir para 17)

8.2.4 Método de Busca de Limites

A maioria dos métodos de busca necessita da de�nição do intervalo de busca, que contém o ponto
extremo, para garantirem a determinação do ótimo. Segue abaixo um algoritmo de busca para a
determinação de um intervalo[xo;x1] que contém um ponto de mínimo.

Algoritmo 8.4 — Busca de Limites.

1) Escolher um ponto inicial,xo, e um passo inicial,a , calcularSo  S(xo);k  0
2) Calcularx1  xo + a eS1  S(x1)
3) SeSo � S1, entãoa  � a ;k  k+ 1 e (ir para 6)
4) So  S1;a  2a ;x1  xo + a eS1  S(x1)
5) SeSo > S1, então(ir para 4)

senãok  1 (ir para 7)
6) Sek < 2, então(ir para 2)
7) xo  xo + a (k� 1); I  [xo;x1], FIM.

8.2.5 Método dos Poliedros Flexíveis

É um método de busca multivariável no qual o pior vértice de um poliedro comn+ 1 vértices é
substituído por um novo vértice colinear com o vértice antigo e o centroide (Nelder e Mead, 1965),
como ilustra a Figure 8.14.

Figura 8.14: Método dos poliedros �exíveis.
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As coordenadas do centroide do poliedro são dadas por:

x0; j =
1
n

"
n+ 1

å
i= 1

xi; j � xh; j

#

; j = 1;2; :::;n

em quexh; j é o pior vértice.
O algoritmo envolve quatro operações de busca, que para o caso da minimização da função

objetivo têm as seguintes formas:

1) Re�exão:
�

xk
R  xk

0 + a (xk
0 � xk

h); a > 0
em queS(xk

h)  maxf S(xk
1); :::;S(xk

n+ 1)g

2) Expansão:

8
>>>>><

>>>>>:

SeS(xk
R) � S(xk

` ) = minf S(xk
1); :::;S(xk

n+ 1)g;
então

xk
E  xk

0 + g(xk
R � xk

0); g > 1
Se S(xk

E) � S(xk
R), então xk+ 1

h  xk
E

senão xk+ 1
h  xk

R
k  k+ 1 (ir para 1)

em quexk
` é o melhor vértice.

3) Contração:

8
>>>><

>>>>:

SeS(xk
R) � S(xk

i ) 8i 6= h;
então

xk
C  xk

0 + b(xk
h � xk

0); 0 < b < 1
xk+ 1

h  xk
C

k  k+ 1 (ir para 1)

4) Redução:

8
><

>:

SeS(xk
R) > S(xk

h);
então

xk+ 1
i  xk

` + 1
2(xk

i � xk
` ); i = 1;2; :::;n+ 1

k  k+ 1 (ir para 1)

O critério usado por Nelder7 e Mead8 para terminar a busca é o seguinte:

(
1

n+ 1

n+ 1

å
i= 1

h
S(xk

i ) � S(xk
0)

i 2
) 1

2

� e:

8.2.6 Métodos Não Determinísticos

São métodos nos quais caminhos aleatórios são construídos na sequência dos passos em busca
do ótimo. Existe uma grande variedade de métodos que se enquadram nesta categoria, tais como
os algoritmos genéticos, busca aleatória adaptativa,simulated annealing, PSO, etc. OParticle
Swarm Optimization(PSO), proposto por Kennedy e Eberhart (1995), é um algoritmo que tem
como fundamento o comportamento de organismos sociais tais como uma revoada de pássaros
ou um cardume de peixes, em que cada indivíduo da população (partícula) modi�ca sua posição
com o tempo (geração). A velocidade e posição de uma partícula são modi�cadas de acordo com
a experiência do indivíduo (valor da função objetivo) e a dos demais componentes da população,
valendo-se de sua melhor posição e a melhor posição do conjunto, dadas por:

vk+ 1
i = wvk

i + c1a k+ 1
i (pk

i � xk
i ) + c2b k+ 1

i (gk � xk
i )

xk+ 1
i = xk

i + vk+ 1
i

em quexk
i é a posição da partículai na iteraçãok, vk

i sua velocidade,pk
i sua melhor posição até a

iteraçãok, gk é a melhor posição dentre todas as partículas até a iteraçãok, a k
i eb k

i são números

7John Ashworth Nelder (1924–2010).
8Roger Mead (1938–2015).
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aleatórios entre 0 e 1,w (fator de inércia) ec1 e c2 são parâmetros de sintonia do método. Para
valores elevados dew, tem-se uma melhor busca global e para valores pequenos têm-se uma melhor
busca local.c2 > c1 favorece o re�namento da solução já obtida, ou seja, a busca local, ao passo
quec2 < c1 favorece a busca global, já que cada partícula segue o seu próprio caminho.

Algoritmo 8.5 — PSO.
1) Inicialização: construção dex0

i ev0
i aleatoriamente,k = 0.

2) Avalia-se a aptidão de cada partícula e atualiza-sepk
i egk.

3) Calcula-se a nova velocidadevk+ 1
i e posiçãoxk+ 1

i ;k  k+ 1
4) Sek < número máximo de iteraçõesentão(ir para 2)

No passo (4) pode-se também adotar outros critérios de parada, como por exemplo, um determinado
número de iterações sem haver mudança no valor degk.

8.3 Métodos Indiretos

Esses métodos têm como equação básica para o processo iterativo:

xk+ 1 = xk � akW(xk)ÑS(xk)

em queak é o tamanho do passo,dk = � W(xk)ÑS(xk) é o vetor direção eW(xk) é a matriz direção
(inversa da matriz Hessiana ou uma aproximação dessa).

Em qualquer método de otimização, uma boa direção de busca deve reduzir (para o caso da
minimização) o valor da função objetivo, isto é,S(xk+ 1) < S(xk). Tal direção,dk, satisfaz o seguinte
critério em cada ponto:

ÑTS(xk)dk < 0

ou em outras palavras, o ângulo (q) formado entre os vetoresÑS(xk) edk deve ser sempre maior
que 90o, conforme ilustrado na Figura 8.15, ou seja:

ÑTS(xk)dk = jÑTS(xk)jjdkjcos(q) < 0 , q > 90o

Como a otimização sem restrições é equivalente a encontrar a solução do sistema de equações
não linearesF(x) = ÑS(x) = 0 (daí vem a origem do nome dos métodos indiretos), pode-se utilizar
todos os métodos disponíveis para a solução deF(x) = 0. Por exemplo, na utilização do método de
Newton-Raphson, a matriz Jacobiana é a própria matriz Hessiana.

8.3.1 Método do Gradiente

Utilizam somente a primeira derivada da função objetivo, caso em queW(xk) = I , Figura 8.16,
sendo uma adaptação do método das substituições sucessivas (Seção 4.3) para otimização:

xk+ 1 = xk � akÑS(xk)

Quandoak é escolhido de modo a minimizar:

gk(a ) = S[xk � a ÑS(xk)]; a > 0

tem-se ométodo da descida mais íngreme(steepest descent), ilustrado na Figura 8.17, cujo algoritmo
básico pode ser escrito da seguinte forma.

Algoritmo 8.6 — Steepest Descent .
1. Escolher um ponto inicialxo, k  0
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Figura 8.15: Direções de busca.

Figura 8.16: Método Gradiente.

2. Calculardk  � ÑS(xk)
3. Encontrarak tal queS(xk + akdk) = min

a > 0
gk(a ) = S(xk + a dk)

4. Calcularxk+ 1  xk + akdk
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5. Seo critério de convergência não foi satisfeito,entãok  k+ 1 (ir para 2)
6. FIM.

Figura 8.17: Método da descida mais íngreme.

A minimização degk(a ), conhecida comofunção de mérito, também chamada de busca em
linha (linesearch), pode ser realizada com o uso de qualquer método de minimização univariável.
Para ilustrar esta função, na Figura 8.18 é mostrada a funçãog1(a ) do problema ilustrado na Figura
8.17.

Figura 8.18: Método da descida mais íngreme.
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AproximandoS(x) por uma função quadrática:

S(xk+ 1) � S(xk) + ÑTS(xk)(xk+ 1 � xk) +
1
2

(xk+ 1 � xk)TH(xk)(xk+ 1 � xk)

ou de forma similar:

gk(a ) = S(xk + a dk) � S(xk) + a ÑTS(xk)dk +
1
2

a 2(dk)TH(xk)dk

que minimizando em relação aa , ou seja,dgk
da = 0, resulta:

a � = ak = �
ÑTS(xk)dk

(dk)TH(xk)dk =
(dk)Tdk

(dk)TH(xk)dk

Contudo, a equação acima não é utilizada para o cálculo dea no método do gradiente, pois
exigiria o cálculo da segunda derivada da função objetivo. Nesse caso, se utiliza, em geral, métodos
de busca para a sua seleção.

8.3.2 Método de Newton

Faz uso da segunda derivada da função objetivo, caso em queW(xk) = H(xk) � 1:

xk+ 1 = xk � ak[H(xk)] � 1ÑS(xk)

que é resultado da minimização da aproximação deS(x) por uma função quadrática, ilustrada na
Figura 8.19:

S(x) � S(xk) + ÑTS(xk) Dxk +
1
2

(Dxk)T H(xk) Dxk;

em queDxk = x� xk, na direçãoDxk, isto é, ¶S
¶Dxk

i
= 0:

Dxk = � [H(xk)] � 1ÑS(xk):

Nesse casoak ou é um parâmetro de relaxação do processo iterativo0 < ak � 1, ou é um fator
de correção da inversa da matriz Hessiana, caso esta não seja atualizada em todas as iterações. A
positividade da matriz Hessiana deve estar sempre garantida para evitar a migração para um ponto
sela ou ponto de máximo. E, para assegurar a convergência do método de Newton, a correçãoDxk

deve ser tal queS(xk+ 1) < S(xk).
Uma maneira de assegurar a positividade da matriz Hessiana é através da modi�cação de

Levenberg9-Marquardt10, que adiciona um fator ajustável na diagonal da matriz Hessiana, ou em
sua inversa:

H̃(xk) = H(xk) + bkI ; bk > � minf l ig

W(xk) = [ H(xk)] � 1 + gkI ; gk > � minf 1=l ig

em quel i são os valores característicos deH(xk).
Em particular, quando o método de Newton é utilizado para a solução de problemas de mínimos

quadrados, ele é comumente referenciado na literatura comométodo de Gauss-Newton. Sendo que
uma das aplicações é na resolução de sistemas de equações não lineares,F(x) = 0, transformados
em problemas de mínimos quadrados ao procurar minimizar o quadrado dos resíduos, isto é,

S(x) = FT(x)F(x) =
m

å
i= 1

f 2
i (x)

9Kenneth Levenberg (1919–1973).
10Donald W. Marquardt (1929–1997).
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Figura 8.19: Método da Newton.

neste casoÑS(xk) = 2JT(xk)F(xk) e H(xk) = 2JT(xk)J(xk) + 2Q(xk), em queJ(x) =
h

¶ fi
¶x j

i

i; j
é a

matriz Jacobiana do sistema,Q(x) =
m

å
i= 1

fi(x)Hi(x) e Hi(x) é a matriz Hessiana da funçãofi(x).

Quandofi(xk) ! 0 paraxk ! x� , entãoQ(xk) tende a zero, e as direções de busca do método de
Gauss-Newton para o problema de mínimos quadrados:

min
d2Â n


 J(xk)d � F(xk)


 2

são equivalentes às direções do método de Newton, ou seja:

dk = � [JT(xk)J(xk)] � 1JT(xk)F(xk) � � [H(xk)] � 1ÑS(xk):

8.3.3 Método do Gradiente Conjugado

Utiliza somente a primeira derivada da função objetivo, gerando uma sequência de direções que
são combinações lineares do gradiente:

dk+ 1 = ek+ 1dk � ÑS(xk+ 1)

em que a nova direção é conjugada com a direção anterior com respeito a Hessiana:

(dk+ 1)TH(xk)dk = 0

e xk+ 1 = xk + akdk, em queak é obtido de forma similar ao método da maior descida. Para calcular
ek+ 1, faz-se a aproximação quadrática deS(x), da qual obtém-se:

ÑS(x) � ÑS(xk) + H(xk)(x� xk)

e, portanto:ÑS(xk+ 1) � ÑS(xk) = H(xk)(xk+ 1 � xk) = H(xk)akdk, que multiplicado pordk+ 1 à
esquerda, resulta:

(dk+ 1)T [ÑS(xk+ 1) � ÑS(xk)] = ak(dk+ 1)TH(xk)dk = 0
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e, substituindo a equação paradk+ 1 na expressão acima, tem-se:

[ek+ 1dk � ÑS(xk+ 1)]T [ÑS(xk+ 1) � ÑS(xk)] = 0;

mas devido à ortogonalidade entre a direção de busca e o gradiente da função objetivo no mínimo
desta direção(dk)TÑS(xk+ 1) = 0 e para a aproximação quadráticaÑTS(xk+ 1)ÑS(xk) = 0, resulta
em:

ek+ 1 = �
ÑTS(xk+ 1) ÑS(xk+ 1)

(dk)T ÑS(xk)
=

ÑTS(xk+ 1) ÑS(xk+ 1)
ÑTS(xk) ÑS(xk)

:

A última igualdade resulta do fato dedk = ekdk� 1 � ÑS(xk), que multiplicado porÑS(xk) à direita:

(dk)TÑS(xk) = ek(dk� 1)TÑS(xk) � ÑTS(xk)ÑS(xk) = � ÑTS(xk)ÑS(xk);

pois(dk� 1)TÑS(xk) = 0, pela mesma razão acima.

Algoritmo 8.7 — Gradiente Conjugado.

1) Escolher um ponto inicialxo

2) Calculardo  � ÑS(xo);k  0
3) Encontrarak tal queS(xk + akdk) = min

a > 0
gk(a ) = S(xk + a dk)

4) Calcularxk+ 1  xk + akdk eÑS(xk+ 1)
5) Seo critério de convergência foi satisfeito,entãoFIM.

6) Calculardk+ 1  � ÑS(xk+ 1) + dk ÑTS(xk+ 1)ÑS(xk+ 1)
ÑTS(xk)ÑS(xk)

; k  k+ 1

7) Sek = n, isto é, realizoun direções L.I.entãofazerxo  xk e (ir para 2)
senão(ir para 3).

8.4 Método dos Mínimos Quadrados

Seja uma relação envolvendomvariáveis independentesx1;x2; : : : ;xm com uma variável dependente
y:

ymod(x;a) =
n

å
i= 0

ai fi(x);

sendoa0;a1; :::;an os chamadosn+ 1 parâmetros domodelo. Nesse caso diz-se que a função é

linear nos parâmetros. Assim:
¶ymod(x;a)

¶ak
= fk(x) parak = 0;1; :::;n.

Deseja-se determinar osn parâmetros do modelo queminimizemafunção objetivoque é asoma
dos quadrados dos erros:

S(a) =
Nexp

å
j= 1

[yexp; j � ymod(x j ;a)]2 =
Nexp

å
j= 1

"

yexp; j �
n

å
i= 0

ai fi(x j )

#2

:

Logo: ¶S(a)
¶ak

= � 2
Nexp

å
j= 1

fk(x j )

"

yexp; j �
n

å
i= 0

ai fi(x j )

#

= 0;

ou seja,
n

å
i= 0

"
Nexp

å
j= 1

fk(x j ) fi(x j )

#

ai =
Nexp

å
j= 1

fk(x j ) yexp; j
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Adotando a notação matricial:a =

0

B
B
B
@

a0

a1
...

an

1

C
C
C
A

2 Â n+ 1; yexp=

0

B
B
B
@

yexp;1

yexp;2
...

yexp;Nexp

1

C
C
C
A

2 Â Nexp;

A =

0

B
B
B
@

f0(x1) f1(x1) � � � fn(x1)
f0(x2) f1(x2) � � � fn(x2)

...
...

...
...
...

...
f0(xNexp) f1(xNexp) � � � fn(xNexp)

1

C
C
C
A

:

Assim:
�
AT A

�
linha k =

Nexp

å
j= 1

fk(x j ) fi(x j ) e
�
AT yexp

�
elemento k

=
Nexp

å
j= 1

fk(x j ) yexp; j

Resultando no sistema linear:
�
AT A

�
a = AT yexp ) a =

�
AT A

� � 1 �
AT yexp

�
:

Uma forma de ajuste bastante empregada é oajuste polinomial, nesse caso:fi(x) = xi para
i = 0;1; :::;n, assim:

A =

0

B
B
B
@

1 x1 � � � xn
1

1 x2 � � � xn
2

...
...

...
...
...

...
1 xNexp � � � xn

Nexp

1

C
C
C
A

No caso particular den = 1 tem-se oajuste linearquando:

A =

0

B
B
B
@

1 x1

1 x2
...

...
1 xNexp

1

C
C
C
A

e AT =
�

1 1 � � � 1
x1 x2 � � � xNexp

�

Assim: AT A =

0

B
B
B
@

Nexp

Nexp

å
i= 1

xi

Nexp

å
i= 1

xi

Nexp

å
i= 1

x2
i

1

C
C
C
A

e AT yexp=

0

B
B
B
@

Nexp

å
i= 1

yexp;i

Nexp

å
i= 1

xi yexp;i

1

C
C
C
A

ou seja:

0

B
B
B
@

Nexp

Nexp

å
i= 1

xi

Nexp

å
i= 1

xi

Nexp

å
i= 1

x2
i

1

C
C
C
A

�
a0

a1

�
=

0

B
B
B
@

Nexp

å
i= 1

yexp;i

Nexp

å
i= 1

xi yexp;i

1

C
C
C
A

;

dividindo ambos os membros porNexp e de�nindo osvalores médios:

hxi =

Nexp

å
i= 1

xi

Nexp
; hyexpi =

Nexp

å
i= 1

yexp;i

Nexp
;



x2�

=

Nexp

å
i= 1

x2
i

Nexp
e hxyexpi =

Nexp

å
i= 1

xi yi

Nexp

resulta em:
�

1 hxi
hxi



x2

�
� �

a0

a1

�
=

�
hyexpi

hxyexpi

�
:
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Quando a equação do modelo énão linear nos parâmetros, pode se proceder da seguinte
maneira (método de Gauss-Newton): considerandoa(k) o valor do vetor dos parâmetros na iteração
k, lineariza-se a equação do modelo em torno dea(k) , resultando em:

ymod;linearizado(x;a) = ymod(x;a(k)) +
n

å
i= 0

h
ai � a(k)

i

i
f (k)
i (x) = ŷ(k)

mod(x)+
n

å
i= 0

ai f (k)
i (x);

sendof (k)
i (x) = ¶ymod(x;a)

¶ai

�
�
�
a(k)

e ŷ(k)
mod(x) = ymod(x;a(k)) �

n

å
i= 0

a(k)
i f (k)

i (x).

O valor dea(k+ 1) na próxima iteração(k+ 1) é então calculado por:

a(k+ 1) =
�
AT

k Ak
� � 1

�
AT

k y(k)
exp

�

sendo:y(k)
exp=

0

B
B
B
B
@

yexp;1 � ŷ(k)
mod(x1)

yexp;2 � ŷ(k)
mod(x2)

...

yexp;Nexp � ŷ(k)
mod(xNexp

1

C
C
C
C
A

2 Â Nexp e

Ak =

0

B
B
B
B
@

f (k)
0 (x1) f (k)

1 (x1) � � � f (k)
n (x1)

f (k)
0 (x2) f (k)

1 (x2 � � � f (k)
n (x2)

...
...

...
...
...

...

f (k)
0 (xNexp f (k)

1 (xNexp) � � � f (k)
n (xNexp)

1

C
C
C
C
A

:

Conforme observado na seção anterior, quando o método de Newton é utilizado para a
solução de problemas de mínimos quadrados, ele é comumente referenciado na literatura como
método de Gauss-Newton. De�nindo então a função resíduo:

Rj (a) = yexp; j � ymod(x j ;a):

A função objetivo pode ser escrita como:

S(a) = RT(a)R(a) =
Nexp

å
j= 1

R2
j (a)

neste casoÑS(a(k)) = � 2AT
k R(a(k)) eH(a(k)) = 2AT

k Ak � 2Q(a(k)), em queQ(a) =
Nexp

å
j= 1

Rj (a)H j (a)

eH j (a) é a matriz Hessiana da funçãoRj (a). QuandoRj (a(k)) ! 0, entãoQ(a(k)) tende a zero, e
as direções de busca do método de Gauss-Newton para o problema de mínimos quadrados:

min
d2Â n



 R(a(k)) � Akd





2

são equivalentes às direções do método de Newton, ou seja:

dk =
�
AT

k Ak
� � 1

AT
k R(a(k)) � � [H(a(k))] � 1ÑS(a(k)):

Casos Particulares de Modelos Não Lineares nos Parâmetros

1) Modelos Exponenciais: ymod(x;a;b) =
n

å
i= 0

ai exp(bi x)
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Neste caso, se os pontos experimentais forem igualmente espaçados, isto é:x j = x1 +( j � 1) h para
j = 1;2; :::;Nexp, tem-se:

ymod(x j ;c;p) =
n

å
i= 0

ci p j � 1
i ; sendo:ci = ai exp(bi x1) e pi = exp(bi h)

Desse modo, em cada ponto experimental se tem:

Rj = yexp; j �
n

å
i= 0

ci p j � 1
i

Valores preliminares dos parâmetrosci e pi podem ser obtidos considerando que:

Rj = yexp; j �
n

å
i= 0

ci p j � 1
i � 0 ) yexp; j

�=
n

å
i= 0

ci p j � 1
i ;

considerando quep0; p1; :::; pn são os valores característicos de uma equação de diferenças de

ordemn+ 1, linear, de coe�cientes constantes e homogênea da forma:Yj+ n+ 1 +
n

å
k= 0

akYj+ k = 0.

Porém, nos pontos experimentais tal equação não é satisfeita totalmente, assim de�ne-se o resíduo:

Â j (a ) = yexp; j+ n+ 1 +
n

å
k= 0

ak yexp; j+ k para 1� j � Jmax= Nexp� (n+ 1)

Os valores dea0;a1; :::;an são determinados de modo a minimizar a função:

F(a ) =
Jmax

å
j= 1

Â 2
j =

Jmax

å
j= 1

"

yexp; j+ n+ 1 +
n

å
k= 0

ak yexp; j+ k

#2

sendoJmax= Nexp� (n+ 1) � 1. Assim:

¶F(a )
¶am

= 2
Jmax

å
j= 1

yexp; j+ m

"

yexp; j+ n+ 1 +
n

å
k= 0

ak yexp; j+ k

#

= 0

ou seja:
Jmax

å
j= 1

yexp; j+ m

"

yexp; j+ n+ 1 +
n

å
k= 0

ak yexp; j+ k

#

= 0 param= 0;1; :::;n:

De�nindo: M =

0

B
B
B
B
B
@

yexp;1 yexp;2 yexp;3 � � � yexp;n+ 1

yexp;2 yexp;3 yexp;4 � � � yexp;n+ 2

yexp;3 yexp;4 yexp;5 � � � yexp;n+ 3
...

...
...

...
...
...

...
yexp;Jmax yexp;Jmax+ 1 yexp;Jmax+ 2 � � � yexp;Nexp� 1

1

C
C
C
C
C
A

e v =

0

B
B
B
B
B
@

yexp;n+ 2

yexp;n+ 3

yexp;n+ 4
...

yexp;Nexp

1

C
C
C
C
C
A

,

tem-se:
�
MT M

�

0

B
B
B
B
B
@

a0

a1

a2
...

an

1

C
C
C
C
C
A

= � MT v. Com os valores dos coe�cientesa0;a1; :::;an, determinam-se

as(n+ 1) raízes do polinômio:Pn+ 1(r) = rn+ 1+
n

å
k= 0

ak rk. Sejam essas raízes:p0; p1; � � � ; pn, então,
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em vista depi = exp(bi h) ) bi = 1
h ln(pi) parai = 0;1; :::;n, ymod(x;a;b) =

n

å
i= 0

ai exp(bi x). Como

agora a equação do modelo é linear nos coe�cientesa0;a1; :::;an, esses são determinados após a
de�nição de:

A =

0

B
B
B
@

exp(b0x1) exp(b1x1) � � � exp(bnx1)
exp(b0x2) exp(b1x2) � � � exp(bnx2)

...
...

...
...
...

...
exp(b0xNexp) exp(b1xNexp) � � � exp(bnxNexp)

1

C
C
C
A

permitindo determinar:
�
AT A

�
a = AT yexp ) a =

�
AT A

� � 1 �
AT yexp

�
:

Como exemplo do procedimento, considera-sen = 0, isto é:ymod(x;a;b) = a exp(bx).

Resultando em:M =

0

B
B
B
B
B
@

yexp;1

yexp;2

yexp;3
...

yexp;Nexp� 1

1

C
C
C
C
C
A

) MT M =
Nexp� 1

å
i= 1

y2
exp;i e

v =

0

B
B
B
B
B
@

yexp;2

yexp;3

yexp;4
...

yexp;Nexp

1

C
C
C
C
C
A

) MT v =
Nexp

å
i= 2

(yexp;i yexp;i� 1) :

Desse modo:

a0 = �

Nexp

å
i= 2

(yexp;i yexp;i� 1)

Nexp� 1

å
i= 1

y2
exp;i

) p0 = exp(bh) = � a0 ) b =
1
h

ln

0

B
B
B
B
@

Nexp

å
i= 2

(yexp;i yexp;i� 1)

Nexp� 1

å
i= 1

y2
exp;i

1

C
C
C
C
A

e a =

Nexp

å
j= 1

exp(bxj ) yexp; j

Nexp

å
j= 1

exp(2bxj )

:

Para re�nar os valores dea e b assim procede-se:

Minimiza-se a função:S(a;b) =
Nexp

å
j= 1

[yexp; j � a exp(bxj )]
2 obtendo-se:

¶S(a;b)
¶a = � 2

Nexp

å
j= 1

exp(bxj ) [yexp; j � a exp(bxj )] = 0 ) a(b) =

Nexp

å
j= 1

exp(bxj ) yexp; j

Nexp

å
j= 1

exp(2bxj )

e ¶S(a;b)
¶b = � 2a

Nexp

å
j= 1

x j exp(bxj ) [yexp; j � a exp(bxj )] = 0:

Essa última expressão, após a substituição dea em função deb, é uma função não linear apenas de
b que é resolvida numericamente por um método adequado.
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Muitos trabalhos na literatura utilizam a funçãoymod(x;a;b) = a exp(bx) em sua forma
logarítmica:

ln [ymod(x;a;b)] = Ymod(x;a ;b) = ln(a)+ bx= a + bx; sendoa = ln(a) ) a = exp(a ):

Essa nova função é considerada como a equação do modelo e os valores dea eb são calculados
da mesma forma que no ajuste linear, assim:

�
1 hxi

hxi


x2

�
� �

a
b

�
=

�
hYexpi

hxYexpi

�
; sendoYexp=

0

B
B
B
@

ln(yexp;1)
ln(yexp;2)

...
ln(yexp;Nexp)

1

C
C
C
A

:

Esse procedimento é denominado erroneamente delinearizaçãoe seu emprego não é recomendável
quando se deseja um bom ajuste aos dados. Porém, os valores dea e b assim estimados podem ser
utilizados como valores iniciais para o procedimento mais rigoroso.

2) Modelo Hiperbólico: ymod(x;a;b) = a
1+ bx

De forma semelhante da feita com o modelo exponencial acima, este modelo pode também ser
expresso na forma:Ymod(x;a ;b) = 1

ymod(x;a;b) = a + b x sendo:

a =
1
a

) a =
1
a

eb =
b
a

) b =
b
a

:

Os valores dea eb são calculados da mesma forma que no ajuste linear, assim:

�
1 hxi

hxi


x2

�
� �

a
b

�
=

�
hYexpi

hxYexpi

�
; sendoYexp=

0

B
B
B
B
@

1
yexp;1

1
yexp;2

...
1

yexp;Nexp

1

C
C
C
C
A

:

Neste caso também vale as observações feitas acima. Para um ajuste que minimize de fato a soma
dos quadrados dos erros deve-se:

Minimizar a função:S(a;b) =
Nexp

å
j= 1

�
yexp; j �

a
1+ bxj

� 2

, obtendo-se:

¶S(a;b)
¶a = � 2

Nexp

å
j= 1

1
1+ bxj

�
yexp; j �

a
1+ bxj

�
= 0 ) a(b) =

Nexp

å
j= 1

yexp; j

1+ bxj

Nexp

å
j= 1

�
1

1+ bxj

� 2

e ¶S(a;b)
¶b = 2a

Nexp

å
j= 1

x j

(1+ bxj )
2

�
yexp; j �

a
1+ bxj

�
= 0

Essa última expressão, após a substituição dea em função deb, é uma função não linear apenas de
b que é resolvida numericamente por um método adequado.

Procedimento semelhante pode também ser aplicado à função:
ymod(x;a;b) = ax

1+ bx ) 1
ymod(x;a;b) = Ymod(X;a ;b) = a + b X, sendo:X = 1

x , a = b
a eb = 1

a:

3) Modelo Geométrico: ymod(x;a;b) = axb
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De forma semelhante da feita com o modelo exponencial acima, este modelo pode também ser
expresso na forma:

Ymod(X;a ;b) = ln(ymod(x;a;b)) = a + bX; sendoX = ln(x) e a = ln(a) ) a = exp(a ):

Os valores dea eb são calculados da mesma forma que no ajuste linear, assim:

�
1 hXi

hXi


X2

�
� �

a
b

�
=

�
hYexpi

hxYexpi

�
; sendoYexp=

0

B
B
B
@

ln(yexp1)
ln(yexp;2)

...
ln(yexp;Nexp)

1

C
C
C
A

:

Neste caso também vale as observações anteriores. Para um ajuste que minimize de fato a soma
dos quadrados dos erros deve-se:

Minimizar a função:S(a;b) =
Nexp

å
j= 1

h
yexp; j � axb

j

i 2
, obtendo-se:

¶S(a;b)
¶a = � 2

Nexp

å
j= 1

xb
j

h
yexp; j � axb

j

i
= 0 ) a(b) =

Nexp

å
j= 1

xb
j yexp; j

Nexp

å
j= 1

x2b
j

e ¶S(a;b)
¶b = � 2a

Nexp

å
j= 1

xb
j ln(x j )

h
yexp; j � axb

j

i
= 0.

Essa última expressão, após a substituição dea em função deb, é uma função não linear apenas de
b que é resolvida numericamente por um método adequado.

8.5 Problemas Propostos

Problema 8.1 Determine a concavidade ou convexidade, a partir de suas de�nições, das seguintes
funções:

(a) f (x1;x2) = ( x1 � 2)2 + 3(x2 + 1)2 no domínio:x1;x2 � 0;
(b) f (x1;x2;x3) = 2x2

1 + x2
2 � 3x2

3 no domínio:x1;x2;x3 � 0.
Problema 8.2 Determine a localização e a natureza dos pontos estacionários das funções abaixo,
determine também (em cada caso) o máximo e o mínimo globais:

(a) f (x) = 2x
1+ x2 parax � 0;

(b) f (x) = sen(x)
x parap � x � p;

(c) f (x) = e� x2
sen(x) para 0� x � p;

(d) f (x1;x2) = x3
1 � 3x1x2 + 3x2

2;
(e) f (x1;x2) = � x2

1 � 1
2x2

2 + x1x2 + x1 parax1;x2 � 0.
Problema 8.3 Resolva, utilizando multiplicadores de Lagrange, cada um dos problemas abaixo:

(a) Maximize: f (x1;x2) = x1x2 tal que:x1 + 2x2 = 4;
(b) Minimize: f (x1;x2) = ( x1 � 2)2 + 2(x2 � 1)2 + ( x3 � 3)2 tal que:

2x1 + x2 + 2x3 � 4 e x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3 � 48;

(c) Minimize: f (x1;x2) = ( x1 � 2)2 + 2(x2 � 1)2 + ( x3 � 3)2 tal que:

2x1 + x2 + 2x3 � 4 e x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3 � 48;

(d) Minimize: f (x1;x2) = x2
1 + x2

2 tal que:(x1 � 1)3 � x2
2 = 0.
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Problema 8.4 Se as coordenadasx1 e x2 estão relacionadas por:2x1 + x2 = 1, ache os pontos
sobre a elipsóide:2x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1 que se encontram, respectivamente, mais próximo e mais
afastado da origem.
Problema 8.5 Determine as dimensões do paralelepípedo, cuja diagonal tem um comprimentod,
que apresenta o maior volume.
Problema 8.6 Teste as condições necessárias e su�cientes do problema abaixo.

min
x2Â 2

S(x) = x1x2

sujeito a:g1(x) = x2
1 + x2

2 � 25 � 0
Problema 8.7 Em um reator químico é conduzida uma reação química irreversível de segunda
ordem, o processo é em batelada. O balanço de massa do reagente é descrito pela equação
diferencial:

dc(t)
dt

= � k[c(t)]2 com c(0) = c0

A variação da concentração do reagente com o tempo é medida construindo-se a tabela:
t (min) 1 2 3 4 5 7 10 12 15 20 25
c� 100
(mol/L)

4,049 3,086 2,604 2,222 1,912 1,524 1,142 0,980 0,741 0,649 0,521

Baseado nestes dados estime os valores dek e dec0.
Dica: A solução da EDO é:c(t) = c0

1+ k c0 t considere:a = c0 eb = k c0 e determine os parâmetros
a eb como indicado na Seção 8.4 para modelo hiperbólico.
Problema 8.8 A intensidade de radiação de uma fonte radioativa é expressa por:I (t) = I0e� a t .
Determine os valores deI0 e dea que melhor ajustem os dados experimentais abaixo:

t 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
I(t) 3,16 2,38 1,75 1,34 1,00 0,74 0,56

Dica: note que os pontos estão igualmente espaçados, considere então que:Imod(ti+ 1) = pImod(ti)
sendoti = 0;2+ 0;1i para i = 0;1; :::;7.
Problema 8.9 y é uma função dex dada pela tabela abaixo, sabe-se que esta dependência é
expressa por:y(x) = A e� a x + B e� b x. Determine os valores deA;B;a eb.

x 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1
y(x) 2,31604 2,02877 1,78030 1,56513 1,37854 1,21651 1,07561 0,95289

Dica:note que os pontos estão igualmente espaçados, considere então que:ymod(ti+ 2)+ bymod(ti+ 1)+
cymod(ti) = 0 sendoti = 0;4+ 0;1i parai = 0;1; :::;7. Os valores deb e c são determinados de
modo a minimizar a função:
5

å
i= 0

[ymod(ti+ 2) + bymod(ti+ 1) + cymod(ti)]
2 = 0 com os valores deb ec determinam-se as raízesr1 e

r2 de p2 + b p+ c = 0, sendor1 = e� 0;1a ) a = � 10 ln(r1) e r2 = e� 0;1b ) b = � 10 ln(r2)
Problema 8.10 y é uma função dex dada pela tabela abaixo, sabe-se que esta dependência é
expressa por:y(x) = Ce� axsen(bx). Determine os valores deC, a eb.

x 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6
y(x) 0,00000 0,15398 0,18417 0,16156 0,12301 0,08551 0,05537 0,03362 0,01909

Dica: note que os pontos estão igualmente espaçados, considere então que:ymod(ti+ 2)+ bymod(ti+ 1)+
cymod(ti) = 0 sendoti = 0;2i parai = 0;1; :::;8. Tendo em vista quesen(bx) = ebx i� e� bx i

2i )

e� axsen(bx) = e(� a+ bx)i � e(� a� bx)i

2i , pode-se assim interpretar como se o polinômio característico
associado apresenta um par de raiz complexa conjugada. Após as raízes serem determinadas
os valores iniciais dos parâmetros seriam:a = 1

h ln jÂe(r0)j = 5 lnjÂe(r0)j e b = 1
h j arg(r0)j =

5j arg(r0)j
Problema 8.11 y é uma função dex dada pela tabela abaixo, sabe-se que esta dependência é
expressa por:y(x) = Ae� a x + B. Determine os valores deA;B ea .
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x 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0
y(x) 3,007672,797202,615532,458742,323402,206592,105762,018741,943631,878801,82284

Dica: note que os pontos estão igualmente espaçados, considere então que:ymod(ti+ 2) � (1+
b)ymod(ti+ 1)+ bymod(ti) = 0sendoti = 1+ 0;2i parai = 0;1; :::;10. Com o valor debdeterminam-se
as raízes dep2 � (1+ b)p+ b = ( p� 1)( p� b) = 0 estas raízes são:r1 = 1 e r2 = b = e� 0;2a )
a = � 5 ln(b). Calculam-se entãoA eB por regressão linear.
Problema 8.12 Através de fotogra�as estroboscópicas de pequenas bolhas de ar é possível medir
o per�l de velocidade próxima à parede de um tubo no qual escoa um �uido. Com um número
de Reynolds de 1200 e com um tubo de 1 polegada de diâmetro interno os seguintes pontos
experimentais são obtidos:

y (distância à parede) u (velocidade) y (distância à parede) u (velocidade)
cm cm=s cm cm=s

0,003 0,03 0,056 0,85
0,021 0,32 0,061 0,92
0,025 0,30 0,070 1,05
0,025 0,33 0,078 1,117
0,037 0,57 0,085 1,32
0,043 0,66 0,092 1,38
0,049 0,74 0,106 1,57
0,053 0,80 0,113 1,65
0,055 0,84

A função que melhor ajusta o per�l de velocidade é:u(y) = py+ qy2, baseado nos dados acima
determine os valores dep eq.
Problema 8.13 Os coe�cientes de transferência de calor em trocadores de calor são adequadamente
modelados por expressão do tipo:Nu= a Reb Prg rd

em queNu, Ree Pr são, respectivamente, os números de Nusselt, Reynolds e Prandtl er é a razão
entre a viscosidade, a temperatura média do �uido e a temperatura da parede;a , b , g e d são
constantes. Os seguintes dados experimentais estão disponíveis:

Nu Re Pr r
277 49000 2,30 0,947
348 68600 2,28 0,954
421 84800 2,27 0,959
223 34200 2,32 0,943
177 22900 2,36 0,936

114,8 1321 246 0,592
95,9 931 247 0,583
68,3 518 251 0,579
49,1 346 273 0,290
56,0 122,9 1518 0,294
39,9 54,0 1590 0,279
47,0 84,6 1521 0,267
94,2 1249 107,4 0,724
99,9 1021 186 0,612
83,1 465 414 0,512
35,9 54,8 1302 0,273

Estimar os valores dea , b , g ed que melhor ajustam os pontos acima.
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Problema 8.14 Encontre o mínimo das seguintes funções objetivo usando os métodos diretos e
indiretos descritos nas Seções 8.2 e 8.3 e compare os resultados em termos do número de funções
objetivo avaliadas por cada método:

a) S(x) = 100(x2 � x2
1)2 + ( 1� x1)2

b) S(x) = [ 1;5� x1(1� x2)2 + [ 2;25� x1(1� x2
2)]2 + [ 2;625� x1(1� x3

2)]2

c) S(x) = 4x2
1 � 2x1x2 + x2

2
d) S(x) = exp(x1)(4x2

1 + 2x2
2 + 4x1x2 + 2x2 + 1)

e) S(x) = 4(x1 � 5)2 + ( x2 � 6)2

f) S(x) = x2
1 � 5x1 + 3x2

2 + 3
g) S(x) = ( x1 � 2)2 + ( x2 � 1)2:





A. Elementos de Álgebra Linear

A.1 Conceitos Básicos

Os cálculos/operações assim como conceitos envolvendo matrizes e vetores constituem a base dos
métodos numéricos que tratam da solução de sistemas lineares e não lineares de equações algébricas
ou diferenciais. A representação desses sistemas em termos matriciais/vetoriais é extremamente
mais compacta e é corrente na literatura técnica. Como esses conceitos são utilizados na resolução
de problemas típicos da Engenharia Química, os elementos de matrizes e vetores são em princípio
números ou variáveis reais a não ser quando explicitamente especi�cados como complexos.

Uma matriz é um arranjo retangular de números emm linhas en colunas,(m� n), sendo
representada neste texto comoA (letras maiúsculas em negrito) pertencente aÂ m� n, expresso por
A 2 Â m� n. O elemento da linhai e colunaj deA é representado porai j (correspondente letra
minúscula com o sub-índicei j ) ou A i j .

A matriz completa é geralmente escrita na forma:A =

0

B
B
B
@

a11 a12 � � � a1n

a21 a22 � � � a2n
...

...
...
...
...

...
an1 an2 � � � ann

1

C
C
C
A

ou, em forma mais

compacta, por:A = ( ai j ) com i = 1; � � � ; m e j = 1; � � � ; n:
Se duas matrizesA eB apresentam o mesmo número de linhas e o mesmo número de colunas

são ditas do mesmotipo.
SeA = ( ai j ) é tal queai j = 0 para todoi e j então a matrizA é dita nula e é representada

por0.
Se m= n a matrizA é ditaquadrada.
Se m= n e ai j = a ji a matrizA é ditasimétrica.
Se n = 1 tem-se umvetor coluna, ou simplesmentevetor, designado porv (letra minúscula em

negrito) e representado porv =

0

B
B
B
@

v1

v2
...

vm

1

C
C
C
A

2 Â m:
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Se m= 1 tem-se umvetor linhadesignado porvT (letra minúscula em negrito com sobrescrito
T de transposto) e representado porvT =

�
v1 v2 � � � vn

�
2 Â 1� n:

Se m= n = 1 tem-se umescalar(real) a (letra minúscula grega),a 2 Â:
A matriz A 2 Rem� n pode serparticionadapor:

(a) Colunasna forma:

A =
�
ah1i ah2i � � � ahni

�
; em queahji =

0

B
B
B
@

a1j

a2j
...

am j

1

C
C
C
A

; para j = 1; � � � ; n; são osvetores coluna

da matrizA.
(b) Linhasna forma:

A =

0

B
B
B
@

aT
1

aT
2
...

aT
m

1

C
C
C
A

em queaT
i =

�
ai1 ai2 � � � ain

�
; parai = 1; � � � ; m; são osvetores linhada

matrizA.

A.2 Operações entre Matrizes

As operações de adição ou subtração são de�nidas apenas para matrizes do mesmo tipo, assim
seA e B são matrizes (m� n) então a matrizC, também (m� n), somaou subtraçãodeA com
B, representada porC = A � B, tem como termo geralci j = ai j � bi j para i = 1; � � � ; m e j =
1; � � � ; n:

Se a é um escalar real, então a matriza A é uma matriz cujo termo geral éa ai j :
A operação de multiplicação de matrizes está intimamente relacionada a transformações de

coordenadas. Assim sejam as seguintestransformações lineares:

zi =
n

å
j= 1

ai j y j parai = 1; � � � ; m e y j =
p

å
k= 1

b jkxk para j = 1; � � � ; n:

Expressandozi em termos dexk; obtém-se

zi =
n

å
j= 1

ai j

 
p

å
k= 1

b jkxk

!

=
p

å
k= 1

 
n

å
j= 1

ai j b jk

!

xk:

De�nindo cik =
n

å
j= 1

ai j b jk; resultazi =
p

å
k= 1

cikxk; sugerindo a de�nição da matrizC = A B sendo

A (m;n); B(n; p) e C(m; p); cujo termo geral écik =
n

å
j= 1

ai j b jk parai = 1; � � � ; m e k= 1; � � � ; p:

Veri�cando-se assim que a operaçãoA B só é de�nida se o número de colunas deA (primeira
parcela do produto) for igual ao número de linhas deB (segunda parcela do produto). É importante
ressaltar que a lei de comutatividade não é satisfeita pelo produto entre matrizes, mesmo queB A
seja de�nida, isto é sem= p e mesmo queB A seja do mesmo tipo queA B, o que só ocorrerá
se m= p = n (isto é ambas as matrizes são quadradas e de mesma dimensão), assim de uma forma
geral tem-seA B 6= B A:

Se a primeira parcela do produto for um vetor linhauT (1;n) e a segunda parcela for um

vetor colunav(n;1) então o produto é um escalaruT v = u � v =
n

å
j= 1

u jv j ; que é comutável, isto é:

uT v = vT u: Este produto é chamado deproduto escalarde dois vetores.
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Se a primeira parcela do produto for uma matrizA (m;n) e a segunda parcela for um vetor

v(n;1) então o produtoA v é um vetor u(m;1) cujo termo geral éui =
n

å
j= 1

ai j v j parai =

1; � � � ; m: Este produto pode ser efetuado de duas formas distintas:

(a) Métodoij . Considerando a partição por linhas da matrizA, A =

0

B
B
B
@

aT
1

aT
2
...

aT
m

1

C
C
C
A

; entãou = A v =

0

B
B
B
@

aT
1 v

aT
2 v
...

aT
m v

1

C
C
C
A

; cujo termo geral éui = aT
i v; que é o produto escalar dos elementos da linhai da

matrizA pelo vetorv.
(b) Métodoji . Considerando a partição por colunas da matrizA, A =

�
ah1i ah2i � � � ahni

�
;

entãou = A v =
�
ah1i ah2i � � � ahni

�

0

B
B
B
@

v1

v2
...

vn

1

C
C
C
A

=
n

å
i= 1

vi ahii , isto é, o vetoru é umacombinação

linear dos vetores coluna deA, sendo os coe�cientes desta combinação os elementos do
vetorv.

A operação detransposiçãode uma matrizA (m;n) consiste em trocar as linhas pelas colunas
deA, esta nova matriz é chamada de matriztranspostadeA, representada porAT e é uma matriz
(n;m) cujo termo da linhaj e colunai é aT

ji = ai j para j = 1; � � � ; n e i = 1; � � � ; m: Se a matriz
A for simétrica entãoA = AT :

A seguir, descrevem-se propriedades que se aplicamapenasa matrizes quadradas(n;n); a
vetores coluna(n;1) e a vetores linha(1;n):

De�ne-se comomatriz identidadea matrizI cujo elemento geral é(I ) i j = di j =

(
1 sei = j

0 sei 6= j
,

em quedi j é odelta de Krönecker. A matriz identidade é uma matriz diagonal em que todos os

termos são unitáriosI =

0

B
B
B
@

1 0 � � � 0
0 1 � � � 0
...

...
...
...
...

...
0 0 � � � 1

1

C
C
C
A

= diag
�
1 1 � � � 1

�
:

Sendo umamatriz diagonaluma matriz quadrada em que somente os elementos da diagonal não

são nulos, geralmente uma matriz diagonalD =

0

B
B
B
@

d1 0 � � � 0
0 d2 � � � 0
...

...
...
...
...

...
0 0 � � � dn

1

C
C
C
A

; é representada na forma

mais compactaD = diag
�
d1 d2 � � � dn

�
: Toda matriz diagonal, em vista deai j = 0 sei 6= j;

é também simétrica.
Uma propriedade importante da matriz identidade éI A = A I , isto é, a matriz identidade

pré-multiplicada ou pós-multiplicada por qualquer matriz quadrada de mesma dimensão não altera
o valor de elemento algum desta matriz. Algumas vezes, para evitar ambiguidades, representa-se a
matriz identidade de dimensãon por In:

Uma matriz diagonal é um caso particular de matrizes ditasesparsas, que são matrizes que
apresentam um grande número de elementos nulos, sendo os elementos não nulos mais a exceção
do que a regra. Algumas destas matrizes são apresentadas a seguir:
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1. Matrizes tri-diagonais: são matrizes que apresentam apenas os elementos da diagonal, os
elementos imediatamente sobre a diagonal e os elementos imediatamente sob a diagonal não
nulos, sendo os demais nulos, assim seA for uma matriz tri-diagonal então

ai; j =

(
6= 0 sei = j ou i = j + 1 ou i = j � 1

= 0 em qualquer outro caso
:

2. Matrizes bi-diagonais: são matrizes que apresentam apenas os elementos da diagonal, os
elementos imediatamente sobre a diagonal ou os elementos imediatamente sob a diagonal
não nulos, no primeiro caso diz-se que a matriz ébi-diagonal superiore no segundo caso
bi-diagonal inferior.

3. Matrizes triangulares: são matrizes que apresentam todos os elementos sob a diagonal nulos
(matriz triangular superior) ou todos os elementos sobre a diagonal nulos (matriz triangular
inferior). Matrizes triangulares superiores são representadas porU (upper) e matrizes
triangulares inferiores são representadas porL (lower).

O traçode uma matriz quadradaA é a soma dos elementos de sua diagonal, assim

tr(A) =
n

å
i= 1

aii :

Uma matriz quadradaA é ditapositiva de�nidase xT A x > 0 para todo vetorx 6= 0, caso
xT A x � 0 a matrizA é ditapositiva semi-de�nida. Uma matriz quadradaA é ditanegativa de�nida
se xT A x < 0 para todo vetorx 6= 0, casoxT A x � 0 a matrizA é ditanegativa semi-de�nida.
Uma matriz quadradaA é ditanão de�nidase xT A x > 0 para algum vetorx 6= 0 e ao mesmo
tempoxT A x < 0 para algum outro vetorx 6= 0.

O determinantede uma matrizA é um escalar obtido através da soma de todos os produtos
possíveis envolvendo um elemento de cada linha e cada coluna da matriz, com o sinal positivo
ou negativo conforme o número de permutações dos índices seja par ou ímpar. Sua obtenção e
sua representação, apesar de ser um dos conceitos mais preliminares envolvendo matrizes, não
são tarefas triviais e o conceito de determinante é utilizado nestas notas apenas como base de
outras propriedades de matrizes quadradas. Assim, o determinante deA designado por det(A) pode
ser representado por: det(A) = å � a1;i1a2;i2 � � � an;in, ou então através do conceito de cofator do
elementoi j da matrizA (representado porAi j ) que é o determinante da matriz obtida cancelando a
linha i e a colunaj da matrizA com o sinal mais ou menos conformei + j seja par ou ímpar, ou
seja Ai j = ( � 1) i+ jdet(L i j ) em queL i j é a matriz quadrada(n� 1;n� 1) obtida pela eliminação
a linha i e a colunaj da matrizA. Tem-se então:

det(A) =
n

å
j= 1

ai j Ai j det(A) =
n

å
i= 1

ai j Ai j

Expansão do determinante pela linhai Expansão do determinante pela colunaj

Estas expansões apresentam as propriedades
8
>>><

>>>:

n

å
j= 1

ai j Ak j = 0 sek 6= i, equivalente a a�rmar que a matrizA apresenta duas linhas iguais

n

å
i= 1

ai j Aik = 0 sek 6= j, equivalente a a�rmar que a matrizA apresenta duas colunas iguais

Na prática, entretanto, é praticamente impossível calcular o determinante de matrizes através
destas regras gerais por envolver um número muito grande de termos (na realidaden! assim mesmo
com matrizes relativamente pequenas tais comon = 10 tem-se 3 milhões de termos). Entretanto,
para os propósitos deste apêndice apenas as seguintes propriedades de determinante de matrizes
são pertinentes:
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1. O determinante de uma matrizA mantém-se inalterado ao somar a todos os elementos de
qualquer linha (ou coluna) os correspondentes elementos de uma outra linha (ou coluna)
multiplicados pela mesma constantea .

2. Seai j for o único elemento não nulo da linhai ou da colunaj então det(A) = ai j Ai j .

3. SeA =
�

a b
c d

�
; então det(A) = ad� bc:

4. det(A B) = det(B A) = det(A)det(B).
5. det(AT) = det(A).
Como corolário da propriedade 1. tem-se que se det(A) = 0, entãoA apresenta duas linhas

(ou colunas) proporcionais entre si, ou ainda, de uma forma mais geral, pode-se a�rmar que uma
linha (ou coluna) deA pode ser escrita como combinação linear de alguma ou algumas linhas (ou
colunas) da mesma matriz. Da propriedade 2. demonstra-se que seA for uma matriz triangular,
então det(A) é simplesmente o produto dos elementos de sua diagonal (o mesmo valendo para
matrizes bi-diagonais por serem também matrizes triangulares).

Se det(A) = 0 diz-se que a matrizA é singular, e caso det(A) 6= 0 diz-se que a matrizA é
regular ounão singular.

A matriz adjuntade uma matrizA é a matriz transposta da matriz obtida substituindo cada
elemento da matrizA pelo seu correspondente cofator, isto é, se adj(A) for a matriz adjunta deA,
então o elemento da linhai e coluna j de adj(A), é Ai j . A propriedade mais importante da matriz
adjunta diz respeito aos produtos:P = A adj(A) e Q = adj(A) A. O primeiro produto tem com

termo geralpi j =
n

å
k= 1

aikâk j =
n

å
k= 1

aikAk j = det(A)di j e o termo geral do segundo produto éqi j =

n

å
k= 1

âikak j =
n

å
k= 1

Akiak j = det(A)di j ; permitindo concluir queA adj(A) = adj(A) A = det(A)I :

Desse modo se det(A) 6= 0 de�ne-se A � 1 =
adj(A)
det(A)

como sendo ainversadeA que apresenta

a propriedadeA A � 1 = A � 1 A = I ; enfatizando-se queA � 1 só existe se det(A) 6= 0. Além disto,

tem-se det(A � 1) =
1

det(A)
.

Se A =
�

a b
c d

�
; cujos cofatores são

(
A11 = d; A12 = � c

A21 = � b; A22 = a
) adj(A) =

�
d � b

� c a

�
:

Veri�cando-se que

A adj(A) = adj(A) A = ( ad � bc)
�

1 0
0 1

�
= ( ad � bc)I ) A � 1 =

1
(ad� bc)

�
d � b

� c a

�
:

Concluindo-se que para determinar a inversa de uma matriz (2� 2) basta trocar os elementos da
diagonal principal, trocar o sinal dos elementos da diagonal secundária e dividir a matriz resultante
pelo determinante da matriz original.

Se A � 1 = AT a matrizA é chamada dematriz ortogonale, neste caso, como det(AT) = det(A)

e det(A � 1) =
1

det(A)
; resulta em

1
det(A)

= det(A) ) [det(A)]2 = 1; logo det(A) = + 1 ou� 1:

� Exemplo A.1 Um exemplo ilustrativo do emprego de matrizes ortogonais é o relativo à transformação
linear em decorrência da rotação dos eixos de coordenadas, representado na Figura A.1.

Veri�ca-se que as coordenadas originais são

(
x1 = r cos(a )

x2 = r sen(a )
; e os valores das novas

coordenadas são
(

y1 = r cos(q � a ) = r cos(a ) cos(q)+ r sen(a ) sen(q) = x1cos(q)+ x2sen(q)

y2 = � r sen(q � a ) = � r cos(a ) sen(q)+ r sen(a ) cos(q) = � x1sen(q)+ x2cos(q)
:

Representando esta transformação em termos matriciais:
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Figura A.1: Mudança de coordenadas por rotação dos eixos.

�
y1

y2

�
=

�
cos(q) sen(q)

� sen(q) cos(q)

� �
x1

x2

�
, identi�cando a matriz transformação:

M =
�

cos(q) sen(q)
� sen(q) cos(q)

�
, logo MT =

�
cos(q) � sen(q)
sen(q) cos(q)

�
) M M T =

�
1 0
0 1

�
= I :

Observando-se que os vetores coluna da matrizM são exatamente os componentes dos vetores

e1 =
�

1
0

�
e e2 =

�
0
1

�
no novo sistema de coordenadas, poise(y)

1 = M e1 = mh1i =
�

cos(q)
� sen(q)

�

e e(y)
2 = M e2 = mh2i =

�
sen(q)
cos(q)

�
, como mostrado na Figura A.2. �

Figura A.2: Coordenadas da base canônica no novo sistema de coordenadas.
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Outras propriedades de operações entre matrizes são listadas a seguir.
1. As leis deassociaçãoe decomutaçãosão válidas para as operações de adição/subtração

entre matrizes, assim(A + B)+ C = A +( B+ C) e A + B = B+ A:
2. As leis deassociaçãoe dedistribuiçãosão válidas para a operação de multiplicação entre

matrizes, assim(A B) C = A (B C); A (B+ C) = A B + A C e
(A + B) C = A C + B C:

3. As operações envolvendo matrizes transpostas apresentam as propriedades
(A + B)T = AT + BT e (A B)T = BT AT :

4. As operações envolvendo inversas de matrizes apresentam as propriedades
(A B) � 1 = B� 1 A � 1 e (A � 1)T = ( AT) � 1:

A.3 Conceito de Posto de Matriz e a Ortogonalização de Gram-Schmidt

Um menor de ordem pde uma matrizA(n;n) é o valor do determinante da matriz obtida
eliminando-se(n � p) linhas e (n � p) colunas da matrizA. Setodosos menores de ordem
(r + 1) de uma matrizA forem nulos e seao menosum menor de ordemr for não nulo, diz-se que
a matrizA é deposto(ou rank) r: De acordo com esta de�nição toda matriz quadradaA(n;n) não
singular apresenta o posto igual an.

Um conjunto den vetoresu1; u2; � � � ; un com n elementos é ditolinearmente independentese
os únicos valores dec1; c2; � � � ; cn tais quec1u1+ c2u2+ � � � + cnun = 0 sãoc1 = c2 = � � � = cn =
0. Neste caso os vetoresu1; u2; � � � ; un formam umabasedo Â n e todovetor desse espaço de
dimensãon (que é o numero máximo de vetores linearmente independentes que pode existir nesse
espaço, que também é igual ao número de elementos desses vetores) pode ser expresso como uma
combinação linear dos vetores da base, os coe�cientes dessa combinação linear são oscomponentes
do vetor nessa base. Os componentes de um vetor qualquer doÂ n apenas confundem-se com seus
elementos quando adota-se abase canônicado Â n, que é a base composta pelos vetores unitários
ei cujo único elemento não nulo é oi-ésimo, isto é,ei j = di j . Dessa forma, os vetores coluna ou os
vetores linha da matriz identidadeI são os vetores da base canônica doÂ n:

Em uma matriz de posto igual ar todos seus vetores linha (ou coluna) podem ser escritos
como uma combinação linear der vetores linha (ou coluna). Dessa forma, o posto de uma matriz
é também o número máximo de vetores linha (ou coluna) linearmente independentes que a matriz
contém.

Uma forma de determinar o posto de uma matriz é através do processo deortogonalização de
Gram1-Schmidt2 aplicado aos vetores linha ou aos vetores coluna da matriz. Este processo pode ser
resumido na seguinte forma: sejamv1; v2; � � � ; vn os vetores coluna (ou linha) deA, a partir desses
vetores constrói-se umabase ortogonalna forma:

u1 =
v1

jv1j
u2 = v2 � (vT

2 u1) u1 se ju2j > e entãou2 =
u2

ju2j
u3 = v3 � (vT

3 u1) u1 � (vT
3 u2) u2 se ju3j > e entãou3 =

u3

ju3j
ou, na forma recursiva:

u j = v j �
j � 1

å
k= 1

�
(vT

j uk) uk
�

se ju j j > e entãou j =
u j

ju j j
para j = 2; � � � ; n com u1 =

v1

jv1j
;

sendoe � 0:

1Jorgen Pedersen Gram (1850-1916).
2Erhard Schmidt (1876-1959).
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Se durante este processo algum vetoruk com módulo nulo (ou menor que um valor positivo
próximo de zeroe) for encontrado, esse vetor é desconsiderado e o procedimento reiniciado com
a renumeração dos vetores subsequentes, ao �nal do processo o número de vetoresuk não nulos
é igual ao posto da matriz. No �nal do procedimento um conjunto der vetores linearmente
independentes de dimensãon é encontrado, sendo esses vetores mutuamente ortogonais e de
módulos unitários (designados comoortonormais). Esse procedimento pode ser também aplicado a
matrizes não quadradas.

� Exemplo A.2 Calcular através do método de Gram-Schmidt o posto de cada uma das matrizes:

(a) A =

0

@
2 � 3 7
4 6 2

� 4 0 1

1

A ) v1 =

0

@
2
4

� 4

1

A ;v2 =

0

@
� 3

6
0

1

A e v3 =

0

@
7
2
1

1

A :

u1 =
1
3

0

@
1
2

� 2

1

A ) vT
2 u1 = vT

3 u1 = 3

u2 =

0

@
� 3

6
0

1

A �
3
3

0

@
1
2

� 2

1

A =

0

@
� 4

4
2

1

A ) j u2j = 6 ) u2 =
1
3

0

@
� 2

2
1

1

A e vT
3 u2 = � 3

u3 =

0

@
7
2
1

1

A �
3
3

0

@
1
2

� 2

1

A +
3
3

0

@
� 2

2
1

1

A =

0

@
4
2
4

1

A ) j u3j = 6 ) u3 =
1
3

0

@
2
1
2

1

A

Como os três vetoresu1; u2 e u3 não são nulos o posto da matriz é igual a 3.

(b) A =

0

B
B
@

� 1 2 3
� 2 4 � 1
� 1 2 � 4
� 5 10 � 6

1

C
C
A ) v1 = �

0

B
B
@

1
2
1
5

1

C
C
A ; v2 =

0

B
B
@

2
4
2
10

1

C
C
A e v3 =

0

B
B
@

3
� 1
� 4
� 6

1

C
C
A :

Aplicando o método de Gram-Schmidt obtêm-se

u1 = �
1

p
31

0

B
B
@

1
2
1
5

1

C
C
A ;u2 =

0

B
B
@

0
0
0
0

1

C
C
A e u3 =

1
p

527

0

B
B
@

18
5

� 13
� 3

1

C
C
A :

Como há apenas 2 vetores não nulos, o posto desta matriz é igual a 2.

(c) A =

0

B
B
@

� 1 2 3 1
� 2 4 � 1 � 3
� 1 2 � 4 � 4
� 5 10 � 6 � 10

1

C
C
A ) v1 = �

0

B
B
@

1
2
1
5

1

C
C
A ;v2 =

0

B
B
@

2
4
2
10

1

C
C
A ;v3 =

0

B
B
@

3
� 1
� 4
� 6

1

C
C
A e v4 =

0

B
B
@

1
� 3
� 4
� 10

1

C
C
A :

Aplicando o método de Gram-Schmidt obtêm-se

u1 = �
1

p
31

0

B
B
@

1
2
1
5

1

C
C
A ;u2 =

0

B
B
@

0
0
0
0

1

C
C
A ;u3 =

1
p

527

0

B
B
@

18
5

� 13
� 3

1

C
C
A e u4 =

0

B
B
@

0
0
0
0

1

C
C
A :

Novamente, como há apenas 2 vetores não nulos, o posto desta matriz é igual a 2.
�

A.4 Valores e Vetores Característicos de Matrizes

Dada uma matriz quadradaA pode-se determinar um escalarl e um vetorv tal que a equação
A v = l v seja satisfeita, o escalarl é chamado devalor característicoouautovalorda matrizA
ev é chamado devetor característicoouautovetordeA. A equação de de�nição do valor e vetor
característico pode também ser escrita na forma(A � l I ) v = 0, transformando-se assim em um
sistema linear e homogêneo de equações que apresenta solução apenas se a matriz for singular, isto
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é se a matriz(A � l I ) for singular, o que implica em:

det(A � l I ) = det

0

B
B
B
@

a11 � l a12 � � � a1n

a21 a22 � l � � � a2n
...

...
...
...
...

...
an1 an2 � � � ann � l

1

C
C
C
A

= p(l ) = 0;

sendop(l ) um polinômio de graun�em l chamado depolinômio característicoA cujas n raízes
são osvalores característicosou autovaloresda matrizA. Pela expansão do determinante de
(A � l I ) veri�ca-se que o único termo de graun e (n� 1) em l é o correspondente ao produto
da diagonal principal de(A � l I ) isto é,(a11 � l )(a22 � l ) � � � (ann � l ) sendo todos os demais
termos de grau inferior a(n� 1). Além disso, comop(0) = det(A) o termo independente del em
p(l ) é det(A), permitindo assim concluir quep(l ) = ( � l )n + ( a11+ a22+ � � � + ann)( � l )n� 1 +
� � � + det(A) multiplicando ambos os lados da última equação por(� 1)n obtém-se:

p(l ) = l n � (a11+ a22+ � � � + ann)l n� 1 + � � � + ( � 1)ndet(A)

(note que apesar de ter-se multiplicado ambos os lados da expressão original por(� 1)n, a notação
p(l ) para designar o polinômio característico foi mantida, pois o polinômio está igualado a zero
sendo assim irrelevante seu sinal). Pela expressão dep(l ) deduz-se que:

(a) l 1 + l 2 + � � � + l n = a11+ a22+ � � � + ann ou seja
n

å
i= 1

l i = tr(A);

(b) l 1l 2 � � � l n = det(A) ou seja
n

Õ
i= 1

l i = det(A);

(c) Em decorrência da propriedade (b), seA for uma matriz singular, em vista de det(A) = 0 )
n

Õ
i= 1

l i = 0, isto é, pelo menos um valor característico deA é nulo.

Após os valores característicos deA serem determinados, os vetores característicos são
determinados através de(A � l i I ) vi = 0 para i = 1; 2; � � � ; n, porém, sabe-se que para qualquer
matriz quadradaM tem-se M adj(M) = det(M)I , que aplicado aM = A � l i I em vista de
det(A � l i I ) = 0, tem-se(A � l i I ) adj(A � l i I ) = 0 ou ainda(A � l i I ) [Cteadj(A � l i I )] = 0.
Desse modo, qualquer vetor coluna não nulo da matrizadj(A � l i I ) multiplicado por qualquer
constante real é um vetor característico deA. Como a matriz adjunta de uma matriz quadrada é
obtida transpondo-se a matriz construída substituindo cada elemento por seu cofator, para calcular
o vetor característicovi basta calcular os cofatores não nulos de uma linha qualquer de(A � l i I )
multiplicados por uma constante real conveniente.

Pré-multiplicando a equação de de�nição do valor e vetor característicos pela matrizA tem-se
A2 v = l (A v) e comoA v = l v tem-seA2 v = l 2v. Repetindo o procedimento a essa última
equação tem-seA3 v = l 3v, e assim sucessivamente, permitindo escrever:Am v = l mv; param=
1; 2; � � � , isto é, os valores característicos deAm são os valores característicos deA elevados à
mesma potênciam e os vetores característicos são iguais aos vetores característicos da matriz
A. Se a matrizA for não singular (não admite o valor característico nulo), então multiplicando

ambos os lados deA v = l v por A � 1, obtém-sev = l
�
A � 1 v

�
) A � 1 v =

v
l

, isto é, os valores

característicos deA � 1 são l � 1 e os vetores característicos são iguais aos vetores característicos
deA. Dessa forma, pode-se a�rmar, seA for não singular, então os valores característicos deAm

são os valores característicos deA elevados à mesma potênciam, param= 0; � 1; � 2; � 3; � � � , e
os vetores característicos são iguais aos vetores característicos da matrizA:

Sendoq(l i) qualquer polinômio escalar de graun : q(l i) = anl n
i + an� 1l n� 1

i + an� 2l n� 2
i +

� � � + a1l i + a0 que multiplicado porvi resulta emq(l i)vi = anl n
i vi + an� 1l n� 1

i vi + an� 2l n� 2
i vi +

� � � + a1l ivi + a0vi mas pela propriedade anterior tem-sel mvi = Am vi , resultando em



272 Capítulo A. Elementos de Álgebra Linear

q(l i)vi =
�
anAn + an� 1An� 1 + an� 2An� 2 + � � � + a1A + a0I

�
vi , ou seja,q(A) vi = q(l i)vi :

Adotando an = ( � 1)n; a i = ( � 1)nci parai = 0; 1; 2; � � � ; (n � 1), isto é,q(l i) = p(l i), o
polinômio característico deA, como p(l i) = 0 tem-se:

�
An + cn� 1An� 1 + cn� 2An� 2 + � � � + c1A + c0I

�
vi = 0 parai = 1; 2; � � � ; n:

O Teorema de Cayley3-Hamilton4 pode ser deduzido a partir da análise da equação acima.
Considerando que a matrizA apresenta valores característicos distintos, os correspondentes vetores
característicos são linearmente independentes e constituem uma base do espaço vetorial, então

qualquer vetorx desse espaço pode ser expresso porx =
n

å
i= 1

bivi , então:

�
An + cn� 1An� 1 + cn� 2An� 2 + � � � + c1A + c0I

� n

å
i= 1

bivi = 0
�
An + cn� 1An� 1 + cn� 2An� 2 + � � � + c1A + c0I

�
x = 0, como essa expressão é nula para todo

x, a matrizAn + cn� 1An� 1 + cn� 2An� 2 + � � � + c1A + c0I é a matriz nula (todos seus elementos são
nulos).

Teorema A.4.1 — Teorema de Cayley-Hamilton. SejaA uma matriz(n;n) cujo polinômio
característico é dado por:

p(l ) = det(A � l I ) = ( � 1)n �
l n + cn� 1l n� 1 + � � � + c2l 2 + c1l + c0

�
= 0;

então a matrizA satisfaz seu polinômio característico, ou seja,

An + cn� 1An� 1 + � � � + c2A2 + c1A + c0I = 0:

Um procedimento de determinação recursiva dos coe�cientes do polinômio característico daA

é desenvolvido baseado na propriedade:Sm =
n

å
i= 1

l m
i = tr(Am) param= 1; 2; � � � ; n. Considerando

a expansão do polinômio característico daA: p(l ) = l n + cn� 1l n� 1 + cn� 2l n� 2 + � � � + c2l 2 +
c1l + c0; que pode também ser expresso pelo produto dos monômios(l � l i) para i = 1; 2; � � � ; n
(em quel i são os valores característicos deA), p(l ) = ( l � l 1)( l � l 2) � � � (l � l n):

Diferenciando ambas expressões dep(l ) em relação àl ; obtêm-se:
p0(l ) = nl n� 1 + ( n� 1)cn� 1l n� 2 + ( n� 2)cn� 2l n� 3 + � � � + 2c2l + c1 e
p0(l ) = ( l � l 2)( l � l 3) � � � (l � l n) + ( l � l 1)( l � l 3) � � � (l � l n) + � � � +

+( l � l 1)( l � l 2) � � � (l � l n� 1) =
n

å
i= 1

p(l )
l � l i

:

Representando a divisão
p(l )

l � l i
por:

p(l )
l � l i

= l n� 1 + d(i)
n� 1l n� 2 + d(i)

n� 2l n� 3 + d(i)
n� 3l n� 4 + � � � + d(i)

2 l + d(i)
1 , assim

p(l ) = l n+ cn� 1l n� 1+ cn� 2l n� 2+ � � � + c2l 2+ c1l + c0 = ( l � l i)( l n� 1+ d(i)
n� 1l n� 2+ d(i)

n� 2l n� 3+

d(i)
n� 3l n� 4+ � � � + d(i)

2 l + d(i)
1 ) = l n+( d(i)

n� 1 � l i)l n� 1+( d(i)
n� 2 � l id

(i)
n� 1)l n� 2+( d(i)

n� 3 � l id
(i)
n� 2)l n� 3+

� � � + ( d(i)
1 � l id

(i)
2 )l � d(i)

1 l i :
Igualando os termos de mesma potência del , resulta:

3Arthur Cayley (1821-1895).
4William Rowan Hamilton (1805-1865).



A.4 Valores e Vetores Característicos de Matrizes 273
8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

d(i)
n� 1 = cn� 1 + l i

d(i)
n� 2 = cn� 2 + l id

(i)
n� 1

d(i)
n� 3 = cn� 3 + l id

(i)
n� 2

d(i)
n� 4 = cn� 4 + l id

(i)
n� 3

...
...
...

d(i)
2 = c2 + l id

(i)
3

d(i)
1 = c1 + l id

(i)
2

)

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

d(i)
n� 1 = cn� 1 + l i

d(i)
n� 2 = cn� 2 + l icn� 1 + l 2

i

d(i)
n� 3 = cn� 3 + l icn� 2 + l 2

i cn� 1 + l 3
i

d(i)
n� 4 = cn� 4 + l icn� 3 + l 2

i cn� 2 + l 3
i cn� 1 + l 4

i
...
...
...

d(i)
2 = c2 + l ic3 + l 2

i c4 + l 3
i c5 + � � � + l n� 3

i cn� 1 + l n� 2
i

d(i)
1 = c1 + l id2 + l 2

i c3 + l 3
i c4 + � � � + l n� 2

i cn� 1 + l n� 1
i

e substituindo os valores ded(i)
n em p0(l ) =

n

å
i= 1

p(l )
l � l i

, tem-se:

p0(l ) = nl n� 1+( ncn� 1+ S1)l n� 2+( cn� 2+ cn� 1S1+ S2)l n� 3+( ncn� 3+ cn� 2S1+ cn� 1S2+ S3)l n� 4+
� � � + ( nc2 + c3S1 + c4S2 + � � � + cn� 3Sn� 5 + cn� 2Sn� 4 + cn� 1Sn� 3 + Sn� 2)l + ( nc1 + c2S1 + c3S2 +

� � � + cn� 3Sn� 4 + cn� 2Sn� 3 + cn� 1Sn� 2 + Sn� 1); em que Sm =
n

å
i= 1

l m
i = tr(Am):

Subtraindo da última expressão aquela obtida derivando diretamente a forma original dep(l ),
ou seja,p0(l ) = nl n� 1 +( n� 1)cn� 1l n� 2 +( n� 2)cn� 2l n� 3 + � � � + ici l i� 1 + � � � + c1, obtêm-se:8

>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

cn� 1 + S1 = 0

2cn� 2 + cn� 1S1 + S2 = 0

3cn� 3 + cn� 2S1 + cn� 1S2 + S3 = 0
...

(n� 2)c2 + c3S1 + c4S2 + � � � + cn� 3Sn� 5 + cn� 2Sn� 4 + cn� 1Sn� 3 + Sn� 2 = 0

(n� 1)c1 + c2S1 + c3S2 + � � � + cn� 3Sn� 4 + cn� 2Sn� 3 + cn� 1Sn� 2 + Sn� 1 = 0

Além dessas equações tem-se em vista dep(l i) = l n
i + cn� 1l n� 1

i + cn� 2l n� 2
i + � � � + c2l 2

i +
c1l i + c0 = 0, que submetida ao somatório dei = 1 a n resulta emnc0 + c1S1 + c2S2 � � � +
cn� 4Sn� 4 + cn� 3Sn� 3 + cn� 2Sn� 2 + Sn� 1 = 0:

Dando origem a um sistema linear triangular de dimensãon cuja solução pode ser expressa na

forma recursiva:

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

cn� 1 = � S1

cn� 2 = �
cn� 1S1 + S2

2

cn� 3 = �
cn� 2S1 + cn� 1S2 + S3

3
...

c2 = �
c3S1 + c4S2 + � � � + cn� 3Sn� 5 + cn� 2Sn� 4 + cn� 1Sn� 3 + Sn� 2

n� 2
c1 = �

c2S1 + c3S2 + � � � + cn� 3Sn� 4 + cn� 2Sn� 3 + cn� 1Sn� 2 + Sn� 1

n� 1
c0 = �

c1S1 + c2S2 � � � + cn� 4Sn� 4 + cn� 3Sn� 3 + cn� 2Sn� 2 + Sn� 1

n

:

Este método é chamado demétodo de Le Verrier5, que determina recursivamente os coe�cientes
de p(l ) a partir do cálculo dos traços das sucessivas potências deA de 1 an.

� Exemplo A.3 Aplique o método de Le Verrier para determinar o polinômio característico, os

valores característicos e os vetores característicos da matrizA =

0

@
� 2;50 � 1;00 � 1;25
� 0;50 � 4;00 � 1;75

1;00 2;00 0;50

1

A :

5Urbain Jean Joseph Le Verrier (1811–1877).
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Assim A2 =

0

@
5;50 4;00 4;25
1;50 13;00 6;75

� 3;00 � 8;00 � 4;50

1

A eA3 =

0

@
� 11;50 � 13;00 � 11;75
� 3;50 � 40;00 � 21;25

7;00 26;00 15;50

1

A :

Obtêm-seS1 = tr(A) = � 6; S2 = tr(A)2 = 14 eS3 = tr(A)3 = � 36:8
>>><

>>>:

c2 = � S1 = 6

c1 = �
c2S1 + S2

2
= �

6(� 6)+ 14
2

= 11

c0 = �
c1S1 + c2S2 + S3

3
= �

11(� 6)+ 6(14) � 36
3

= 6

:

Veri�cando-se queA3 + 6A3 + 11A + 6I = 0, provando que os valores dos coe�cientes
estão corretos, pois satisfazem ao estabelecido no Teorema de Cayley-Hamilton. O polinômio
característico deA é entãop(l ) = l 3 + 6l 2 + 11l + 6; cujas raízes (os valores característicos de
A) são: l 1 = � 1; l 2 = � 2 e l 3 = � 3: Os vetores característicos deA são determinados de acordo
com:

1. Primeiro vetor característico: correspondendo al 1 = � 1

A � l 1I = A+ I =

0

@
� 1;50 � 1;00 � 1;25
� 0;50 � 3;00 � 1;75

1;00 2;00 1;50

1

A cujos cofatores da primeira linha são� 1; � 1 e 2.

Multiplicando estes valores por� 1 obtém-sev1 =

0

@
1
1

� 2

1

A :

2. Segundo vetor característico: correspondendo al 1 = � 2

A � l 2I = A + 2I =

0

@
� 0;50 � 1;00 � 1;25
� 0;50 � 2;00 � 1;75

1;00 2;00 2;50

1

A cujos cofatores da primeira linha são

� 1;5; � 0;5 e 1. Multiplicando estes valores por� 2 obtém-sev2 =

0

@
3
1

� 2

1

A :

3. Terceiro vetor característico: correspondendo al 1 = � 3

A � l 3I = A + 3I =

0

@
0;50 � 1;00 � 1;25

� 0;50 � 1;00 � 1;75
1;00 2;00 3;50

1

A cujos cofatores da primeira linha são

1; 3 e � 2; obtém-sev3 =

0

@
1
3

� 2

1

A :

�

Outra propriedade importante relativa a valores e vetores característicos de matrizes diz
respeito aos valores e vetores característicos deAT : Assim, sejami um valor característico
de AT ) AT ui = miui ; sendoui o vetor característico correspondente, entãomi são as raízes de
det(AT � mI) = 0; mas det(AT � mI)=det[(AT � mI)]T=det(A � mI) que é idêntico ao polinômio
característico deA, demonstrando que os valores característicos deAT são iguais aos valores
característicos deA: Entretanto, o mesmo não ocorre com os vetores característicos; sevi ; parai =
1; 2; � � � ; n, forem os vetores característicos deA e u j ; para j = 1; 2; � � � ; n, forem os vetores
característicos deAT tem-se:

(
A v i = l ivi

AT u j = l ju j ) uT
j A = l juT

j para j 6= i
;

assim, uT
j A v i = l juT

j vi = l iuT
j vi ) (l j � l i)uT

j vi = 0 comol j 6= l i ) uT
j vi = 0; isto é,

os vetores característicos deAT e deA, correspondendo a valores característicos distintos, são
ortogonais entre si.
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Consequentemente, matrizes simétricas(A = AT) apresentam vetores característicos ortogonais
entre si, correspondentes a valores característicos distintos. Além disto, os valores característicos de
matrizes simétricas são todos reais, esta propriedade pode ser demonstrada considerando hipótese
contrária. Isto é, sendol k = a + bi um valor característico de uma matriz simétricaA, então, como
a matriz e os coe�cientes do polinômio característico são todos reais,l̄ k = a � b i (seu conjugado)
também será valor característico deA. A mesma propriedade ocorreria com os correspondentes
vetores característicos,vk = a+ bi e v̄k = a� bi; no entanto,(l̄ k � l k)v̄T

k vk = 2bv̄T
k vk = 0

sendov̄T
k vk = ( a+ bi)T (a+ bi) = jjajj2 + jjbjj2 logo 2bv̄T

k vk = 2b
�
jjajj2 + jjbjj2

�
= 0; como�

jjajj2 + jjbjj2
�

> 0 ) b = 0; contradizendo a hipótese da matriz admitir um valor característico
complexo.

A.5 Valores e Vetores Singulares

Dada uma matrizA 2 Â m� n e lembrando dos conceitos básicos que a imagem ou range(A) =
f A x j x 2 Â ng é o espaço gerado pelos vetores colunas deA e range(AT) é o espaço gerado pelos
vetores linhas deA, a decomposição em valores e vetores singulares (Singular Value Decomposition,
SVD) é capaz de obter simultaneamente as bases ortonormais desses subespaços.

Qualquer matrizA 2 Â m� n pode ser decomposta na forma:

A = U S VT ;

em que U 2 Â m� m é uma matriz ortonormal cujas colunas são os vetores característicos de
A AT 2 Â m� m, V 2 Â n� n é uma matriz ortonormal cujas colunas são os vetores característicos de
AT A 2 Â n� n e S2 Â m� n é umamatriz diagonal retangularcontendo a raiz quadrada dos valores
característicos deA AT (que são equivalentes aos valores característicos deAT A), arranjados
em ordem decrescente. As últimas linhas ou colunas excedentes na matrizSigmaem relação à
matriz diagonal quadrada de dimensãomax(n;m) contêm somente elementos nulos. Os vetores
característicos deA AT eAT A estão arranjados nas colunas deU eV, respectivamente, na ordem
de seus valores característicos na matrizS. Os elementos,s i , da diagonal deS são denominados de
valores singularesdeA, sendo todos não negativos. Além disso, o número de valores singulares
positivos é igual ao posto(A). Os vetores colunas deU são denominados devetores singulares à
esquerdadeA e os vetores colunas deV são denominados devetores singulares à direitadeA, e
as relações entre esses vetores são:

A v i = s i ui e AT ui = s i vi :

A decomposição SVD revela várias propriedades intrínsecas da matrizA e é numericamente
estável para os cálculos. Algumas propriedades são listadas abaixo para uma matriz comr valores
singulares positivos:

(a) posto(A) = r;
(b) null(A) = span(vr+ 1;vr+ 2; � � � ;vn);
(c) range(A) = span(u1;u2; � � � ;ur );
(d) range(AT) = span(v1;v2; � � � ;vr );

(e) A =
r

å
i= 1

s i ui vT
i ;

(f) kAkF =

s
r

å
i= 1

s 2
i (norma de Frobenius);

(g) kAk2 = s1.
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em que null(A) = f x 2 Â n j A x = 0g � Â n é o espaço nulo da matrizA e span(u1;u2; � � � ;ur ) =
r

å
i= 1

a i ui é o subespaço gerado por todas as combinações lineares dos vetores do conjunto gerador.

A matriz: A† = V S† UT = ( AT A) � 1 AT , é chamada depseudo-inversade A, em que os
elementos da diagonal deS† consistem no recíproco dos valores singulares positivos deS, na
mesma ordem. A pseudo-inversa tem a propriedadeA A† A = A ou A† A A† = A†.

A solução do problema de valores singulares para o sistema linear,y = A x, corresponde
resolver o seguinte problema de otimização:

max
x

jj yjj2
2

sujeito a: jjxjj2
2 = 1;

em quejjyjj2
2 = yT y. Usando o conceito dos multiplicadores de Lagrange, o problema acima pode

ser reescrito como:
max

x
[S(x) = xT AT A x � l (xT x � 1)]

cuja primeira condição de otimalidade éÑS(x) = 2xT A x � 2l x = 0, ou seja, a solução é
equivalente ao problema de valor característicoAT A x = l x, cujosx ótimos locais correspondem
aos vetores característicos deAT A ou os vetores singulares deA (também chamados decomponentes
principaisde variação, pois indicam as direções de máxima variação dey em função das variações
emx com mesma energia, isto é,jjxjj2 = 1 e os respectivos multiplicadores de Lagrange são os
valores característicos deAT A ou o quadrado dos valores singulares deA.

Observe que para uma matriz deposto(A) = r; A = U S VT =
r

å
i= 1

s i ui vT
i e, portanto,y =

A x = U SVT x =
r

å
i= 1

s i ui vT
i x, indicando que a projeção do vetorx na direção do vetorvi (ou seja,

vT
i x) é ampli�cada pors i na direçãoui do vetory, sendoi = 1 a direção de maior ampli�cação e

i = r a direção de menor ampli�cação. Dependendo do valor des i , uma pequena mudança emx
pode causar uma grande mudança emy, mas isto vai depender do ângulo entre os vetoresx e vi .

� Exemplo A.4 Usando vetores unitáriosu, jjujj = 1, e suas transformações linearesA u para uma
matriz de dimensão 2� 2 é possível localizar as direções características da matriz na Figura A.3a.

A =
�

1=4 3=4
1 1=2

�

em que os valores característicos,l , e os vetores característicos,u, resultantes das soluções não

triviais do sistema de equações linearesA u = l u, são: l 1 = 5=4 e u1 =
1
5

�
3
4

�
; l 2 = � 1=2

e u2 =
1

p
2

�
1

� 1

�
, são visualizados quando os dois vetores (u e A u) estão na mesma direção.

Mostrando que o operadorA, na direção deu, corresponde a uma redução ou ampliação por um
fator l . Quando os sentidos dos dois vetores são opostos tem-se um valor característico negativo.

Pode-se observar que os dois vetores característicos não são os eixos maior e menor da
elipse formada pelas transformações lineares. Seriam para o caso particular de matrizes simétricas.
Matrizes2� 2 com um par de valores característicos complexos não possuem vetores característicos
reais.

Usando dois vetores unitários,v1 e v2, perpendiculares e suas correspondentes transformações
lineares,A v1 e A v2, pode-se localizar os valores e vetores singulares, resultantes das soluções
não triviais dos sistemas de equações linearesAT A v = s 2v e A AT u = s 2u, que são:

s1 = 1;2792; v1 = ( 0;7678 0;6407)T e A v1 = s1u1 = ( 0;6725 1;0881)T
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Figura A.3: Direções características de uma matriz.

s2 = 0;4886; v2 = ( 0;6407 � 0;7678)T e A v2 = s2u2 = ( � 0;4156 0;2569)T ;
em ques1 e s2 são os valores singulares,(v1, v2) e (u1; u2) são as matrizes dos vetores singulares
à direita e à esquerda, respectivamente. Esses vetores surgem no momento em que as transformações
são perpendiculares entre si, conforme mostra a Figura A.3b. Observa-se que isto acontece quando
os vetores das transformações são os eixos maior e menor da elipse, mostrando, por exemplo, as
direções de máxima e mínima ampli�cação de sinais, respectivamente. Para o caso particular de
uma matriz quadrada, simétrica e positiva de�nida, as decomposições em valores característicos e
em valores singulares são equivalentes. �

Para determinar se o sistema linear,y = A x, está bem escalonado, faz-se uso do número de
condicionamento da matrizA, que na norma 2 é dado por:

g(A) =
smax(A)
smin(A)

em quesmax(A) é o maior valor singular deA esmin(A) é o menor valor singular não nulo deA.
A melhor maneira de escalonar um sistema é atacando a origem do problema, ou seja um

apropriado adimensionamento das variáveis dependentes e das equações do problema. Uma
maneira numérica de determinar quais as variáveis devem ser reescaladas é através do cálculo do
condicionamento mínimo, isto é, determinar as matrizes que pré- e pós-multiplicadas pela matrizA
resultam em umg mínimo (g� ), isto é:

g� (A) = min
L;R

g(L A R ):

ConsiderandoL eR matrizes diagonais, então tem-se como resultado do problema de otimização
acima quais as saídas e entradas devem ser reescaladas, respectivamente, pois:

ye = L y e xe = R� 1 x:

A.6 Formas Canônicas de Matrizes

A utilização dos conceitos de matrizes e vetores é plenamente justi�cada na representação de
sistemas algébricos linearesA x = b, nos quais tanto os elementos do vetor das incógnitasx
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quanto os elementos do vetor das constantesb são seus componentes na base canônica deÂ n. Os
componentes dos vetoresx e b em uma nova base deÂ n, constituída porn vetores linearmente

independentesp1; p2; � � � ; pn, seriam determinados através dex =
n

å
i= 1

yipi e b =
n

å
i= 1

cipi , ou, em

notação matricial,x = Py̧ e b = P c, em queP =
�

p1 p2 p3 � � � pn
�

:
O sistema original transforma-se emA P y = P c) (P� 1 A P) y = c, de�nindo B = ( P� 1 A P);

permitindo interpretarB y = c como sendo o sistema original representado nanova basep1; p2; � � � ; pn:
Um propriedade importante da matrizB = ( P� 1 A P), que ésimilar (ousemelhante) à matriz

A, é ainvariânciados valores característicos deA na nova base, pois
det(B � l I ) = det(P� 1 A P � l I ) = det

�
(P� 1 (A � l I ) P

�
=

= det(P� 1)det(A � l I )det(P) = det(P� 1)det(P)det(A � l I ) = det(A � l I ) = p(l ): Portanto, o
polinômio característico da matrizB é o mesmo polinômio característico da matrizA, o mesmo
ocorrendo em relação aos valores característicos. Entretanto, os vetores característicos deA eB
não são os mesmos. Sendov os vetores característicos deA, tem-seA v = l v; cujos componentes

na nova base sãov =
n

å
i= 1

uipi = P u; assimA P u = l (P u) ) (P� 1 A P) u = B u = l u; isto é,

os vetores característicos da matrizB nada mais são que a representação dos vetores característicos
da matrizA na nova base.

Outra propriedade da mudança de base de matrizes diz respeito à potenciação, assim, considerando
a expressãoQ(k) = ( P� 1 Ak P); que pré-multiplicada por(P� 1 A P) resulta em(P� 1 A P) (P� 1 Ak P) =
P� 1 Ak+ 1 P= Q(k+ 1) : Identi�cando Q(1) = ( P� 1 A P) = B; concluí-se queBm = P� 1 Am P eAm =
P Bm P� 1; param= 1; 2; � � � , e, seA for não singular, inclui também os valores inteiros negativos.

Esta mesma propriedade pode ser aplicada a funções polinomiais deA do tipo

pm(A) = Am+ am� 1Am� 1 + am� 2Am� 2 + � � � + a1A + a0I ;

implicando empm(B) = P� 1 pm(A) P e pm(A) = P pm(B) P� 1

Se a matrizA apresentarn valores característicos distintos então a base constituída pelos vetores
característicos deA, v1; v2; � � � ; vn; compondo a matrizV =

�
v1 v2 v3 � � � vn

�
em vista

de A v i = l ivi e A V =
�
A v1 A v2 A v3 � � � A vn

�
=

�
l 1v1 l 2v2 l 3v3 � � � l nvn

�
=

V diag
�
l 1 l 2 l 3 � � � l n

�
; entãoV � 1A V = diag

�
l 1 l 2 l 3 � � � l n

�
:

Desse modo, a matrizA representada na base composta por seus vetores característicos, assume
sua forma mais simples que é a matriz diagonal composta por seus valores característicos (caso
forem todos distintos):

V � 1A V = D = diag
�
l 1 l 2 l 3 � � � l n

�
e A = V D V � 1:

Nesse caso, a matriz diagonal é aforma canônicada matrizA e o procedimento é chamado de
diagonalização.

Se a matrizA apresentar valores característicos múltiplos e se ao(s) valor(es) característico(s)
múltiplo(s) associar(em)-se apenas um vetor característico, aforma canônicada matriz não é
mais uma matriz diagonal mas sim aForma Canônica de Jordan. Para ilustrar o procedimento de
determinação da nova base que transforma a matrizA na correspondente forma canônica, o primeiro
valor característicol 1 é considerado como de multiplicidadem e os (n� m) restantes distintos
entre si e diferentes del 1: Ao valor característicol 1 associa-se apenas um vetor característico
v1 tal que A v1 = l 1v1, o posto da matriz(A � l 1I ) é (n� 1), e aos demais(n� m) restantes
valores característicos associam-se os vetores característicosvk que satisfazem aA vk = l kvk

parak = ( m+ 1); (m+ 2); � � � ; n. Os vetores característicosv1; vm+ 1; vm+ 2; � � � ; vn; constituem
a primeira coluna e as colunas(m+ 1); (m+ 2); � � � ; n da matrizV. Para determinar as demais
colunas desta matriz (colunas: 2 , 3, ...,m) assim procede-se:
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A v j = l 1v j + v j � 1 para j = 2; 3; � � � ; m:
Deste modo tem-seA V =

�
A v1 A v2 A v3 � � � A vn

�

A V =
�
l 1v1 l 1v2 + v1 l 1v3 + v2 � � � l 1vm+ vm� 1 l m+ 1vm+ 1 � � � l nvn

�
:

Identi�cando
�
l 1v1 l 1v2 + v1 l 1v3 + v2 � � � l 1vm+ vm� 1 l m+ 1vm+ 1 � � � l nvn

�
=

= V

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

l 1 1 0 � � � 0 0 � � � 0
0 l 1 1 � � � 0 0 � � � 0
0 0 l 1 � � � 0 0 � � � 0
...
...

...
...
...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 � � � 1 0 � � � 0
0 0 0 � � � l 1 0 � � � 0
0 0 0 � � � 0 l m+ 1 � � � 0
...
...

...
...
...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 � � � 0 0 � � � l n

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

= V J;

sendoJ a forma canônica de Jordan da matrizA.
Se ao valor característico de multiplicidadem associar-se mais de um vetor característico, o

que ocorre quando o posto da matriz(A � l � I ) for igual a (n� k) com 1< k � n, neste caso,
ao valor característicol � associam-sek vetores característicos linearmente independentes. Para
ilustrar o procedimento de determinação da forma canônica da matrizA neste caso, o primeiro
valor característicol 1 é considerado como de multiplicidadem e os (n� m) restantes distintos
entre si e diferentes del 1: Ao valor característicol 1 associam-sek vetores característicos
distintos v1; v2; � � � ; vk; tal que A v = l 1v; que apresentak soluções, o posto da matriz(A �
l 1I ) é (n � k), e aos demais(n � m) restantes valores característicos associam-se os vetores
característicosv j que satisfazem aA v j = l jv j para j = ( m+ 1); (m+ 2); � � � ; n. Os vetores
característicosv1; v2; � � � ; vk; vm+ 1; vm+ 2; � � � ; vn; constituem ask primeiras colunas e as colunas
(m+ 1); (m+ 2); � � � ; n da matrizV, para determinar as demais colunas desta matriz (colunas
k+ 1; k = 2; � � � m) assim procede-se:

A v j = l 1v j + v j � 1 para j = k+ 1; k+ 2; � � � ; m
com vk o k-ésimo vetor característico correspondente al 1:

Nesse caso, tem-seA V =
�
A v1 A v2 A v3 � � � A vn

�

A V =
�
l 1v1 l 1v2 � � � l 1vk l 1vk+ 1 + vk � � � l 1vm+ vm� 1 l m+ 1vm+ 1 � � � l nvn

�
:

Nessa situação, a forma canônica de Jordan é diferente da apresentada anteriormente, na qual o
valor unitário só aparece sobre o elemento da diagonal após a colunak.

� Exemplo A.5 Para ilustrar as diferentes formas canônicas de Jordan consideram-se as seguintes
matrizes

(a) A =

0

@
2 3 4
0 2 3
0 0 2

1

A ) p(l ) = det(A � l I ) = det

0

@
2� l 3 4

0 2� l 3
0 0 2� l

1

A = ( 2� l )3 ) l 1 =

l 2 = l 3 = 2

A � 2I =

0

@
0 3 4
0 0 3
0 0 0

1

A ; posto(A � 2I ) = 2 então só há um vetor característico associado a

l 1 que é determinado por:

(A � 2I ) v1 =

0

@
3v12+ 4v13

3v13

0

1

A =

0

@
0
0
0

1

A :

Entãov12 = v13 = 0 e v11 6= 0 ) v1 =

0

@
1
0
0

1

A :
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(A � 2I ) v2 =

0

@
3v22+ 4v23

3v23

0

1

A = v1 =

0

@
1
0
0

1

A ; entãov23 = 0; v22 =
1
3

e v21 qualquer ) v2 =

0

@
0

1=3
0

1

A :

(A � 2I ) v3 =

0

@
3v32+ 4v33

3v33

0

1

A = v2 =

0

@
0

1=3
0

1

A ; entãov33 =
1
9

; 3v32 + 4v33 = 0 ) v32 =

�
4
27

e v31 qualquer ) v3 =

0

@
0

� 4=27
1=9

1

A :

V =

0

@
1 0 0
0 1=3 � 4=27
0 0 1=9

1

A ) V � 1 A V =

0

@
2 1 0
0 2 1
0 0 2

1

A = J:

(b) A =

0

@
2 3 4
0 2 0
0 0 2

1

A ) p(l ) = det(A � l I ) = det

0

@
2� l 3 4

0 2� l 0
0 0 2� l

1

A = ( 2� l )3 ) l 1 =

l 2 = l 3 = 2

A � 2I =

0

@
0 3 4
0 0 0
0 0 0

1

A ; posto(A � 2I ) = 1 então há dois vetores característicos associados

a l 1 que são determinados por:

(A � 2I ) v1 =

0

@
3v12+ 4v13

0
0

1

A =

0

@
0
0
0

1

A : (A � 2I ) v1 =

0

@
3v12+ 4v13

0
0

1

A =

0

@
0
0
0

1

A :

Entãov12 = 4; v13 = � 3 e v11 qualquer ) v1 =

0

@
0
4

� 3

1

A :

(A � 2I ) v2 =

0

@
3v22+ 4v23

0
0

1

A =

0

@
0
0
0

1

A :

Entãov22 = v23 = 0 e v21 6= 0 ) v2 =

0

@
1
0
0

1

A :

(A � 2I ) v3 =

0

@
3v32+ 4v33

0
0

1

A = v2 =

0

@
1
0
0

1

A ; entãov33 = 0; v32 =
1
3

e v31 qualquer )

v3 =

0

@
0

1=3
0

1

A :

V =

0

@
0 1 0
4 0 1=3

� 3 0 0

1

A ) V � 1 A V =

0

@
2 0 0
0 2 1
0 0 2

1

A = J:

(c) A =

0

@
2 0 0
0 2 0
0 0 2

1

A ) p(l ) = det(A � l I ) = det

0

@
2� l 0 0

0 2� l 0
0 0 2� l

1

A = ( 2� l )3 ) l 1 =

l 2 = l 3 = 2
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A � 2I =

0

@
0 0 0
0 0 0
0 0 0

1

A ; posto(A � l I ) = 0 então há três vetores característicos associados

a l 1. Como o número máximo de vetores linearmente independentes deÂ 3 é igual à sua
dimensão que é três, qualquer conjunto de três vetores linearmente independentes é composto
por vetores característicos deA, opta-se pela base canônica deÂ 3 resultando assim em
V = I, pois, neste caso, a matrizA já está em sua forma canônica (neste caso uma matriz
diagonal = 2I ).

�

A.7 Formas Quadráticas

A expressão geral das formas quadráticas emÂ 2 é

f (x1;x2) = c+ b1x1 + b2x2 +
a11

2
x2

1 + a12x1x2 +
a22

2
x2

2;

cuja forma matricial é

f (x) = c+ bT x+
1
2

xT A x;

sendox =
�

x1

x2

�
; b =

�
b1

b2

�
e A =

�
a11 a12

a12 a22

�
(matriz simétrica).

De�nindo o operador diferencial gradienteÑ como o operador diferencial cujo componentei

é Ñi =
¶

¶xi
e ooperador de Laplace6 ouLaplaciano(que é odivergentedo vetorgradiente) por

Ñ2 = ÑT Ñ =
n

å
i= 1

¶2

¶x2
i
; que aplicados à funçãof (x) acima, resulta em:

Ñ f (x) =

0

B
@

¶ f (x)
¶x1

¶ f (x)
¶x2

1

C
A = b+ A x e Ñ2 f (x) = a11+ a22 = tr(A):

Além destes operadores, de�ne-se amatriz Hessianade uma função escalarf (x) como a

matriz cujo elementoij é Hi j [ f (x)] =
¶2 f (x)
¶xi¶x j

=
¶2 f (x)
¶x j¶xi

= H ji [ f (x)] (na realidade é a matriz

Jacobiana do vetor gradiente de uma função escalar) , para a funçãof (x) acimaH[ f (x)] = A:
Generalizando a expressão das formas quadráticas paraÂ n

f (x) = c+
n

å
i= 1

bixi +
1
2

n

å
i= 1

n

å
j= 1

ai j xix j = c+ bT x+
1
2

xT A x;

sendox =

0

B
B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
C
A

; b =

0

B
B
B
@

b1

b2
...

bn

1

C
C
C
A

; A =

0

B
B
B
@

a11 a12 � � � a1n

a12 a22 � � � a2n
...

...
...
...
...

...
a1n a2n � � � ann

1

C
C
C
A

; Ñ f (x) = b+ A x;

Ñ2 f (x) = tr(A) e H[ f (x)] = A:
Como H[ f (x)] = A e a matrizH; por de�nição, é simétrica a matrizA também deve ser. Se

uma matrizQ não for simétrica para torná-la simétrica basta fazer a transformaçãoA  
1
2

(Q+ QT),

pois xT Q x = xT A x.

6Pierre-Simon Laplace (1749-1827).
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A forma quadrática acima pode ser simpli�cada, através de uma translação do eixo, eliminando
o termobT x assim, considerandox = y+ d; tem-se

bT x = bT y+ bT d
xT A x = ( yT + dT) (A y + A d) = yT A y + dT A d + yT A d + dT A y; como yT A d =�

yT A d
� T = dT AT y = dT A y; pois AT = A:

Assim xT A x = ( yT + dT) (A y + A d) = yT A y + dT A d + 2dT A y e

f (y) =
�

c+ bT d+
1
2

dT A d
�

+ ( b+ A d)T y+
1
2

yT A y = f (d)+

+ ( b+ A d)T y+
1
2

yT A y:

Adotandob+ A d = 0 ) d = � A � 1 b e ĉ = f (d); resulta

f (y) = ĉ+
1
2

yT A y:

Neste novo sistema de coordenadas tem-seÑ f (y) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

¶ f (y)
¶y1

¶ f (y)
¶y2

...
¶ f (y)
¶yn

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

= A y; assim, o valor da variável

independentey que anula o vetor gradiente é o valor nuloy = 0 ) f (0) = ĉ. Deste modo,
neste novo sistema de coordenadas, a origemy = 0 é umponto críticoque é uma condição
necessária para o ponto ser um ponto de extremo (máximo ou mínimo) def (y). Se y = 0 for um
ponto de mínimode f (y), então para toda a vizinhança dey = 0 em quejjyjj � d deve-se ter
f (y) > f (0) = ĉ ) yT A y > 0 caracterizando a matrizA comopositiva de�nida. Se y = 0 for
um ponto de máximode f (y) então para toda a vizinhança dey = 0 em quejjyjj � d deve-se ter
f (y) < f (0) = ĉ ) yT A y < 0 caracterizando a matrizA comonegativa de�nida. Em qualquer
outra situação o ponto não é nem de máximo ou mínimo, a matriz é dita sernão de�nidae o ponto
crítico umponto de sela.

A forma quadrática pode também ser rescrita em sua forma canônica, de forma análoga à
apresentada no processo de transformação de matrizes à sua forma canônica, assim considerando
y = V z, em queV é a matriz cujos vetores coluna são os vetores característicos normalizados de
A (consideradosn vetores característicos linearmente independentes e ortogonais entre si, isto é,
os valores característicos são todos reais pois a matrizA é simétrica), a matrizV é ortogonal, isto
é, VT V = V VT = I , então:

f (z) = ĉ+
1
2

zT �
VT A V

�
z = ĉ+

1
2

zT D z = ĉ+
1
2

n

å
i= 1

l iz2
i :

Como y = 0 é um ponto críticoz = 0; z = V � 1 y, é também um ponto crítico def (z), sendo
um ponto de mínimo se todos os valores característicos deA forem positivos e um ponto de máximo
se todos os valores característicos deA forem negativos, caso alguns valores característicos deA
forem positivos e outros negativos o pontoz = 0 (y = 0), é um ponto de sela.

� Exemplo A.6 Análise dos pontos críticos emÂ 2:
(a) Ponto de Extremo (máximo ou mínimo) def (z) se l 1 e l 2 apresentarem o mesmo sinal,

isto é, l 1l 2 = det(A) > 0: Sendo umponto de mínimose l 1 > 0 el 2 > 0 e umponto de
máximose l 1 < 0 el 2 < 0: Em Â 3 a superfícief (z) = ĉ+ l 1z2

1 + l 2z2
2 é umaelipsoide

e no plano(z1;z2) as curvasf (z) = C são elipses com centro na origem. A Figura A.4
representa a superfície e as curvas de nível def (z) = z2

1 + 2z2
2; neste caso,z = 0 é um ponto

de mínimo no qualfmin(z) = 0:
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Figura A.4: Ponto de mínimo: elipsoide e elipses das curvas de nível.

(b) Ponto de Sela (nem máximo ou mínimo) def (z) se l 1 e l 2 apresentarem sinais distintos,
isto é, l 1l 2 = det(A) < 0. Em Â 3 a superfícief (z) = ĉ+ l 1z2

1 + l 2z2
2 é umahiperboloide

e no plano(z1;z2) as curvasf (z) = C são hipérboles. A Figura A.5 representa a superfície e
as curvas de nível def (z) = z2

1 � 2z2
2, neste caso,z = 0 é um ponto de sela no qualf (z) = 0:

Figura A.5: Ponto de sela: hiperboloide e hipérboles das curvas de nível.

(c) Ponto Singular (insensível a variações em uma das direções) def (z) se l 1 = 0 e l 2 6= 0
isto é, l 1l 2 = det(A) = 0; matrizA é singular. Como a matrizA é também simétrica, a

única forma capaz de satisfazer a estas duas propriedades éA =
�

a a
a a

�
:

Além disto, para que

f (x1;x2) = c+ b1x1 + b2x2 + a
�

x2
1

2
+ x1x2 +

x2
2

2

�
= c+ b1x1 + b2x2 +

a
2

(x1 + x2)2 tenha o

gradiente nulo, é necessário que
�

a a
a a

� �
x1

x2

�
= a

�
x1 + x2

x1 + x2

�
= �

�
b1

b2

�
) b1 = b2 = b;

resultando emf (x1;x2) = c+ b(x1 + x2) +
a
2

(x1 + x2)2: Que é a equação de uma parábola

em (x1 + x2) que apresenta um ponto de extremo emx1 + x2 = �
b
a

; isto é, todos os pontos

contidos nesta reta sãopontos críticos, se a > 0 os pontos na reta sãopontos de mínimoe se
a < 0 os sãopontos de máximo.
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Os valores característicos deA são

(
l 1 = 0

l 2 = 2a
e os vetores característicos normalizados

são

8
>>>><

>>>>:

v1 =
1

p
2

 
1

� 1

!

v2 =
1

p
2

 
1

1

! :

A forma canônica deA é obtida pela transformação

VT A V =
�

0 0
0 2a

�
em queV =

1
p

2

�
1 1

� 1 1

�
:

A mudança da variável independentex paraz é feita a partir dex = d+ V z, em que

A d + b = 0 ) a
�

d1 + d2

d1 + d2

�
+ b

�
1
1

�
=

�
0
0

�
) d1 + d2 = �

b
a

e

ĉ = f (d1;d2) = c�
b2

2a
; resultando na forma quadráticaf (z) = ĉ+ az2

2:

Em Â 3 a superfície f (z) = ĉ+ az2
2 é umaparaboloidee no plano(z1;z2) as curvas

f (z) = C são retas paralelas ao eixoz1; todos os pontos no eixoz1 (z2 = 0) são pontos de
mínimo sea > 0 e pontos de máximo sea < 0: A Figura A.6 representa a superfície e as
curvas de nível paraf (z) = z2

2; em que todos os pontos no eixoz1 são pontos de mínimo
(insensível a variações dez1) e fmin(z) = 0:

Figura A.6: Ponto singular: paraboloide e retas paralelas ao eixoz1 como curvas de nível.

�

A.8 Funções de Matrizes

Funções escalares contínuasf (x) com derivadas contínuas no intervalo[a;b] e x0 2 [a;b], são ditas
analíticas no intervalo e podem ser expressas por

f (x) =
¥

å
k= 0

ck(x� x0)k em queck =
f (k)(x0)

k!
:

Este conceito pode ser estendido afunções de matrizesde acordo com

f (A) =
¥

å
k= 0

ckAk:
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Por analogia com a expansãoex =
¥

å
k= 0

xk

k!
; tem-se

exp(A) =
¥

å
k= 0

Ak

k!
:

Esta expansão apresenta as propriedades

(i) exp(0) =
¥

å
k= 0

0k

k!
= I :

(ii) Se t for um escalar entãoexp(A t) = eA t =
¥

å
k= 0

�
tk

k!
Ak

�
; diferenciando esta expansão em

relação at, obtém-se
d[exp(A t)]

dt
=

d
�
eA t

�

dt
=

¥

å
k= 1

�
tk� 1

(k� 1)!
Ak

�
= A

¥

å
k= 0

�
tk

k!
Ak

�
= A eA t :

Adotando a notaçãoF (t) = eA t tem-se

8
<

:

F (0) = I
dF (t)

dt
= A F (t)

;

isto é, F (t) é solução da equação diferencial matricial linear
dF (t)

dt
= A F (t) sujeita à condição inicialF (0) = I :

O Teorema de Cayley-Hamilton estabelece que
An + cn� 1An� 1 + � � � + c2A2 + c1A + c0I = 0; ou seja
An = � cn� 1An� 1 + � � � � c2A2 � c1A � c0I ; multiplicando ambos os membros porA
An+ 1 = � cn� 1An+ � � � � c2A3 � c1A2 � c0A = � cn� 1

�
� cn� 1An� 1 + � � � � c2A2 � c1A � c0I

�
+

� � � � c2A3 � c1A2 � c0A = an� 1An� 1 + � � � + a2A2 + a1A + a0I repetindo a operação
An+ 2 = bn� 1An� 1 + � � � + b2A2 + b1A + b0I :
E assim sucessivamente, permitindo concluir que

Am = gn� 1An� 1 + gn� 2An� 2 + � � � + g2A2 + g1A + g0I ;

expressão válida param= 0; 1; 2; 3; � � � e seA for não singular param= 0; � 1; � 2; � 3; � � � :
Aplicando esta expressão nas expansões de funções de matrizes

f (A) =
¥

å
k= 0

ckAk =
n� 1

å
k= 0

gkAk:

Como o Teorema de Cayley-Hamilton estabelece que as funções polinomiais dos valores característicos
da matrizvalemtambém para a matriz, pode-se a�rmar a recíproca:funções polinomiais da matriz
são também atendidas por seus valores característicos.

Assim, os coe�cientes def (A) =
n� 1

å
k= 0

gkAk, pode ser determinados pela resolução do sistema

linear de equações:
n� 1

å
k= 0

gkl k
j = f (l j ); para j = 1; 2; � � � ; n, se os valores característicos deA forem distintos.

Por analogia com a interpolação polinomial de Lagrange, Sylvester7 propôs a seguinte fórmula
(Fórmula de Sylvester) para calcular funções de matrizes:

f (A) =
n

å
i= 1

f (l i)

"
n

Õ
k= 16= i

�
A � l kI
l i � l k

� #

; se os valores característicos deA forem distintos.

7James Joseph Sylvester (1814-1897).



286 Capítulo A. Elementos de Álgebra Linear

Se A for uma matriz (2,2), tem-se

(
g0 + g1l 1 = f (l 1)

g0 + g1l 2 = f (l 2)
)

8
><

>:

g0 =
l 2 f (l 1) � l 1 f (l 2)

l 2 � l 1

g1 =
f (l 2) � f (l 1)

l 2 � l 1

então f (A) =
�

l 2 f (l 1) � l 1 f (l 2)
l 2 � l 1

�
I +

�
f (l 2) � f (l 1)

l 2 � l 1

�
A;

ou pela fórmula de Sylvesterf (A) = f (l 1)
A � l 2I
l 1 � l 2

+ f (l 2)
A � l 1I
l 2 � l 1

:

Casol 1 = l 2 )

8
>><

>>:

g0 = lim
l 2! l 1

�
l 2 f (l 1) � l 1 f (l 2)

l 2 � l 1

�
= f (l 1)

g1 = lim
l 2! l 1

�
f (l 2) � f (l 1)

l 2 � l 1

�
= f 0(l 1)

; então

f (A) = f (l 1)I + f 0(l 1)A: Resultado análogo obtém-se aplicando o limitel 2 ! l 1 na fórmula
de Sylvester.

Estes procedimentos podem ser estendidos para funçõesf (A t) =
n� 1

å
k= 0

gk(t)Ak; em quegk(t)

são funções da variável escalart determinadas por:
n� 1

å
k= 0

gk(t)l k
j = f (l jt); para j = 1; 2; � � � ; n; ou pela fórmula de Sylvester:

f (At) =
n

å
i= 1

f (l it)

"
n

Õ
k= 16= i

�
A � l kI
l i � l k

� #

:

Ambas expressões válidas apenas se os valores característicos deA forem distintos.
Caso a matrizA apresentar valores característicos múltiplos, os procedimentos apresentados

devem ser modi�cados. Por exemplo, considera-sel 1 = l 2 = � � � = l m 6= l m+ 1 6= l m+ 2 6= � � � 6= l n,

os coe�cientes def (A) =
n� 1

å
k= 0

gkAk; são então determinados pela resolução do sistema linear de

equações:
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

n� 1

å
k= 0

gkl k
1 = f (l 1)

n� 1

å
k= 1

kgkl k� 1
1 = f 0(l 1)

n� 1

å
k= 2

k(k� 1)gkl k� 2
1 = f ” (l 1)

...
...
...

n� 1

å
k= m

k(k� 1) � � � (k � m� 1)gkl k� m
1 = f (m)(l 1)

n� 1

å
k= 0

gk(t)l k
j = f (l j ) para j = ( m+ 1); (m+ 2); � � � ; n

;

ou pelafórmula de Sylvester modi�cada:

f (A) =
m

å
i= 0

f (i)(l 1)
(A � l 1I ) i

i!
+

(A � l 1I )m+ 1

(m+ 1)!

n

å
i= m+ 1

g(l i)

"
n

Õ
k= 16= i

�
A � l kI
l i � l k

� #

em queg(l ) =

(m+ 1)!
(l � l 1)m+ 1

"

f (l ) �
m

å
i= 0

f (i)(l 1)
(l � l 1) i

i!

#

:

Neste caso, para o cálculo def (A t) =
n� 1

å
k= 0

gk(t)Ak; assim se procede:
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8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

n� 1

å
k= 0

gk(t)l k
1 = f (l 1t)

n� 1

å
k= 1

kgk(t)l k� 1
1 =

¶ f (l t)
¶ l

�
�
�
�
l = l 1

n� 1

å
k= 2

k(k� 1)gk(k)l k� 2
1 =

¶2 f (l t)
¶ l 2

�
�
�
�
l = l 1

...
...
...

n� 1

å
k= m

k(k� 1) � � � (k � m� 1)gk(t)l k� m
1 =

¶m f (l t)
¶ l m

�
�
�
�
l = l 1

n� 1

å
k= 0

gk(t)l k
j = f (l j ) para j = ( m+ 1); (m+ 2); � � � ; n

;

ou pela fórmula de Sylvester modi�cada:

f (At) =
m

å
i= 0

¶ i f (l t)
¶ l i

�
�
�
�
l = l 1

(A � l 1I ) i

i!
+

(A � l 1I )m+ 1

(m+ 1)!

n

å
i= m+ 1

g(l it)

"
n

Õ
k= 16= i

�
A � l kI
l i � l k

� #

em que

g(l t) =
(m+ 1)!

(l � l 1)m+ 1

"

f (l ) �
m

å
i= 0

¶ i f (l t)
¶ l i

�
�
�
�
l = l 1

(l � l 1) i

i!

#

:

� Exemplo A.7 Para ilustrar o emprego das expressões anteriores para o cálculo de funções de
matrizes, vários exemplos são a seguir apresentados.

1. Cálculo deA � 3 e ln(A) da matrizA =
�

4 2
1 3

�
:

p(l ) = l 2 � 7l + 10= ( l � 2)( l � 5) ) l 1 = 2 e l 2 = 5; A � l 1I =
�

2 2
1 1

�
e

A � l 2I =
�

� 1 2
1 � 2

�
:

f (A) =
�

5f (2) � 2f (5)
3

� �
1 0
0 1

�
+

�
f (5) � f (2)

3

� �
4 2
1 3

�
;

ou pela fórmula de Sylvesterf (A) = �
f (2)
3

�
� 1 2
1 � 2

�
+

f (5)
3

�
2 2
1 1

�
:

Cálculo deA � 3 ) f (2) =
1
23 e f (5) =

1
53 ; logo

f (A) =
5=23 � 2=53

3

�
1 0
0 1

�
+

1=53 � 1=23

3

�
4 2
1 3

�
=

1
1000

�
47 � 78

� 39 86

�
:

Pela fórmula de Sylvesterf (A) =
1=53

3

�
2 2
1 1

�
�

1=23

3

�
� 1 2
1 � 2

�
=

1
1000

�
47 � 78

� 39 86

�
:

Cálculo de ln(A) ) f (2) = ln(2) ef (5) = ln(5); logo

f (A) =
�

5 ln(2) � 2 ln(5)
3

� �
1 0
0 1

�
+

�
ln(5) � ln(2)

3

� �
4 2
1 3

�
=

1
3

�
ln(50) ln(25=4)
ln(5=2) ln(20)

�
:

Pela Fórmula de Sylvesterf (A) =
ln(5)

3

�
2 2
1 1

�
�

ln(2)
3

�
� 1 2
1 � 2

�
=

1
3

�
ln(50) ln(25=4)
ln(5=2) ln(20)

�
:

2. Cálculo de
p

A da matrizA =
�

5 � 3
2 � 2

�
:

p(l ) = l 2 � 3l � 4 = ( l + 1)( l � 4) ) l 1 = � 1 e l 2 = 4; A � l 1I =
�

6 � 3
2 � 1

�
e

A � l 2I =
�

1 � 3
2 � 6

�
:
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Cálculo de f (l 1) = f (� 1) = i ef (l 2) = f (4) = 2; logo

f (A) =
�

4i + 2
5

� �
1 0
0 1

�
+

�
2� i

5

� �
5 � 3
2 � 2

�
=

1
5

�
12� i � 6+ 3i
4� 2i � 2+ 6i

�
:

Pela fórmula de Sylvesterf (A) = �
i
5

�
1 � 3
2 � 6

�
+

2
5

�
6 � 3
2 � 1

�
=

1
5

�
12� i � 6+ 3i
4� 2i � 2+ 6i

�
:

Veri�cando-se que
�

1
5

�
12� i � 6+ 3i
4� 2i � 2+ 6i

�� 2

=
�

5 � 3
2 � 2

�
= A:

3. Cálculo de exp(A) da matrizA =

0

@
� 1;75 � 2 � 0;250
� 0;125 � 2 � 0;375

0;250 2 � 0;250

1

A :

p(l ) = l 3 + 4l 2 + 5l + 2 = ( l + 1)2(l + 2) ) l 1 = l 2 = � 1 e l 3 = � 2; A � l 1I =0

@
� 0;75 � 2 � 0;250
� 0;125 � 1 � 0;375

0;250 2 0;750

1

A e

(A � l 1I )2 =

0

@
0;750 3 0;750
0;125 0;5 0;125
� 0;25 � 1 � 0;250

1

A :

Cálculo de f (l 1) = f (� 1) = e� 1; f 0(l 1) = f 0(� 1) = e� 1 e f (l 3) = f (2) = e� 2;8
><

>:

g0 � g1 + g2 = e� 1

g1 � 2g2 = e� 1

g0 � 2g1 + 4g2 = e� 2

)

8
><

>:

g0 = 0;871094

g1 = 0;638550

g2 = 0;135335

; logo

f (A) = 0;871094

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A + 0;638550

0

@
� 1;75 � 2 � 0;250
� 0;125 � 2 � 0;375

0;250 2 � 0;250

1

A +

+ 0;135335

2

4

0

@
� 1;75 � 2 � 0;250
� 0;125 � 2 � 0;375

0;250 2 � 0;250

1

A

3

5

2

=

0

@
0;193471 � 0;329753 0;009532

� 0;029068 0;067668 � 0;121038
0;058136 0;600424 0;609955

1

A :

Pela fórmula de Sylvester comg(l 3) =
2

(� 1)2

�
e� 2 � e� 1(1� 1)

�
= 2e� 2

f (A) = e� 1

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A + e� 1

0

@
� 0;75 � 2 � 0;250
� 0;125 � 1 � 0;375

0;250 2 0;750

1

A + e� 2

0

@
0;750 3 0;750
0;125 0;5 0;125
� 0;25 � 1 � 0;250

1

A =

=

0

@
0;193471 � 0;329753 0;009532

� 0;029068 0;067668 � 0;121038
0;058136 0;600424 0;609955

1

A :

4. Cálculo de exp(A t) da matrizA =
�

4 2
1 3

�
:

p(l ) = l 2 � 7l + 10= ( l � 2)( l � 5) ) l 1 = 2 e l 2 = 5; A � l 1I =
�

2 2
1 1

�
e

A � l 2I =
�

� 1 2
1 � 2

�
:

Cálculo de f (l 1t) = e2t e f (l 2t) = f (4) = e5t ; logo

exp(A t) =
�

5e2t � 2e5t

3

� �
1 0
0 1

�
+

�
e5t � e2t

3

� �
4 2
1 3

�
=

1
3

�
2e5t + e2t 2(e5t � e2t)
e5t � e2t e5t + 2e2t

�
:

Pela fórmula de Sylvester:

exp(At) = �
e2t

3

�
� 1 2
1 � 2

�
+

e5t

3

�
2 2
1 1

�
=

1
3

�
2e5t + e2t 2(e5t � e2t)
e5t � e2t e5t + 2e2t

�
:
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Veri�cando-se que
d[exp(At)]

dt
=

d
dt

�
1
3

�
2e5t + e2t 2(e5t � e2t)
e5t � e2t e5t + 2e2t

��
=

1
3

�
10e5t + 2e2t 2(5e5t � 2e2t)
5e5t � 2e2t 5e5t + 4e2t

�
=

=
�

4 2
1 3

� �
1
3

�
2e5t + e2t 2(e5t � e2t)
e5t � e2t e5t + 2e2t

��
= A exp(A t) e exp(A t)jt= 0 = I :

5. Cálculo de exp(A t) da matrizA =
�

� 3 � 2
2 1

�
:

p(l ) = l 2 + 2l + 1 = ( l + 1)2 ) l 1 = l 2 = � 1.

Cálculo de f (l 1t) = e� t e
¶el t

¶ l

�
�
�
�
�
l = l 1

= te� t ; logo

exp(A t) = e� t
�

1 0
0 1

�
+ te� t

�
� 3 � 2
2 1

�
= e� t

�
1� 2t � 2t

2t 1+ 2t

�
:

Procedimento análogo pela fórmula de Sylvester.
Veri�cando-se que
d[exp(A t)]

dt
=

d
dt

�
e� t

�
1� 2t � 2t

2t 1+ 2t

��
= e� t

�
2t � 3 2(t � 1)

2(1� t) 3� 2t

�
=

=
�

� 3 � 2
2 1

� �
e� t

�
1� 2t � 2t

2t 1+ 2t

��
= A exp(A t) e exp(A t)jt= 0 = I :

�

A.9 Sistemas de Equações Diferenciais Lineares

Equações diferenciais lineares de primeira ordem da forma:
dx(t)

dt
= a(t)x(t) + b(t)u(t) parat > t0; com x(t0) = x0 (condição inicial),

sendox(t) avariável de saídaouvariável de estado, u(t) avariável de entradaouperturbação
e a(t) e b(t) os parâmetrosdo problema (funções conhecidas da variável independentet),
apresentam a soluçãox(t) = xh(t) + xp(t) parat > t0; em que:

8
><

>:

Solução homogênea:
dxh(t)

dt
= a(t)xh(t) com x(t0) = x0

Solução particular:
dxp(t)

dt
= a(t)xp(t) + b(t)u(t) com xp(t0) = 0

:

A solução homogênea pode ser obtida por integração direta da equação, resultando em

xh(t) = f (t; t0)x0; sendof (t;t0) = exp
� Z t

x= t0
a(x)dx

�

Na realidade,f (t; t0) é solução da equação diferencial homogênea com a condição inicial unitária,

isto é,
df (t;t0)

dt
= a(t)f (t; t0) com f (t0; t0) = 1:

Para determinar a solução particular, aplica-se o método devariação de parâmetros, que

consiste em buscar a solução da formaxp(t) = f (t;t0) z(t) com z(t0) = 0; e, em vista de
dxp(t)

dt
=

df (t;t0)
dt

z(t) + f (t;t0)
dz(t)

dt
= f (t;t0)

�
dz(t)

dt
+ a(t)z(t)

�
, ou seja,

a(t)xp(t)+ f (t; t0)
dz(t)

dt
= a(t)xp(t)+ b(t)u(t) )

dz(t)
dt

=
b(t)u(t)
f (t; t0)

com z(t0) = 0, obtendo-se

por integraçãoz(t) =
Z t

x= t0

b(x)u(x )
f (x ;t0)

dx ) xp(t) = f (t; t0)
� Z t

x= t0

b(x)u(x )
f (x ;t0)

dx
�

: A solução geral
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do problema é:

x(t) = f (t;t0)x0 + f (t;t0)
� Z t

x= t0

b(x)u(x )
f (x ;t0)

dx
�

; sendof (t;t0) = exp
� Z t

x= t0
a(x)dx

�
:

Estrutura equivalente aplica-se a um sistema den equações diferenciais lineares expresso na
forma:

dx(t)
dt

= A(t) x(t) + B(t) u(t) parat > t0; com x(t0) = x0:

em quex(t) 2 Â n; u(t) 2 Â m; A(t) 2 Â n� n eA(t) 2 Â n� m:
A solução do sistema pode ser expressa por (de maneira semelhante ao caso escalar)x(t) =

xh(t) + xp(t); expressandoxh(t) = F (t;t0) x0 e xp(t) = F (t;t0) z(t) sendoF (t;t0) 2 Â n� n a
matriz de transiçãodo sistema, solução da equação diferencial matricial:

dF (t;t0)
dt

= A(t) F (t;t0) com F (t0; t0) = I :

A função z(t) em xp(t) = F (t;t0) z(t) é determinada substituindo esta expressão em
dxp(t)

dt
=

A(t) xp(t)+ B(t) u(t) com xp(t0) = 0; dando origem aF (t;t0)
dz(t)

dt
= B(t) u(t) com z(t0) = 0;

cuja solução é:

z(t) =
Z t

x= t0
[F (x ;t0)] � 1 B(x) u(x )dx ) xp(t) = F (t;t0)

� Z t

x= t0
[F (x ;t0)] � 1 B(x) u(x )dx

�
:

Desse modo, a solução geral do problema é :

x(t) = F (t;t0) x0 + F (t;t0)
� Z t

x= t0
[F (t;t0)] � 1 B(x) u(x )dx

�
;

em que amatriz de transiçãoF (t;t0) é solução da equação diferencial matricial:

dF (t;t0)
dt

= A(t) F (t;t0) comF (t0; t0) = I :

Se a matrizA(t) for constanteA(t) = A, amatriz de transiçãoé F (t;t0) = exp[A(t � t0)] e
a solução geral do sistema é:

x(t) = exp[A(t � t0)] x0 +
Z t

x= t0
exp[A(t � x )] B(x ) u(x )dx :
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