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Prefacio

Este livro € uma sintese da disciplina de graduacao “Métodos Numéricos em Engenharia Quimica”
ministrada hd mais de 20 anos no Departamento de Engenharia Quimica (DEQ) da Escola de
Quimica da UFRJ. Na realidade, a criacdo da disciplina resultou de negociacdo, no final da
década de 90, com o curso de Matematica Aplicada do Instituto de Matemadtica da UFRJ no qual
se justificou a necessidade desta disciplina ser ministrada no DEQ. Tal justificativa se baseou
nos exemplos aplicativos de interesse a engenharia quimica (EQ), seguindo aproximadamente
as diretivas tracadas nos textos pioneiros de Lapidus (1962), "Digital Computation for Chemical
Engineers"e de Amundson (1966), "Mathematical Methods in Chemical Engineering: Matrices and
Their Application". E importante mencionar que em 1966 a disciplina, entio denominada "Calculo
Numérico", foi ministrada pela primeira vez no curso de Engenharia Quimica na Escola Nacional
de Quimica da Universidade do Brasil pelo Prof. Giulio Massarani, das notas da disciplina resultou
o livro "Introducgéo ao Célculo Numérico"(Massarani, 1970).

Parte substancial do conteido deste livro j4 se encontrava disponivel no site da Internet
http://www?2.peq.coppe.ufrj.br/Pessoal/Professores/Arge/, elaborada pelos autores, integrando o
material da disciplina EQE-358 — Métodos Numéricos em Engenharia Quimica. O aprofundamento
dos conceitos contidos neste material € um dos principais objetivos do presente texto. Durante sua
elaboragdo, surgiram novos e diferentes aspectos de diversos métodos ja consagrados, procurando
apresentd-los da forma mais pragmaitica possivel, sem excessivo rigor matemdtico, visando
primordialmente aspectos implementacionais.

As implementagdes dos métodos numéricos apresentados sdo feitas de forma algoritmica
através de pseudo-cédigos simples, de facil compreensdo que podem ser realizados por ferramenta
computacional de preferéncia do leitor. Evitou-se ao maximo caracterizar tais procedimentos por
meio de softwares comerciais, assegurando com isto a atemporalidade dos mesmos e a perenidade
do material apresentado. Muitos exemplos apresentados sdo de aplicagdo corrente na EQ e
buscam demonstrar ao estudante de graduacdo de EQ a importancia dos métodos numéricos e
computacionais neste ramo da engenharia.

Deve-se enfatizar que o aproveitamento do material contido no presente texto é condicionado ao
prévio conhecimento do leitor das disciplinas basicas de Célculo, de Algebra Linear e de Métodos


http://www2.peq.coppe.ufrj.br/Pessoal/Professores/Arge/

Computacionais Basicos. Elementos de dlgebra linear sdo apresentados no Apéndice A para auxiliar
na compreensio de métodos numéricos de sistemas de equacdes.

Por ser um livro escrito a quatro maos, foi necessdrio manter uma continua e constante revisao
visando a harmonizacdo e uniformizagao de seu conteido. Mas, felizmente, gracas as conexdes via
Internet foi possivel executar as tarefas da maneira mais eficiente possivel, apesar da distincia entre
os locais de trabalho dos autores.

Apie Pont Skt
Gvaniste Cholbaud Biscaia }umm
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1.1

1. Introducdo

O objetivo deste texto € apresentar e aplicar técnicas e métodos numéricos para a resolugdo de
problemas em processos quimicos, bioquimicos e industrias de alimentos. Os métodos apresentados
estdo presentes em praticamente todas as ferramentas computacionais usadas pelos engenheiros
para sintetizar, analisar, controlar e otimizar tais processos. Espera-se que este texto auxilie no bom
uso dessas ferramentas ou no desenvolvimento das mesmas.

Geralmente os métodos numéricos sdo implementados nessas ferramentas através de uma
linguagem de programacao, usualmente FORTRAN, C ou C++, e mais recentemente Java e Python.
Muitos deles podem ser encontrados em bibliotecas (ou pacotes) numéricos, tais como:

LAPACK (http://www.netlib.org/lapack) — piblico

BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) — publico

IMSL (International Mathematical and Statistical Libraries) — comercial

NAG (Numerical Algorithms Group) — comercial
Mas também estao disponiveis em ambientes dedicados a resolucio de problemas genéricos, tais
como: MATLAB, OCTAVE, SCILAB, MAPLE, MATHEMATICA, MAXIMA e MATHCAD.

Sistemas Numéricos

Como a aritmética em calculadoras e computadores emprega apenas nimeros com uma quantidade
finita de digitos, os cdlculos sdo executados com valores aproximados dos niimeros verdadeiros.
Para entender essa aritmética, primeiro trataremos da transformagdo da base decimal para a bindria,
usada nos processadores numéricos.

Algoritmo 1.1 — Ndmero Inteiro (N) - uso da fungdo inz(x).
1. Identificacdo da maior poténcia de 2 contida em N, isto é, determinacdo de n tal que
2" <N <2
n=int[logx(N)]

sendo int(x) a parte inteira de x.
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n
2. Determinagdo dos coeficientes a;, para i =0,1,...,n, tais que: N = Z a;2'
i=0
P+ N
Para i=0,1,...,n, faca
M <« P/2
P« int(M)
a; < 2(M — P)
Nota: a operagdo 2[P/2 —int(P/2)] é definida como “P mod 2” ou mod(P,2) ou ainda P % 2 e

resulta no resto da divisdo inteira de P por 2.

Algoritmo 1.2 — Ndmero Inteiro (N) - sem o uso da fun¢do int(x).
1. Identificacdo da maior poténcia de 2 contida em N, isto é, determinagdo de n tal que

"< N < 2t

n+0

pot + 1

Enquanto pot <N, facga

n<n+1
pot < 2pot

pot < pot /2

n<—n—1

n
2. Determinacao dos coeficientes a;, parai =0, 1,...,n, tais que: N = Z a;2'

i=0
a, +—1
M < N — pot
Para i=1,2,...,n, faca
pot < pot /2
se M < pot facaa,_; <0
sendo faca a,_; < 1 e M < M — pot
m Exemplo 1.1 N =97 (na base decimal)
Algoritmo la: n = int[log,(97)] = int[6,6] = 6
Algoritmo 1b:
i 0 1 2 3 4 5 6
M | 48,5 24 12 6 3 1,5 0,5
a |apg=1|a;=0]a=0|a3=0]a3=0]as5=1|ag=1
Algoritmo 2a:
N |0|1]|2]|3|4]5]|6 7 6
pot | 1|2 |4|8]16|32 |64 | 128 | 64
Algoritmo 2b:
i 0 1 2 3 4 5 6
pot 64 32 16 8 4 2 1
M 33 1 1 1 1 1 0
ay—i a6:1 a5:1 a4:0 613:0 61220 a1:0 a():]
Assim: 97|, = 1100001|, = (2°+2°+2%)| , .

m Exemplo 1.2 Aplicar o Algoritmo 1 para N = 85
Algoritmo la: n = int[log,(85)] = int[6,4] = 6
Algoritmo 1b:
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i 0 1 2 3 4
M | 42,5 21 10,5 5 2,5 0,5
a |apg=1|a1=0]|ay=1|a3=0|as=1]as5=0 | ag=

Assim: 85[,, = 1010101], = (2°+2%+22+29)

(9]
(@)}

—

I "
Generalizando para qualquer base:
n < int[logpase(N)]

P+ N
Para i=0,1,2,...,n, faca
M < P/base
P« int(M)

a; < base(M — P)

Nota: a operacdo base[P/base — int(P/base)| é definida como “P mod base” ou mod(P,base) ou
ainda P % base e resulta no resto da divisao inteira de P por base.

Algoritmo 1.3 — Ndmero fraciondrio (o), entre 0 e 1.
1. Especificar o niimero de digitos (Ng;e)
Ndig b[

Lo

i=

2. Determinar os coeficientes b;, parai = 1,2, ..., Ny, tais que: o =

M «2[o —int(a)]
Para i=1,2,...,Ny,, faca
P« int(M)
M« 2(M—P)
bi ~— P

s Exemplo 1.3 o =0,8
a) Ndig =8
b)

i 1 2 3 4 5 6 7 8
M 1,6 1,2 0.4 0,8 1.6 1.2 0.4 0.8
bi | by=1|by=1|b3=0|bs=0|bs=1|bs=1|b;=0|bg=0

Assim: 0,8],y~ 0,11001100[, = (31 + 3 + 35 + 35) | ,, = 0,796875},, .
s Exemplo14 o =0,1
a) Nd,'g =8
b)
i | 1 2 3 4 5 6 7 8

M 0,2 0.4 0,8 1,6 1,2 0,4 0,8 1,6
bi | b1=0|b=0|b3=0|bs=1|bs=1|bg=0|b;=0|bg=1

Assim: 0,1],5~ 0,00011001], = (55 + 3 + 5) |, = 0,0976525|, .

A representacdo da aritmética de ponto flutuante em computacio foi normalizada em 1985 pelo
IEEE (Institute for Electrical and Electronic Engineering) através da Norma 754-1985.
Definicoes: bit — digito bindrio

byte —  conjunto de 8 bits

word — ou palavra, € a unidade natural do computador para
armazenar os ndmeros. O tamanho depende da
arquitetura do computador, por exemplo:
1 word = 32 bits = 4 bytes ou
1 word = 64 bits = 8 bytes.
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Armazenamento de nimeros inteiros:
bit 0: indica o sinal do ndmero, se igual a 0 (zero) niimero positivo e se igual a 1 nimero negativo;
bits 1 a 31: codificacdo do nimero na base bindria quando 1 word = 32 bits.
bits 1 a 63: codificacdo do nimero na base bindria quando 1 word = 64 bits.

Desta forma o maior nimero inteiro possivel é:

231 1 =2147483647 ~ 2 x 10° ou 203 _129x10'®

m Exemplo 1.5 Para ilustrar essa capacidade de armazenamento, faz-se uso do problema proposto
por Mordell' em 1954, que é a solucio da equacio Diophantina®

x3+y3+z3 =n,

com x, y e z ndmeros inteiros positivos ou negativos € n ndmero inteiro positivo, para o
caso especifico de n = 42. Este problema somente foi resolvido em 2019 por Andrew Booker
(Universidade de Bristol) e Andrew Sutherland (MIT), usando 1,3 milhdes de horas de computacio
em rede e mais de 500.000 computadores no sistema Charity Engine?, cuja solucio exata é:

(—80538738812075974)3 +80435758145817515° 4 12602123297335631° = 42.

Ao realizar essa operacao aritmética em um computador de 32 bits, cuja capacidade maxima
de armazenamento de niimero inteiro é ©%(10°) e os nimeros x,y e z da expressio acima sio
9(10'6), obtém-se um erro absoluto de 1,983 x 10%. Por outro lado, ao usar um computador de
64 bits, cuja capacidade maxima de armazenamento de nimeros inteiros é ©(10'?), o valor obtido
¢ exato.

Armazenamento de niimeros reais
a) Precisdo simples

2

‘ 0 m 112 12 2021|2223 |24)25|26|27 28|29

3 ‘ 4 | 5 | 6 | 7 | 8 M 9 ‘10| 11

13‘ 14| lS| 16| 17| 18‘ 19

30] 51

bit O (s): indica o sinal do nimero, se igual a 0 (zero) nimero positivo e se igual a 1 nimero
negativo;
bits 1 a 8 (¢): codificagcdo do expoente (ou caracteristica) de 2 do nimero (igual ao valor representado
em bindrio menos 127, desta forma o maior expoente € 127 = 11111110 - 127 e o
menor expoente é —126 = 00000001 — 127. Esta codifica¢do pode ser lida removendo
o bit 1 e somando o seu valor ao bit 8 para os expoentes positivos e a representagao
complementar para os nimeros negativos, com o primeiro bit representando o sinal
negativo. A codificagdo 11111111 € reservada para infinito e 00000000 para indicar
que o nimero nao estd normalizado, ou seja, que o niimero antes da virgula é zero e
nao 1);
bits 9 a 31 ( f):codi%lcagﬁo da mantissa do ndmero (parte fraciondria do nimero no sistema bindrio).
r=(=1)2¢"127(1+ f) , quando ¢ # 0
r=(—1)*2"127 f , quando c = 0 (forma nio-normalizada)

» Exemplo 1.6 Armazenamento (normalizado) de (3.5),, = (11.1), = (1.11 x 21),
[ofrfofofofofofofo]ufrfofofofofofofofofofofofofofofofofofofo]o]o]

'Louis Joel Mordell (1888-1972).
2Djofanto de Alexandria (nascido entre 201 e 214 — falecido entre 284 e 298).
3https://phys.org/news/2019-09-sum-cubes-solvedusing-real-life.htm]
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b) Precisdo dupla
(ol t]2][3[4]5[6[7[8[9]10[1I]12] - [e3]

bit O (s): indica o sinal do nimero, se igual a 0 (zero) nimero positivo e se igual a 1 nimero

negativo
bits 1 a 11 (¢): codificacdo do expoente de 2 do nimero (igual ao valor representado em bindrio

menos 1023, desta forma o maior expoente € 1023 = 11111111110 — 1023 e 0 menor

expoente ¢ —1022 = 00000000001 — 1023);
bits 12 a 63 (f): codificacdo da mantissa do nlimero (parte fraciondria do nimero no sistema bin4rio).

r=(—1)*2¢71923 (1 + f), quando ¢ # 0

r=(—1)*27193 £ quando ¢ = 0 (forma nio-normalizada).
Como 63 — 12+ 1 = 52 digitos binérios correspondem a algo entre 16 a 17 digitos decimais (até
2732), entdio um niimero representado nesse sistema tem uma precisdo de pelo menos 16 digitos
decimais. No caso da precisio simples, esse nimero cai para 7 digitos decimais (até 2723).

m Exemplo 1.7 implementar em calculadora ou computador o seguinte algoritmo:

u<+1,0
Enquanto u+ 1,0 1,0, faga
u<+0,5u
u<+2,0u
O valor final em u corresponde a precisdo da mdquina, também conhecido como epsilon da
mdquida. "

Erros em Computacdo

O menor nimero positivo que pode ser representado na forma normalizada em precisdo dupla

2—1022 (1 +2—52> ~ 10—308

Se os calculos gerarem nimeros de magnitude menor que este valor, teremos um erro de underflow
(além da capacidade minima da maquina).
O maior nimero positivo que pode ser representado na forma normalizada em precisio dupla é:

21023 (1 +1-— 2—52) ~ 10308

Se os cdlculos gerarem niimeros de magnitude maior que este valor, teremos um erro de overflow
(capacidade mdxima da mdquina excedida).

Erros absolutos e relativos
x: valor exato de um nimero
x*: um valor aproximado
Erro absoluto: EA, = |x —x
Erro relativo: ER, = [=X| = [1—-£| =

m Exemplo 1.8 Se EA, =0,1
a) comx=2112,9 tem-se: x —x* = 40,1 — xx =2112,8 oux* = 2113
e ER, =0,1/2112,9 = 4,732832 x 107> ~ 0,005%
b) comx=5,3 tem-se: x* =5,2o0ux* =5,4
e ER,=0,1/5,3=10,018868 ~2%

|
E‘f‘x, para x # 0

m Exemplo 1.9 Efeito da magnitude do nimero



16 Capitulo 1. Intfroducdo

a) se x =0,3000 x 10" e x* = 0,3100 x 10! tem-se EA, =0,1 e ER, = 0,03333 ~ 3,33%

b) se x=10,3000x 1073 e x* = 0,3100 x 1073 tem-se EA, = 0,1 x 10~* e ER, = 0,03333 ~
3,33%

¢) sex=0,3000 x 10* e x* =0,3100 x 10* tem-se EA, =0,1 x 10°> ¢ ER, =0,03333 ~ 3,33%

Ou seja, o erro relativo leva em consideragdo a magnitude dos valores. "

Diz-se que o nimero x* se aproxima do valor x com ¢ algarismos significativos corretos
(ASC), ou digitos significativos corretos, se t é o maior valor inteiro ndo negativo para o qual:

ER, <5x107"

Neste ponto é importante diferenciar precisdo de acuracia em computagfo. A precisdo indica
0 quio perto um nimero representa aquele niimero que estd sendo representado, independente
se este estiver correto ou ndo. Logo, a precisdo esta diretamente relacionada com a capacidade
finita de armazenamento do computador, conforme discutido na Se¢@o 1.1. A acurdcia indica o
quio perto um nimero estd do valor verdadeiro do nimero que estd sendo representado. Logo, a
acurdcia estd relacionada com os erros da aproximacao numeérica (erro de arredondamento, erro de
convergéncia do processo iterativo e erro da aproximacao inerente ao método numérico). A Figura
1.1 ilustra a diferenca entre acuricia e precisao.

ALTA ACURACIA EIRO ALTA ACURACIA ARQUEIRO 3 PEQUENA ACURACIA ARQUEIRO 4 PEQUENA ACURACIA
ALTA PRECISAO ARQUEIRG 2 PEQUENA PRECISAO ARQ h ALTA PRECISAO PEQUENA PRECISAQ

@O®©

Figura 1.1: Diferenca entre acurdcia e precisdo.

ARQUEIRO |

m Exemplo 1.10 Exemplo com 4 algarismos significativos
x=0,1—ER|x|=|x—x*| = EA, <5x 107
x =100 — ER;|x| = |x—x*| = EA, < 0,05
x=10000 — ER, |x| = [x—x*| = EA, <5 .
Representando um nimero x em aritmética de ponto flutuante com ¢ digitos na base 10:

x=fix 10°+ g, x 10" com0,1 < fi<1e0< g, < 1

u Exemplo 1.11 t =4 e x = 234,57, logo x = 0,2345 x 103+ 0,7 x 107! e =3, f, = 0,2345 ¢
gx:017 L}

Se o niimero for simplesmente truncado, o valor armazenado de x serd: x* = f, x 10°, apresentando:

Erro de Truncamento Absoluto: EA, = |g,| x 10°7 <1077

gex 10 100 10 _ 1l
71075107 | < [ixioe] < ox10r = 107

Se o ndmero for arredondado, o valor armazenado de x sera:

Erro de Truncamento Relativo: ER, = ‘

0 se g, <0,5

* e
X' =[x 10 +{ 10 se g, >0,5
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apresentando Erros de Arredondamento Absoluto e Relativo dados por:
i) se gy <0,5: EA, = |g¢| x 1077 <0,5x 1077

| gexaoe 0,5x10° _ 0,5x10°~ _ -t _ —t
€ ERx = | 70 gon10m7 | < TrxioT < 0.ax10e — 0,9 x 10077 =5x10

i) se g >0,5: EA, = |gy x 107 — 10°~| < [0,5 x 10~ — 10°~| < 0,5 x 10¢~

| (ge—n)x10° 0,5x10° _ 0,5x10° _ -t _ —
eERx_)foIOE—Q—gXXlOE*’ < a0 < oaxaoe = 0,5 x 1077 =5x10

Resumindo, se: x = f, X 10° 4+ g, x 10" com 0,1 < f, < 1e0 < g, < 1, em que 7 é 0 niimero
de digitos, entdo:
Absoluto : EA, < 10¢7!
Relativo : ER, < 10!~
Absoluto : EA, < 10;

Relativo : ER, < 10217[

Erros de Truncamento: {

Erros de Arredondamento: {

Erros nas operacdes algébricas fundamentais
Sejam x e y dois nimeros reais positivos que apresentam erros absolutos maximos a € b,
respectivamente. Entdo os erros numéricos relativos em cada um desses nimeros sao:

parax: p=7%
eparay: g = %.
As seguintes operacgdes aplicadas a esses nimeros sdo definidas:
i) Soma — o maior valor que a soma x+ y pode assumir é: (x+y) + (a+ b) e o menor valor é:
(x+y)—(a+b), assim:
(x+y)—(a+b) < (x*+y") < (x+y) + (a+b).
Desse modo: EA,yy, < (a+b) e ER, < %
ii) Subtragdio — o maior valor que a subtra¢do (x —y) pode assumir é: (x —y) + (a+b) e 0 menor
valor é: (x—y) — (a+b), assim:
(x—y)=(a+b) < (x*—y") < (x—y) +(a+Db).
Desse modo: EA,_y < (a+b) e ER,_, < (‘f:;")
iii) Produto — o maior valor que o produto (xy) pode assumir é:

(x+a)(y+b) = (x+px)(y+qy) =xy(1+p)(1+q) =xy(1+p+qg+pqg)

eomenor valoré: (x—a)(y—>b)=xy(l—p)(1—q)=xy(1—p—q+pq)
Assim: xy (1 —p—qg+pq) <x*'y* <xy(l+p+q+pq), ouseja:
xy(pg—p—q) <x*y"—xy <xy(pq+ p-+q). Permitindo identificar que:

EAyy <|xy|(pg+p+q)=|xy[(p+qg) e ER;y < (pg+p+q)=p-+q

iv) Divisdo — o maior valor que a divisdo (x/y) pode assumir é:

X+a x+px _x <1+p> (1+q> X <1+p+q+pq>
y

y=b y—qy y\l—-q/) \l+g 1—¢?

€ o menor valor €é:

X—a X—px
y+b y+gqy

() ()04

l+qg) \1—q) vy 1—¢? '

1—p— * 1

——P4TPq q—&—pq)gx = +l;+q;_pq),0useja:
y —q

<=
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+

p+q+pg=(p+q)(g+1),logo:

1—p— * 1
* (pq;—pq_l < i* _r? <—i—pmi—qz—i—pq — 1>,rearranjando:
YA 1—g¢ oy Ty l—g¢
X<61—17—q+1%1)<ﬁ_x<x(fl+lﬂ+ﬁpq> as:
Y 1—¢ BRI 1—¢* ’
g—1)eq
X (ptd %—f < a (W . Permitindo identificar que:
y \l+g oy y\l—¢q
x| (p+q X pPtq
EA., < || (E22) ~ |2 ER, <+~ x :
X[y = y (1_(]) 'y‘(p_'_CI)e Xy = l—q p+q

Problemas Propostos

Problema 1.1 Transforme os nimeros reais abaixo (todos expressos na base decimal) para a base
bindria, adotando em todos os exemplos 8 digitos apds a virgula:

a) 168,995889

b) 0,34135

c) 0,021922.
Problema 1.2 Transforme os nimeros bindrios abaixo para a base decimal:

a) 101101

b) 110101011

c) 0,1100011

d) 0,11111111.
Problema 1.3 Ache um ndmero na base 2 que aproxime o nimero 7 com o menor nimero
de digitos apresentando um erro absoluto ndo superior a 1073, Refaca o exemplo para uma
aproximagdo que apresente um erro relativo inferior a 0,01%. Compare e discuta os dois resultados
encontrados.
Problema 1.4 Considere que se tem um aparato digital que armazena os nimeros em aritmética
de ponto flutuante com quatro digitos em base decimal. O acumulador (onde sdo executadas
as operacdes) apresenta precisdo dupla (8 digitos portanto!) e simplesmente trunca os ndmeros
acumulados. Dados os nimeros: x = 0,4523 x 10%; y = 0,2115 x 1073 e z = 0,2583 x 10!,
verifique os resultados das seguintes operacdes executadas neste aparato e apresente, em cada caso,
o erro absoluto e o erro relativo resultante:

a) x+y+z

b) 7

c) x—y
d) x—y—z
e) @

£ ()

o (7)x
Compare e discuta os resultados dos itens (e); (f) e (g).
Problema 1.5 Os nidmeros x =2 e y = 1,76 apresentam, respectivamente, os erros absolutos
a=0,5eb=0,1. Sorteie um valor de x* e um valor de y* que estejam contidos entre os valores
minimos e maximos de x e y, respectivamente. Calcule os valores mdximos dos erros absolutos e
relativos das operacdes abaixo listadas e verifique se os erros destas mesmas operacdes aplicadas
aos valores sorteados de x e y estdo contidos dentro destes limites.

a) x+y

b) x—y

c) xy

d) f
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e) x* comk >0

f) x** comk <0

g) In(x)

h) €*

i) cos(x)

j) sen(x)

k) rg(x—1).
Problema 1.6 Refaca o Problema 1.5 sabendo-se que no lugar dos erros absolutos s@o conhecidos
os erros relativos de x e y iguais a 20% e 15%, respectivamente.






2. Aproximacoes de Funcoes

2.1 Introducdo

H4 basicamente dois tipos de problemas de aproximagdes de fun¢des matemadticas:
i) Encontrar uma fungdo mais simples, como um polindmio, para aproximar uma funcio dada

de forma explicita;
ii) Encontrar e ajustar a melhor fung@o a dados (ou pontos) discretos.

Problemas do tipo ii) sdo abordados no Capitulo 8, com a aplicacdo do método dos minimos
quadrados.

Existem intimeras formas para aproximar uma dada fung@o, f(x), por fungdes mais simples ou
com propriedades mais convenientes (diferenciagdo, integracgao, etc.) tais como:

n
e aproximacdo polinomial: f(x) ~ p,(x) = Z cix'
i=0

1" (n)
e séries de poténcias: f(x) & f(xo)+ f(x0) (x—x0) + f 2()‘60) (x—x0)2+---+ f n('xo) (x—x0)"
e fracdes continuadas: f(x) ~ bo(x) + 4 ()2 ®
bi(x)+ 2 &0
by (x) + W

a~xi
mwzél
m ()C) Z bj.xi
i=0

e fungdes racionais: f(x) ~

=

n
o séries de Fourier': f(x) ~ao+ Y [axcos(kx) + by sen(kx)]
k=1
As aproximagdes polinomiais sdo tratadas especificamente no Capitulo 3. Portanto, iniciaremos

pelas séries de poténcias.

!Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).
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Séries de Poténcias

Se f(x) for uma fungdo continua com n derivadas continuas no intervalo [a,b], ou seja, f(x) €
;
Cla ] e LT

e existe em [a,b] e x € [a,b], entdo
x

f(x) = pn(x) +Rn(x)7

em que p,(x) é o polinémio de Taylor’ de grau n:

"y (n) X n (k) X
pn(X):f(xo)+f/(x0)(x—xo)+f 2(!0) (X—x0)2+-"+f n(' 0) (X—xo)":kzbf k(! 0) (x—xo)F
) HDIE )]

fn+ x -
Ra(x) :W(x—xo)( D

¢ o erro de truncamento (ou residuo) da série, com & (x) € (xp,x) se x > xp ou §(x) € (x,x0) se
x < xo. Essa expressao do erro pode ser entendida através do teorema do valor médio (ou Teorema
de Lagrange?), ilustrado na Figura 2.1.

Teorema 2.2.1 — Teorema do Valor Médio. Se f(x) é uma funcdo continua em [a,b] e
diferencidvel em (a,b), entdo existe & € (a,b) tal que a reta tangente a curva f(x) no ponto & é
paralela a reta secante que passa pelos pontos a e b, isto é,

a

““..Tangente

~Secante

~

Figura 2.1: Teorema do valor médio.

2Brook Taylor (1685-1731).
3Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).
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Aplicando o teorema do valor médio para a = xg € b = x, temos:

e — L@ = F0).

X—Xp

Note que & é funcdo de x, pois mantendo o ponto a fixo e variando o ponto b na Figura 2.1, o valor
de & mudaré de posigdo. Explicitando o valor da fungdo f(x) resulta em:

fx) = f(x0) + f'[€ (x)](x — x0).

Comparando essa expressdo com a f(x) aproximada pelo Polindmio de Taylor com n = 0:

po(x) = f(xo)

obtemos
Ro(x) = f(x) = po(x) = f'[€ (x)](x — x0).

Da mesma forma, aplicando o teorema do valor médio para f'(x) obtemos, apés integragdo, a
expressdo para R;(x) e assim sucessivamente.
O erro da aproximacao pelo Polindmio de Taylor pode ser calculado de trés maneiras:

1) Rn(x) = f(x) _pn(x)

= k)
2) Ru()= Y fkk(' 0)(x—xo)k
k=n+1 :
(n+D[E (
3 Ral) = ) Y £ € ()

Com a primeira forma, a funcio erro pode ser facilmente construida para todo o dominio. Com
a segunda forma seria necessario determinar um nimero apropriado de termos da série para obter
um valor acurado do erro. Finalmente, com a terceira forma seria necessario conhecer a priori o
valor de & (x). Contudo, essa tltima forma ¢ usada para obter uma estimativa superior do médulo do
erro, ao substituir o valor de & (x) pelo valor que fornece o maior médulo da £"*1)(x) no intervalo
de interesse, ou seja:

(n+1)
P )| & = argmanl £ ().

[Ru(x)| < |75
(n+1)! VE(x0,X)

Para uma fung@o f(x) monotonica, o valor de & sempre estard em um dos extremos do intervalo de
interesse.
Quando xp = 0, p,(x) é chamado de polindmio de Maclaurin®.
Quando 1 — oo 0 polindmio p,(x) é a Série de Taylor (ou Série de Maclaurin se xy = 0).
Um aspecto importante do Polindmio de Taylor ¢ a sua elevada acurdcia na vizinhanca do ponto
Xo, pois o critério para a obtengdo dos coeficientes do polindmio p,(x) é

10 (x0) :pg,k)(xo), Vk=0,1,...,n.
Observe que isto € equivalente a dizer que Rg,k) (x0) =0,Vk=0,1,...,n, ou seja, xo € uma raiz de
multiplicidade n+ 1 da equagdo R,(x) = 0. Inclusive, com essa informacéo, é possivel também
mostrar outro caminho para a obtencao da expressao do erro de truncamento. Fatorando a raiz xg
temos que R, (x) = g(x)(x —xo)"*1), cuja funcio ¢(x) pode ser determinada com a proposi¢do da
seguinte fungdo

(1) = f(t) = pa(t) — q(x)(t —x0) "V,

4Colin Maclaurin (1698-1746).
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em que x e xo sdo pardmetros dessa funcéo e a equagdo Q(r) = 0 possui pelo menos n + 2 raizes,
sendo n+ 1 em ¢ = xo e uma raiz em ¢ = x. Portanto, Q"+1) ( ) = 0 possui pelo menos uma raiz,

(+1)()

que chamaremos de & (x) e, como p;, = 0, por ser um polinémio de grau n, resulta em:

frIE )]
(n+1)!

q(x) = ,
resgatando a expressao do erro de truncamento.

Por outro lado, por ter origem em uma série de poténcias centrada em xp, longe desse ponto
a acurécia pode ficar comprometida. Por isso, recomenda-se fazer uma normalizagdo da varidvel
X € [a,b] para o intervalo [0, 1] ou para o intervalo [—1,1]:

X—a
=——,y€e[0,1
y=—y€01]
ou ’ (b )
x—(b+a
_Z2-vTd —1,1].
y o, Y elL]

» Exemplo 2.1 Aproximacdo da fungdo exponencial f(x) =e* com xo =0

f®(x) = e* Yk, assim: £(0) = £/(0) = f"(0) = --- = fW(0) = 1, logo:
)C2 x3 X
Palx) =Tx+ o4 5+t
e
R, () e (W) xnt1
T ST
A expressio de R,(x) indica que, neste caso, p,(x) é uma boa aproximagdo de ¢* no dominio
|x| < 1, conforme pode ser observado na Figura 2.2, pois neste dominio |R,(x)| < % Por

(n+1)!
exemplo, com n = 4 tem-se: |R4(x)| < ; =0,022652.

Por outro lado, se o dominio |x| > 1, tanto a aproximacao quanto a estimativa do erro residual
ficam comprometidas. Por exemplo, se x € [0,10] e desejamos obter o valor aproximado de
f(x) para x =5, com n = 4, o resultado é o seguinte: p4(5) = 65,3750 e R4(5) = 83,0382,
pois f(5) = 148,4132. Ao construir uma estimativa superior para o erro da aproximagdo, o
resultado é um valor superestimado: |[R4(5)| < 3,86 x 10°. Portanto, nesse caso é importante
aplicar uma normalizagdo do intervalo (mudanca de variavel), por exemplo, y = x/10, resultando
em f(10y) = ('”) = (¢”)! e, entdo, construir uma aproximagio para g(y) = e”:

2 3 b

Paly) =14y + 3+ 5 420

O valor dessa aproximagdo em x = 5, que corresponde a y = 0,5, resulta em p4(0,5) = 1,64844
e [p4(0,5)]'% = 148,1579, ou seja, um erro da aproximagcio de f(5) igual a 0,2552. O valor de
2(0,5) = 1,64872, logo R4(0,5) = g(0,5) — p4(0,5) = 2,8377 x 10~* e sua estimativa superior
IR4(0,5)] < 4,29 x 10~ resulta em um valor mais préximo do esperado. E possivel também

construir uma estimativa do erro da fungo original f(x), ou seja, de R(10y) = f(10y) — [p4a(»)]'* =
f(10y) — [g(y) — R4(¥)]'°, usando a férmula do bindmio de Newton®:

ot (e (v ()

5Sir Isaac Newton (1643-1727).
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2,0

-2,2 -2,0 —1,8 —1,6 —1,4 —1,2 —1,0 —0,8 —0,6 —0,4 —0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 L4 1,6 1,8 2,0

Figura 2.2: Polindmio de Taylor da fun¢do exponencial com n = 4.

- Dessa forma,

R(10y) = f(10y) — [g)]" + 10[g(»)°Ra(y) — 45[g ()P [Ra(»)]* + -+ — [Ra ()] "°.

Como o valor de |R4(y)| < 1, podemos aproximar essa expressdo por: R(10y) ~ 10[g(y)]’R4(y),
que avaliada em y = 0,5 resulta em R(5) =~ 0,2554, ou ainda, usando a estimativa superior para
|R4(y)|, resulta em |R(5)| < 0,3865, que é uma boa estimativa para o erro superior de f(x).

Uma forma de automatizar esse procedimento de normaliza¢ao do intervalo da fun¢io exponencial
quando |x| = A > 1 € através da busca de m tal que 2"~! < A <2™. A varidvel x é entdo

normalizada segundo:
x x 2"’! m
= E o)
A expansdo em série de Taylor de ¢¥ é entdo efetuada até o termo de grau n tal que
’eay) yrHl ‘
(n+1)!

e
<5,

S

R (y)| =

k

n
sendo & o critério de convergéncia. Resultando em: e’ ~ p,(y) = Z Ti(y), em que: Ti(y) = %
k=0 :

Uma forma recursiva de computar o termo 7, € através da recorréncia:
Ti(y) = T1 () para k= 1,2, ..., n com Ty(y) = L.

Procedimento semelhante é aplicado para computar p,(y):

pi(y) =Y, () = pi(y) = pi1(y) + Ti(y) parai = 1,2, ..., n com po(y) = 1.
k=0
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n
—, sendo esse 0
n

Outra forma de computar o valor de n ¢ através da verificacdo da razao: g, =

valor de n quando se verifica pela primeira vez que g, < 6.

A expansdo em série de Taylor de ¢”, até o valor de n que satisfaz ao critério de convergéncia
considerado, € entdo efetuada e o valor de ¢* é computado através de m potencia¢des sucessivas
de acordo com a férmula recursiva:

So=pu(y), Sk = (Sk_1)2 parak=1,2,...,m sendo €' ~S,,.

Por exemplo, se x € [0,10] — A =10 logo: 8§ =22 <A< 16=2*=m =4 eyzl%,

considerando § = 10° tem-se n =9 pois 5 =7,49%x10°>8 e li()' =0,75%x107% < §,
. ! !
assim: e & po(y) = Z T;.
k=0

Efetuam-se a seguir quatro potenciagdes sucessivas: So = po(y), S| = S%, S, = S%, S3 = S% e
S4 = S% sendo ¢* ~ S4.

A seguir é apresentado um pseudo-cédigo de implementagdo do algoritmo numérico de
expansdo em série de Taylor de ¢* com a especificagdo de 8.

yé—x
m<+—0
n<—20
T<+—1
S+—1
Enquanto |y| > 1, faga
m<—m+1
y
%7
YT
Faca
n<—n+1
T« 2t
n
S<—S8+T

T
enquanto ‘S' )

Para j=1,2,...,m, faca
S+—§?

No final do algoritmo o valor aproximado de e* estd armazenado na varidvel S e n € o valor do
grau da aproximag@o p,(y).

Na Tabela 2.1 sdo apresentados os valores numéricos resultantes da aplicagdo do algoritmo
com:x=-25¢e § =10

» Exemplo 2.2 Aproximacdo da fungdo f(x) = cos(x) com xg =0en=4.
f'(x) = —sen(x), f(x) = —cos(x), f”(x) = sen(x), f*(x) = cos(x), fO) (x) = —sen(x).
Logo: f'(0) =0, f"(0) = —1, f"(0) =0, f¥(0) =1 e
ot x

—1—-" 42 e Rs(x)=— A
pa(x) > +24 e Rs(x) sen(x)lzo

A Figura 2.3 ilustra essa aproximacao, mostrando a boa qualidade préxima ao centro xg e dentro
do intervalo [—1,1].
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Tabela 2.1: Valores numéricos resultantes da aplica¢do do algoritmo de expansdo em série de Taylor
de ¢ comx=—-25e¢ §=10"*

passo y mi|n|j T S %

0 -2,5 {010 1 1

1 -1,25 |10 1 1

2 —-0,625 |12 |0 1 1

3 —0,625 | 2 | 1 —0,625 0,375 1,667
4 —-0,625 | 2|2 0,19531 | 0,57031 | 0,34247
5 —-0,625 |2 |3 —0,04071 | 0,52962 | 0,07683
6 —-0,625 | 2 | 4 0,00636 | 0,53598 | 0,01186
7 —-0,625 |2 |5 —0,00079 | 0,53519 | 0,00148
8 —-0,625 | 2 | 6 0,00008 | 0,53527 | 0,00015
9 —-0,625 | 2 | 7 —0,00001 | 0,53526 | 0,00001
10 —-0,625 | 2 | 7| 1] —0,00001 | 0,28650 | 0,00001
11 —-0,625 | 2 |7 (2] —0,00001 | 0,08208 | 0,00001

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4

—-0,8

Figura 2.3: Polindmio de Taylor da func¢do cosseno com n = 4.

Note que em xp = 0 todas as derivadas de ordem impar de f(x) = cos(x) s@o nulas e as
derivadas de ordem par satisfazem a (> (0) = (—1)" permitindo expressar:

COos(Xx) =~ X) = n (_17)]()62](

Sugerido pelo fato dessa expansao conter apenas poténcias pares de x, propde-se a mudanca de
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variavel u =x

2 resultando em:

n
COS Z

n
ZTk(u) sendo u=x> e Ti(u)=
k=0

A forma recursiva do computo do termo 7j(u) é expressa por:

Ti(u) = —

mﬂc,l(u) para k= 1,2,---,n com Tp(u)=1.

Procedimento semelhante é aplicado para computar p,(u):

ZTk = pi(u) = pi_1(u) +T;(u) para i=1,2,--- ,n e po(u)=1.

E importante enfatizar que a varidvel x em todas expansdes em série de
poténcias de fungdes trigonométricas deve ser expressa em radianos.

Para assegurar a convergéncia da série de Taylor da funcdo cosseno deve-se reescalar a varidvel

x (considerada sempre como positiva, sem perda de generalidade) de modo que x* < 1, para isto
aplicam-se dois procedimentos sequenciais:

1. célculo do nimero de voltas completas que x contém, isto é: calcular N tal que 2N7 <

x <2(N+1)m, aseguir, subtrai-se de x as voltas completas segundo: X, = x — 2NT;

2. normalizacdo de x,,,, que assegure um valor < 1, para isto calcula-se o nimero inteiro m

'xVZOVO

tal que: (m—1) < Xpovo < m, a seguir, reescala-se Xy, segundo: x* =

no(C1yk (2%
cos(x*)zmn(x*):z( 1()2k( ) ZT

k=0
Baseado na expressao:
‘sen[é (x*)](x*)2n+l| (x*>2n+l (x*)Zn .
Ron(x")| = = |T(x* f <
|R2n (x7)| 2n+1)! S ntn) < (2n)! |T,,(x*)], pois x* <

Deste modo, se |T,(x*)| < & tem-se |Ry,(x*)| < 6.

Duas observagdes s@o pertinentes aos procedimentos anteriores:

1. o valor de cos(x) é igual ao valor de cos(X,ov0) POIS X € X;0p0 SO arcos congruentes;

~ £ . ~ X .
2. o valor da expansdo de cos(x*) é na realidade a expansdo de cos (—) ,ou seja: cos(x) =
m

cos (mx*).

O computo do cosseno miltiplo de um arco pode ser efetuado de acordo com o procedimento
recursivo descrito a seguir.

cos[(k+1)0] = cosBcos (kO)+ sen O sen (kO)

cos[(k—1)0] = cosBcos (kO) — sen O sen (kO)

Somando as duas equacdes acima, resulta:

cos[(k+1)0]+cos[(k—1)8] =2cosBcos(kB), ou seja:

cos[(k+1)0] =2cosBcos(kB) —cos[(k—1)60] para k=1,2,---

Definindo Ty =cos (k@) = Tp =1 e T =cosH, tem-se o procedimento recursivo:

Ty =2N01T—Ty—1 para k=1,2,---comTy=1 e T} =cosH.
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A seguir € apresentado um pseudo-codigo de implementacdo do algoritmo numérico de

expansio em série de Taylor de cosx com a especificagio de 6.

X< |x]
(X
x<—x—mt<—)-27r
2n
m «— ceil (x)
x\2
we— (%)
m
r+—1
S+—1
n<—20
Enquanto |f| > &, faga
n<—n+1
u
te— ————t
2n(2n—1)
S+— S+t

To+—1 e T1+—S

Sem > 1 entdo k=1,2,---,m—1 faca

Tevr <— 20T — Ti

para

No final do algoritmo o valor aproximado de cos(x) estd armazenado na varidvel T, e 2n é o

valor do grau da aproximagdo de cos(x*).

Na Tabela 2.2 sdo apresentados os valores numéricos resultantes da aplicagcdo do algoritmo

comx=-65¢ §=10""%

Para iniciar o procedimento deve-se inicialmente reescalar o valor de x, a determinacdo de x*,

para isto h4 trés pré-etapas:

1. consideracdo apenas de valores positivos de x, deste modo |x| substitui o valor de x, no

exemplo: x = | — 65| = 65;

2. cdmputo do nimero de voltas completas contidas em |x| para isto calcula-se N = int(

)
27

e, a seguir, subtrai-se de |x| o valor 2N7 resultando em x,,,, = |x| — 2N7, no exemplo:

% =10.34507 = N = 10 € X000 = 65 — 207 = 2,16815;

3. computo do prdximo inteiro m contido em X4y, : m = ceil (X,010). A seguir, o valor de X,y

Xnovo

€ redimensionado de acordo com x* =

2,16815
S =0.72272 e = (¢')? =0,52232.

, no exemplo: m = ceil (2,16815) = 3,x* =

Tabela 2.2: Valores numéricos resultantes da aplica¢do do algoritmo de expansdo em série de Taylor

de cos(x) com: x=—65¢ § =10"*

| passo | 1 | 2 3] 4 5 6 7 8
n |0 1 2 3 4 5
t 1] —0,26116 | 0,01137 | —1,98.10~% | 1,85.10°° | —1,07.10°8
S [ 1] 073884 | 075021 | 0,75001 0,75001 0,75001
k 1 2
Tit1 0,12504 | -0,56245

O procedimento numérico para a expansdo em série de poténcias de cos(x) pode ser também
aplicado para a expansdo da fungdo seno, para isto basta substituir o argumento de cos(x) por

(x— %), isto é: sen(x) = cos (x— %).
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A seguir sdo apresentadas algumas expansdes em séries de poténcias de diversas fungdes
continuas com observacdes pertinentes as implementacdes numéricas.

e [ogaritmo neperiano (primeira versao)

In(x) ~ Xn: (—l)k*IL_ b

k=1

Série convergente no intervalo: 0 <x < 2.

()
em 0 <y<%eln(x)=—In(y [i 1>].

e [ogaritmo neperiano (segunda versao)

1 o\ 2
In (x) ~ 2
2: 2k—1)<x+1>

Se x > 2 utiliza-se o artificio x =

1
e a mudanga do argumento x por y = —, resultando
X

==

Como —1 < <x
X

necessdria a mudanca do argumento.

1) < 1, Vx € RT, esta expansdo é sempre convergente ndo sendo

e Potenciagdo genérica de um ntiimero real positivo

n
X1 ~ Z cx(x— 1)k Série convergente no intervalo: 0 < x < 2.

Os coeficientes ¢; sdo determinados recursivamente segundo:
g—(k—=1)
k
Se x > 2 utiliza-se o artificio baseado em: x? =

k= Cp—1 para k=1,2,--- 'n com ¢cg = 1.

7 €amudanga do argumento x por

X
1 1 1
y=-=0<y<jzexi=—~-
X ¥ X
Z ca(y—1)
k=0
e Arco seno
n 2k+1
arcsen(x c sendo |x| < 1.
2: “2h+1 g
Os coeﬁ01entes ¢; sdo determinados recursivamente segundo:

2k—1

2k
sendo necessaria a mudanga do argumento.

k= cx—1 para k= 1,2, n com ¢y = 1. Esta expansdo € sempre convergente nio

A expansdo de arccos(x) € obtida a partir da propriedade: arccos(x) = 5~ arcsen(x), assim

T n x2k+l
sendo: arccos(x) ~ — — Z Ck

2 = 2%+ 1
expansdo do arcsen(x).

sendo |x| < 1, os coeficientes ¢; sdo os mesmos da

2.3 Fragoes Continuadas

As aproximacdes de fungdes continuas por fracdes continuadas (ou continuas) surgem como uma
alternativa as aproximagoes por série de poténcias.
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A ideia pode ser entendida pelo exemplo numérico abaixo:

1 1 1 1
314159 =3+ —— =3+ oo =3+ — =34 — =
’ T+—— Tt e
0,14159 1 15,97552
0,06260
1 1
=3+ i ~3+ T
T+ 7+
1 I
15+ 1 15+ i
I+ 1+
1 1
292+ i 292+ 0
1+1 i 1+1—1
+1—1 +71 i
ST Py
3+ 3

Tais fracdes sao determinadas pelo seguinte procedimento recursivo, no qual x € o nimero a ser
aproximado e n o nimero de fracdes:
a<+—x

Para i=0,1,2,---,n, faca
bﬁ—LaJ

Sei < nentdoa +—
a— bi
xaprox — bn

Para i=n—1,n—2,---,1,0, faca

Xaprox < b+

Xaprox

em que | x| é o maior inteiro < x, geralmente implementado nas linguagens de programagéo pela
fungdo floor(x) ou int(x). No exemplo numérico apresentado x = e n = 10. O valor aproximado
obtido foi 3,1415926536 e |x — Xuprox| = 4,04 - 10~ 13, mostrando o alto grau de acuricia do

procedimento.

Para aproximagdes de fungdes continuas f(x) o procedimento de fracdes continuadas pode ser

sumarizado pela expressao:

ai (x)

f(x) = bo(x) + az(x)
b] (X) +
az(x)
by (x) + ey
b3 (x) + as (x)
ba(x)+ a6 (%)
b5(x) + bﬁ(x) +...
As formas das fungdes a;(x) e b;(x) para i =0, 1,2, ---, n ndo sdo dnicas para aproximar uma

dada fung¢do e podem ser encontradas em Manuais de Matematica para diversas func¢des f(x).
A forma recursiva de implementagdo numérica desse procedimento é dada por:
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faprox ()C) by (x)

Para i=n—1,n-2,---,1,0, faca

Faprox(x) <— bi(x) + aiy1(x)

fapmx (x)

A seguir sdo apresentados exemplos de expansdes em fracdes continuadas de algumas funcdes
continuas com os correspondentes resultados numéricos ilustrativos.

m Exemplo 2.3 Funcio exponencial e*.
(a) Primeira Versao
iparai=1,3,57, -

, assim:
2parai=2,4,6,8,---

aj=(—1)*x para i=1,2,---,n bozl,b;:{

f~1+

1—

2+ ¥
3+ X
2

24

Na Tabela 2.3 apresenta-se resultado final do procedimento para x = 2, sendo o valor exato
de ¢ =7,389056, para diferentes valores de n.

Tabela 2.3: Valores numéricos resultantes da aplicacdo da primeira versdo do computo de ¢* por
fracdes continuadas com x =2 para diferentes valores de n

n 314 5 6 7 8 9 10 11 12

Japrox | 9 | 7| 7,333333 | 7.4 | 7,390244 | 7,388889 | 7,389041 | 7,389058 | 7,389056 | 7,389056

(b) Segunda Versdo
2

X _ L X .
alzx,ai+1:m paraz:1,2,---,n,bo—l,bl—l—i,bi—lparaz—2,3,-~-,n.,
assim:
x
e~ 1+
L
4-3
l—=+ 2
4-15
1+
%)
4-35
1+
2
4-63
1+ 2
14 4-99
1+

Na Tabela 2.4 apresenta-se resultado final da segunda versiao do procedimento para x = 2,
para diferentes valores de n.
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Tabela 2.4: Valores numéricos resultantes da aplicacao da segunda versdo do computo de ¢* por
fragdes continuadas com x = 2 para diferentes valores de n

n 3 4 5 6 7
Japrox | 74 | 7,388889 | 7,389058 | 7,389056 | 7,389056

Note que nesta segunda vers@o, o procedimento converge ao valor exato da fungdo com
menores valores de n.

» Exemplo 2.4 Funcio logaritmo neperiano In(x).
(a) Primeira Versao
ar=(x—1), a;= [int(1)]* (x—1) para i=2,3,---,n; bo=0,b;—i para i= 1,2, n,
assim:
In(x) ~ (x—1)
1+ )
(x—1)
4(x—1)
4(x—1)
9(x—1)
9(x—1)
74 16(x—1)
8+---
Na Tabela 2.5 apresenta-se resultado final do procedimento para x = 2, sendo o valor exato
de In(x) = 0,693147, para diferentes valores de n.

2+

3+
4+

S5+
6+

Tabela 2.5: Valores numéricos resultantes da aplicagdo da primeira versdo do computo de In(x)
por fragdes continuadas com x = 2 para diferentes valores de n

n 3 4 5 6 7 8 9 10
Japrox | 0,7 | 0,692308 | 0,693333 | 0,693122 | 0,693152 | 0,693146 | 0,693147 | 0,693147

(b) Segunda Versao
ay=2z,a;=—(i—1)>7> para i=2,3,---,n,bp=0,b;=(2i—1) para i=1,2,---,n,

x—1 .
em que z = , assim:

x+1
2
In(x) ~ Z2
Z
- 2
4z
3- 2
9z
S— 2
16z
7— 2
25z
9— 2
36z
M=
497

Bz
Z
15— —
17—

Na Tabela 2.6 apresenta-se resultado final da segunda versao do procedimento para x = 2,
para diferentes valores de n.
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Tabela 2.6: Valores numéricos resultantes da aplica¢do da segunda versdo do computo de In(x) por
fragdes continuadas com x = 2 para diferentes valores de n

n 3 4 5 6
Fuprox | 0,693122 | 0,693146 | 0,693147 | 0,693147

Observa-se também neste caso que a segunda versao do procedimento converge ao valor
exato da funcdo com menores valores de n.

= Exemplo 2.5 Fungio tangente trigonométrica tg(x).

ay=x,a;=—x>para i=2,3,--- ,n;by=0,b;=(2i—1) para i= 1, 2,---, n, assim:
X
tg(x)"’ xz
1= 2
X
3- 2
X
S— 2
X
7— 2
X
9— 2
X
11— 5
X
13— 5
X
15—
17—---

(*)Este procedimento s6 pode ser aplicado se: x # [% + kn]

Na Tabela 2.7 apresenta-se resultado final do procedimento para x = 2, sendo o valor exato de
tg(x) = —2,18504, para diferentes valores de n.

Tabela 2.7: Valores numéricos resultantes da aplica¢do do computo de tg(x) por fragdes continuadas
com x =2 para diferentes valores de n

n 3 4 5 6 7 8
Japrox | -2,444444 | -2,20339 | -2,185859 | -2,185064 | -2,18504 | -2,18504

= Exemplo 2.6 Fungio arco tangente trigonométrica arctg(x).
ay=x,a;=(i—1)>x> para i=2,3,--- ,n; bg=0,b; = (2i—1) para i= 1, 2,---, n, assim:
X
2
4x>
Ox?
16x?
25x?
36x?
49x?
64x?
174---

arctg(x) ~
1+

3+
5+

7T+

9+

11+
13+
15+
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Na Tabela 2.8 apresenta-se resultado final do procedimento para x = 2, sendo o valor exato de
arctg(x) = 1,107149, para diferentes valores de n.

Tabela 2.8: Valores numéricos resultantes da aplicacdo do computo de arctg(x) por fragdes
continuadas com x = 2 para diferentes valores de n

n 13 14 15 16 17 18
1,107156 | 1,107146 | 1,107150 | 1,107148 | 1,107149 | 1,107149

faprox

Note que neste exemplo a convergéncia do procedimento é mais lenta que nos exemplos
anteriores, demandando um nimero maior de passos. "

2 X
» Exemplo 2.7 Fungio erro erf(x) = \f/ e dt.
7 Jo

e (i—1) , , .
alz—ﬁ,a[: 5 para i=2,3,--- ,n; bp=1,bj=x parai= 1, 2,---,n, assim:
e
erf(x) ~ 1 — \/El
x4+ 21
X+ 3
X+ 22
X+ 5
x4+ 23
x4+ 7
X+ 24
X+
x_|_

Na Tabela 2.9 apresenta-se resultado final do procedimento para x = 2, sendo o valor exato de
erf(x) = 0,995322, para diferentes valores de n.

Tabela 2.9: Valores numéricos resultantes da aplicacdo do computo de erf(x) por fracdes
continuadas com x = 2 para diferentes valores de n

n 3 4 5 6 7 8
0,995303 | 0,995327 | 0,995321 | 0,995323 | 0,995322 | 0,995322

faprax

Razdo de Polinbmios

As aproximacdes de fungdes por polindmios obtidos do truncamento das expansdes em séries de
poténcias podem levar a caracteristica oscilatéria indesejada. Tal comportamento pode ser reduzido
com a utilizacdo de fung¢des racionais do tipo razdes de polindmios, da forma mostrada abaixo:

n .
a;(x—xp)'

fx) = r(x) = =

j(x—x0)!
j=0
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Uma técnica bastante empregada para a obtengdo dessas razdes € a Técnica de Aproximagdo de
Padé®, fundamentada na condigio de a expansdo em série de poténcias de r(x) com centro em xy = 0
ser idéntica a expansdo em série de poténcias de f(x) com mesmo centro até o grau N = n+ m.
Ou seja, f®) (xg) = r®)(x0), ¥k =0,1,...,N, o que implica que a funcio erro, R(x) = f(x) — r(x),
tem raiz de multiplicidade N + 1 em x = xy. Assim, expandindo a fun¢do f(x) em torno de xo =0

resulta: N "
k (0
~ n-+m = d = .

f(x) = puim(x) kE:()Ckx sendo ¢ 0

O mesmo tipo de expansdo é aplicada a fungio r(x):

n

Z aixi N

r(x) = i;o R Pnam(x) = Z dkxk sendo dj, =
Z bjxj k=0
j=0

Note que dp = r(0) = ? implicando no fato de que by # 0, além disto, como r(x) é a razdo de dois
0

(k) (0)
k!

polindmios o seu valor permanece inalterado multiplicando o numerador e o denominador por uma

mesma constante, escolhendo convenientemente esta constante como sendo igual a — resulta em:

0
n .
Z a;x'
=0 . . .
r(x) = ’mi equivalendo a considerar by = 1, sem perda de generalidade.
x/
1+ Y bjx
j=1
Para determinar os coeficientes dos dois polindmios de r(x) aplica-se a expansdo em série

m n
de poténcias a fungao R(x)gm(x) = f(x)gm(x) — s,(x) = f(x) (1 + Z bjx’ > - Zaix’, e, a seguir,
=1 i=0
iguala-se a zero todos os coeficientes da expansdo até o grau N = n+ m, pois a fun¢do R(x)g, (x)
também tem raiz de multiplicidade N 4 1 em x = x, dando origem a um sistema linear de equacgdes

de dimensdo N + 1. Os coeficientes obtidos nessa expansao possuem a seguinte férmula geral:

k

C,‘bk,,‘—ak:O,Vk:(),l,...,N,
i=0
emque bg=1,b; =0para j >me a, =0 parak > n.

= Exemplo 2.8 Para exemplificar o procedimento considera-se f(x) =e* e n=m = 2. Assim,
expande-se em série de poténcias em torno de xp = 0 a fun¢do:

1
(1 +b1x+byx?) — (ap +arx+axx®) =~ (1 —ap) + (1 —ay + by )x+ (2 —ap+by +b2> x4

1 b 1 b b
+ (6 + El + b2> X+ (24 + gl + 22) x* dando origem ao sistema linear de 5 equacdes:
1— ap = 0
l1—a;+b; =0

1
§—a2—|—b1+b2=0

1 b

— 4 —+by=0
6+2+2
1 by b
uTet2 70

%Henri Euggne Padé (1863-1953).
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1 1 1 1
Cuja solugdo é:a9 =1,a; = E,az = E’b] = _§7b2 =15
R )
- 2712 12+6x+x
Resultando em r(x) = T T st .
2 12

A seguir sdo apresentadas diversos exemplos de razdes de polindmios para diferentes funcdes,
apresentando-se também os valores maximos dos médulos dos erros nos intervalos especificados.

Tabela 2.10: Aproximagdes da fungdo exponencial f(x) = ¢* por razdes de polindmios

s,,(x)
= E
r(x) ) |Erro(x) |max
para |x| <1
2t 0,282
2—x 5
124+ 6x+x 4.10-3
12—6x—|—x§ ;
120+ 60x + 12x° + x 2.8-10°5
120 — 60x + 12x2 — 3
1680 + 840x + 180x% + 20x° + x* 11.10-7
1680 — 840x 4+ 180x2 — 20x3 + x4 ’

Tabela 2.11: Aproximagdes da fung@o cosseno trigonométrico f(x) = cos(x) ( ap6s aplicagdo da
mudanga de varidvel u = x? ) por razdes de polindmios

s,,(x)
p— E
r(x) (X |Erro(x)|max
para|x| <1
12— 542
= 1,8-1073
12 4+ x2 '
15120 — 6900x2 + 313x* 3.6.10-7
15120 + 660x2 + 13x* ’
39251520 — 18471600x% + 1075032x* — 14615x° L 27.10-11
39251520 + 1154160x2 4+ 16632x* + 127x5 '

Tabela 2.12: Aproximagdes da fungdo seno trigonométrico f(x) = sen(x) (ap6ds aplicagdo da

- fx . . . A
aproximacdo em Q seguida da mudanca de varidvel u = x?) por razdes de polindmios
X

5 (X)
rx) = Erro(X)|max

(x) ) |Erro(x)]

para |x| < 1
60x —7x°
—_- 2,01-1074
60 -+ 3x2 ; X '
166320x — 22260x° + 551x 2.27.10-8
166320 + 5460x% + 75x*
11511339840x — 1640635920x> 4 52785432x> — 479249x7 5.67.10-13
11511339840 4 277920720x2 4 3177720x* + 18361x° '
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Tabela 2.13: Aproximagdes da fungdo logaritmo neperiano f(x) = In(1 + x) por razdes de
polindmios

rix) = Erro(x)|max
(=" [Erro(a)|
para0 <x <1
e 0,026
2+x2
6x + 3x
— 8,4-1074
6+6x2+x2 X '
60x +60x~ +11x 2.55.10°
60 + 90x + 36x2 4- 3x3
420x 4 630x% +260x° +25x 6107
420 + 840x 4 540x2 + 120x3 + 6x* ’

Tabela 2.14: Aproximagdes da fungdo tangente trigonométrica f(x) = tg(x) por razdes de
polindmios

s ()
r(x) = Erro(X)|max
(=205 | Erolx)
para|x| <1
3x
—_— 0,057
3 —)623 ’
15x —x
—_— 8,4-107%
15 —26)62 X ’
11x°
60x + 60x~ +11x 1.85.10°3
60+90x+36)g2 —1—35x3
945x — 105x° +x 32107
945 — 420x2 4 15x*

Tabela 2.15: Aproximagdes da fungdo arco tangente trigonométrica f(x) = arctg(x) por razdes de
polindmios

5n ()
— E
r(x) ) |Erro(x)|max
para |x| <1
15x +4x°
- 6,3-1073
15 4 9x2 ’
945x +735x° + 64x° L9104
945 4- 1050x2 4-225x4 ’
15015x + 19250x% + 5943x° + 256x7 s 56.10-6
15015 +24255x2 + 11025x* +1225x6 | ™

Séries de Fourier

Nas expansdes de fungdes continuas f(x), com n derivadas continuas no intervalo |[a,b], por
séries de poténcias adotam-se como bases das expansdes as sucessivas poténcias de (x —xp) e
os coeficientes ¢; podem ser interpretados como os componentes da expansao em relacio a base
considerada. Uma alternativa bastante conveniente como bases das expansdes de funcdes € a adocio
de fungdes y;(x) que apresentam a propriedade de ortogonalidade no intervalo [a,b] em relagdo
a uma determinada fun¢do peso: w(x), continua e ndo negativa no intervalo. A propriedade de
ortogonalidade dessas fungdes é caracterizada pela expressao:
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b 0 parai # j 0 parai # j
[ wlitomide =< P FI o _Ksy sendo 8, = | O PRIF
a Ki>Oparai=j 1l parai=j
O termo §;; é chamado de delta de Kronecker.
Deste modo, propde-se a aproximagdo da fungdo f(x), por f(x Z ¢iyi(x). O erro desta

aproximag@o é expresso por: R,(x,c) Z ciyi(x

Uma forma de avaliar este erro em todo o 1ntervalo a, b] ¢ através da integral do seu quadrado
’ T
J(c)= / w(x)R:(x,c)dxsendoc=[co ¢1 -+ ¢ -
a

Os melhores valores dos coeficientes sao aqueles que minimizam J( ) devendo satisfazer a:

d 8R
J():0parai:0,1,2m n.Ouseja —2/ (x, )d =0.
aCi 8

dR,(x,¢)
Como: “oa =—yi(x) = 8cl = —2/ flx —j;)cjyj x)]yi(x)dx

Entdo: agilc) =0= i [/bw(x)yi(x)yj(x)dx} cj= /abw(x)yi(x)f(x)dx, em vista de:

j=0
/ahw(x))’i( )yj(x)dx = K;0;j, tem-se Z [/ah (i) .(x)dX] cj = Kic;.

Resultando em:

b b
| wtomesdr [ wionseax

Gi= K - b
| | wixiws
a

Considerando w(x) =1, a=—1 e b =1 as fungdes cos(inx) para i =0, 1,2, --- n,sen(imx)
para i = 1,2, --- n ou combinacdes lineares das mesmas sdo ortogonais entre si, pois:

" O parai+# j
/ cos(imx)cos(jmx)dx = lparai=j#0

- 2parai=j=0

" O parai+# j
/ sen(imx)sen(jmx)dx = lparai=j#0 e

B Oparai=j=0

+1
/ cos(imx) sen(jzmx)dx =0 em todos os casos.
~1

Quando estas fungdes sdo consideradas a expansao:

f(x) =ao+)_aicos(imx) + bisen(imx)] é chamada de Série de Fourier.
i=1

Seus coeficientes sdo determinados pela minimizacao de:

i=1

2
J(ab) = /1l {f(x) —ap— Z[ai cos(imx) + b; sen(inx)]} dx.

7Leopold Kronecker (1823-1891).
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dx
dJ(ab)  dJ(ab) L) e
e = 0 T 0, resultando em: ag = = Jmedio(X),

+1 +1
a; :/ f(x)cos(imx)dx e b; = f(x)sen(imx)dx para i=1,2,---
—1 1

Assim:

Uma propriedade importante das Séries de Fourier € sua periodicidade, pois:

cos(imx) = cos[in(x+2k)] e sen(imx) = sen[im(x+2k)| = f(x) = f(x+2k) para k=0, £1,+2, ---
Outro aspecto que deve ser enfatizado € a restricao destas expansdes ao intervalo —1 < x < +1,
valores de x fora deste intervalo repetem o valor da fun¢do dentro do intervalo —1 <x < +1,
devido a periodicidade da mesma. Tal comportamento pode ser ilustrado pelos exemplos numéricos:
f(5,45) = f(6—0,45) = f(—0,45)e f(—7,67) = f[—(8—0,33)] = f(0,33).

(¢N

Se a fungdo f(x) for uma funcdo par tem-se: f(x) = f(—x), uma vez que a fungdo cos(imx)
uma fungdo par, o produto f(x)cos(iwx) é também par, no entanto, como a fung¢do sen(imx)
uma fungdo impar, o produto f(x)sen(izx) é também {mpar.

([©N

+1
Deste modo, se a fun¢do f(x) for uma fungio par tem-se: ag = F(x)dx = frnedio(x),
0

+1
a = 2/ f(x)cos(imx)dx,b; =0 para i = 1,2, --- e a Série de Fourier correspondente sé tera
0

os termos de cos(imx), sendo assim chamada de Série Cosseno de Fourier e expressa por:

fx)=ap+ i a;cos(imx).

i=1

Se a fun¢do f(x) for uma fungdo impar tem-se: f(x) = —f(—x), uma vez que a fung¢do cos(imx)
¢ uma fungio par, o produto f(x)cos(imx) é impar, no entanto, como a fungdo sen(izx) é uma
fungdo impar, o produto f(x)sen(izx) € par.

+1
Deste modo, se a fun¢do f(x) for uma fungdo impar tem-se: ag =0, a; =0, b; =2 / f(x)sen(imx)dx
0
para i=1,2,--- e a Série de Fourier correspondente s6 teré os termos de sen(imx), sendo assim

chamada de Série Seno de Fourier e expressa por: f(x Z b;sen(imx)
i=1

+lpara0 <x <1

(fungdo impar) entdo:
—lpara —1<x<0

= Exemplo 2.9 f(x) = {

1—(—1) Oparai= 2,4,6,---,2k
=1

+1
b,-:2/ sen(inx)dx = - 4
0 I ;parai:1,3,5,---,2k—1
l

» Exemplo 2.10 f(x) = |x|, (func@o par) entdo:

+1 y 1 5 +1 . 2(_1)1‘_1 Oparji:2,4,67...’2k
aO—/O xx_?ai_/o reosime)d= C(mr —(n)ﬁparaizl,&“'ﬂk—l
i
= cos| 21—1nx]
J =k 22 (2i—1)2

i=1
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Figura 2.4: Série de Fourier do trem de pulsos do Exemplo 2.9 com n =4 (curvaazul)e n =10
(curva vermelha).

Figura 2.5: Série de Fourier de |x| comn =1 (curva azul) e n =4 (curva vermelha).

(_1)(i+1)

+1
m Exemplo 2.11 f(x) = x, (fung¢@o fmpar) entdo: b; = 2/ xsen(imx)dx =2 -
0 i

o =x=2

= (—1)"*!sen(inx)

1 1
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Figura 2.6: Série de Fourier de x com n =2 (curva vermelha) e n = 12 (curva azul).

2.6 Problemas Propostos

Problema 2.1 Visando a aproximacao da fun¢do exponencial para valores negativos elevados de

seu argumento que leve em conta que lim,_,..e™* = 0, propde-se a aproximacao de e* pela razio

de polindbmios com o polindmio do denominador um grau maior do que o grau do polindmio do
n

1+ Z a;x'
i=1
n+1

1+ Y b
i=1

Para n =2, determine os valores de ay, ay, by, by e bz da aproximagado de Padé

numerador, isto € ¢* ~

2
v 1+a1x+axx

“ 1 +b1x+byx? +b3x3
Problema 2.2 A expansdo em série de poténcias da fung@o erro erf(x \/_ / ~dt é dada
or erf(x) = i cix', em que c¢; é determinado recursivamente por c; 21 Ci—1,Co =
p \/— i q i p i = l(2l-|—1) i—1,¢0 —
lei=1,2,- Determlne os valores de ag, ai, az, b1, by e by da aproximacdo de Padé

2 agx+ a1 x> +axxe
erf(x) & —
VT 14+ b1x? + byx*
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Problema 2.3 Fundamentado na seguinte expansdo em série de poténcias do logaritmo neperiano
n 1 o1\ %1
de x: In(x) =2y —— | —— . Determine os valores de ag, a, az, by, by eby da
(x) ,;1(2k—1)<x+1> 0, a1, az, b, byeby

ay + ayu® + aru’* x—1 Anali i |
1+ by + bou® em que u =~ Analise ¢ avalie o valor

mdaximo (em mddulo) do erro desta aproximagdo no intervalo 0,5 <x < 2.

Problema 2.4 Considere as propriedades apresentadas abaixo que relacionam funcdes trigonométricas
com as correspondentes fungdes hiperbdlicas. Utilize as aproximacdes por fracdes continuadas
apresentadas anteriormente para as fungdes trigonométricas tangente e arco tangente para obter

as mesmas aproximagdes para as correspondentes fungdes hiperbdlicas. Utilize também as
aproximagdes por razdo de polindmios apresentadas anteriormente para as fun¢des trigonométricas
cosseno, seno, tangente e arco tangente para obter as mesmas aproximagdes para as correspondentes
fun¢des hiperbdlicas.

aproximagdo de Padé In(x) ~ 2u

cos(ix) = cosh(x) sen(ix) = isenh(x) tg(ix) = itgh(x)
cosh(ix) = cos(x) senh(ix) = isen(x) tgh(ix) = itg(x)
arcsen(ix) = iarcsenh(x) arctg(ix) =iarctgh(x) arctgh(ix) = iarctg(x)
Sendo:i = v/—1 ik = (=1 P2 — (ki
1) eftx
Problema 2.5 A fungdo integral exponencial de ordem n € definida por: E,(x) = /1 "

A aproximacao por fragdes continuadas desta funcdo é dada por:

e
En(x)% n
X+ i
I+ n+1
x4+ 3
I+ n+2
X+ 3
I+ n+3
X+ a
I+ n+4
X+
14--.

Obtenha a aproximagio que permita que o médulo do erro seja inferior a 107* para n =1 em
todos os pontos tabelados abaixo.

X 0,0 0,5 1,0 1.5 2,0 2,5
Ei(x) || e | 0,5598 | 0,2194 | 0,1000 | 0,0489 | 0,02491

Opara —1 <x<0
Problema 2.6 Obtenha a série de Fourier apropriada a fungdo: f(x) = { xpara0 <x < 1
% para % <x<1
Represente a série desenvolvida no intervalo —4 < x < 4.






3. Interpolacao Polinomial

3.1 Introducédo

O objetivo deste capitulo € buscar aproximagdes polinomiais de fungdes definidas e continuas em
um intervalo fechado [a,b]. A maior vantagem de empregar aproximagdes polinomiais de fun¢des
¢ a facilidade da determinacdo de suas derivadas e integrais que sdo também polindmios.

A busca de aproximagdes polinomiais é orientada pelo Teorema de Weierstrass'.

Teorema 3.1.1 — Teorema de Weierstrass. Se f(x) é uma funcdo definida e continua em
um intervalo fechado [a,b], entdo para cada € > 0, existe um polindmio de grau n(€) tal que:

1f(x) — pu(x)] < € Vx € [a,b].

Apesar de o Teorema de Weierstrass estabelecer que existe um polindmio de grau n(g), a
dificuldade € encontrar e estabelecer o grau de tal polindmio que satisfaga o critério relacionado ao
erro da aproximacgao.

Dois tipos de problemas se apresentam na aproximacgao polinomial de fungdes em um intervalo
fechado [a,b]. No primeiro a forma da fungéo é definida e continua em todo intervalo e o objetivo
¢ a construc¢@o de um polindémio de grau n que satisfaca as (n+ 1) condigdes p,(xx) = f(xx)
para k=0,1,2,--- n,sendo os (n+ 1) valores {xo,x,--,x,} chamados de pontos nodais.
No segundo tipo de problema a forma da fun¢do f(x) ndo é conhecida, sendo especificado apenas
(n+1) valores da mesma em (n+ 1) pontos nodais distintos no intervalo fechado [a,b]. Neste
tipo de problema o objetivo da determinacdo da aproximagdo polinomial é determinar o valor
da fungdo em pontos ndo tabelados, sendo por isto chamado de polinémio interpolador. Estes
dois tipos de problemas sdo apresentados neste capitulo, assim como diferentes procedimentos
adequados a cada problema.

Antes de se apresentar o real escopo deste capitulo dois comentarios pertinentes sao expostos a
seguir.

1. Visando a generalizacdo de alguns procedimentos numéricos € interessante tornd-los independentes

IKarl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897).
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dos valores das extremidades a e b do intervalo considerado, para isto dois procedimentos
de normalizagcdo podem ser considerados:

1=t 141
(a) Transformacdo do intervalo [a,b] para [—1,+1], de acordo com x = Ta—i— %b:
b —b
a—; a t com —1 <t < +1, assim: t=—-1=x=a,t=+4+1=x=0b ¢
2x—(a+Db)
="
b—a
(b) Transformagéo do intervalo [a,b] para [0,+1], de acordo com x = (1 —t)a+1tb =

X—a

a+t(b—a) com 0<r<l,assim: t=0=x=a,t=1=x=bet= ;
2. Um algoritmo bastante empregado em procedimentos numéricos para o calculo de valores
de polindmios é o método de Horner?, que permite calcular o valor de polindmios de
qualquer grau sem a necessidade de calcular a poténcia de seu argumento superior a primeira
poténcia. Este procedimento € bastante adequado e acurado, minimizando possiveis erros
de truncamento no cédlculo. O método pode ser explicado através do cdlculo do valor de um
polindmio de grau n em um ponto x = (¢, assim:
n
pu(Q) = Z ol =co+cio+cra® +c30+-+cp 1o e, que pode ser reagrupado
i=0
na forma: p,(a) =co+ a(ci+a(ca+at(c3+---+ a(cy—1 + acy)) ).
Este procedimento pode ser programado de acordo com o algoritmo recursivo descrito abaixo.

pP<S— ¢y

Para k=n—1,n-2,---,2,1,0, faca
p—cr+op

3.2 Meétodos Diretos de Determinacdo do Polindmio Interpolador

Uma vez que um polindmio de grau n contém (n+ 1) coeficientes, para determind-los sdo
necessdrias (n+ 1) condigdes ou especificacdes, tal polindmio pode ser representado genericamente
por:

1 d*p,(x)

n
pn(x) = kgz)ckxk sendo ¢ = 0 ddk

x=0
Quando a aproximacao polinomial € obtida através do polindmio de Taylor os coeficientes ¢; sdo
1 d*f(x)

determinados por: ¢, = —
PO k= 1 Tk

parak= 0,1, --- n e o erro da aproximacao é da forma:
=0

d*R,(x)
dxk

R, (x) = f(x) — pa(x) = g(x)x"*!, 0 que implica em =0parak=0,1,---,n.

x=0
Quando a aproximacao polinomial é obtida através de uma interpolacdo polinomial de grau n

os (n+ 1) coeficientes ¢; sdo determinados através das (n+ 1) condi¢des: p,(xx) = f(xx) para
k=0,1,---,n e, em consequéncia, o erro da aproximagio é da forma: R,(x) = f(x) — pn(x) =
n

q(x) H(x—xk), o que implica em R,(x;) parak = 0, 1,---, n. O polindmio de grau (n+ 1) da
k=0
n
expressdo do erro da aproximacio H(x —x;) € chamado de polindmio nodal, p,,q.(x), cujas

k=0
raizes sdo os pontos nodais adotados.

No Exemplo 3.1, aproximagdes polinomiais de terceiro grau de uma funcao especifica feitas
pelo polindmio de Taylor e por interpolacdo polinomial sdo confrontadas.

2william George Horner (1786-1837).
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20,
= Exemplo 3.1 Aproximagéo polinomial de terceiro grau da fungéo f(x) = ——— no intervalo

x
1 +20x2
fechado [0, 1].
e Polindmio de Taylor de terceiro grau: ps3(x) = 20x — 400x°.
e Polinémio interpolador de terceiro grau adotando quatro pontos igualmente espagados no
intervalo (incluindo as duas extremidades) xo =0, x| = %, Xp = % e x3 = 1. Os coeficientes
sdo determinados pela resolucdo do sistema linear

1 (1) (1) (1) co f((l)) co 0

Py g | e 2 7] o e | 13,506

1 3 9 727 2 f(g) 2 —26,568

111 1] | L) e 14,015
’ Fla) = 202

ps(x) = 13,506x — 26,5662 + 14,015z
(por interpolagéo polinomial)

ps(x) = 20z — 400z®

(por série de Taylor)

20x

Figura 3.1: Aproximagdes polinomiais de terceiro grau de f(x) = 11202
X

s
e

0.4

Erro da expahsdo em série de Taylor até terceiro grau

02
/\w

0.1 22 03 04 0.5 0.6 07 08 e 1

- Erro da interpolagao polinomial de terceiro grau

20x

Figura 3.2: Erros de aproximagdes polinomiais de terceiro grau de f(x) = 15202
X

As Figuras 3.1 e 3.2 mostram claramente que a aproximacao polinomial da fungdo pelo
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polindmio de Taylor sé apresenta valores pequenos do erro em pontos proximos ao ponto x =
0, enquanto que a aproximacao pelo polindmio interpolador de terceiro grau apresenta valores
razodveis do erro em todo o intervalo. "

Na determinag@o direta do polindmio de grau n que satisfaz as (n+ 1) condi¢des p,(x;) =
f(xx) para k= 0,1,2,---,n, os coeficientes do polindmio sdo calculados pela resolugdo do
sistema linear de equagdes:

1 xo x% xg [¢o ] [ f(x0)]
1 x; x% e cl flx)
1 x x% x|l = | f(x)
1 x, x% T xﬁ Cn _f (xn)_

Ou A-c=Yy sendo Ai,j:x{eyi:f(x,-) parai, j=0,1,2,---,n.

r 2
I xo x5 -+ Xxp
1 x x% Xy
. 2 n| , . .
Amatriz A= |l ¥ X3 - Xj| échamada de matriz de Vandermonde?, matriz em que
2 n
1 x, x; X, |

os termos de cada linha estdo em progressdo geométrica, seu determinante é expresso por:

Al= [T j—x).

0<i<j<n

Quando se utiliza um nimero elevado de pontos nodais ou pontos nodais muito préximos tem-se
um baixo valor numérico do determinante da matriz de Vandermonde, o que € um indicativo do
mau condicionamento da matriz, tornando inapropriado o emprego de métodos de eliminacgéo de
Gauss sem pivotamento para a resolucdo do correspondente sistema linear (ver Secao 5.3).

m Exemplo 3.2 A solugdo analitica do problema de reacdo-difusdo em um particula catalitica
esférica isotérmica com reacdo de primeira ordem € dada pela seguinte expressao:

_ senh(®x)
f) = xsenh(®P)

em que x é o raio adimensional da particula, f(x) é a concentragdo adimensional do reagente e
® = 5 é 0 mbdulo de Thiele*. Utilizando como pontos nodais, pontos igualmente espacados entre
0,1 e 0,9, com espacamento uniforme de 0,1 para o caso (a) e de 0,04 para o caso (b), foram obtidos
os polindmios interpoladores de graus 8 e 20, respectivamente. Apds obter os polindmios, os
mesmos foram utilizados para obter os valores aproximados no intervalo de 0 a 1 em espacamento
uniforme de 0,01. Note que entre 0 € 0,1 e entre 0,9 e 1 os valores sdo extrapolados. Nas Figuras
3.3 e 3.4 é mostrado que o método direto falha na determina¢@o do polindmio interpolador de grau
20 devido ao mau condicionamento da matriz de Vandermonde (x = 2,8 x 108, ver Secdo 5.2).
Porém, ao resolver o sistema linear com a técnica de pivotamento (ver Secdo 5.3), foi possivel sanar
o problema de mau condicionamento, conforme pode ser visto nessas figuras. Observa-se também
na Figura 3.4 o crescimento do erro da aproximagdo do caso (a) nos intervalos de extrapolacéo.

3Alexandre—ThéOphile Vandermonde (1735-1796).
4Ernest William Thiele (1895-1993).
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10 10 1
I
1
1
0 0,9 1
Exate Exato :
o — = ) 08 — = = pap{x ){sem pivotamento) h
© Pembes [ fo 4 Poolx icom pivetamento) ]
O Pontos I
07 0,7 I
1
06 0.6 I
1
1
1
05
05 1
1
1
04 0.4 1
1
1
01 03 !
t 1
I
R 1
[¥] 0,2 -~ 1
A I
N
\ 1
0l 0,1 ~ !
~o
00 0,0
00 01 02 03 04 06 07 03 0 10 0,0 0,1 0, 03 0,4 0,5 0,6 0,7 08 0,9 1,0

Figura 3.3: Aproximagdes polinomiais da fun¢do do Exemplo 3.2.

04
08

_1,|]|

04

08|

06

04

flz) — ps(2)

[ £ () = pslit) [
f(z) — pao(z)

ta)

N [ £ () = poo ()] e

(sem pivot

1

flz) = pa(z)
| F(x) — poo( )| e

(com pivotamento)

| £ (®) — ps()],,0. = 8,835-107°

| f(x) — pao(@)|ee = 2, 81995 (sem pivotamento)

[f(x) = pagl) |,,, ar = 2,915 - lll_h(com pivetamento)

Figura 3.4: Erros de aproximagdes polinomiais da funcdo do Exemplo 3.2.

3.3 Tabela de Diferencas Divididas de Newton

O Método das Diferencas Divididas de Newton consiste em construir um polindmio interpolador
de grau n de uma fungdo definida e continua f(x) em um intervalo fechado [a,b], fundamentado
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em (n+ 1) valores da fun¢do em pontos nodais a <x; <b[k=0,1,2,---, n] expresso na forma:
pn(x) =ao+ai(x—xo) +ax(x—x0)(x—x1) + -+ ap(x—x0)(x —x1)(x —x2) -+ - (X —xp—1)

Com os valores dos coeficientes a; conhecidos, o cdmputo do valor do polindmio de Newton
de grau n para x = o pode ser feito por um procedimento recursivo semelhante ao método de
Horner pelo algoritmo:

Pn$— ay

Para k=n—-1,n-2,---,2,1,0, faca
Pn — ar+ (A —xg) pn

Tendo em vista que p,(xx) = f(xx),k=0,1,2,---, n, resulta em um sistema linear triangular
inferior:
ap = f(xo)

ap+ (x1 —xp)ar = f(x1)
ag+ (x2 —xp)ar + (x2 —xo) (x2 —x1)az = f(x2)
aop + (x3 —xo)ar + (x3 —x0) (X3 —x1)az + (x3 —x0) (x3 —x1) (x3 — x2)az = f(x3)

;zo + (xp —x0)ar + (x, — x0) (X, —x1)a2 + (X4 — X0) (X —x1) (X —Xx2)az + - -+
+(xn — x0) (40 — x1) (X —x2) -+ (X0 — Xn—1)an = f(xn)

Este sistema pode ser resolvido na forma recursiva:

ao = f(xo)
ay = S =%
(x1—xo)

f(x2) —ao — (x2 —xo)a;

s = f (Xg);z—_a):)O)—()(CJZC3_—x)16()))al — (x3 —x0)(x3 — x1)az

(x3 —x0) (3 —x1) (%3 —x2)

a) =

f(x) —ao — (X, — x0)a1 — (x, — x0) (Xn — X1)a2 — (X — x0) (Xn — X1) (X —X2)a3 — -~
(X0 = x0) (6 —x1) (X0 —x2) -+ (X0 — Xn—1)

Definindo as funcdes diferencas divididas:

S (x) = f 1)

a, —

f[xkaxkfl]: k:152)"'an
Xk — Xk—1
Xt o] = Flexe—1] = fXe—1,Xk—2) =23 . n
f[ ) 9 ] ) b b)
Xk — Xg—2
e xe 123 2% 3] = S X015 X% 2] — fla—1, %2, %3] k=34, n
X — Xk—3
FlnsXn—1,++,x1,X0) = Pt Futy o 1] = Sty o1 %0)
Xp — X0
Temos entdo:
ap = f(xo)
ar = flxi,xo]
ay = flxz,x1,x0]
az = f[x3,x2,%1,%0]

ap :f[xn7xn—17"' ,X],X()]
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Na Figura 3.5 é mostrada a estrutura de uma Tabela de Diferencas Divididas de Newton.

x| f(xr) (e @e—1] | Flor Teo1, xr_o] | flTr Th—1,Th—2, Tr—3] | flTks Th—1, T2, T3, T—d]
xo | f (o)
fl@1, o]
x| f(z1) flxa, 21, 0]
w2, 1] f s, @2, 1, @]
T2 | f(w2) flzs, z2, 1] flza, @3, T2, T1, To)
I3, 2] flea, x3, T2, 1]
z3| f(xs) Flza, z3, 2]
flwa, 5]
Ta | f(w)

Figura 3.5: Estrutura de uma Tabela de Diferencas Divididas de Newton.

Denomina-se diferenca dividida de ordem k a diferenga dividida com k+1 argumentos, assim
a coluna da tabela f[x;,x;_1] é a coluna com as diferengas divididas de primeira ordem, a coluna
da tabela f[xy,xx—1,%—2] € a coluna com as diferencas divididas de segunda ordem, a coluna da
tabela f[xg,xx—1,%—2,X—3] € a coluna com as diferencas divididas de terceira ordem e assim por
diante.

E importante ressaltar que as diferencas divididas sdo versdes discretas das derivadas continuas,
assim:

—-b
Se f(x) =x entdo f[a,b]:a b:l
q—
232 B
Se f(x):x2 entio f[a,b]:a Z :a+b:>f[a7b’c]:L(b+c):1
a— a—c
3_73

a

b
Se f(x)=x entdo fla,b] = 2 =a’+b*+ab=

a p—
2+ b?+ab— (b*+c*+b b+c—(b d
Flab.d =" + b +ab — (b* +c* + bc) —atbrc= flabed - at+b+c (d+c+ )
a—c a—
Deste modo, se a coluna de diferencas divididas de ordem n na tabela de diferencas divididas
for praticamente constante é um indicativo que a fungéo f(x) é um polindmio de grau n.

=1

m Exemplo 3.3 Obtencdo do polindmio interpolador de grau 3 usando as férmulas das diferencas
divididas de Newton para os dados tabelados a seguir.

k Xk f () Ay Ay A3
oo | -5 |

| | [ 6 |
BN [ 2 |

L | | [ 12| [ 1 ]
[2 | 3 |2 | | 6 |

L | | | 30|

13 14 [5 |




52 Capitulo 3. Interpolacao Polinomial

Tomando como base o ponto xq: p3(x) =
f(x0) 4+ flx1,x0] (x — x0) + flx2,x1,%x0] (x —x1) (x — x0) + f 3, X2, %1, %0] (x — x2) (x — x1) (x — x0)
p3(x) = —5+6(x—0)+2(x—1)(x—0)+1(x—3)(x—1)(x—0) =x> — 26> +7x -5
Tomando como base o ponto x3: p3(x) =
F(x3) + flxz, 2] (x — x3) + flxz, x2,1] (x —x3) (x — x2) + fx3, %2, X1, X0] (x — x3) (x — x2) (x — x1)
p3(x) =55+30(x —4) +6(x —4)(x—3)+1(x—4)(x—3)(x— 1) =x> — 22> +Tx -5
]
Uma forma recursiva de determinacdo dos coeficientes da aproximacio polinomial de Newton
pode ser implementada e entendida considerando as sucessivas interpola¢des fundamentadas em
(n+1) pontos nodais {xp,xi,x2, -+, X, }.
e Interpolagdo de ordem zero po(x) = f(xo) = flxo] = ao = po(xo0) = f(x0)
e Interpolagdo linear p;(x) = po(x)+ flx1,X0](x —xp), condi¢des a serem satisfeitas:
p1(x0) = f(x0)
pi(x1) = f(x1)

deve-se ter: f(x1) = po(x1) + fl1,x0] (x1 —x0) = a1 = flx1,x0] =

, a primeira condigdo ja é satisfeita e para que: p;(x;) = f(x1)

f(x1) = pol(x1)

X1 —Xo

e Interpolacdo parabdlica pa(x) = pi(x) + flx2,x1,%0](x — x0)(x —x1), condi¢des a serem
pa(x0) = f(xo)

satisfeitas: ¢ pa(x;) = f(x;)  as duas primeiras condigdes ja sdo satisfeitas e para que:
p2(x2) = f(x2)

f(x2) = pi1(x2)

x2—x0) (X2 —x1)

p2(x2) = f(x2), deve-se ter: ax = flxz,x1,X0] = (

e Interpolacdo ciibica p3(x) = pa(x) + f[x3,x2,x1,%0](x — x0)(x — x1) (x — x2), condi¢des a
p3(xo0) = f(xo)

serem satisfeitas: ) = flx) as trés primeiras condicdes ja sdo satisfeitas e para
p3(x2) = f(x2)
p3(x3) = f(x3)

f(x3) — pa(x3)

x3 —x0) (x3 —x1)(¥3 —x2)

que: p3(x3) = f(x3), deve-se ter: a3 = flxz,x2,x1,%0] = (
e Interpolagdo de grau n
Pn(x) = pn—1(x) + flXn, X1, -+ x2,21,%0] (o — x0) (x —x1) (x —x2) -+ (X = Xn—1),
Pa(x0) = f(x0)
pa(x1) = f(x1)
(

condigdes a serem satisfeitas: { Pn(*2) = f(x2)  as (n—1) primeiras condigdes ja sdo

pn(xn) = f(xn)

satisfeitas e para que: p,(x,) = f(x,), deve-se ter:

f(xn) — Pn—1 (xn)

xn_xO)(xn_xl)(xn_XZ)"'(xn_xn—l).

Qan :f['xl’lvxl’l—lan' ,XQ,X],X()] = (

Permitindo sugerir a seguinte forma algoritmica:

ag +— f(xo)
Para i=1,---,n, faca
@ f(xi) = pi-1(xi)

i—1

[T —x)

k=0
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Note que antes de se implementar este algoritmo, o procedimento de cdlculo do polindmio de
Newton de grau n genérico deve ja ter sido implementado.

Os coeficientes ag,ay,as,- - ,a, do polindmio podem também ser calculados diretamente (sem
a construgdo da tabela de diferencas divididas) pela resolugdo do sistema linear triangular inferior
pelo procedimento recursivo:

ao = f(xo)
k-1
o) =Y Aciai
i=0

ay = arak=1,2,---,n
Ak P

A matriz triangular inferior, A, do sistema depende apenas dos valores dos pontos nodais e é
determinada pelo seguinte algoritmo:

Para j=1,.---,n, faca
Aj’0%1

Para j=1,---,n, faca
para i=j,---,n, faca
Aij—Aij1(xi—xj1)

3.4 Interpolacdo Polinomial de Lagrange

Além do método de determinacao do polindmio interpolador pelas diferencas divididas, outra forma
que também evita o procedimento de resolugcdo de um sistema linear é o do emprego de uma base de
expansdo composta pelos polinomios interpoladores de Lagrange. Quando se utilizam (n+ 1)

pontos nodais (xo,x,X2,,X,), tais polindmios sdo polindmios de grau n que apresentam a
propriedade:
1 parax = x;
EJ()C): P ’ paraiaj:()vlazv"'vn
0 para x = x; # x;

ou, em notagdo mais compacta: £;(x;) = &; ;.
n
Os polindmios de Lagrange sdo fatorados na forma: ¢;(x) = H
k=07 *i — Yk
n
O polinémio interpolador pode entdo ser expresso por: p,(x) = Z Ci(x) f(x;)).
J=0

X — Xg

para j=0,1,2,---  n.

m Exemplo 3.4 Obtencdo do polindmio interpolador de Lagrange de grau 2 para os seguintes dados:

k| x| fGa)
0|0 -5
11 1
2|3 25
lo— (x—x1)(x—x2) _ (x—1)(x—3) :x2—4x+3
07 o—x1)(xo—x2) (0—1)(0—3) 3
0 = (x—x0)(x—x2) _ (x—=0)(x—3) _ —x? +3x
(x1 —x0)(x1 —x2)  (1=0)(1-3) 2
0 = (x—x0)(x—x1) _ (x=0)(x—1) _ X —x
(x2—x0)(x2—x1)  (3=0)(3—1) 6
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2
pa(x) = Y €;(x) f(xj) = —5o(x) + €1 (x) +2505(x) = 2% +4x— 5 .
j=0
n
Definindo o polinémio nodal: pyegq(x) = H(x — X)), polindmio da grau (n+ 1) cujas raizes
k=0
s@o todos os pontos nodais, pode-se expressar os polindmios de Lagrange na forma:

DPnodal (x)

paraj=0,1,2,--- n.
(X - xj)p:mdal (xj)

i(x) =

O algoritmo da interpolagdo polinomial de Lagrange € a seguir descrito.
Dado (n+ 1) pontos {x;,y;}, para o cdlculo do valor interpolado para x = & assim se procede:

Para i=0,1,---,n, faca

pi<—1
para j=1,---,n, faca
—Xj ..
pit— J)Pi se j#i
Xi—Xj
Y+«—0

Para i=0,1,---,n,, faca
Y «— Y +piyi

Ao final do algoritmo Y contém o valor interpolado de f(x) em x = .

Uma forma iterativa de gerar os polindmios de Lagrange foi proposta por Neville’, que além
de algoritmizar a geracdo dos polindmios de Lagrange permite estimar a acurécia da interpolacdo
e selecionar os pontos nodais necessdrios a acurdcia desejada (Bulirsch e Stoer, 1966; Weisstein,

2006).

Teorema 3.4.1 — Teorema de Neville. Se p,(x) é o polindmio interpolador de grau n
de uma fungdo f(x) gerado pelos valores da fungdo em (n+ 1) pontos nodais distintos
{x0,x1,%2, -+, %, } mos quais {yo = f(x0),y1 = f(x1),y2 = f(x2),"+* ,yn = f(xn) }, entdo

(% = %) Po12-+-(j=1) (j+1)+n = (X = Xi) Po12. -(i=1)(i-+1)--n
pn(x) = . — 371
(%7 —x;)
) ) N , ) 20x
Para exemplificar o procedimento a fungdo do Exemplo 3.1 é considerada: f(x) = 11202 e
X

os pontos nodais: x = [0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0].

o 0.2)(x—0.4)(r—0.6) (x—0,4)(x—0,6)
X — X — X — X(X — X —
— ) b ) 0 ) b 0 2
poiz3 0,2.0,4.0,6 1(0) (—0,2).0,2.0,4 70,2+
x(x—0,2)(x—0,6) x(x—0,2)(x—0,4)
0,4 0,6
(0,4).(-0,2.0,27 Y * 0.6 (~0,4). (0,2 *¥
Para simplificar a nota¢do considera-se amatriz Q; j = p;—ji—j+1,,i—1, parai=0,1,--- .ne j<

i = Qio=po=f(x0).

_ _ - X—=Xi—j)Qij-1—XQi—1j-
Aplicando o Teorema de Neville a esta notagdo: Q; ; = ( ) Qijo1 =501 .

Xi —x,-,j

SEric Harold Neville (1889-1961).
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Baseado nesta ultima equag@o, configura-se o seguinte procedimento recursivo para a geragao
da matriz Q.

Para i=0,1,---,n, faca
Qio < Vi
para j=1,---,n, faca
Q,'7j<—0

Para i=0,1,---,n,, faca
para j=1,---,i, faca
01— (x —=xi—j)Qij—1 — XiQi1,j-1
| Xi — Xi—j

_20x 0s pontos nodais
11202 P
[0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0] e x=0,5, dando origem a matriz Q:

O procedimento é aplicado a fung¢éo do Exemplo 3.1 f(x)

T 0 0 0 0 0 0
2,222222  5,555556 0 0 0 0
|1,904762 1,746032 0,793651 0 0 0
Q=1 463415 1,684088 1,699574 1,548587 0 0

1,15942  1,615412 1,666919 1,683247 1,632749 0
0,952381 1,469979 1,65177 1,664394 1,676177 1.654463 ]

O valor verdadeiro de f(0,5) € igual a % = 1,666667. A quarta linha da segunda coluna
da matriz Q € o valor da interpolagdo linear de f(x) utilizando os pontos: {0,4 0,6} que é o
Unico par de pontos que envolve o valor 0,5; a terceira coluna lista os valores das interpolagdes
quadréticas usando trés pontos nodais, ha apenas dois trios que envolvem o ponto 0,5 que sdo
{0,20,40,6} € {0,40,60,8} e os correspondentes valores interpolados localizam-se na quarta e
quinta linha desta coluna; a pendltima coluna apresenta os valores das interpolacdes ctibicas usando
quatro pontos que sempre envolvem o valor 0,5 e, finalmente, o valor listado na dltima coluna
representa o valor do polindmio interpolador de quarto grau empregando todos os pontos nodais.

Os valores das derivadas da interpolagdo em cada ponto nodal pode ser calculada por:

dpn(x) - dl(x) - dt;(x)
= fxj)=) Aijf(x;) sendo A; j =
dx |, ];) dx |, ! jg() I b dx |,
. Pnodal (x) Pnodal (x)
Em vista de: £;(x) = = (x—xj)¢j(x) = 5————= logo:
” ! (x - x{)p;wdal (xj) ! f p:wdal (xj)
(x—x;) i) +L4;(x) = 71)/”0[1“[ @) =Aij= p""d‘”,(xi> para i # j
dx Prodal (xj ) ()C,‘ —Xj )p nodal (xj )
Para o cdlculo dos elementos da diagonal da matriz A, utiliza-se a propriedade dos polindmio
) u " dl(x) )
interpoladores de Lagrange: 1 = Z li(x) = Z - 0, Vx no caso particular de x = x;, tem-se:
r = dx
i o J
Ai,j:0:>Ai.,i:_ Z Ai,j-
j=0 Jj=0zi
! .
( pno)dal/(Xl) ( ) para i 7é J
X — X X
Obtendo-se: A; j = f el Prodal\%i parai,j=0,1,2,--- n.

— Y Ajjparai=
J=0#i
O pseudo-codigo de geracdo da matriz A € a seguir descrito.
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Para i=0,1,---,n, faca
P+—1
C,‘(—O
para j=0,---,n, faca
p— (xi—x;)
ci<— P+pc
P<—pP

Para i=0,1,---,n,, faca

A,'J'%O
para j=0,1,---,n, faca
A,‘j — L sej;éi
’ (xi —xj)c;

Aji<— Aii—Aij

Além da geracdo da matriz A, este procedimento determina os valores das derivadas do
polindmio nodal em cada ponto nodal e estes valores encontram-se armazenados no vetor c, isto é
— -
Ci = Phoga(Xi) para i=0,1,--- n.

d dpy,
Definindo os vetores: y; = f(x;) e a _ ap (x) , resulta em
dx | dx |,
d d*
d%c’:Ayech{:Aky parak=1,2,--- n. k
1 d
Definindo a matriz G cuja coluna k é:G<* = —Aky = y obtém-se, em cada linha i, os

k! dxk
valores dos coeficientes da expansdo de p,(x) em torno do ponto nodal x;, isto é:

n
pa(x) =Y Gij(x—x;)! parai=0,1,2,--,n.
j=0

1
A matriz G é determinada pelo procedimento recursivo: G<¢> = %A G<k=1> para k =
1,2,---,n, iniciando com G<*> =y.
O procedimento € aplicado a fun¢do do Exemplo 3.1 f(x)

[0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0],dando origem a matriz G:

Ox .
= 15208 com os pontos nodais:
0 26,032756 —105,932322 185,213239 —152,614363 48,253071]
2,222222 1,387781 —27,57158  82,422977 —104,361292 48,253071
1,904762 —2,703631 0,695742 18,235172 —56,108222 48,253071
1,463415 —1,646552 2,031118 —7,350177 —7,855151 48,253071

1,15942 —1,581466 —0,403979 5,66693 40,39792 48,253071
10,952381  0,615732 16,551925 57,286494 88,65099 48,253071 |

Valores proximos de zero de todos os elementos das tltimas colunas da matriz G € um indicativo que
a funcdo € um polindmio de grau (m —2), sendo m a posigdo da primeira coluna préxima de zero.
Para ilustrar este comportamento calcula-se a matriz G para a fungdo f(x) = x> —2x* +3x+ 10
com 0s pontos nodais [0, 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0] ,

[ 10 3 2
10,528 2,32 —1,4
10,944 1,88 —0,8
11,296 1,68 —0,2
11,632 1,72 0,4
12 2 1

— e e e e
[=lelelNe o)
[N elelNelNelNe)
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Outra forma de interpolagdo polinomial semelhante a interpolacdo de Lagrange é a Interpolacao
de Hermite®. A diferenca dos dois procedimentos reside no fato de o polindmio interpolador
de Hermite ser de grau (2n+ 1), que utiliza os valores da fun¢do e de sua derivada em (n+ 1)
pontos nodais distintos {xo, x1, X2, -+, X, }. Assim: po,y1(x) = f(xx) € ph,, () = f'(xx) para
k=0,1,2,--- n. De forma andloga a do polindmio interpolador de Lagrange, O polindmio
interpolador de Hermite pode ser expresso na forma:

Pani(x) = ZO a0 () + i)rj<x>f’<xj>.

{‘Ij(xi): ij {”j(xi):o

q;-(x,-) =0 r;-(xi) = 0;;

q;(x) = [1+0i(x —x;)]¢;(x)?
rj(x) = Bj(x —x;)¢;(x)?

Estas condi¢des permitem propor as formas: {

Em vista de ¢;(x;) = 0, obtém-se:

i) = {201+ (=) + st | 1) =205) + @ =0,

IOgO Olj = —ZES()CJ') = _2Ajj

Em vista de r)(x;) = 1, obtém-se:

) = B {2 =) + 60} 1) =B = 1.
Resultando em: {qj(x) = [1=24(x —x))]¢;(x)?
rjx) = (x—x;)¢;(x)?

Pt1(x) = ;)[1 — 24 (x —x;)]4; (x)* f (x}) + Xb(x —x))(x)7 f(x;).
J= J=

Pnodal (x) _ Dnodal (X)

Em vista de: £(x) =

= (x—x;)l;(x) permitindo expressar:

(x_xj)p;wdal(xj) A g B p:mdal (xj)
45() = [1— 25 (x — ;)] = £;(x)? — 2mpm,da,<x>
ri(x) = (x—x; _x2:7€j(x) X - )
j( ) ( j)gj( ) p;wdal(xj)pnodal( )
pani(0) = ¥ 602y + | 3 LD 2RI o),
j=0 j=0 Phodal (X])

3.5 Andlise dos Erros da Interpola¢édo Polinomial

Nas interpolagdes polinomiais de grau n usando (n+ 1) pontos nodais distintos {xo, x1, X2, -+, Xu },
tem-se: f(x) = pu(x) + Prodar(x)g(x) em que o ultimo termo R(x) = pyuodai(x)g(x) corresponde
ao erro da interpolagéo. Para calcular a forma de ¢(x) a seguinte fungéo é proposta:

Q(I) = f(t) _pn(t) _pnodal(t)Q(x)'

Sendo ¢ um valor genérico do argumento da fun¢do que satisfaz a:

{x,x0,x1,+ , X, } se x < xg
re {x()?xl)”'a-xn}se-xog-xS-xn
{x0,%1,"* ,Xn,x} s€ X > Xy

5Charles Hermite (1822-1901).
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Como Q(t) =0 para (n+2) valores [f =xg,f =x1,t =x,---,t =x, ¢ t =x| suaderivada
se anula em pelo menos (n+ 1) valores no intervalo, sua derivada segunda se anula em pelo menos
n valores no intervalo, sua derivada terceira se anula em pelo menos (n — 1) valores no intervalo, e
assim sucessivamente. Assim, a fungio Q%) (¢) se anula em pelo menos (n+2 — k) (k é a ordem da
derivada) pontos no intervalo, entdo se (n+2—k) =1=k = (n+ 1), isto, é a derivada de ordem

dnJrl ¢
(n+1) se anula em pelo menos um ponto no intervalo. Seja este valor ¢ = &, mas dt’{)*nl() =0,
n dnJrl ¢t
pois p,(t) é um polindmio de grau n e puoga(t) = g(t —xj) =" = cgzj’fl‘”() —
(n+1)!, entdo:
d”'HQ(t) d”'Hf(t) 1 d"'Hf(l‘)
drt] - d+l - (n+1)alx) = q(x) (n+1)!  dt! 1=t
Resultando em:
1 dnJrlf(t)

f(x):pn(x)+pnadal(x)(n_|_1)! drt | g

Do procedimento recursivo descrito na Secdo 3.3, tem-se:

f(x) = pa(x)

x—=x0)(x—x1) (x = x2) -+ (X = Xp1) (X = %)

Ani1 = f1X, X0, Xn1,-++ , X2,X1,X0] = (

identificando: (x —xp) (x —x1) (x —x2) - -+ (x — Xp—1) (X — X)) = Pnodai(x), Obtém-se:
J(x) = Pn(%) + Prodar (X) £ [X,%n,Xn -1, -+ X2, X1, X0]
Comparando esta expressao com a expressao anterior, chega-se a conclusao que:

1 dn+1f(t)
n-+ 1)' dln+1 t:é ’

f[x7xn7xn717"' 7x27x17x0] = (

Procedimento semelhante pode ser feito com o método de interpolagdo de Lagrange, apds ser
aplicado o procedimento descrito na Se¢do 3.4 relativo ao cdlculo da matriz G que contém, em cada
linha i, os valores dos coeficientes da expansdo de p,(x) em torno do ponto nodal x;. Isto permite
inferir o valor da fung¢do ¢(x) para um valor especifico de x que é igual ao valor do coeficiente de
ordem (n+ 1) da interpolagdo polinomial resultante da adi¢do deste valor como novo ponto nodal,

assim: .
f¥) = pulx) sendo p,(x) = Z G j(x — X))’

X)=dapt+1 =
q( ) n+ Prodal (x) “

Deve-se ressaltar que este valor independe de m {0 < m < n} e que o valor deste coeficiente é igual
ao valor obtido pelo método das diferengas divididas de Newton. Desta maneira, demonstra-se a
equivaléncia do método de interpolagdo baseado nas diferencas divididas de Newton e do método
de interpolacdo de Lagrange, pois, nos dois métodos, é possivel avaliar o erro da interpolacdo sem
o conhecimento da forma explicita da funcdo a ser interpolada, sendo desnecessdria a diferenciacio
sucessiva da mesma.

A expressdo do erro na interpolacido de Hermite é obtida de forma semelhante ao da determinagéo
do erro na interpolagdo polinomial de Lagrange, resultando em:

1 d2n+2f(l)
2n+2)! drnt? | .

F(x) = paus1 (x) + Progar (¥) (
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Critério de Minimiza¢do do Erro Quadratico Médio

Na determinacéo dos coeficientes da aproximag@o em problemas em que a fungdo f(x) é conhecida,
novos procedimentos podem ser desenvolvidos baseados na andlise da integral do quadrado do erro,

descrita pela equacao:
2
1 b LA
J(c) = / [f(x)—Zc,-x’] dx
b—ala i=0

O desenvolvimento dos métodos é facilitado se o intervalo [a,b] for normalizado por um dos

procedimentos descritos anteriormente.
2x—(a+Db)
b—a

2
1+l oo
_2/1pmm—§w]dz

a
resultando em:

e Mudanga de varidvel para ¢ = resultando em:

e Mudanga de variavel para t = Z_

+1 w12
h@:A Pmm—gmim

Os valores dos coeficientes sdo determinados pela minimizagao dos valores dessas integrais,
dando origem aos sistemas lineares.

a]l() +1 n n 1_ o l+j+1 41 ;
dc; __/4 cht dt:>Z l+j—i-1 _/ el

i=0 i=0

+1
A-c=b sendo b; :/ t' flx(r)]dt e, como:
1

1— (_1)i+j+1 — {

2parai+ j=2k

T parak=0,1,2 3, - resulta:
Oparai+j=2k+1

(10 1 0 el 10 1 0 0
1 1 1 1 1
? 3 ? 5 (]) ? 3 (1) 5 2
0 1 o L L0 1 o 0
3 5 n+3 . 3 5
ar: A=2 1 1 ,n impar: A =2 1 1 1
np o L o ! 0 |»/*'mp 0 5 0 3 P
PR ST T
it 0 a3 0 g 0 w2 0 w0 oz
an +1 n 1 +1
° :—2 t/ ct'| dt = — c-:/ t! flx(1)]dt.
dc; / IX;’)Z Sitj+1 Jo Si(o)]
+1
A-c=Db sendo b; :/0 tflx(t)]dt e
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Para ilustrar este procedimento o Exemplo 3.1 € refeito.

» Exemplo 3.5 Aproximacio Polinomial de Terceiro Grau da Fungdo f(x) no intervalo

B X
C1+20x2
fechado [0, 1], intervalo jd normalizado.

Polinémio interpolador de terceiro grau que minimiza a integral do quadrado do erro no

intervalo, neste caso os coeficientes sdo determinados pela resolugéo do sistema linear:

'/*1 20x d_
o 11202™

1 3 2 37 Jeo +1 0 0x2 1,522261 co 0,55402
. /O 11202 | _ 069795 | _ e _ | 11,746197
Db e = /+1 200 |7 0423887 | T | -25,765618
DI o 112027 [0,298436] |3 14,734727

+120x*
JA -
Lo 1+20x2 ]

2
+1 3
O valor da fungdo objetivo, J(¢) = / [f[x(t)] - Zcit’] dt = 0,027025. Usando o valor de
0 i=0

0
13,506 . 4
¢=|_r6 56| cOMO determinado no Exemplo 3.1, obtém-se o valor J(c) = 0,069678, cerca de
14,015

2,6 vezes maior que o novo valor!

Quadrado do erro da interpolacédo polinomial de terceiro grau

com 0, 1/3, 2/3 e 1 como pontos nodais
03

" Quadrado do erro da interpolacédo polinomial de terceiro grau

que minimiza a integral do erro quadratico entre 0 e 1

0.1

20x

Figura 3.6: Quadrado dos erros de aproximagdes polinomiais de terceiro grau de f(x) = 15202
X

Uma forma que facilita bastante este procedimento & a utiliza¢io de Polindmios de Legendre’,

7 Adrien-Marie Legendre (1752-1833).
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P;(x), que apresenta a seguinte propriedade de ortogonalidade®:

1
» | L
/ P)P(x)dx =~ & ;=4 2i+1 P T parai j=0,1,2,3, .
0 2i+1 0 parai # j

Os quatro primeiros polindmios de Legendre sdo a seguir apresentados:
Py(x)=1
Pi(x)=2x—1
Py(x) = 6x* — 6x+ 1
Ps(x) = 2003 —30x% + 12x — 1

Estes polindmios sdo gerados a partir da equagdo de recorréncia:

(2k — )Py (x) — (k— 1) Pe_a ()

Pk(x) = X

parak=2,3,--- com Py(x) =l e P(x) =2x—1.

A aproximacao polinomial de grau n € entdo expressa na forma:

+1

pu(x) = i:’)a[P,-(x) sendoa; = (2i—1) A Pi(x)f(x)dx.

Ou ainda, fazendo uso das raizes do Polindmio de Legendre de grau (n+ 1) como pontos nodais
da interpolagdo {xo,x;,---,X,}, temos como boa aproximagdo para f(x), segundo o critério da
minimiza¢ao do erro médio quadratico:

n

pa(x) =Y Li(x) f(xj).

j=0

Deve-se enfatizar que este procedimento de minimizagéo sé pode ser aplicado se a fungdo f(x)
for definida e conhecida em todo o intervalo.

Critério de Minimizagcdo do Erro Maximo

Na Secdo 3.6 foi descrita uma forma de determinar os coeficientes da aproximacao polinomial de
uma fun¢do f(x) conhecida pela minimizacdo da integral do erro quadratico médio, descrita pela
equagao:

2
J(e) = bia/ab [f(x)—;)cixi] dx = bia/ab[ze(x)]zdx.

Sendo também indicado um procedimento que evita a resolucdo do sistema linear resultante através
da expansdo da aproximacdo polinomial em termos dos n primeiros polindmios de Legendre.

Outro critério de otimizacdo que pode também ser empregado € o da minimiza¢do do médulo
do erro maximo da aproximacao no intervalo considerado. Isto pode ser feito minimizando os
valores méximos do médulo do polindmio nodal, pois 0 médulo do erro da aproximagao polinomial
¢ descrito por:

1 dn+1f(t)
(n+ 1)1 drtt | .

IR(x)| = | Prodar (%)]

Verificando-se que o médulo do erro diminui com o aumento do nimero de pontos nodais,
aumenta com o aumento do médulo da derivada de ordem (n+ 1) da fungdo a ser aproximada e

8Na maioria dos textos, os polindmios de Legendre sio definidos no intervalo [—1,+1]. Para adapta-los ao intervalo
[0,+1] basta trocar seu argumento x por (2x—1).
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aumenta com o aumento do médulo do polindmio nodal. Assim, o valor mdximo do erro, para uma
aproximacdo polinomial de grau n somente poderia ser minimizado pela selecdo adequada dos
(n+ 1) pontos nodais. O polindmio que apresenta os menores valores de maximos e minimos é o
Polinémio de Chebyshev® que nada mais é que o polindmio de graunem cos(8) que expressa o
cosseno multiplo de um arco em termos do cosseno do arco, isto é cos(n6) para0 < 6 < 1, ou seja,
um componente da série de Cosseno de Fourier (ver Secdo 2.5). No Capitulo 2 apresentaram-se as
equagoes:

cos[(k+1)0] =2cos(0)cos (kB) —cos[(k—1)0] parak = 1,2, ---
Definindo T;(0) = cos (kB) = Ty(0) = 1 e T;(6) = cos(6), tem-se o procedimento recursivo:
Ti+1(0) =2T1(0)T;(6) — Tx—1(6) parak = 1,2, --- com Tp(0) = 1 e T1(0) = cos(H).
Definindo a varidvel x =cos(6) epara 0< 0 < 7w = —1 <x < +1 tem-se:
Tir1(x) = 2xTp(x) — Ty (x) parak = 1,2, --- com Tp(x) = 1 e T} (x) = x.

O polindmio de Chebyshev T,(x) apresenta as seguintes propriedades:
1. |T,(x)| <1 nointervalo —1 <x < +1;

(2k— 1w
2n

3. Como T,(x) =cos(nB) com 0 < 6 < m, em vista de:

2. Suas raizes sio x; = cos } para k= 1,2, ---n;

| | Oparai
/ cos(iﬂx)cos(jn'x)dx:Z/ cos(imx)cos(jmx)dx =< lparai=j#0
-1 0
2parai=j=0

O parai## j
Considerando 6 = 7x = /ncos(ie)cos(je)de = g parai=j#0
’ wparai=j=0
e como x=cos(0) = dx = —sen(0)d0 = —/1 —x2d6 ouseja df = —

finalmente em:

dx
, resultando
V1—x2
O parai## j

+1 1 T ' -
/ 27}(X)Tj(x)dx: Eparal:‘]#o
wparai=j=0

O que caracteriza os polindmios de Chebyshev como uma familia de polindbmios ortogonais

no intervalo [—1,+1] em relacdo a func¢@o pesow(x) = =
—x

9Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894).
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Os dez primeiros polindmios de Chebyshev sdo listados a seguir:

T(x) = 1

Ti(x) = x

T(x) = 2x*—1

T3(x) = 4x°—3x

Ti(x) = 8x*—8x°+1

Ts(x) = 16x° —20x° +5x

Te(x) = 32x°—48x* +18x*—1

T5(x) = 64x —112x° +56x° —7x

To(x) = 128x®—256x° +160x* — 3242 +1
To(x) = 256x° —576x" +432x° — 120x° 4 9x

Outra propriedade importante dos polindmios de Chebyshev é a possibilidade de todas as
poténcias da varidvel x poderem ser expressas como uma combinac¢ao linear dos mesmos, conforme
listado a seguir para as dez primeiras poténcias:

1 = To(x)
x = Ti(x)
2 T (x) + To(x)
2
2 -~ DB+3Tn()
4
x4 _ T4 (X) +475 (X) + 37y (X)
8
xS _ T5 ()C) +5T; ()C) + 10T, (x)
16
o - Ts(x) + 6Ty (x) + 15T (x) + 10TH(x)
32
x7 _ T7()C)+7T5(X)+21T3(X) +35T1 (x)
64
[ T3 (x) + 8T6(x) + 28Ty (x) + 56T2(x) + 35Ty (x)
128
O = To (x) + 9T (X) + 3675 (x) + 84T; (x) + 1261 (X)
256

As formas dos 6 primeiros polindmios de Chebyshev sdo mostradas na Figura 3.7.
Considerando que o coeficiente do termo x* em T;(x) é igual a 2"~! sua forma normalizada,

T,
com o coeficiente do termo x" igual a 1, designado por #,(x) = 22()? apresenta a propriedade
1
()] < 3

Na Figura 3.8 sdo confrontados os polindmios nodais usando pontos nodais igualmente
espagados com polindmios nodais iguais aos polindmios de Chebyshev normalizados, para n =
2,3,4 e5.
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Ti(x
Tis(x)

Figura 3.7: Polindmios de Chebyshev.

1
pa(x) = 372//5 w
€T

ps(z) = 2 — =

/ )

]

Dois Pontos Nodais Trés Pontos Nodais
M o
06 2 mz 9 0
pale) =t — 2
5 62 3
o (m)*a;‘r’—fw +4l
Ds 9 7%
0 0
z x

& 7 Et] N o mi y = o6 YRAT— o o o tn;(m)

™ ty() «
.

- 0
o s

Quatro Pontos Nodais Cinco Pontos Nodais

Figura 3.8: Interpolacdo de Chebyshev versus interpolagdo com pontos igualmente espacados.
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A andlise dos gréficos da Figura 3.8 permite verificar que adotar o polindmio de Chebyshev
normalizado como polindmio nodal, o que equivale a escolher como pontos nodais as raizes do
polindmio de Chebyshev de grau (n+ 1), faz com que os méaximos valores dos médulos dos erros
sejam os menores possiveis. Este é o chamado principio do mini-max, traduzido pelo minimo dos
maximos dos médulos dos erros da aproximacao polinomial de grau n.

Este fato é reforcado pela anélise da interpolacio polinomial da funciio de Runge'?, ilustrada

na Figura 3.9:
1

T =150

O comportamento oscilatério das interpolagdes polinomiais com pontos nodais igualmente
espacados, é conhecido em andlise numérica como o Fenémeno de Runge. Esse fendmeno foi
caracterizado por Runge ao analisar o comportamento dos erros em aproximagdes polinomiais de
diversas funcdes.

O valor do médulo do erro da interpolacdo pode também ser avaliado através da integral do
quadrado do polindmio nodal, assim os pontos nodais, representados pelo vetor x, também podem
ser selecionados pela minimizagdo da funcao:

+1 [ n 2 +1
9= [ lkl_]ou—xk)] dr= [ Phaavx)ds

Em vista da propriedade de ortogonalidade dos polindmios de Legendre (definido no intervalo
de ortogonalidade usual [—1,+1]), tem-se:
+1 2
B Pi(x)Pj(x)dx = ﬁ‘si,j

e, em decorréncia da propriedade de ortogonalidade, tem-se:

+1 Oparak <i
/ K pi(x)dx = 2
- (2i+1)C?
. , Pi(x) A .
Sendo C; o coeficiente de x' em P(x) e p;(x) = c 0 © polindmio de Legendre de grau i
i
2i—1
normalizado. Os coeficientes C; sdo obtidos pela recorréncia C; = ! Ci_1 com Cyp=1 para
i=1,2,3,---, os oito primeiros valores destes coeficientes sdo listados a seguir.
kK|1(213]4]5 6 7 8
C |12 3382839685
k 2 1218 8 16 16 128

Deste modo, adotando como polindmio nodal o polindmio de Legendre normalizado de grau

(n+1), tem-se:
X 1 n
a;)(ck) _/+ [ H (x_xj)] pnodal(x,x)dx

- =0k

Como H (x —x;) é um polindmio em x de grau n e Puoda(x,X) = puy1(x) [polindmio de
=0k

Legendre normalizado de grau (n+ 1)], essa integral é nula para k= 0, 1 ---, n assegurando que

as (n+ 1) raizes do polindmio de Legendre sdo os pontos nodais que minimizam a fungio J(x).

10Carl David Tolmé Runge (1856-1927).
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Imrp&Ial:ﬁo Polinomial de Quarto Graufe flx) = Hﬁ l

Cines Pantas Modeis Iguslments Pantas Hodais Raizes &2
Edpagade no Intarvale §-1,+1) Palinémia de Chetéches Quinto Gray

1

Interpolacio Polinomial de Sexto Grau e fix) = =]
Thi

Pontos Nedais Raizes da
Falindmin de Cheliikey Satima Grau
St Fonoes Madais lgualmante
Esgagades ne Inte reale (-1.44]

1

1 4 25x? n

Interpolagiao Polinomial de Dacimo Grauwlde fli) =

Onzs Pantas Modals lgualsents
Enpifidng na sy il (1.41)

Panton Hodals Raizes

Palinimis de Chebivhew Dici ro Qs

Figura 3.9: Interpolacdo de Chebyshev versus interpolagdo com pontos igualmente espagados da
funcdo de Runge.
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Para efeito de comparacéo, o valor de J(x) é calculado para trés casos: (a) os pontos nodais
sdo as raizes do polindmio de Legendre de grau (n+ 1); (b) os pontos nodais séo as raizes do
polindmio de Chebyshev de grau (n+ 1) e (c) os pontos nodais sdo (n+ 1) pontos igualmente
espacados no interior do intervalo [—1,+1].

Nimero de pontos nodais 2 3 4 5
Raizes de Ppogendre 0,1778 | 0,0457 | 0,0116 | 0,0029
Raizes de Pcyepyshe 0,2333 | 0,0607 | 0,0154 | 0,0039
Igualmente espacados 0,2765 | 0,1274 | 0,0619 | 0,0310

Telescopagem de Séries

Outra aplica¢ao importante dos polindmios de Chebyshev é a Telescopagem de Séries de Poténcias,
que consiste em expressar as sucessivas poténcias da varidvel x em termos dos polindmios de
Chebyshev. Se a varidvel x estiver contida em um intervalo distinto do intervalo de ortogonalidade
do polindmio de Chebyshev, [—1,+1], a mesma deve ser normalizada para estar contida nesse

intervalo, para isto aplica-se a mudanga de varidvel x — z (como ja descrito no inicio deste

+b —b
a +a

considerando que o argumento da funcio a ser aproximada ja se encontra normalizado.
A explanagdo do procedimento de telescopagem serd feita através de alguns exemplos clédssicos.

capitulo): x = z. Por simplicidade, os desenvolvimentos seguintes sdo efetuados

» Exemplo 3.6 Telescopagem da fungdo exponencial f(x) = e* com xp = 0.
Busca-se neste exemplo a aproximacao polinomial de menor grau possivel que apresente o
médulo inferior a 2 x 1073, Neste caso a aproximacio por polindémio de Taylor de quinto grau é:

2 x3 x4 x5

X
pS(X)—l—FX—F?‘i‘g"‘ﬂ‘i‘m

€ £
Que apresenta Rs(x) = AN |Rs(x)| < 762—0 = 3,8 x 1073, podendo ser maior do que 2 x 1073,

Busca-se assim o polindmio de Taylor de sexto grau.

2 x3 x4 xS x6

X
P6()C)—1+X+E+€+ﬂ+m+m

¢
Que apresenta Rg(x) = 58% = |Rs(x)| < ﬁ =5,4x107* <2 x 1073 satisfazendo a restricdo
1mposta.
Verifica-se, a seguir, as seguintes possibilidades:

(a) Aproximacio dos termos x*, x> e x° por poténcias inferiores:

a Ty(x) +4T5(x) + 3To(x) _ 4Ta(x) +3To(x) _ Xt AT (x)+3Th(x)

8 8 24~ 24 .8

1
Como |Erro| < YR 5,2x 1073 > 2 x 1073, o que elimina tal possibilidade.
(b) Aproximacio dos termos x> e x5 por poténcias inferiores:

5o Ts(x) + 5T5(x) + 10Ty (x) - 5T3(x) + 1077 (x) N x __ 5T3(x) + 10T1 (x)

16 16 120 16-120

Como |Erro| < ~5,2x107* < 2 x 1073, ndo elimina tal possibilidade.

X6 _ T6(.?C) +6T4()C) + 15T2(X) + IOT()()C) ~ 6T4(x) + 15T2(X) + IOT()(X)
32 32
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i - 6T4(x) + 15T2(X) + IOT()(X)
720 32-720

Como |Erro| < ~4,3x 107> < 2 x 1073, ndo elimina tal possibilidade.

32-720

Somando os trés médulos de erro 5,4 x 1074 +5,2x 107* +4,3x 107 ~ 1,1 x 1073 <
2 x 1073 satisfazendo portanto a restrigio.

A forma da aproximacao € entdo composta:

X x®  5T3(x)+ 1073 (x) n 6T4(x) + 15T (x) + 10Tp(x)  x* ¥ »? x 1

120 1 720 16-120 32-720 =180 796 1280 384 ' 23040

) =1txt s x? s x3 e xt N x° N X 23041 L 383 639x* N 17x° N Ixt
= X —_— _ -
bs 26 247120 720 T 23040 ' 384 ' 1280 ' 96 ' 160

e(x)-10* ¢

-03 0.2 04 0. 08 1

-6

Figura 3.10: Erro da aproximacgdo de e* por polindmio de sexto grau telescopado em polindmio de
quarto grau.
|

Uma forma mais rdpida de obter esta aproximacao (desde que se tenha um bom pacote de
integracdo numérica) baseia-se na ortogonalidade dos polindmios de Chebyshev no intervalo
considerado, assim uma fun¢do f(x) continua e definida no intervalo pode ser expandida na forma:

f(x) = pu(x) = i e Ti(x)
k=0

1 [+
Sendo: co—— */ flcos(6
m
Ck— +1 f( ) ( )dle/ f[cos(@)]COS(ke)de para k=1,2,3,---'n
£l Vice ST xh .
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O computo dos coeficientes por integracdo na varidvel 6 é preferivel devido a singularidade da

1
V1—x2

Ou ainda, fazendo uso das raizes do Polindmio de Chebyshev de grau (n+ 1) como pontos
nodais da interpolag@o {xo,x1,--- ,X, }, temos como boa aproximagao para f(x), segundo o critério
da minimizagdo do erro maximo:

fungdo w(x) = nos dois limites da integral.

n

pa(x) =Y Li(x) f(x)).

J=0

» Exemplo 3.7 Telescopagem da fungdo cosseno f(x) = cos(x) com xp =0

Da mesma forma que no exemplo anterior, busca-se neste exemplo a aproximagao polinomial
de menor grau possivel que apresente o médulo inferior a 2 x 1073, Neste caso a aproximagio por
polinémio de Taylor de sexto grau é:

o x®

:1—— _—
Pe () > 724 70

Que apresenta (pelo fato da correspondente série de Taylor ser uma série cujos termos t€m sinais
alterados o que implica no mddulo do erro de truncamento ser menor ou igual a0 maximo médulo

1
do primeiro termo ndo considerado) |Re(x)| < i 2,5x 107> < 2 x 1073 inferior & acuricia

desejada.
6 — T6(x) +6T4(x) + 15T2(x) + 10T0(x) - 6T4(x) + 15T2(x) + 10T0(x)
T e - 2
Entio: - ~ 6T4(x) + 157> (x) + 10T (x) _ X Al
720 720-32 23040 1280 480

Com |Erro| < = 4,34 x 1073 que somado ao erro de truncamento

720-32

|Erro|sora < TRl =6,82x107

720-32

A forma da aproximacdo € entdo composta:

) () =1 X2 N x4 1 x2 N x4 23039 6392 N 19x*
cos(x) ~ S TR T S R S R p _
X pax 2 247 23040 1280 " 480| 23040 1280 ' 480

com |Erro| < 6,82 x 1072,
Por expansdo de f(x) = cos(x) em série de polindmios de Chebyshev, obtém-se:

cos(x) = coTo(x) + 1 Ta(x) + c2Tu(x)

Sendo:
1 T
o = E/ cos(cos(0))d0 =0,7651977
0
2 T
= E/ cos(cos(60))cos(20)d6 = —0,229807
0
2 T
¢ = E/ cos(cos(60))cos(40)d0 = 0,00495328
0

A forma da aproximacio € entdo composta:
cos(x) & pa(x) = 0,7651977 — 0,229807(2x> — 1) +0,00495328(8x* — 8x* + 1) =
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= 0,9999580 — 0,4992402x> +0,0396262x*.

2 T
Com |Erro| < 4,19 x 107 = |¢c3 = E/ cos(cos(@))cos(69)d6‘, moédulo do primeiro
Jo

termo nao considerado na expansio em série de polindmios de Chebysheyv.

Obtendo a aproximagao polinomial de grau 4 usando como pontos nodais as raizes de T5(x),
obtém-se o seguinte resultado:

4
pa(x) = Y £;(x)f(x;) = 1 —0,4995756x> +0,0399612x*.
Jj=0

Para calcular a aproximagcéo de grau n de uma fun¢do f(x) continua e definida no intervalo
[—1,+1] expandida na forma:

)~ pal) = ¥ i),
k=0

um procedimento recursivo, de simples implementacdo e semelhante ao método de Horner, foi
proposto por Clenshaw (1955), traduzido pelo algoritmo:

api2 <—0
ani1 <—0

Para i=n,n—1,---,0, faca
aj < ¢i—aip2 +2x aj

Pn < ap—ap x.

A telescopagem também pode ser realizada através de sucessivas redugdes de grau do polindémio
até a acuracia desejada usando o polindmio Chebyshev normalizado (ou ménico):

Pn—1(x) = pn(x) — cptn(x)
em que ¢, é o coeficiente da maior poténcia de p,(x) e

Cn
211—1 :

|Pn(X) = pa—1(xX)] = |enta(x)] <

» Exemplo 3.8 Retomando o Exemplo 3.6 a partir da aproximacado pg(x) da fungio exponencial, e
aplicando o procedimento sequencial resulta em:

() = pe(0) —co ) = Lpxs g Dy 2y 2 20 1 (300484180
Ps\H) = PelX) = o lolX) = L X o T T 54 T 120 T 720~ 720 32

23041 et 639x2 N X N 21x* N x
= x —_— —_— —_—
23040 1280 6 480 120

ps(x)

1 /16x° —20x° +5x 23041 383x 639x% 17x° Tx*
pa(x) = ps(x) —csts(x) = ps(x) — =

120 16 ~723040 T 384 T 1280 T 96 ' 160°
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Problemas Propostos

Problema 3.1 Busque uma expressdo de segundo grau e outra de terceiro grau que melhor
aproximam a funcio x* no intervalo 2 < x < 8. Analise e discuta seus resultados confrontado-os
graficamente.
Problema 3.2 Aproxime a fungdo e* no intervalo 0 < x <2 por um polindmio em x de menor
grau possivel que apresente o médulo do erro inferior a 10~*. Confirme seu resultado representando
a curva do erro da aproximacao no intervalo considerado.
Problema 3.3 Hougen e Watson (1955) sugerem a seguinte expressdo empirica para o cdlculo do
calor especifico molar do nitrogénio gasoso C,(T) = 6,3+ 1,82 x 10737 — 0,345 x 10757T% em
que Cp: cal/gmol/K e T : Kelvin. Na faixa de 300 a 2100 K, o erro maximo do calor especifico
calculado por esta expressdo é de 1,2 %.
(a) determine a aproximagdo linear de C, que minimiza o mdximo do erro adicional na faixa de
1000 a 2000 K;
(b) Calcule o erro percentual maximo da aproximagdo proposta em (a) na mesma faixa de
temperatura.
Problema 3.4 Para o cdlculo da viscosidade do orto-xileno propde-se o emprego da seguinte

1,039 x 103
expressdo: In[u(T)] = —3,332 + % — 1,768 x 1073T + 1,076 x 107572, em que T

¢é a temperatura em Kelvin e p é a viscosidade em centipoise, tal expressdo é vdlida na faixa

245 < T < 620 K. Obtenha a aproximacao linear de que apresente o menor valor do médulo maximo

do erro na faixa de 300 a 500 K. Calcule o valor maximo do médulo do erro da aproximagao linear

obtida nesta mesma faixa de temperatura.

Problema 3.5 A variagdo do coeficiente de expansao térmica do aluminio na faixa de 0 a 100 °C

é dada por: k(T)=0,22x 107*T +0,009 x 107°T? com T em °C.

(a) aproxime k(7') por uma constante na mesma faixa de 0 a 100 °C, de modo que o médulo do
erro maximo seja o menor possivel;

k(0) +k(100)
e, através da comparagdo entre o valor obtido no item (a) e os dois valores médios, s%lgira
qual valor é o mais apropriado.

Problema 3.6 Nas tabelas seguintes apresentam-se os valores das condutividades térmica do CO;,

e da viscosidade do etileno glicol liquido a varias temperaturas:

_ 1 100
(b) Calcule o valor médio k= 100 / k(T)dT, o valor médio aritmético, kyegip =
0

T 32 212 392 572

(F)

k 0,0085 | 0,0133 | 0,0181 | 0,0228
(BTU/hr/ft/°F)

T 0 50 100 150 | 200
(°F)

U 242,00 | 82,10 | 30,50 | 12,60 | 5,57
(Ib/ft/hr)

Determine, em cada caso, o polindmio interpolador de menor grau possivel que assegura um erro
relativo (em moédulo) inferior a 1% na faixa tabelada. No caso da viscosidade do etileno glicol
aplique o polindmio interpolador ao In(p).

Problema 3.7 No Problema 3.6, comentou-se que a viscosidade é bem representada por uma
fun¢do exponencial da temperatura, isto é In(u) é bem interpolado por uma fung@o polinomial de
T. Utilizando os valores da viscosidade do etileno glicol liquido em vérias temperaturas (tabelados
no Problema 3.6, construiu-se a Tabela de Diferengas Divididas abaixo:
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k [T In(u) A Ay A3 Ay
o o | 5.489 |
| | | 0022 |
[ 1 ][50 |4408 \ | 1,816-107 |
[ \ | 0,020 \ | 2,052-107° |
[2 [100 |3418 \ [2,124-107° | [ —3,590-1071° |
|| \ | -0,018 \ | =5,127-1078 |
|3 [150 | 2534 \ | 1,355-107 |
L | | | 0016 |
|4 [200 |1,717 |

Os baixos valores de Az e A4 indicam que a fun¢do In(ut) pode ser bem aproximada por uma
fun¢do parabdlica de T. Utilizando a Tabela de Diferengas acima calcule o polindmio interpolador
de segundo grau [In(u) versus T] e verifique os erros relativos do cdlculo de @ nos pontos ndo
utilizados na interpolagao.

Problema 3.8 A tabela seguinte mostra a dependéncia da pressdo parcial da aménia com a
temperatura a diferentes concentracoes.

H Temperatura H Concentracdo percentual molal da amdnia H
| CF) |0 (10 [20 [25 [30 [35 |
60 0,26 1,42 3,51 5,55 8,65 13,22
80 0,51 2,43 5,85 9,06 13,86 | 20,61
100 0,95 4,05 9,34 14,22 | 21,32 | 31,16
140 2,89 9,98 21,49 | 31,54 | 45,73 | 64,78
180 7,51 21,65 | 44,02 | 62,68 | 88,17 | 121,68
220 17,19 | 42,47 | 81,91 | 113,81 | 156,41 | 211,24
250 29,83 | 66,67 | 124,08 | 169,48 | 229,62 | 305,60

Por interpolacao linear dupla (envolvendo as duas varidveis independentes - temperatura e
concentragdo), calcule as pressdes parciais nos casos listados abaixo.

T(°C) 126,5 | 126,5 | 126,5 | 60,0 | 237,5 | 237,5
Concentragido Molal (%) || 28,8 6,7 25,0 | 150 | 17,6 | 35,0

Problema 3.9 O logaritmo neperiano de x pode ser determinado através da seguinte expansao em

. A i1 X - -
série de poténcias: In(1+x) = Z(—l)’“ —. Obtenha a aproximagdo parabdlica de In(1+x) que
. i
i=1
apresente o menor valor do médulo do erro no intervalo 0 < x < 1. Analise e discuta os resultados
confrontado-os graficamente no intervalo pertinente.

1
Problema 3.10 Busque uma expressdo de quarto grau que melhor aproxime a fungdo — no
X

intervalo 2 < x < 6. Analise e discuta os resultados confrontado-os graficamente no intervalo
pertinente.

1
Problema 3.11 Considere a fun¢do de Runge f(x) = o252 definida no intervalo [—1,+1].
x

Aproxime esta fungdo por um polindmio de quarto grau em x que apresente os menores valores
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dos maximos dos desvios. Baseado no fato da fun¢do f(x) ser uma fungfo par em x aproxime-a
por uma fungio parabélica em u = x> que apresente no intervalo 0 < u < 1 os menores valores
dos maximos dos médulos dos desvios. Discuta e compare as duas aproximacdes obtidas.
Problema 3.12 Na tabela abaixo apresentam-se valores da viscosidade dindmica da dgua a vérias
temperaturas.

T (°C) 0 5 10 | 20 | 30 | 40 | 50
N-
n m—; -10% || 1,787 | 1,519 | 1,307 | 1,002 | 0,798 | 0,653 | 0,547

Determine um polindmio interpolador de segundo grau que assegure um erro relativo inferior a
4,00 % em toda a faixa tabelada de T'.

Problema 3.13 A funcio v1+x, no intervalo —1 < x < +1, pode ser determinada através da
2 25 4 2:5-8 4 n
_x LRI

X
int a érie de poténcias: v/1+x=1+> — ——x* -
segumeexpansaoemser%e e poténcias . +x +3 36" +3'6'9x 36912

Proponha uma aproximagdo parabdlica de que apresente o menor valor do médulo do erro em
todo dominio —1 < x < 41. Calcule o valor mdximo do médulo do erro da aproximacao, indicando
0 ponto em que ocorre.







4. Resolucdo Numérica de Equacdoes em
uma Variavel

4.1 Introducdo

Um modelo matemadtico bastante estudado na Engenharia Quimica € o modelo do reator quimico
continuo de mistura perfeita (Continuous Stirred Tank Reactor CSTR) nao-isotérmico, sua nao
linearidade tem sido objeto de grande nimero de trabalhos cientificos conforme reportado no livro
de Aris (1999)!. Um diagrama simplificado deste tipo de reator é mostrado na Figura 4.1.

W

To(t), Colt) /
)
e
/
Vv
c(t)
Wgr W,
Tra® | () Th(0)
Vr
Tr(t)

o /

T(#){ C(t)

Figura 4.1: Diagrama de um reator quimico continuo de mistura perfeita.

Considerando as propriedades fisicas constantes (p, C,) e a ocorréncia de uma reacao irreversivel,
exotérmica e de primeira ordem, cuja expressio da velocidade da reacdo é descrita por: rq = k(7T)Cy

em que k(T') = ko e RT os balangos transientes de massa e de energia do modelo sdo descritos

IRutherford Aris (1929-2005).
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por:
MO~ Rk
d[V(tc)ltCA(t)] — E(0)Calt) — F(0)Calt) = V(OK[T(]Ca (1)
pv G = PG~ T0)] + (~AHV (KT ()ICA() - UALT() ~ Tole)

em que: V € o volume do meio reacional, F, e F; sdo as vazdes volumétricas de entrada e de saida
do reator, C4 € a concentragdo molar do reagente, T e 7, sdo as temperaturas do meio reacional e
do fluido de refrigeracdo, AH, € a entalpia da reacdo, U € o coeficiente global de transferéncia de
calore A; € a area de troca térmica.

Os balangos estacionarios de massa e de energia do modelo sdo entdo descritos por:

F, = K=F
F
V<CA€ —Cx) = k(T)Ca
F UA —AH,)k(T)C
“(T-T,)+ (T-T,) = (=AH)kK(T)Cy
Vv pCpV pCy

. Vv A o ~
Definindo 7 = 7 como o tempo de residéncia médio no reator, tem-se da equacio de balango

Cae . . .
de massa C4(T) = ﬁ que substituida no balango de energia d4 origem a:
UA —AH,)Cy.k(T)T
(T—T,)+ (T—TW):( JCaek(T)
FpC, PCyll +k(T)7]

Visando facilitar a andlise dos efeitos das variacdes dos pardmetros envolvidos no modelo,

propde-se a definicdo de pardmetros adimensionais que englobem tais efeitos. As formas usuais
UA o (—AH,)Cy,

para esse modelo sdo: 8 = e @ = ——————, resultando em:
FpC, pC,T.
T—-T, T-T k(T)t
e +B w . ( )
T T. 1+k(T)7T
. T, . T T
Definindo agora as varidveis adimensionais: 0 = T e 6, = T tem-se:
e e
T— Te T— Tw
=0-—1 0—6
A B T +B(6—6y)
k(T)

E
k(T e definindo k, = k(T,) e y= RT tem-se

)=k (1= 7] = (1951).

Definindo, finalmente, o pardmetro adimensional: Da = k.7 conhecido como o niimero da
Dambkéhler?, chega-se i equagio nio linear:

Considerando: k(T) = k(T,)

Daexp (y_1>
f(0)=6-1+B(6—-6,)—«a 01 =0.
1+ Daexp <y9>

2Gerhardt Damkéhler (1908-1944).
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A concentragdo de saida do reator € definida em termos da varidvel adimensional:

Ca 1

T Ch 01
Cae 1+ Daexp <y6>

Na Figura 4.2 plotam-se as curvas f(0) versus 0, utilizando os seguintes valores dos
pardmetros: o« = =1,y=20,Da=0,1 e trés valores de 6,,{1,0;0,8;0,6}.

x(8) =1-X(8)

, sendo X (6) a conversao.

0.6

0.4

0.2

w

04

-0.4

-0.6

Figura 4.2: Balanco estaciondrio de energia do CSTR (em forma adimensional).

Asraizes de f(6) podem ser interpretadas como a interse¢@o da fungio calor retirado: q,(0) =

Daexp (}/99—1>

1+ Daexp <}/l)
0
representacdo é mostrada nas vdrias curvas da Figura 4.3.

Os recursos graficos e computacionais disponiveis atualmente simplificaram bastante a busca
das raizes de equagdes nao lineares, permitindo uma localizag@o preliminar das mesmas apenas pela
visualizagdo dos gréificos das fungdes. Além disto, hd grande nimero de solvers que determinam
de forma precisa as raizes desejadas, bastando apenas especificar seus valores aproximados ou
o intervalo em que se encontram.Tais c6digos computacionais contém procedimentos numéricos

0 —1+ (6 —6,) com a funcdo calor gerado: q,(8) = o . Esta forma de
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feator Adiabaiico
G=0

Iteator Adiabitico
A=0

Figura 4.3: Curvas do calor retirado e do calor gerado.

de resolug@o de equagdes ndo lineares de f(x) =0, x € R, a descri¢do de tais procedimentos € o
objetivo deste capitulo. Os métodos mais comumente empregados sao:

o Substitui¢des Sucessivas (substitui¢do direta, iteragdo de ponto fixo ou tentativa-e-erro);

e Newton ou Newton—Raphson?;

e Newton Modificado;

e Newton Secante ou simplesmente Secante;

e Regula Falsi ou Falsa Posicao;

3Joseph Raphson (1648-1715).
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e Regula Falsi modificado;

e Bissecdo ou Busca Dicotdmica;

e Busca Aleatéria.

Os métodos que nao utilizam as derivadas da fun¢do sdo chamados de mérodos diretos, sendo
considerado como tais 0 Método da Bissecdo e o Método da Busca Aleatdria, apresentados na
parte inicial deste capitulo. Os Métodos da Secante, Regula Falsi e Regula Falsi modificado podem
também ser considerados como métodos diretos, entretanto, neste capitulo sdo apresentados como
formas distintas de Métodos Quasi-Newton, discutidos na Se¢ao 4.7.

Métodos Diretos

Todos os métodos diretos de busca de raizes de equacdes algébricas nao lineares em uma varidvel
iniciam com a busca do intervalo em que, obrigatoriamente, a raiz deve estar contida. Sendo
a a extremidade inferior do intervalo e b a extremidade superior do intervalo, para que exista
necessariamente pelo menos uma raiz no intervalo deve-se ter:

f(a) f(b) <0.

No procedimento recursivo de busca da raiz, para que o proximo ponto esteja contido entre a € b
se estabelece que:

x=a+ A(b—a), sendo necessariamente 0 < A < 1.

Os métodos diretos diferem entre si apenas pela forma com que o pardmetro A é gerado em
cada iteracg@o.

Método da Bissecdo
No método da bisse¢do, o valor de A é mantido constante e igual a % durante todo o processo de
busca. O procedimento recursivo pode ser sumarizado por:

(k) | (k)

K1) = % parak=10,1,2,---

k . L : : ~ k ..
sendo xé ) 0 valor da varidvel x que estd a esquerda da raiz na iteragdo k, xf,e) o valor da varidvel

x que estd 2 direita da raiz na iteracio k, e x**1) o valor da varidvel x na préxima iteragdo. ApGs
a geracdo de x**'1) 0 novo ponto deve substituir a extremidade que apresenta o mesmo sinal da
funcdo neste ponto, assim:

[ 9] se ) ) > 0

L > 'R

[x(k+1) x(k-&-l)} _
[xék)’ x(k+l)} se f(x(k+1))f(x£k)) <0

O processo recursivo € inicializado com x(LO) =ae x}eo) = b sendo os valores de a e b obtidos
apds uma busca preliminar em um intervalo de busca pré-estabelecido tal que f(a) f(b) <0. A
Figura 4.4 ilustra esse processo iterativo.

Como ao fim de cada iterag@o o intervalo de busca da raiz € reduzido a metade do valor anterior,

. . . . N b—a .
pode-se inferir o valor do intervalo na iteracio k por: A®) = T deste modo se o procedimento

) . . b—a : . .
iterativo terminar quando AP = ST < €, é possivel estimar o nimero médximo de iteragdes por:

b _
Kynaxime = ceil [mg2 (;’)] .
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Para ilustrar esse cdlculo considera-se (b —a) = 10 e diferentes valores de € conforme
mostrado a seguir:

€ 1011077 | 10712
Nimero méximo de iteracdes 24 34 44

£ (x)

) 2
:E[LE” — :E[LI] L2

Figura 4.4: Método da bissec¢ao.

4.2.2 Método de Busca Aleatéria

No método de busca aleatéria, utiliza-se um gerador de nimeros aleatdrios, especifico do equipamento
de célculo que esté sendo utilizado, para determinar o valor de A. Por exemplo, na tabela abaixo
sdo mostrados os 10 primeiros nimeros aleatérios gerados no MATHCAD() no intervalo [0, 1].

sorteio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A 0,989 | 0,119 | 0,009 | 0,532 | 0,602 | 0,166 | 0,451 | 0,057 | 0,783 | 0,520

A programagado dos métodos diretos, inclusive aqueles descritos na Se¢do 4.7 com redugdo de
intervalo de busca de raizes, em uma forma algoritmica de implementa-los, € a seguir apresentada.
A diferenca entre os métodos estd na defini¢do da fungdo F(a,b) que assume as seguintes formas
para os métodos da bissecdo e busca aleatdria, respectivamente:

1) Método da bissecao: F(a,b) = 3

2) Método da busca aleatéria: F(a,b) = rnd(1), em que rnd(c) € uma fungdo geradora de
numeros aleatdrios entre 0 e «.
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fu— fla)
Jo <— f(b)
Se fu f» > 0 entdo busque novos valores de a e b
k<«—0
Faca
A <— F(a,b)
x<—a+A(b—a)
y<— f(x)
Se y f, > 0 faca:
a<—x
Jas—y
sendo
b+—x
fos—y
A<+— |b—d
k+—k+1
enquanto (A >¢gouly| > 0) ek < kpax

Ao final do algoritmo, se k < ke, entdo x contém a raiz encontrada de f(x) e y contém o
valor de f(x). Se o nimero méximo de iteragdes for atingido sem ocorrer a convergéncia, deve-se
modificar o intervalo inicial [a,b] ou aumentar o nimero méaximo de iteragdes, ou ainda utilizar
outro método de célculo de A.

Método das Substituicoes Sucessivas

No método das substitui¢des sucessivas (também chamado de método do ponto fixo), o processo
iterativo € aplicado a um rearranjo da equagdo algébrica original f(x) =0 que resulte em: x = g(x).
Sugerindo um processo iterativo:

X+ :g(x(k)) para k=0,1,2,---,

cuja representacdo grafica é esquematizada na Figura 4.5.

Yy
y = g(x)

Figura 4.5: Método das substitui¢des sucessivas.
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A convergéncia deste procedimento recursivo para a solugdo x* € assegurada se para alguma
constante 0 < p <1 ocorrer:

isto &, se g(x) for um mapeamento contrativo.

Tal relagdo pode ser deduzida através da expansdo em série de Taylor da fun¢do g(x) em torno
da solugdo x* e truncando a expansio apés o segundo termo, assim:

g(x) = g(x*) +g'(x*) (x — x*), ou seja: g(x) —g(x*) = g’ (x*) (x —x*).

Aplicando o médulo a ambos os termos da expressdo: |g(x) — g(x*)| < |¢'(x)| |[x —x*|.

Comparando esta tltima expressdo com ‘g(x(k)) — g(x*)| <p |x(k) —x*‘ permite identificar:
|¢'(x*)] < p < 1, portanto para que o processo iterativo seja convergente deve-se ter:

8" ()| < 1.
Além disto, tendo em vista que: x**1) = g(x®)) e x* = g(x*) resulta:

k+1 *
) x ,

i

~ g/ ()| o) —x

caracterizando o método de substitui¢cdes sucessivas como um método de convergéncia linear.
O gréfico da Figura 4.6 ilustra uma situagdo em que [g'(x*)] > 1 e g'(x*) <0, a primeira
condicdo leva a ndo convergéncia e a segunda a uma sequéncia oscilatéria em torno da solugao.

E

\\»

y=g(xz)

()

(1}
zl’!’U
p(2)

P4 T

NG

-

Figura 4.6: Método das substitui¢des sucessivas ndo convergente e oscilatério.

m Exemplo 4.1 Aplicagdo do método das substituigdes sucessivas ao modelo estaciondrio do
CSTR.

(9—1
Da exp . )
f(6)=6-1+B(6—-6,)—« =0.

0-1
1+ Da exp <}/6>
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A equagdo é reescrita na forma:

146, o aexplY 0

0 = + =g(0)
1
1+ 1+ﬁ1—|—Daexp<}/96>

0-1
dg0) oy D“""(y 6 >

O T e (5]

A aplicagdo do procedimento com os mesmos valores dos pardmetros anteriormente especificados
e com 6,, = 0,8 ¢& ilustrada na Figura 4.7 (sem indicacdo dos eixos!), adotando as condi¢des
iniciais: © = 1,08 ¢ 1,15.

3
6% a(8)
62)

Figura 4.7: Método das Substitui¢des Sucessivas aplicado ao CSTR estacionério.

Os resultados obtidos com as duas condicdes iniciais sdo listados a seguir.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
6™ || 1,08 | 1,0528 | 1,0071 | 0,9516 | 0,9175 | 0,9081 | 0,9065 | 0,9063 | 0,9062 | 0,9062

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
6™ || 1,15 | 1,1880 | 1,2515 | 1,3239 | 1,3651 | 1,3773 | 1,3800 | 1,3805 | 1,3806 | 1,3806

Analisando a Figura 4.7, depreende-se que o problema, apesar de apresentar trés solugdes
distintas, apenas duas destas podem ser obtidas pela aplicacdo do presente método.
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Solucao 1 2 3
Q) 0,9062 | 1,1097 | 1,3806
ds(9) -0,1499 | -1,9774 | -0,1954
d9 9(*)

dg(6

d@ 9(*)
ser maior do que 1. Para obter esta solu¢do o método da bissecao poderia ser aplicado, adotando
a=1,08 e b=1,15, os resultados da aplicacdo deste procedimento sdo apresentados na tabela a
seguir.

~—

A nido convergéncia a solucio 2 deve-se ao fato de neste ponto o valor do mddulo de

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
6" 1,08 | 1,08 | 1,0975 | 1,1063 | 1,1063 | 1,1084 | 1,1095 | 1,1095 | 1,1095 | 1,1097
o) 1,15 | 1,115 | 1,115 | 1,115 | 1,1106 | 1,1106 | 1,1106 | 1,1101 | 1,1098 | 1,1098

6" | 1115 | 1,0975 | 1,1063 | 1,1106 | 1,1084 | 1,1095 | 1,1101 | 1,1098 | 1,1097 | 1,1097
7%, ) || -0,0103 | 0,0235 | 0,0068 | -0,0018 | 0,0025 | 0,0004 | -0,0007 | -0,0001 | 0,0001 | 0,0000

Esses resultados mostram que, apesar da simplicidade do método da bisse¢@o e da necessidade
de um niimero elevado de iteracdes, esse método ndo apresenta problemas de convergéncia desde
que os valores de a e b sejam criteriosamente selecionados. "

m Exemplo 4.2 Este exemplo visa ilustrar a subjetividade da selecdo da fung¢do iteracdo do método
das substituicdes sucessivas considerando a determinacdo das raizes de f(x) = e * —2sen(x).
Uma avaliacao preliminar das duas funcdes envolvidas na equacgdo permite concluir que hd uma
raiz entre 0 e ¥ poisem x =0,e " =1lesen(x) =0= f(0)=1jiem x=%,e*<1le
2sen(x) =1 = f(%) <0.
dg(x)  cos(x)
dx  sen(x)
no intervalo 0 < x < %, jd sendo possivel antever a ndo convergéncia do método das
substitui¢des sucessivas para qualquer valor inicial neste intervalo. O que é confirmado
pelos resultados numéricos obtidos e apresentados a seguir, em que se utilizou como valor
inicial x(*) = 0,4 Verifica-se a ndo convergéncia do procedimento, que conduz na quarta
iteragdo a argumento ndo vélido da funcao logaritmica (na realidade o valor de x® ¢ um
valor complexo). A representacio gréafica do processo é mostrada na Figura 4.8.

(a) Primeira Sele¢do: g(x) = —In[2sen(x)] neste caso = —cotg(x) < —1

k 0 1 2 3 4
*® 10,4 1025 ] 0,7038 | -0,2579 | 0.6732+3.1416i

(b) Segunda Selecdo: g(x) = arcsen ¢’ neste caso dg(x) < verificando-se
N X)) = — ], = — s -
g ¢ao: g 2 dx gy
d 3 d
que para qualquer valor positivo de x tem-se M = —£ < 8(x) < 0, condi¢do
dx |, 3 dx

que se assegura a convergéncia do procedimento para qualquer valor inicial positivo de x.
O que € confirmado pelos resultados numéricos obtidos e apresentados a seguir, em que se
utilizou como valor inicial x(®) = 0,4, convergindo a solugdo, de forma oscilatéria, apds 8
iteragdes. A representacdo grifica do processo é mostrada na Figura 4.9.

x® 1l 0,4 | 0,3418 | 0,3632 | 0,3551 | 03581 | 0,3570 | 0,3574 | 0,3573 | 0,3573
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Y =g(z)

(11

o)

4
H

Figura 4.8: Método das substitui¢des sucessivas - Exemplo 4.2 - Primeira Selecgao.

y=glz)

Pkl I.

Figura 4.9: Método das substitui¢des sucessivas - Exemplo 4.2 - Segunda Selecao.

4.4 Método de Newton-Raphson

Aproximando a fung¢do f(x) por série de poténcias em torno do valor x® tem-se:

e
) ) 69 ) 4 T (g

Considerando apenas o termo de primeira ordem da aproximacao:

£ 2 fiinear(x) = FXD) + £/ (x®) (x — x®)
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que é o chamado processo de linearizagdo da fungdo.
Considerando agora x**1), que ¢ o valor de x na préxima iteracio (k+ 1), como sendo o
valor que anula a aproximacao linear da fungdo, tem-se:

Jiinear(:V) = 0= fM) 4 £ (60 (4D —2),

resulta: .
vy S
=X

f1 (W)
Este procedimento recursivo é o consagrado Método de Newton-Raphson, cuja representacio
geométrica de trés iteracdes sucessivas é esbocada na Figura 4.10. A andlise desta figura mostra
que o valor de x**1) ¢ determinado pela interse¢io da tangente a curva f (x) no ponto x® com o
€ixXo x, e assim sucessivamente.

x(

para k=0,1,2,---

/;m @ 2 )

Figura 4.10: Método de Newton-Raphson.

m Exemplo 4.3 Com o intuito de demonstrar a eficiéncia do Método de Newton-Raphson os
Exemplos 4.1 e 4.2 sdo refeitos com a aplicagdo deste método.
(a) Exemplo 4.1 refeito:

Da exp <y96_1>
f(6) = 0-1+B(0-86,)—a o
1+ Da exp (}/9)

01
Da exp | y——
7(6) = (1+B)+oF %)

0 N 2
[1 + Da exp ()/961)]
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Utilizando as mesmas condi¢des iniciais do Exemplo 4.1, os seguintes resultados sdo

reportados:
k 0 1 2 3 4
0® 11 1,08 | 1,11325 | 1,10974 | 1,10973 | 1,10973
k 0 1 2 3 4
oW [ 1,15 | 1,10516 | 1,10976 | 1,10973 | 1,10973

Verificando-se a convergéncia para um nimero menor de iteracdes e para a solucdo ndo
obtida pelo método das substitui¢des sucessivas. As outras duas raizes podem ser obtidas
partindo de estimativas iniciais mais préximas das respectivas solucdes.

(b) Exemplo 4.2 refeito:

fx) = e *—2sen(x)
f(x) = —e*—2cos(x)
—x) k
O R —2sen(x")
e 4+ 2cos(x(k))

Kk 0 1 2 3
*® 10,4 | 035681 | 0,35733 | 0,35733

Verificando-se novamente a convergéncia para um nimero menor de iteragdes do que na
solucdo da segunda selecdo do método das substitui¢des sucessivas e para a solu¢do ndo
obtida pela primeira selecao.

O método de Newton-Raphson pode também ser interpretado como um método de substituigcdes

f()
f'(x)

ao daquele método. Assim, a convergéncia do método de Newton-Raphson pode ser deduzida
através da expansdo em série de Taylor dessa forma da fungdo g(x) em torno da solugdo x*, assim:

(%
) ~ 80 + 8 () r—x7) 4 S
[ fOf &) _ fx)f7 ()
/ ! (*
gx)=1- = =g (x*) =0,
G RS
0 que nao permite truncar a série de Taylor apds o termo de primeira ordem que € inexistente.
(%
g"(x")

sucessivas em que g(x) =x—

, deste modo a anélise de convergéncia € feita de maneira similar

(x —x*)2. Em vistade: g(x*) =x* e

Assim: g(x) = x*+ (x —x*)2. Calculando esta aproximagio para o valor de x na iteracio k
resulta: b s
g(x)) = x(k+1) g x4 g"(x )(x(k) — 1) = kD) iyt g"(x )(x(k) )2,

2
_ f//(x*)

) Assim, aplicando o médulo a ambos os termos da expressao:
X

Sendo: g"(x*)

’x(k+1) i

~ |g,,(ZX*)| (X(k) _X*)Z7

caracterizando o método de Newton-Raphson como um método de convergéncia quadratica.

A forma algoritmica do método das substituicdes sucessivas e do método de Newton-Raphson
sdo andlogas, diferindo apenas na sele¢do da fungdo iteragdo g(x), o mesmo podendo ser dito sobre
o método de Newton-Raphson com derivada numérica (via perturbacdo €). Resumindo:
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Especificada pelo usudrio;

x— J]:/((x)) no Método de Newton-Raphson com derivada analitica;
g(x) = *
xX— fx) no Método de Newton-Raphson com derivada numérica.
(f(X+8) —f(X)>
\

€

Especificagdo dos valores de €, 8, kjaximo € Xo

k+<—20

Faca
x1 <— g(xo0)
y— flx1)
A+ |x1 — x|
X0 <— X1
k<+—k+1

enquanto (A >egouly| > 98) e k < kmaximo

Em certas situa¢des o método de Newton-Raphson tem comportamento inadequado, principalmente
em regides em que ocorrem mudancas da concavidade das fun¢des ou em pontos préximos a pontos
em que ocorrem derivadas nulas (pontos de maximo ou minimo locais ou pontos de inflexdo), um
exemplo deste comportamento adverso é mostrado na Figura 4.11.

f(x)

Figura 4.11: Método de Newton-Raphson - caso desfavoravel.

Uma familiarizacdo grafica com a funcio que se deseja buscar a raiz ou raizes é essencial
para assegurar a convergéncia do método, certificando-se que x(©) esteja contido dentro de um
intervalo em que ha apenas uma raiz. Condic¢des suficientes de convergéncia para o método de
Newton-Raphson sdo estabelecidas pelo seguinte teorema.
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Teorema 4.4.1 — Condicdo suficiente de convergéncia do método de Newton-Raphson.
Se f(x) for uma funcdo duas vezes diferencidvel no intervalo fechado [a,b] e se as seguintes
condicdes forem satisfeitas:
() f(a)f(b) <O0;
() f'(x) #0,x € [a,b];
(iii) f"(x) >0 ou f"(x) <0,Vx € [a,b];

/(@) O,
@) <7V e ) <

Entdo o método de Newton-Raphson converge para uma solugdo tnica x* de f(x) =0 em
[a,b], para qualquer valor inicial x(*) € [a,b].

(iv) Nos pontos extremos a, b deve-se ter <(b—

As condigdes (i) e (ii) garantem que hé apenas uma solugéo em [a,b]. A condigo (iii) estabelece
que ndo hd mudanga de concavidade no intervalo [a,b], implicando em f’(x) ser monétona
crescente ou decrescente no intervalo. A condi¢do (iv) garante que toda reta tangente a curva no
intervalo [a,b], intercepta o eixo x em pontos dentro do mesmo intervalo.

Deve-se destacar que as condicdes estabelecidas pelo teorema sio condigdes suficientes, o que
implica em dizer que se as mesmas nao forem satisfeitas o processo iterativo ainda assim pode
convergir.

E importante ressaltar que o método de Newton-Raphson nio se restringe 2 determinagio de
raizes reais podendo também ser empregado na determinacao de raizes complexas, entretanto, a
convergéncia a raizes complexas s6 ocorrerd se dlgebra complexa for considerada na implementacio
do método.

Versoes Modificadas do Método de Newton-Raphson

Uma modificagdo simples no método de Newton é considerar constante a derivada da fungdo f(x)
durante todo, ou parte, do processo iterativo, conforme indicado a seguir.

(k)
AN = ) flx )parak:O 1,2,---,m—1

f1(x)
FG®)

x(k+1) — X(k) f/(z(m)) parak =m, (m—|— 1)7 (m_|_2)’ e 2m—1
(k)
A = xR f{((x(z g) para k = 2m, (2m+1), 2m+2),---,3m—1
X nm

Na Figura 4.12, o método de Newton-Raphson usual € confrontado com o método de Newton-Raphson

modificado no qual o valor da derivada da funcdo em x(©) & congelada, mantendo-se com este
valor ao longo de todo o processo iterativo.

Alega-se que a avaliacdo da derivada da fun¢do em menos pontos reduz o custo computacional
de cada iteracdo. Isso pode ser relevante para o caso multivaridvel de dimensao elevada, porém
esta economia pode ser comprometida pelo maior niimero de iteracdes para haver convergéncia a
solucao.

Modificagdes de ordens mais elevadas, que convergem mais rapidamente, baseiam-se na
aproximagdo de f(x) por polindmio de Taylor de segundo grau obtido pela expansdo em torno do

x®) agsim:

100~ pa(a) = F69) 4 169 (e 29 4 LD (e

k+1)

Calculando a seguir x{ que anula p;(x) ou seja:

F0) -+ £ ) ) =) SO e g,
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f(z)

Newton-Raphson Clissico (X (k2
VErsus |
(k) )

Newton-Raphson modificade (=

2Tl 453 PeCU ] R 20— x 2® —
X xi2

Figura 4.12: Método de Newton-Raphson cldssico e modificado.

que pode ser rearranjada na forma:

x(kJrl) —x(k) _ f(X(k)) 1
£/(x®) (x(k))[x(kH) _ x(k)]
2/"(x®)

/!
1+f

O método de Richmond* de terceira ordem considera o valor de (x**!) —x®)) no termo
entre colchetes da equagdo anterior como o obtido pelo método de Newton-Raphson, isto €,

e FE)
f(x®)

, resultando finalmente em:

oSG0 1
FEOY L0 FE0)

2 [P

A medida que o valor de x) converge para a solucao f (x(k)) — 0 o método de Richmond
tende a forma usual do método de Newton-Raphson. A forma algoritmica de implementagdo do
método de Richmond € andloga as formas algoritmicas do método das substituicdes sucessivas e do
método de Newton-Raphson, bastando definir a fun¢do iteracdo como:

k+1)

O
gx) = (%) L lf”(x)f(x)
2 [P

4Herbert William Richmond (1863-1948).
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Um aperfeicoamento do método de Newton-Raphson pode ser feito baseado na constatacio do
mesmo ser um método de convergéncia quadratica, implicando em:

x(kJrl) T PN p(x(k) —X*)Z.

Assim, considerando duas itera¢des sucessivas:

g = x% —x =g — (KD _x0)
g = x(k-‘rl) X
& = x(k-‘rZ) Xt = g+ (x(k+2) _x(k-‘rl))

Para simplificar a notacio, adotam-se:
€ €
o = (x* D) —x®)) o g = (x*kD) —xktDy e p= L — =2 regultando em:

(e0)* (&)

(1)’ = (e0)’e2 = (&1 —@)*(e1 + & q) = (¢~ 2)(&1)* + (1~ 2q)e1 +g a* =0

2a se g=2;
& = 3 a
———[(2¢—1)£/T+4q| se g#2.
2(q—2)

Assim: x* ~ x**t1) — g selecionando, se g # 2, o valor de & no qual |f(x*+1) —g)]
apresenta o menor valor. A seguir, o valor de x**2) & substituido por x**1) — g, ¢ os dois valores
seguintes, x*+3) ¢ x(k+4) s30 calculados pelo método de Newton-Raphson convencional, o valor
de x**%) ¢ aprimorado da mesma forma aplicada ao valor de x**2) e assim sucessivamente.

A comparacdo do desempenho desta forma aprimorada do método de Newton-Raphson com o
desempenho da forma convencional € ilustrada com a busca da menor raiz real positiva da fungdo
f(x) =tg(5) — 1, cuja solugdo € x* = 3,9269908, adotando como condigo inicial 10 =77

() ()

k || Newton-Raphson convencional | Newton-Raphson aprimorado
0 7,7000000 7,7000000
1 7,5508563 7,5508563
2 7,2668276 3,0702203
3 6,7536902 4,0556978
4 5,9268229 3,9274927
5 4,8916624 3,9269909
6 4,1345727 3,9269908
7 3,9358424

8 3,9270065

9 3,9269908

Determina¢do das Raizes de Polindmios de Coeficientes Reais

Quando a fung¢do f(x) for um polindmio, geralmente, deseja-se obter todas suas raizes. Neste caso
os métodos numéricos podem ser adaptados para esse tipo especial de fungao, em especial, formas
apropriadas para calcular o valor do polindmio e de sua derivada s@o apresentadas. Além disso,
regras praticas para a localizacdo e caracterizacio da natureza das raizes, bem como procedimentos
numéricos que possibilitem a determinagao de todas as raizes sdo apresentados.
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1. Calculo do valor do polinémio e de sua derivada para um valor genérico do argumento

n
Considerando f(x) = p,(x) um polindmio de coeficientes reais da forma p,(x) = Z a;x'.
i=0

A aplica¢do do método de Newton-Raphson para a determinagdo das raizes de p,(x) da
origem ao procedimento iterativo:

(k+1) — (k) _ Pn )
P (x®)

A avaliac¢do do valor do polindmio e de sua derivada para um valor genérico de seu argumento
pode ser feita por meio de um procedimento recursivo sugerido por Horner, que evita o
célculo das sucessivas poténcias do argumento. Este procedimento é baseado no fato de o
valor de um polindmio de qualquer grau, para um valor genérico de x = «, ser igual ao resto
da divisdo do polindmio pelo mondémio (x— ), uma vez que:

pul(x) p
X—a _anl(x)_‘_x_a

X para k=0,1,2,---

= pa(x) = (x — 0)gn—1(x) + p.

Substituindo x por @ nessa dltima expressio, chega-se a p,(a) = p, demonstrando assim

o estabelecido por Horner.
n—1
Com a notagio indicial: g, (x) = Z bis1x' e p = by, implica:

i=0
n—1 ) n )
(x—)gn—1(x)+p =bx"+ Z (bj — abjpy)x' = Zaix’.
i=0 i=0
Dando origem ao procedimento recursivo:
b, = a,
bi = a+abyyparai=n—1,n—-2,---,0.

Sendo by = p = py(e). O valor da derivada de p,(x) em x = «, pode ser determinada
através da diferenciacdo de ambos os membros da expressao:

Pu(x) = (x = &)gn-1(x) + p = p,(x) = (x = &)qp,_; (X) + g1 (),

com x = o, obtém-se: p/, (o) =¢q,—1(ct). Para calcular g,_; (o), basta repetir o procedimento
aplicado na determinagdo de p,(c), assim:

qn—1 (x) - (X)

= + ——=qn-1(x) = (x — &)gn_2(x) + co.
—a 4dn—2 —o qn—1(x) = ( )dn—2(x) +co
n—2 )
Representando g,_»(x) = Z ci+1x' implica:
i=0
. n—2 ) n—1 )
(x—a)gn—2(x)+co=cp1xX" "+ Z (ci—ocip)x' = Z biy1x'.
i=0 i=0
Dando origem ao procedimento recursivo:
o1 = by
¢i = biy1+ociyprai=n—2,n-3,---,0.

Sendo ¢y = p = p(a).
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2. Localizac¢ao preliminar das raizes
(a) Regra de Sinais de Descartes’

Se os termos de um polindmio com coeficientes reais sdo colocados em ordem decrescente
de grau, entdo o nimero de raizes reais positivas do polindmio € ou igual ao nimero de
permutacdes de sinal ou menor por uma diferenca par.
Em decorréncia desta regra, pode-se também afirmar: Se os termos de um polindmio
com coeficientes reais, apds a troca de sinal de seu argumento, sdo colocados em ordem
decrescente de grau, entdo o nimero de raizes reais negativas do polindmio € ou igual
ao nimero de permutacdes de sinal ou menor por uma diferenca par.
Para ilustrar essa regra, o seguinte exemplo é apresentado:

p7(x) = 40x7 —36x5 — 70x° + 123x* + 76x> — 177x* — 46x 490

p7(—x) = —40x" — 36x° +70x° + 123x* — 76x> — 177x* 4 46x +90

Nimero de permutacdes de sinal em p7(x) n = 4, assim o nimero de raizes reais
positivas € igual a 4, ou 2 ou 0.

Nimero de permutacdes de sinal em p7(—x) n = 3, assim o nimero de raizes reais
negativas € igual a 3, ou 1.

Baseado nessas assertivas, constroi-se a tabela:

Possibilidade | Nimero de raizes | Numero de raizes | Numero de pares
reais positivas reais negativas | de raizes complexas
1 4 3 0
2 4 1
3 2 3 1
4 2 1 2
5 0 3 2
6 0 1 3

(b) Estabelecimento do dominio maximo da localizacio das raizes no plano complexo

Todas as raizes de p,(x) localizam-se, no plano complexo, Figura 4.13, no interior do
circulo de raio p (raio espectral) determinado por:

GE)

parai=0,1,---,(n—1)

an

p =2max [

SRené Descartes (1596-1650).
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\Im

Figura 4.13: Regido das raizes no plano complexo.

Aplicagdo da regra ao exemplo anterior:
p7(x) = 40x" — 36x5 — 70x° + 123x* + 76> — 177x% — 46x +90.

oy (23\L 1771 (1941 123\ 7y1 09
p=2max [($)}, ()%, (53, ()%, () (D)2, ()] = 2,9083.
3. Determinacao das raizes pelo método de Newton-Raphson
Ap6s a representagdo grafica do polindmio, pode-se caracterizar a natureza de suas raizes,

assim para determinar a menor raiz real aplica-se diretamente o método de Newton-Raphson
adotando como estimativa inicial x(©) = — p de acordo com o processo iterativo:

(k)
L) — (k) pn(x)
P (x®)

Calculando p,(x®)) e p/(x¥)) pelo procedimento descrito no item 1. O valor convergido
desse processo € a menor raiz real positiva e serd designada por x;. Para determinar a maior
raiz real, repete-se o procedimento adotando como estimativa inicial x(¥) = p, e o valor
convergido nesse segundo processo serd denominado X;,qy-

Para determinar a segunda raiz real aplica-se o0 método de Newton-Raphson ao polinémio
deflatado, que é um polindmio da grau (n— 1) resultante da divisao:

parak=0,1,2,--- (até a convergéncia), com £ = — p

_ Pa(x)
xX—x1

Pn—1(x)
Aplicando o método de Newton-Raphson ao polindmio deflatado, resulta:

LU 1) (k) _ Pn=l (x(k))'
Py (x0)

Um artificio empregado, que evita a divisdo do polindmio original por (x—x1), é desenvolvido
aplicando o logaritmo neperiano a ambos os lados de:

Pn(%)

Pn—1(x) = ,ou seja, In(p,—1(x)) = In(py(x)) —In(x —x1) e derivando ambos os lados
X —X]

dessa ultima expressido, o que resulta em:

P (¥)  ph(x) L _ @[ pilo) 1

Pie1(x)  palx)  (x—x1)  palx) | p(x) (x—x1)
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O que d4 origem ao procedimento:

w_ Pax™) 1
Pn (x(k)) 1 pn(x(k)) 1

Ph(x®) (x®) —xy)

com x(% = x| +¢, sendo & um valor préximo de zero e positivo.

Esse procedimento além de evitar a divisdo do polindmio original por (x—x;), ndo acrescenta

a imprecisdo numérica da segunda raiz a imprecisdo numérica da primeira raiz e, a medida

que se converge a segunda raiz, o procedimento aproxima-se do método de Newton-Raphson

aplicado diretamente ao polindmio original.

A repeticdo do mesmo artificio pode ser generalizado na determinacéo da raiz x, apds as

raizes reais x; < xp < --- < x,;,—1 serem determinadas:

K+ — parak=0,1,2,--- (até a convergéncia),

(k)
xk1) = (k) Pn(x™) ! para k=0,1,2, --- (até aconvergéncia),
) | )
Py (x0) j=1 (x®) —x;)
com x( = Xm—1+ €, sendo € um valor préximo de zero e positivo.

Quando a raiz real obtida por esse processo for igual a x,,,, € um indicativo que ndo hd mais
raiz real e as restantes sdo pares conjugados de raizes complexas. Para buscar a primeira raiz
complexa basta repetir o processo (usando dlgebra complexa):

(k))

p—

) _ e Polx

() 0y M
P e ¥
P (x M) = (W

" para k=0,1,2,--- (até aconvergéncia),

)

com x(%) = p[cos(6)+sen(8)i], condigio inicial no plano complexo e situada sobre o circulo
delimitante da regido das raizes. O indice superior, M, no somatério € o nimero total de
raizes reais.

Seja x(l*) = 01 + ;i o valor da raiz complexa que convergiu no ultimo processo iterativo,

. ~ . * . 2 Lo
COomo as ralzes complexas Sao sempre pares con]ugados xé ) = 0] — W1 também sera raiz, €

M

a inclusdo destas raizes ao termo Z m ¢ feita com os dois termos:
x\K) —x;
J

j=1

1 1 2()6—61)
4 = .
(x—o1)—wi  (x—o)+wi (x—01)%+ o

Para determinar o segundo par de raizes complexas, o seguinte procedimento iterativo é
aplicado a:

w_ Pax) 1

Py(x®) pu(x®) (¥ 2(x—o01)
@) ,; (0 —x) o)+

xk+1)

=X

para k=0,1,2,---

(até a convergéncia),

com x\9 = (¢, 4+ &) + (@ + €)i, sendo £ um valor préximo de zero e positivo.
Repetindo-se o procedimento para a fungio iterativa:
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k
D) ) P;l(x(k)) ! para k —
py(x®) n(x(k Z ri (x—0;)
Pn xlk j=1 1) S (x—0)? + o}
0,1,2,--- (até a convergéncia),

com x(9 = (6,1 + &)+ (0,_ +€)i, sendo € um valor préximo de zero e positivo.
Repetindo-se o procedimento até M + 2r = n, o que indica que todas as raizes foram
determinadas.

= Exemplo 4.4 Determinagao ds raizes de:

303 , 243, 6l
2P -2 x4 30

-1 8 6 2 5 4
ps(x) = 16x° — 60x° 4 29x” + 88x 2 IR

1 1 1
p=2max [()4,(9)7, (3%, C2)% (), (B4, (4)1,0] = 3,873,
Explorando a representacdo grafica no dominio —3,9 <x < 43,9 chega-se, apds um ajuste
fino, ao dominio —1,8 <x < +1,8, conforme representado na Figura 4.14.

Yy

100

30

60

-2,0

Figura 4.14: Polindmio de oitavo grau.

Os resultados dos procedimentos iterativos aplicados na determinagdo das oito raizes do
polindmio sao listados na tabela a seguir.
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H k H &) ‘ &) ‘ <& ‘ <& Q) ‘ Q) H

0 | -1,8000 | -1,7007 | -0,4560 | 1,5920 | -0,8491+0,5283i -0,99+0,51i

1| -1,7337 | -1,4563 | 2,1559 | 1,2108 -1+0,46791 0,2408+0,31541

2 || -1,7126 | -1,2349 | 1,9054 | 0,8645 | -0,9991+0,5012i 1,182+0,391i

3| -1,7107 | -1,0121 | 1,7242 | 0,6393 -1+0,51 0,6018+1,2465i1

4 11 -1,7107 | -0,7442 | 1,6198 | 0,5956 -1+0,51 0,9172+0,9872i

51 -1,7107 | -0,4950 | 1,5854 | 0,5947 -1+0,5i 1,0008+0,9965i

6 || -1,7107 | -0,4663 | 1,5821 | 0,5947 -140,5i 1+1i

7 1| -1,7107 | -0,4660 | 1,5820 | 0,5947 -1+0,51 1+1i

A determinacao direta das raizes complexas conjugadas pode ser feita pelo método de
Newton-Bairstow®. Nesse procedimento, o método de Newton-Raphson é aplicado de modo
que o polindmio original seja fatoravel de forma exata pela forma quadritica: (x — )%+ @? =
x* =20+ (6% + ®?) = x> — p x—q. A vantagem desse procedimento é que determina raizes
complexas conjugadas mantendo-se no dominio real.

Essa fatoracdo € convenientemente expressa na forma:

n n—2
pu(x) = Zaix’ = —px—gq) Z bit2x' +b1(x— p)+ bo.
i=0 i=0

Dando origem ao procedimento recursivo:

b, =a,
by—1=a, 1+ pb,
bi:ai+Pbi+l+CI'bi+2 para i = n_zun_37 ) 1)0

A busca iterativa dos valores de p e g que levem a valores nulos de by e by € o objetivo do
*

método. A linearizacdo das expressdes de by e b; em torno de <§ *), resulta em:

bl(p,q)zo:sbﬁ‘"m)(p,q)=b1(p,q)+7 (P=p")+ 5 (g—q")=0
é) (p*.q*) ; (r*.q*)
li ko k 0 * 0 *
bo(p.g) = 0= by (p.g) =bo(p"q") + 50| (p=p)H+ 5| (4-q)=0
(P*.q) 9 \(p*.q7)
db; ;
Adotando a notagdo indicial: A;g = 3 e A= a—l, obtém-se do procedimento recursivo
’ p ’ q
de calculo dos coeficientes b;:

db db
a—” =3 2=0=A0=A,1=0

p q
abnfl abnfl

ap =0p € aq :0:>An—1,0:bn eAn—L]:O
ob; b obyy dbiyr

p p p
ab; bt dbiyi . dbiir
aq i+2 p aq q aq
Aio=bit1+pAiniot+qAiapparai=n—2,n-3,---,1,0
Ail=bir2+pAin11+q-Aijpy parai=n—2,n-3,---,1,0.

6Sir Leonard Bairstow (1880-1963).
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(k) (k+1)
Utilizando ( *> ( k> os valores de p e g na iteragdo k, calcula-se (2 (k +1)> de

(linear) ( (k+1) k+1 lmear) (p(k_H)

modo que: b, .q¢ ,q*t1)) =0, assim:

(b1> N <A170 A1’1> (p<k+1)_p(k)> o
bo (p),q®)) Ao Aoj (p) k) g*t) — g '

A resolucdo desse sistema linear em cada iteracio permite calcular novos valoresde p e ge
assim sucessivamente.

O procedimento € aplicado na determinacdo dos dois pares de raizes complexas do Exemplo
4.4 estando listados os resultados na tabela a seguir.

H k ‘ p® ‘ q® ‘ p® ‘ q® H
0 | 4,0000 | -8,0000 | -4,0000 | -8,0000
1 | 3,5990 | -6,0929 | -3,6101 | -5,9974
2 | 3,2373 | -4,6734 | -3,2641 | -4,5213
3 129098 | -3,6114 | -2,9593 | -3,4240
4 | 2,6075 | -2,8183 | -2,6934 | -2,6110
5 | 2,3158 | -2,2356 | -2,4617 | -2,0169
6 | 2,0302 | -1,8659 | -2,2577 | -1,5964
7 | 1,9328 | -1,9345 | -2,0876 | -1,3318
8 12,0037 | -1,9946 | -2,0003 | -1,2404
9 | 1,9998 | -1,9998 | -1,9998 | -1,2498
10 | 2,0000 | -2,0000 | -2,0000 | -1,2500
11 | 2,0000 | -2,0000 | -2,0000 | -1,2500

Na primeira solugio tem-se: x> —2x+2 = 0 = x = 1 +i, na segunda solucio tem-se:

x2+2x+1,25:0:>x:—1:t%.

Métodos Quasi-Newton

Os métodos quasi-Newton sdo essencialmente aproximagdes da derivada primeira de f(x), necessaria
no método de Newton-Raphson.

Método da Secante

O método de Newton-secante, ou simplesmente método da secante, baseia-se na aproximacao da
derivada da fungdo f(x), que aparece no método classico de Newton-Raphson, pela equagéo de
diferencas finitas a esquerda:

~ —f =
dx (k) Ax x(k) —x(k_l)

X

Resultando no seguinte processo iterativo:

(ki) _ f(x(k))x(k—l) _f(x(k—l))x(k)
T ) = ()

para k=1,2,3,---

Sendo, neste caso, necessdrios dois pontos para iniciar as iteragdes, x(*) e x1), pois a equacio da

reta descrita pelo processo iterativo € secante a curva em dois pontos, ao passo que no método de
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Figura 4.15: Método da secante.

Newton-Raphson convencional a equacao da reta é definida por um ponto e a tangente neste ponto.
Um esbocgo grafico do método é mostrado na Figura 4.15.

A convergéncia deste método € super-linear, isto é, mais rdpida que a convergéncia linear do
método das substituicdes sucessivas e mais lenta que a convergéncia quadratica do método de
Newton-Raphson, possuindo a seguinte forma:

|x(k+l) —x*| < p|x(k) —x*|1’618 sendo 0 < p < 1.

A forma algoritmica do método da secante € apresentada a seguir.

Especificagdo dos valores de €, 8, kpaximo, eyl

k<—0
W f(x%)
y— fla)
Faca
0_ 0,1
S
0 y=y
y sy
y— f(x)
A+ |x—x|
10— x!
xle—x
k<+—k+1
enquanto (A >¢g ou |y| >06) e k < kmaximo

Ao final do algoritmo, se k < kyaximo €ntdo x contém a raiz encontrada de f(x) e y contém
o valor de f(x); se o processo parar ao atingir o nimero méximo de iteragdes sem convergéncia,
novos valores iniciais x° e\ou x' devem ser fornecidos.
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Método da Regula-Falsi
O método da regula-falsi ou posi¢do falsa € uma modificacio do método da secante, em que a
derivada da fungéo f(x) é grosseiramente aproximada pela equagdo das diferengas finitas em

relacdo a um ponto fixo, x(©):

Py Y@ A fGW) — ()
dx |w Ax x(K) — x(0)
Resultando no seguinte processo iterativo:
(0)) x(0) — £(x9)) (k)
x(k+1):f(x )X~ fla) x para k= 1,2,3,---

£ — (0

Um esbogo gréfico do método € mostrado na Figura 4.16.

Y

Figura 4.16: Método da regula-falsi.

A forma algoritmica do método da regula-falsi € apresentada a seguir.

Especificagio dos valores de €, 0, kpaximo, e xt

k<«—20
W f(x%)
y— f(xh)
Faca
0_ 0,1
2P
y=y
y<— f(x)
A |x—x'|
xle—x
k«—k+1
enquanto (A >¢€ ou |y| > 06) e k < kmaximo




4.7.3

4.7 Métodos Quasi-Newton 101

Ao final do algoritmo, se k < kyaximo €ntdo x contém a raiz encontrada de f(x) e y contém
o valor de f(x); se o processo parar ao atingir o nimero maximo de iteragdes sem convergéncia,
novos valores iniciais x° e\ou x' devem ser fornecidos.

Método de Wegstein

No método de Wegstein’ ou método da regula-falsi modificado, ao invés de manter fixo o ponto
base para o cdlculo da aproximag@o da derivada primeira da fungdo f(x), atualiza-se este ponto de
acordo com a posicao do novo ponto gerado em cada iteragdo. Assim, 0 processo iterativo apresenta
a seguinte forma:

(k)y (k) _ oo (K)y (k)
k1) [l )’(CkL) f(xfk))xR para k=0,1,2,3,---
f Xp )_f(xL )

Em que, de forma similar ao método da bisse¢do (Secdo 4.2.1):

|:x(k+l)7 xl(ik):| se f(x(kH))f(xEk)) >0
(k+1)  (k+1)| _
A =

[xgk)’ x(k+1)} se f(x(k-i-l))f(x(Lk)) <0

Para iniciar o processo iterativo deve-se ter: f (xgo)) f (x;‘))) <0.

(k)
Neste método tem-se A*) = %, como necessariamente f (xék)) f (xl(ek)) <0,
“ fog)—f (X(Lk)>
2 2
entdo A0 = f0 ) = f0) emque K >0,logo 0 < A% < 1.

Pl = Fhfeg))  PeR)+K
Um esboco grafico do método € mostrado na Figura 4.17.
Observe que este método € similar ao método da secante quando ocorre alternincia de sinal da

funcdo f(x) entre iteracdes sucessivas do método da secante, e similar ao método da regula-falsi
quando nesse dltimo ndo ocorre alternincia de sinal da funcao.

O método de Wegstein pode ser implementado pelo mesmo algoritmo descrito na Secdo 8.2,
para os métodos diretos, em que a fungdo F(a,b) é dada por:

Ja

F(a,b) = e

Estes métodos também t€m um embasamento geométrico de acordo com o representado na
Figura 4.18.

Considerando a semelhanga entre os dois tridngulos ABC ¢ CDE, tem-se:

AB DE

BC = Cg o™ vistade: AB= f,,DE = —f,,BC=A(b—a) e CE=(1—1)(b—a)

o que implica:
fa fb fa
Ab-a) (-A)b-a) " fu i

7Joseph Henry Wegstein (1922-1985).
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20 = 2

* o = 2 RO

Figura 4.17: Método de Wegstein.

[ |
\ y
f(z)
A
E =
. -
D —

Figura 4.18: Interpretagdo geométrica do método de Wegstein.
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Método de Miiller

O método de Miiller® pode ser classificado como um método de busca direta (sem computo
de derivadas), eficiente para a determinagdo de raizes reais multiplas e raizes complexas de
fungdes, especialmente polindmios. Este método se fundamenta na busca de raizes de interpolacdes
parabdlicas sucessivas da fungdo que se deseja determinar as raizes, assim o processo se inicia
ap0s a especificagdo de trés valores da varidvel independente x, ordenados de forma decrescente do
valor absoluto da fun¢do f(x) avaliada nesses pontos, ou seja, x, é 0 ponto mais proximo a raiz:

X0 f(xo) Y0
x= [ x; | . Calculando-se aseguir: y= | f(x;) | = | y1 |, com esses trés pontos calculam-se:
x2 f(x2) »2
ETAPA A
s Fley32) o
X1 — X X1,X2] — J [X0,X1
h= <x;_x(1)>, A= (A?) = yz@yl € f[xo,xl,xz] = h0+h1 .
h

Com estes valores € possivel calcular o polindmio interpolador quadratico de acordo com:

p2(x) = f(x2) + f 1, x2] (x — x2) + f[x0, 1, %2] (x — x1) (x — x2),

como esquematizado na Figura 4.19.

Y \

.....................
---------
,,,,,,
-----

/

7/
/
‘o, P2 (m ) ’
"a,p 2 (CE ) (na terceira iterat o)
ATV = /7
(na primeia iteragdo)
e,

e,
e,

»,
b0
e,
O

Raiz desejada

Figura 4.19: Método de Miiller.

Reescrevendo o polindmio interpolador em termos da varidvel z = x —x,, resulta:

p2(2) = f(x2) 4 flx1,x2)z+ fx0, X1, %] (z4+h1 )z = flxo, x1,%2)2% + { Fx0,x1,%2) + 1, 2] Yo+ f (x2).

Identificando a = fxq,x1,x2], b = flx0,x1,%2] + flx1,x%2] € ¢ = f(x2), as raizes de p,(z) sd@o

dadas por:
b+V/b*—4ac

2a
b—+/b?—4ac
n=————-+-—
2a

8David Eugene Miiller (1924-2008).
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Como em trechos lineares de f(x) os valores de a = f[xo,x1,x2] aproximam-se de zero, a

. . . 7’ c 2z
maneira mais conveniente de expressar as raizes de p»(z), baseado no fato que r; r, = —, é na
a

forma:
c 2c
rl = —_— = - —_—
arp b—+/b%—4ac
c 2c
r =

“an \b+ VB —dac

Como essas raizes estdo expressas em termos da varidvel z = x — x», opta-se para calcular o
préximo valor da varidvel independente x por:

2c
Xnovo =X2 — | ———F———7>-77 >
nove =2 <b:t\/b2—4ac>

com o sinal ‘+’ ou ‘—* escolhido de modo que: |b =+ v/b* —4ac| assuma o maior valor possivel,
fazendo assim com que Xy, €steja mais proximo de x.
A seguir novos valores dos pontos interpoladores sdo escolhidos de acordo com:

X1 V1
X=| x ey= 2 , 0 que equivale a descartar o ponto xy e reordenar os
Xnovo f (xnovo)

componentes dos vetores x e y, de forma decrescente do valor absoluto da fun¢do f(x). A seguir,
o procedimento ¢ reiniciado pela ETAPA A e assim repetido até |x,op0 —x2| < € € |f(Xnovo)| < O,
sendo € e O especificados pelo usudrio.

Na tabela a seguir, estdo listados os valores obtidos pela aplicagdo do método de Miiller na
determinacdo da raiz de f(x) = e~ —x, cuja solucdo & x* = 0,652919.

| Tteragdo | 0 \ 1 2 3 4 [
X0 0,000000 | 0,500000 | 1,000000 | 0,664528 | 0,652728
X 0,500000 | 1,000000 | 0,664528 | 0,652728 | 0,652918

X2 1,000000 | 0,664528 | 0,652728 | 0,652918 | 0,652919
Y0 1,000000 | 0,278801 | -0,632121 | -0,021519 | 0,000352
Y1 0,278801 | -0,632121 | -0,021519 | 0,000352 | 0,0000004
» -0,632121 | -0,021519 | 0,000352 | 0,0000004 | 0,000000

Critérios de Convergéncia

A avaliacdo da convergéncia do processo iterativo € feita através do computo do erro da varidvel
x na iteragdo k, devendo ser menor que um valor especificado pelo usudrio, em acordo com
e = \x(") —x*| < &. No entanto, o valor da solu¢do do problema x* néo é conhecido e a avaliagdo
da convergéncia ¢ feita segundo diferentes critérios, que sdo apresentados e discutidos a seguir.

e Critério do erro absoluto em x+1):
\x(k“) —x(m < &,ps- Desvantagem: requer um conhecimento da ordem de grandeza de x*.
Uma melhoria na avaliacio deste critério pode ser feita buscando relacioni-lo com o erro real
ed) = |x®) — x*|. Para isto, introduz-se o conceito de taxa de convergéncia expresso por:
Ix*1) — x| < g|x®) —x*k=1| em que ¢ é suposto constante ao longo de todo processo

iterativoe 0 < g < 1. Assim:
‘x(k—i-z) —x(k'H)] < q‘x(k'H) —x(k)‘ < q2|x(k) _x(k—l)’, ou seja:

|x k) — k=1 | < gl xK) — x (k=)
Usando a desigualdade triangular: |a —b| < |a —c|+ |c — b|, tem-se:
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|x(k+m _ Z (k+)) _ k+] 1) |_ (Zq> k 1)|

q ‘o
Se o processo iterativo convergir para x* tem-se: lim x(t) = x* e E q’ =12 (série
m—-soo —q
j=1

geométrica), permitindo relacionar:
|x* _x(k)| < L|x(k) _x(k71)|'
S1-4

Assim, impondo 1 c! x®) —x*=D| < g, tem-se: [x* —x®)| <e.

A maior dificuldade deste procedimento € a estimacdo do pardmetro g, seu valor deve ser
atualizado em cada iteracdo k. Uma boa estimativa para esse valor pode ser obtida a partir

da expressao:

(%)

> —

R _ (0)
(D) — x(0)

Sugerindo-se considerar na primeira iteragdo a estimativa conservadora g = 0,99, o que

) — x| < i) —xO)] = g ~

0,99
equivale a considerar: ﬁ\x(l) —x0] =99x() — xO] < 100x") — x| < €, ou seja,
) _, 0] <« &
b = 100
e Critério do erro relativo em x*+1):

|x*+1) — x| < g,01]x*)|. Desvantagem: falhar quando x* ~ 0.
e Critério do erro absoluto em f(x*1):

|f(x*+1))| < §. Desvantagem: pode mascarar a convergéncia na variavel x, ilustrado na
Figura 4.20.

Yy

Figura 4.20: Critério do erro absoluto em f(x**1).

¢ Combinacio dos critérios do erro relativo e absoluto em x*+1): |x(k+1) _ x| < g, |x®) |4
€.ps- Desvantagem: persiste a necessidade de conhecer a ordem de grandeza de x*.

Ordem de Convergéncia e Coeficiente Assintotico de Convergéncia. Seja um sequéncia
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x@ x(M x@ ... x(" que converge para x* e seja ) = x* —x(). Se existe um nimero o e
e n+l)’
= [e|*
sequénciae p éa coeﬁ01ente assintético de convergéncia.

Como exemplo desses conceitos tem-se:

1. Método das substitui¢des sucessivas: p = |g’(x*)| e @ =1 Método de Convergéncia Linear;
f//(x*)
2f(x*)
3. Método da Secante: Tanto no método de Newton-Raphson como no método da secante,

aproxima-se em cada iteracdo k a fungdo f(x) por uma reta, assim:

p1(x) = f(a) + fla,b](x — a) sendo no método de Newton-Raphson a = b = x¥ e no

método da secante a = x*) ¢ b = x*~1), Lembrando que

fla,b) = f(b) = /(a) e fla,a] = 11m <f(b)—f(a)> = f'(a).

uma constante p tais que hm = p, entdo o é chamada de ordem de convergéncia da

2. Método de Newton-Raphson: p =

e o0 =2 Método de Convergéncia Quadridtica,

—

b—a b—a b—a
Em ambos os métodos calcula-se o proximo ponto X tal que
a
PO =0=f(@)+flabt—a) = £ =a- L0
No método das diferencas divididas de Newton (Secdo 3.3) viu-se que:
f(x) = f(a)+ fla,b](x —a) + fla,b,x](x — a)(x — b), equagdo que é vdlida para qualquer
valor de x, em particular se x = x* (solugdo de f(x*) = 0), tem-se:
f(x") =0=f(a)+ fla,b](x" —a) + fla,b,x"] (x" —a)(x" — b) ou seja:
xX=a— — X' —a)(x"—b)=%————(x" —a)(x" —b).
(o= )~ ooy o - - =s- L0 o -
No método de Newton-Raphson
a=b=xY = fla,a = f'(a) = f' () e fla,a.x] = ), 2, x] =
é algum valor de x entre x*) e x*.

Identificando: £ = x**+1) x* — xkt1) = g+ (x* — g)(x* — b) = (x* —x(}))2 = (gW)?
chega-se a:

f"(n™)

k1) _ (™) ()2

2" (x®)
Reconfirmando que o método de Newton-Raphson é um método de convergéncia quadritica.
No método da secante:
a=xW® e p=xk1 assim x* —a x—x) =gyt —p=x* —xk1) = gk=1) | flq,b] =
O xED] = p(n®)) e fx®) x*=D x*) = 1 f"(6W). Sendo (k) e o(k) valores de x
(k=1)

el

entre x(k), X e x*. Resultando em:

e L"0Y)
2f'(n®)

*

Quando k —» o tem-se N¥) — x* ¢ 6 — x* assim:

el

1 (L x
ki) o _ L") @) 1)
€ 2f’(x*)8 S .
Logo:
f”(G(k)) f// (x*)
‘g(k+l)‘ — p(k)le(k ’ com p( ) W) c k@mp( ) poo g 2f/(x*) . Para

encontrar a ordem de convergéncia e o coeficiente assintético de convergéncia do método da
secante, procede-se da seguinte forma:
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p
=>p=l—-ael=—-a-p.

1++/5

|8("+1)‘
EQIE

e
|8(n—1)|a

= p(”)’g(”)‘lfa‘g("*l)‘ _ p(n)

Assim: 1= o(a—1),a> —o—1=0 cuja raiz positiva é a = 5 = 1,618034 e
1 1-5

=——=1l-0a= = —0,618034.

’ * (2) | (n+1)
) € n € n+
Definindo: y() = M eyt = ’|8(")|0‘| YD = p (e,
1 (L *
Na convergéncia: y" =yt =y _ ¢ p(”) = Poo = ; f’(();*)) , sendo:
1
Yoo = Poo(Veo )P = Yoo = (Pec) @ 1
€N | [¢ 143
ostrando que para n elevado y e |a 27 (0) em que 5

=0,618034. O que permite afirmar que o método da

1,618034 ¢ é =a—1= ‘62_1
secante apresenta ordem de convergéncia igual a 1,618034 e coeficiente assintético de
f// ( x* )
2f(x")
rapidamente que o método das substituicdes sucessivas, porém mais lentamente que o método
de Newton-Raphson.

o

. O que demonstra que o método da secante converge mais

convergéncia igual a

4.10 Problemas Propostos

Problema 4.1 Aplique o método de Newton-Raphson na determinacgéo da raiz real positiva da
funcdo com 6 algorismo significativos corretos:

f(x) = e*—2y/x no intervalo [0,1]. Explique porque ndo é conveniente utilizar como
condi¢do inicial x(0) = 0.

Compare a velocidade de convergéncia do método com a obtida pelo método da bissecao.
Refaca o problema pela aplicagdo de uma forma asseguradamente convergente do método das
substitui¢des sucessivas.

Problema 4.2 Uma modificagdo do método de Weigstein é proposta em que se utiliza uma nova
parametrizacdo do intervalo de busca em acordo com a expressao:
a+b b—a
xXxX=

+2

5 7 emque —1 <A <+1.

Nessa nova forma, verifica-se:
(i) A = —1 = x = a: extremidade inferior do intervalo de busca;
.. a+b o :
(i) A=0=x= T: ponto médio do intervalo de busca;

(ili) A = +1 = x = b: extremidade superior do intervalo de busca.
Para determinar o valor de A em cada iteracdo se utiliza uma interpola¢éo quadrdtica inversa
fundamentada nos trés pontos:

a+b

2
Y || Ya Ym Yb
Al -1 0 +1

X a

A interpolacdo quadrética inversa € descrita por:

(O =35) (Y = Ym) n (Y =Ya) (Y = Ym)

)L(y) :pz(y) - (yb—)’a)(ya_)’m) (yb_ya)(yb_ym).
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Calculando o valor de A em cada itera¢@o por:

B B _ Yo Ym Ya Ym
A =A(0) = p2(0) = 5 — ) Oa—ym) =) 00 —ym)”

A forma algoritmica de implementacdo do método € descrita a seguir.

fa<_f(a)
Jo <— f(b)
Se f, fp > 0 entdo busque novos valores de a e b
k<«—0
Faca
a+b
ym%f( 2 )
2 Vb Ym Ya Ym
(yb_ya)(ya_ym) (yb_ya)(yb_ym)
<—a+ +Ab_a
X
2 2
y— f(x)
<_
Se y f, > 0 faca fa Y
a<—x
- )
sendo:
b—x
A<+— |b—d
k«—k+1

enquanto (A > ¢ ou |y| > 0) e k < kpax

(a) Existe alguma limitacdo a aplica¢do deste novo procedimento? Qual? Justifique sua resposta.
(b) Aplique o procedimento na determinago da raiz real positiva da fungdo: f(x) = e~ — 2x?
no intervalo [0, 1]. Baseado nos resultados obtidos, compare o desempenho do novo método

com o do método de Weigstein convencional.
Problema 4.3 Em problemas de transferéncia de calor é importante calcular as raizes reais

tg(4)

positivas da equacao: = K em que K ¢é uma constante real conhecida, note que (exceto no

tg(A
casoem que K = 1) como lim (g() =1, A =0 ndo é raiz da equacgéo.

A—0 A
Para evitar as descontinuidades da funcdo tangente reescreve-se a equagdo original na forma:

f(A) = senl(ﬂt) —Kcos(A) =0, note que: f(0)=1—-K#0se KF#1.

Apresente o procedimento iterativo que traduza o método de Newton-Raphson aplicado a

equacdo e a seguir determine a primeira raiz positiva da equagdo, com uma acuricia até a sexta casa
decimal, quando K = 2, mostrando claramente em seu procedimento como ¢é evitada a possivel
descontinuidade em A = 0. Sugira e implemente uma metodologia para determinar as 10 primeiras
raizes reais positivas da equacao.
Problema 4.4 Uma reagio quimica de primeira ordem, irreversivel e em fase liquida é conduzida
em um reator tanque operando de forma ciclica. Assim, conduz-se uma batelada por um tempo ¢ e,
depois de transcorrido esse tempo, esvazia-se e se limpa o reator, levando essa dltima operagdo
um tempo igual a t.. Apds passar pela etapa de esvaziamento/limpeza conduz-se novamente uma
batelada por um tempo ¢, e assim sucessivamente. Pode-se demonstrar que o tempo 6timo da fase
batelada que maximiza a taxa de producdo do processo € obtido através da equagdo nao linear:

[1+k(t41t)]e =1 (1)

ou na forma logaritmica:
kt=In[l1+k(t+1.)] (2)
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k constante de velocidade da reagdo = 2,5h~';
Sendo:

t. tempo da operacio de esvaziamento/limpeza = 0,5A.

Para calcular ¢ dois procedimentos iterativos sao propostos:

kt
(a) De (1) obtém-se: t = ¢ —t,. sugerindo o procedimento recursivo:
) ek[(f) _
(U = . —t.para j=0,1,--- com 1O =1
In[1+k(t +12.)]

(b) De (2) obtém-se: t = sugerindo o procedimento recursivo:

k
G+ In1 +k(lz(’) +1c)]

O procedimento (a) ndo converge, enquanto que o procedimento (b) converge a solugdo do
problema (para o conjunto de parametros utilizados) * = 0,50155 h apés 6 iteragoes. Explique
porque isto ocorre. Refaca o problema aplicando o método de Newton-Raphson as duas formulacdes,
discuta e confronte seus resultados entre si e com os dois métodos de substitui¢des sucessivas
anteriores.

Problema 4.5 Sugere-se o seguinte procedimento para determinar iterativamente as raizes de uma
funcdo ndo linear em uma varidvel f(x) = 0: buscam-se os minimos locais de g(x) = [f(x)]?, isto
¢ os valores de x que anulam a derivada de g(x), ou seja, buscam-se as raizes de uma nova fung@o:

F(x) =g (x) = 2f(x)f'(x).

Aplique o método de Newton-Raphson a fun¢do F(x) e mostre o algoritmo recursivo correspondente
e comparando-o com o obtido aplicando diretamente o método de Newton-Raphson a fun¢do
original.

[lustre o processo iterativo, em ambos os casos, aplicando-o a uma fung¢do de sua escolha, por
exemplo: f(x) =x*>—2 ou f(x) =e*—x. Analise e comente os resultados obtidos, apresentando
as vantagens e/ou desvantagens do procedimento sugerido.

Problema 4.6 Determine todas as raizes dos seguintes polindmios com seis algarismos significativos
corretos:

para j=10,1,--- com (0 =1

Py(x) = x*+43x°—3x2+32x+180

Ps(x) = x®—20 +2x* +x3 +6xF —6x+8

Pr(x) = x"+4x8 4100 —8x* —21x% +56x% 4 10x — 52

Po(x) = 184756x'0 —923780x" + 1969110x® —2333760x + 1681680x° +

756756x° +210210x* — 34320x> +2970x% — 110x + 1

Problema 4.7 Obtenha a solu¢do dos problemas abaixo com seis algarismos significativos corretos.
(a) Resolva x = cos(x) por substituicdes sucessivas considerando x(*) = 1.

2
sen(x ,
(b) Mostre que x = cos(x) pode ser transformado em x =1 — [14(_)], verificando em quantas
x
iteracdes obtém-se a mesma soluc¢do do problema anterior com a mesma condico inicial.
(c) Mostre que x = cos(x) pode ser transformado em x = y/xcos(x), verificando em quantas

iteracOes obtém-se a mesma solucdo dos problemas anteriores com a mesma condi¢do inicial.
(d) Esboce o gréfico da fun¢do f(x) = sen(x) —cotg(x) = 0 e resolva a equagdo pelo método de
Newton-Raphson considerando @ =1 (note que o problema apresenta solucdo analitica).
(e) Resolva o problema anterior pelo método da secante adotando x(¥) =0,5 e x(!) = 1. Compare
0s novos resultados com os do problema anterior.
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(f) Desenvolva um procedimento iterativo baseado no método de Newton-Raphson que permita
calcular as raizes ctibicas de nimeros reais, ilustre seu procedimento no cédlculo de V7,
considerando x(©) =2. Aplique o procedimento desenvolvido na determinacio do par de
raizes complexas solugdo problema. (Note que no problema p3(x) =x* —a =0 se a >0
hé apenas uma troca de sinais nos coeficientes e nenhuma troca de sinal em p3(—x) o que
indica, pela regra de sinais de Descartes, que h4 apenas uma raiz real positiva, aplicando o
mesmo raciocinio para o < 0 verifica-se que neste caso hd apenas uma raiz real negativa.
Como o polindmio € de terceiro grau e de coeficientes reais as duas raizes restantes sdo um
par conjugado de raizes complexas).

(g) Resolva e+ x*+x =2 pelo método da bissecio no intervalo [0, 1].

(h) Encontre a solugdo real da equagio x* = 5x+6 pelos métodos da regula falsi e de Weigstein,
adotandoa=2 e b =5.

Problema 4.8 Para o escoamento turbulento de um fluido em um tubo liso, a expressdo abaixo
pode ser usada para determinar o fator de atrito, f, em funcdo do nimero de Reynolds, Re.

VI =F[1,74In(Re\/f) 0,4]

(a) Calcule o fator de atrito para Re = 5000, usando o método de Newton-Raphson, com seis
algarismos significativos corretos. Uma boa estimativa inicial para o fator de atrito pode ser
obtido pela equacdo de Blasius: f = 0,316Re 2;

(b) Verifique se a solucio pode ser obtida aplicando diretamente o método das substitui¢des
sucessivas isolando o fator de atrito, f, no lado direito da equacio, justifique a adequacio ou
nio do procedimento.

Problema 4.9 Uma bomba centrifuga ¢ empregada no escoamento de d4gua de um ponto a pressdo
atmosférica a outro ponto também a pressdo atmosférica, porém a uma altura 4. Para calcular a
vazao volumétrica de dgua deve se resolver o seguinte sistema de equacdes nao lineares:

(a) Equacdo da bomba centrifuga: p; — pum = a— bQ%;

(b) Perda de carga ao longo da tubulacio e elevacio da dgua:

fPLO?
P2— Pam +pgh = SW'
Os seguintes valores da propriedades e dos pardmetros das equagdes sdo conhecidos: f = 0,03
1,5
atms" kg

(adimensional), a = 11atm, b =1,5——=—, h=30m,p =997,1—,L =500m e D =5,08cm
m* m
(2 polegadas).
Calcule a vazdo Q e a press@o p,. (Considere g =9, 8% e latm = 101325 Pa).
s

Problema 4.10 Para o cdlculo da viscosidade do orto-xileno propde-se o emprego da seguinte
expressao:

1,039 x 103

In[u(T)] = 3,332+ — 1,768 x 10T + 1,076 x 107°T>

em que T € a temperatura em Kelvin e p € a viscosidade em centipoise, tal expressdo € vélida na
faixa 245 < T < 620K.

Calcule a temperatura na qual a viscosidade do orto-xileno € a metade da viscosidade a 400 K.
Indique explicitamente o procedimento adotado e os valores da temperatura em todas as iteracdes
do processo recursivo. (Utilize o valor de 600K como chute inicial e considere uma tolerancia
relativa de 1074).

Problema 4.11 O Modelo de Wagner para o calculo da pressao de vapor de substancias puras é
dado pela expressao:
ax+bx'"4cx®+dx®

1—x

In(R,/P.) =
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T
x=1——
T
T : temperatura em K

CM qQue: § 7. : temperatura critica em K

P. : pressio critica em bar

P, : pressdo de vapor em bar

Quando P, = P (pressdo ambiente), T € a temperatura de saturacdo da substancia. Calcule a
temperatura de saturacdo da dgua para P = 1bar com quatro algarismos significativos corretos,
dados: a=—7,76;b=1,46;c=—2,78;d = —1,23; P. =221,2bar e T, = 647,3K.

Indique claramente em seus resultados o valor inicial considerado e os valores da temperatura
em todas as iteragoes.
Problema 4.12 A equacio de estado de Van der Waals é descrita por:

<P+%> (v—b)=RT

P : pressao em atm

. litro
v : volume especifico molar em —
mo
. litro atm
em que: R : constante universal dos gases 0,082054 ol K
, . (litro)*atm
a: constante especifica do gas ~—————
(mol)
litro
b : constante especifica do gds —
\ mo

Os valores das constantes a e b para diferentes gases sdo tabelados a seguir:

Gis ; <(litr0)2 atm) 5 (lltm)
(mol)? mol

Gas carbOnico 3,592 0,04267

Anilina dimetilica 37,490 0,19700

Hélio 0,03412 0,02370

Oxido nitrico 1,340 0,02789

Sabendo-se que a temperatura critica do gas (temperatura acima da qual o gas ndo pode se liquefazer)

édadapor: T, = resolva o problema, para cada um dos gases tabelados, adotando 7 > T, e

a
27Rb
neste caso mostre que para qualquer pressdo hd apenas uma solucdo da equagdo. Adotando T < T,
adote valores de P em que hd apenas uma solucdo e valores de P em que a equacdo apresenta trés
solucdes, neste tltimo caso: v < Vo < v3 sendo V| o volume especifico molar da fase liquida, v
o volume especifico molar da fase gis e v, solucdo que nfo apresenta significado fisico. Mostre
também como calcular a faixa de pressao dentro da qual o sistema apresenta trés solucdes.

Sugestao: reescreva a equacao de Van der Waals em termos das seguintes variaveis adimensionais:

T
0 = — (temperatura adimensional)

V= 5 (volume especifico molar adimensional)
2
p = — (pressdo adimensional)
a

Problema 4.13 F moles por hora de gas natural sdo alimentados continuamente em um vaso de
flash, como representado na Figura 4.21.
A operacdo estaciondria deste vaso é descrita pelos balangos:
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_.-V

(vapor)

SR

—p| Vaso de “flash”
(alimentacéo)

N

(liquido)

Figura 4.21: Diagrama de um vaso de flash.

Balanco global: F =L+V

Balango por componente: Fz; = Lx;+Vy; parai=1,2,--- ,n
Relagdo de equilibrio (suposta linear): y; = K; x; para i=1,2,---,n
Restricdes algébricas (decorrentes das defini¢des de fragdes molares):

n n
in:] € ZinI.
i=1

i=1

Mostre que com a manipulagdo dessas equagdes obtém-se a equagdo nao linear de Rachford-Rice:

- Kizi
f(9) :; <¢(K,—1)+1> —1=0,emque ¢ =V/F.

Sabendo-se que as composicdes de alimentacdo e constantes de equilibrio, a temperatura do vaso,

s@o conhecidas e tabeladas abaixo, determine os valores de ¢,x; e y; para i=1,2,--- , n.
Componente Zi K;
Gas carbonico 00,0046 1,650
Metano 0,8345 3,090
Etano 0,0381 0,720
Propano 0,0163 0,390
Isobutano 0,0050 0,210
n-Butano 0,0074 0,175
Pentanos 0,0287 0,093
Hexanos 0,0220 0,065
Heptanos™ 0,0434 0,036

n
ZZ,‘ =1
i=1

Problema 4.14 Em dois reatores tanque de mistura perfeita, de volumes iguais, em série é
conduzida uma reacdo em fase liquida: nA — Produtos, de forma isotérmica. Os balangos
estaciondrios de massa do reagente A neste sistema sio descritos pelas equacdes algébricas:

e Primeiro reator: kC} = z[Co — (]
v
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e Segundo reator: kC; = %[Cl — (]
em que:
. B litro
k: constante de velocidade da reacdo = 0,075 -
_ mol min
n: ordem da reacdo =2
~ . . ~ . litro
q: vazdo volumétrica de alimenta¢do do sistema = 30 ——
min
V: volume de cada reator (litro)
~ . ~ . mol
Co: concentracdo do reagente na alimentacdo do sistema = 1,6 Titro
itro

5 . . mol
C1: concentracio do reagente na saida do primeiro reator Titro
itro

N . mol
Co: concentracdo do reagente na saida do segundo reator [t]
itro
Calcule o volume dos reatores sabendo-se que a conversio global de A € igual a 80 %. Generalize
seus resultados para N reatores iguais em série e compare o volume de um reator tubular com
escoamento empistonado (PFR) que conduz a mesma conversdo. Refaga o problema para reagdo
irreversivel de terceira ordem, isto é, n = 3.
< . . . . Lo G .
Sugestao: Considere as seguintes varidveis e parametro adimensionais: y; = C—’ para i =
kCyV

1,2,---.ne a= .
q

Problema 4.15 Os balancos de massa de reagente e de energia em um reator de mistura perfeita
onde é conduzida uma reagdo de segunda ordem, irreversivel e exotérmica sdo expressos pelas
seguintes equacdes (em forma adimensional):

1
e Balanco de massa do reagente: 1 —x = Da x> exp {y (1 - 9)]

0

(concentracdo adimensional do reagente), 0 =
. . Cen_trada . . . atermica . .
adimensional da mistura reacional no interior do reator, sendo Tgsermica @ temperatura no interior do

reator se ndo houvesse geragio da calor), Da, B e Y sdo parAmetros adimensionais cujos valores sdo

1
Da=0,02381, B =0,65 e y=20. Pelo balanco de massa do reagente: Da x> exp [}/ (1 — 6)} =

(1 —x) que substituido no balango de energia resultaem: 6 —1 = (1 —x) =60 =1+ (1 —x)
que substituida no balanco de massa do reagente da origem a equacdo nio linear em uma varidvel:

x=1—Dax* exp ["<1_1+[3(11—x)ﬂ =g(x)

A fung@o g(x) é plotada na Figura 4.22 junto com a bissetriz do primeiro quadrante, y = x.
Os trés pontos de interse¢do das curvas sio:

1
e Balanco de energia: 6 — 1 = BDa x* exp [j/ (1 — )]

saida saida

Em que: x = (temperatura

Ponto X 7]
1 0,1822463 1,5315399 alta conversao
2 0,7056739 1,1913120 média conversao
3 0,9656291 1,0223411  baixa conversao

(a) Verifique que quando se aplica o método das substituicdes sucessivas:
x(k+1) = g(x(k)) para k= 0,1,2,--- apenas o ponto 3 é obtido, explique o motivo desta
ocorréncia;
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Ponto 3

Ponto 2

g(x)
Ponto
. _ =

D - DI Y A A W w g

Figura 4.22: Gréfico do Problema 4.15.

(b) Desenvolva um procedimento iterativo que permita determinar todas as solu¢des e mostre

em seu procedimento a condi¢do inicial considerada na obten¢do de cada solucgio.



5. Resolucao de Sistemas de Equacoes
Algébricas

5.1 Introducdo

Para ilustrar o tipo de problemas abordado no presente capitulo considera-se uma coluna de
destilacdo de trés pratos operada de forma continua na destilacdo de uma mistura binéria, segundo
o diagrama da Figura 5.1.

Condensador D
(estagio 4) XD = Xg
.y
L \"}
Xa y3
-~
Prato 3
(estagio 3)
. J
L \")
X3 y2
( Prato 2
ZF————— -Alimentacao-
(estagio 2)
7
L+ F \"
X2 Y1
7 ™\
Prato 1
(estagio 1)
\ /
L+F v
X1 Yo
Refervedor B
(estagio 0) XB = Xp

Figura 5.1: Diagrama de um coluna de destilagao.

As composicdes indicadas no diagrama referem-se a fragdo molar do componente mais leve. A
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volatilidade relativa, «, da mistura bindria é considerada constante, permitindo expressar:

Vi 1 —x; Yi o x;
o= =X=—""""—O0uy=———.
(1—yi> < Xi ) T yita(—y) T am+ (1-x)

Os balangos molares do elemento mais voldtil em cada um dos estdgios sdo descritos por:

F

Refervedor (estdgio 0): (I+R)(yo—x0)+ | R+ D (xo—x1)=0
F

Prato 1: (I+R)(y1 —yo0) + R+5 (x1—x2)=0

F F
Prato 2 (prato de alimentac¢@o): (1+R)(y2 —y1)+ (R + D> X —Rxz = o2

Prato 3: (1+R)(y3—y2) +R(x3—x4) =0
Condensador (estagio 4): vz —x4 =0.

L
Sendo: R = — achamada razdo de refluxo,e V. =D+ L= (14 R)D a vazdo molar do vapor.

Além destes balancos tém-se os balangos globais:

B+D=F
, sendo xp =x¢ € xp = X4.
Bxp+Dxp=Fz
Sendo especificados: F,z, R, e D. As vazdes de vapor, de liquido e do fundo podem ser
calculadas segundo: L=RD,V = (1+R)D e B=F —D restando como incdgnitas as composicdes

X0, X1, X2, X3 € X4, que apds determinadas permitem calcular as composi¢des da fase vapor por

yvi= #, para i = 0, 1,2, 3, 4. O sistema algébrico ndo linear resultante é:
ox;i+ (1 —x;)
(1+R)< %0 >+(R+F/D)( )
—_—— — X X0 —X
OC)C()-}-(I-X()) 0 0 !
ax axo
1+R - +(R+F/D)(x; —x 0
( )<Otx1+(1x1) ch0+(1x0)> ( /P)(x1 =) 0
(14R) o an (R4 F/Dixa—Rxs | = 2|1
— X —Rxs | = &=
ax+(1—x) oxi+(1—x) ? ’ D 0
X3 X
1+R - +R(x3 —x 0
( )<OCX3—|—(1—X3) OCXQ—F(I—)Q)) ( 3 4)
X3

oxz+ (1 —x3)

Ou, em notagdo vetorial: f(x) = ple

X0 0
X1 0
Sendo f(x):R> = R3, | | eReex= |1
X3 0
X4 0

Antes de iniciar a busca da solugdo do problema € importante avaliar se ndo ha redunddncia
nas equacdes utilizadas, por exemplo, se todos os balan¢os molares forem somados resulta em:

F  Vaotx=E i (F-D)xo+Dxs=F
D X0 X4—DZ X0 X4 = I Z,

mas F'—D = B, xo = xp € x4 = Xp, reproduzindo o balanco global do componente: Bxg+ Dxp =
F z. Dessa forma essa equacio estd implicitamente contida nos balangos dos quatro estagios, ndo
podendo ser utilizada novamente, sua utiliza¢io introduziria uma singularidade no sistema.
Configura-se outro problema com a especificagdo de F, z, xp € xp COMO X4 = Xp, € X9 = Xp
tem-se agora como as composi¢des X1, xp € x3, € as vazdes molares L, V, D e B. As vazdes B e D,
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podem ser calculadas pelos balancos globais: B4+ D = F e Bxp+ Dxp = F z e as vazdes molares

L e V podem ser expressas pela razdo de refluxo R: L=RD e V = (1+R)D. A composi¢ao
(0217

do vapor no refervedor € calculada por: =
P pot: Yo oxp+ (1 —xp)

Y3
oa—(a—1)ys’
Rearranjando as equagdes de balanco em forma mais adequada, o problema passa a ter apenas
trés incégnitas x;, yo» € R devendo se descartar um dos balancos molares nos estagios, resultando
no sistema:

— Xo, € pelo balango no condensador

tem-se: y3 = X4 =Xp = X3 =

(14+R)(yo —xo) + (R+F /D) (x0 —x1) 0
o xy 2
s 1 ) HRHED) (=Gt ) | - X
(1+R)(y3 —y2) +R(x3 —x4)

(1—|—R)(

X1 0
Ou, em notacio vetorial: f(x) =0, sendo f(x):R> =R x=[y | cR*e 0= {0
R 0

Note que o balan¢o molar descartado foi o do prato 2 (prato de alimentagdo), pois esse balanco
contém todas as incégnitas do problema e sua ndo inclusdo facilitard a resolu¢cdo numérica do
sistema.

A manipulacdo desse sistema de equacdes permite expressar as varidveis x; e y, em fungdo

1+R
de R. Assim, da primeira equag@o obtém-se: x; = xo + R(—l——i_F/)D (yo —x0) = x1(R) e da terceira
R
equagdo: y, =y3+ - (x3 —x4) = y2(R). A substitui¢do dessas duas expressdes na segunda

equagdo dé origem a:

OC)C](R)
oxi(R)+ (1 —x1(R))

®(R) = (1+R) <

—yo> +(R+F/D) <x1(R) _ y2(R) >

a—(a—1)y(R)

Essa tltima equacdo pode ser resolvida pelos procedimentos usuais de resolucdo de equagdes
algébricas ndo lineares em uma varidvel (Capitulo 4). Ap6s o valor de R ser determinado
calculam-se: as vazdes L=RD e V = (1 +R) D, e as composicdes x; (e y1) e y2 (e x2).

Todo procedimento numérico de resolucdo de sistemas de equagdes algébricas ndo lineares
demanda, em cada iteracdo do procedimento, a resolugdo de sistemas lineares de mesma dimensao
do sistema original. Assim, o desempenho do procedimento é absolutamente dependente da
eficiéncia e acurdcia do método de resolucdo de sistemas lineares de equacdes algébricas e constitui
o principal escopo deste capitulo.

Sistemas algébricos lineares sdo representados genericamente na forma:

Ax=Db, sendo A matriz quadrada n x n, x € R" : vetor das incégnitas e b € R" : vetor
constante.

Existe uma grande variedade de métodos para resolugao de sistemas lineares, sendo muitos deles
dependentes da estrutura da matriz A (matriz densa, esparsa, simétrica, tri-diagonal, bloco-diagonal,
etc.). Os métodos mais conhecidos para a resolucio de sistemas lineares sao:

Elimina¢do Gaussiana;
Métodos Diretos: | Fatoragdes (LU,LLT | LDLT QR,---);
Método de Thomas.
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Método de Jacobi;
Método de Gauss-Seidel;
Métodos SOR (Sucessive Over-Relaxation);,

Métodos Iterativos:

Métodos de Minimizacdo.

Sistemas algébricos ndo lineares sdo representados genericamente na forma:
f(x) =0, sendo f(x) : R" - R" e x € R".

Para o caso ndo linear os seguintes métodos sdo apresentados:

( Método de Substituicdes Sucessivas;
Meétodo de Newton-Raphson;
Meétodos de Broyden;

Métodos de Minimizagdo;

| Homotopia e Métodos de Continuagéo.

Como as equagdes de sistemas de equacdes algébricas envolvem varidveis de diversas ordens
de grandeza é importante, antes de aplicar qualquer procedimento de resolucdo, realizar um
reescalamento das mesmas de modo a manté-las com ordens de grandeza semelhantes. Um dos
métodos de reescalamento é o adimensionamento que, além de reduzir a escala das varidveis, torna
o problema independente de sistema de unidades.

Um exemplo do problema de escala em sistemas algébricos nao lineares € o sistema hidrdulico
representado na Figura 5.2.

P1 = Patm P3 = Patm

v

2N

Figura 5.2: Diagrama de um sistema hidraulico.

A bomba centrifuga eleva a pressao do liquido de p; (pressdo atmosférica) a p,, mas ocorre
uma perda de carga na tubulag@o que liga os dois tanques a pressdo na saida da tubulacdo cai para
p3 novamente a pressao atmosférica. A elevacio da pressao devido a bomba centrifuga é dada por
sua curva caracteristica: \

p2—p1=a—bQ?,
em que a e b sdo constantes caracteristicas da bomba e Q € a vazao volumétrica.
JupLQ®
D5
fu : fator de atrito de Moody (grandeza adimensional);

A perda de carga na tubulacio é expressa por: pr — p3 =8

Sendo: p; massa especifica do liquido;

L : comprimento da tubulagdo;
D : didmetro interno da tubulagdo.
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Os valores dos parametros e grandezas fisicas do problema sao listadas a seguir:

Dados 1 Dados 2
D (polegadas) 1,049 2,469
L (pés) 50,0 210,6
fu (adimensional) 0,032 0,026
a(psi) 16,7 38,5
psi
b|——= 0,052 0,0296
((%?m)”)
T 62,4 51,4
Py
(4gua) | (querosene)

Deseja-se calcular a pressdo p, e a vazao Q.

Antes de iniciar a resoluc¢do do problema deve-se transformar todos os dados para um mesmo

sistema de unidades, no caso o sistema métrico internacional.

Dados 1 Dados 2
D (metros) 0,027 0,063
L (metros) 15,24 64,191
fum (adimensional) 0,032 0,026
a(Pa) 1,151 x10° | 2,654 x 10°
P
b2 7,155 x 108 | 4,073 x 10°
(7 [5)13
kg
P\ 999,552 823,349
m
(4gua) (querosene)

p1=p3=latm=1,013 x 10° Pa.

Como pode-se verificar uma das incégnitas do problema a pressdo p, € da ordem de grandeza
de 10° para avaliar a ordem de grandeza da segunda incégnita a vazdo Q, deve-se ter uma
avaliacdo aproximada de seu valor. Para isto a equagdo da bomba ¢ utilizada, calculando-se:

2
_ _ 3
Oref = (“(pzpl)> , considerando py = 2p; = 2atm = 2,026 x 10° Pa.

b
3
Qref <nz>

Como foi verificado uma grande diferenca entre as ordens de grandeza das incdgnitas, o seguinte
adimensionamento/reescalamento € proposto:

Dados 1 Dados 2

0,720 x 1073 | 5,456 x 1073

Q
Qref '

eVazdo Q= xp =

- 2
e Pressdo pr, = x; = P2
P1

[S1[3%

filxi,x) = x1 —1— o+ B(x2)
Hx1,x2) =x1 — 1 —y(x2)%

_ 8fMpL(Qref)2
m2D3p,

>

Transformando as equagdes em: {

3
b ref)?
Sendo: o = & ﬁzmey

?
. D1 2
a0s seguintes valores numéricos:

, todos adimensionais, correspondendo
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Dados 1 | Dados 2
a 1,136 2,62
B 0,136 1,62
Y 0,150 0,337

L : . 2
Adotando com valor inicial do processo iterativo, para ambos os dados, x(0) = <1> .

Antes dos métodos de resolucdo de sistema de equagdes algébricas serem apresentados, na
préxima secdo sdo discutidos alguns aspectos relativos a vetores, matrizes e revistos alguns conceitos
fundamentais da édlgebra linear.

Andlise da Solucdo de Sistemas Algébricos Lineares

A norma de um vetor x € R™ ¢ uma fungéo, ||-||, de R” — R com as seguintes propriedades:
o |Ix]| > 0vx e R",
o |x]|=0 < x=0,
o ||ax|| = a||x||, V& e RAVx € R",
o [[x+yll <I[[x|l+lyll, ¥xAVy € R".

As normas mais comuns S3o:

[}

1. Norma maxima (l) : ||X||e = argm’é}x |x;
=
n
2. Norma absoluta (I;): |[x||; = Z X,
i=1

B n
3. Norma euclidiana (1) : [|x][2 =) 1/|xi|?.
i=1

No presente texto, apenas a norma euclidiana de vetores € considerada, dispensando a adi¢do
do subscrito em sua representagdo. Além disto, Vx € R" ¢é representado na forma de um vetor
X1

X2
coluna: x=| _ | . Um vetor linha é representado por: x! = (x1 Xy - xn) .

Xn

O produto escalar de dois vetores X Ay € R”, representado por x-y ou x'y, é definido por:
n

in v, verificando-se a comutatividade desta operacdo, assim:
i=1
T T -
X-y=y-x=xy=y'x=) xv.
i=1
Os vetores x Ay € R” s@o ditos orfogonais se o produto escalar x-y = 0.
Da defini¢@o do produto escalar, conclui-se que:

m < n vetores sdo ditos linearmente independentes se: ¢X; +cyXp+ -+ Xy, =0 se e
somente se ¢y =cy =+ = ¢, = 0.

A dimensdo n de um espago vetorial é o nimero maximo de vetores linearmente independentes
que esse espago admite. Assim, se Xi, Xp, ---, X, sd0 n vetores linearmente independentes no
R”", os mesmos podem ser considerados como uma base do R" e qualquer outro vetor no R”
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n
pode ser expresso por uma combinagdo linear desses vetores, segundo: X = Z a; X;, as constantes
i=1
aij(parai= 1,2,---,n) sdo chamados de componentes do vetor X nessa base. Se além de
linearmente independentes, esses vetores apresentarem a norma unitdria e forem mutuamente
ortogonais, isto é: X;-X; = &; j, a base ¢ dita ortonormal. A base ortonormal padrdo do R" é a
base canonica designada por {ej,e;,---,e,} em que o componente i do vetor e; éiguala J; ;.
Os componentes de qualquer vetor x € R” na base candnica sio seus elementos e x; =X - e;.

A forma genérica de representacdo de um sistema algébrico linear A-x =2z em que A é
uma matriz retangular com m linhas e n colunas, x € R" e z € R™, expresso na forma indicial

n
por z; = Z ajjxjparai=1,2--- m, pode ser considerada com uma transformacao linear
=1
de um Vet]or x € R” em um vetor z € R™. Representando a matriz A por seus vetores coluna,
istoé A = (al a - a,,), sendo a; € R™ parai= 1,2, ---,n, pode se representar A -x =
n
in a; =z, entdo z é uma combinagdo linear dos n vetores coluna da matriz A, implicando
i=1
que a matriz A entada = (31 a - a, z) deve ter o mesmo nimero de vetores coluna
linearmente independentes que o da matriz original A, para o sistema linear poder ser classificado
como consistente. O nimero de vetores coluna (ou vetores linha) linearmente independentes que
uma matriz contém € o chamado posto da matriz, assim o sistema A -X = z s6 € consistente se 0

posto de A for igual ao posto da matriz A umenrada = [A|2Z]. Trés situagdes podem ocorrer:

(a) Numero de equacdes menor que o nimero de incognitas, isto € m < n. Neste caso, m é o
valor maximo do posto da matriz A, sendo r o valor do posto, necessariamente deve-se ter
r < m e, para que o sistema seja consistente, o posto de A menrada também deve ser igual a
r. Neste caso, se o sistema for consistente pode-se afirmar que apresenta um nimero infinito
de solugdes. Na realidade, isto evidencia que r incégnitas podem ser expressas por uma
combinagio linear de (n—r) incégnitas.

(b) Numero de equagdes igual o niimero de incégnitas, isto € m = n. A matriz A é uma matriz
quadrada, x € R" € o vetor de incognitas e z=b € R" ¢é chamado de vetor das constantes,
com componentes conhecidos. Este problema s6 apresenta solucdo se a matriz A for regular,
isto é se existir uma matriz A~!, chamada de matriz inversa, tal que ATA=AA '=Iem
que I é a matriz identidade. E a solugio do sistema é: x = A~! b. Assim, a matriz A (n x n)
é regular se tiver o posto igual a n, a condi¢ao necessdria e suficiente para que tal ocorra é
det(A) # 0, ndo havendo possibilidade de o posto da matriz A mentada = [A | b], ser maior
do que n. Se o sistema for consistente, porém o posto de A = posto de A umentada =1 < 71, a
situacdo é semelhante a ocorrida no caso (a).

(c) Numero de equacdes é maior que o nimero de incégnitas. Como neste caso a matriz
A apresenta um nudmero de colunas, n, menor do que o ndmero de linhas, m, o valor
maximo do posto de A é n, como os vetores coluna de A sio de dimensdo m > n existe
a possibilidade do posto de A menrada Ser igual a (n+ 1), valor maior que o posto de A
tornando o sistema inconsistente. A consisténcia do sistema nesta situacio € um indicativo
de que as equagdes que estdo em excesso, (m —n) equagdes, ndo contradizem as n equagdes
consistentes utilizadas na resolucdo do sistema e a solug@o do sistema existe e € Unica.
Havendo consisténcia do sistema, mas o posto de A = posto de A umentada = ¥ < 1 Volta a
ocorrer a situacao apresentada nos dois casos anteriores.

Esta andlise pode ser sintetizada no diagrama da Figura 5.3.

Para ilustrar o procedimento, apresenta-se a andlise de consisténcia dos seguintes sistemas
lineares de baixa dimensao:
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Sistema de Equagdes

Ax=hDb

'

Calculos dos Postos
r = posto(A)

r* = posto( A|b)

Sistema Sistema
Inconsistente Consistente
Nio apresenta r=n r<n
Solugao
Solugdo Infinitas
Unica Solugdes

Figura 5.3: Andlise de solugdes de sistemas lineares.

o Tré€s equacdes (m = 3) e duas incdgnitas (n = 2).

X|+x=3 1 1
261 +2x% =0 =A=1[2 2 |,r=posto(A)=2;
X1 — Xy = —1 1 -1
1 1 3
Agmentada= 12 2 0 | ,r" = posto(Asumentada) =3 = r* > r sistema inconsistente.
1 -1 -1

Por ser um sistema de baixa dimensio, verifica-se facilmente que o lado esquerdo da segunda
equacao € o dobro do lado esquerdo da primeira e, para as que as duas equagdes nao sejam
conflitantes, 0 mesmo deveria ocorrer com os lados direitos de ambas, o que ndo ocorre.

e Duas equacgdes (m = 3) e duas incdgnitas (n = 2).

2x14+3x=0
Hon = A= (2 3> ,r = posto(A) =2;
x1+x =0 1

2 30 . .
Asumentada = (1 | 0) , 1 = posto(Agumentada) = 2 = r* = r sistema consistente,
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e apresenta solugdo Unica (solugdo trivial) x; = x, = 0. Reforcando o ja exposto que todo
sistema homogéneo em que o posto de A é igual a n apresenta com tnica solucdo a solug¢do
trivial.

e Duas equacgdes (m = 3) e trés incognitas (n = 3).

2 —4
X1 +2x +x3 :>A:(1 2 1>,r:posto(A):2;
3x1—|—6x2—x3 :8 3 6 —1

12 1 4 . )
Aqumentada = <3 6 —1 8) = pOStO(Aaumentada) =2=r"=r,

sistema consistente (0 que sempre ocorre quando m < n e posto(A) =m e indicando que
m vetores coluna de A constituem uma base de R™. Dessa forma o vetor b necessariamente
¢ linearmente dependente desses vetores e, em consequéncia, a matriz Ay menrada apresenta
sempre posto igual ao de A, além disto como r =m < n o sistema, neste caso, apresenta
um nimero infinito de solucdes). Entretanto, as solugdes deste problema apresentam uma
restricao indicada pela combinag@o linear das duas primeiras colunas da matriz A, observando
que o sistema pode ser reescrito na forma:

Y

(X1 +2xz) +x3=z4+x3=4
3(x1+2x)—x3=37—x3=38

z=3

sendo z =x| 4+ 2x; =
x3=1

Entdo, o sistema de fato apresenta um nimero infinito de solu¢des, porém o tnico valor
admissivel para a incégnita x3 € o unitdrio e as varidveis x; e xp estdo sobre a reta
X1+ 2x, = 3.

Se X for uma solugdo computada para o sistema linear A x = b, entZo seu erro ¢ a diferenga
e=x—=%. E claro que este erro nio é conhecido, pois se o fosse a solu¢io exata (x) jd seria
conhecida, dispensando discussdes adicionais. Entretanto, uma maneira de avaliar a qualidade
da solugdo obtida X é calculando o residuo definido por r=AXx—A X como A x=bh, entdo
r = b — A X. Este residuo mede o grau de satisfacdo de X no atendimento da restricio A x =b. Se
r for igual a zero, entdo X € a solucdo exata e o erro e € nulo. Se X for uma boa aproximacio da
solugdo exata, espera-se que cada elemento de r seja préximo de zero.

2,02x; +1,98x, =3

Para ilustrar esses dois conceitos o sistema linear ¢ considerado, cuja
1,98x; +2,02x, =3
solucdo exata é x = <O’75> .
0,75
Caso X = (0’7575> =>e=— <O’0075> er=— <0’003> neste caso tanto o erro (da
0,7575 0,0075 0,003 )’

ordem de 1% em relacdo a x) quanto o residuo (da ordem de 1% em relacdo a b) sdo pequenos.

~ (1,5 (0,75 ~ (—0,003
Caso X = ( 0 > =>e= < 0.75 > er= < 0,003 ), neste caso o erro (da ordem de 100%

em relac@o a x) € elevado, porém o residuo (da ordem de 1% em relacdo a b) é pequeno.
2,02x1 4+ 1,98x, =3
1,98x) +2,02x, = —3

. . . ~ < 75
Para o sistema linear , cuja solugdo exata € x =

=75

76
—74
relacdo a x) € pequeno, porém o residuo (da ordem de -133% em relacdo a b) € elevado.

Caso X = ( > =>e=— G) er=— (j) , neste caso o erro (da ordem de 1,3% em
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Além da andlise de consisténcia de sistemas algébrico lineares ¢ aconselhdvel também avaliar o
dito condicionamento da matriz A do sistema, considerada quadrada e ndo singular. Uma matriz A
é considerada mal condicionada quando apresenta um niimero ou grau de condicionamento elevado.
Valores elevados dos niimeros de condicionamento s@o indicativos de dificuldades numéricas na
resolucdo do sistema e na inversao da matriz A. Os quatro nimeros de condicionamento mais

usuais sdo:
n

(1) M=M(A)M(A™") em que M(A) =max Y |a;;| que o valor da soma dos valores absolutos
1 ]:1
dos elemento da linha i da matriz A que apresenta o maior valor.
(2) N=N(A)N(A™!) em que N(A) = y/tr(A AT) norma euclidiana de A.

2]

3) P= Tl em que |A| e |u| sdo, respectivamente os valores absolutos do maior e do menor

valor caracteristico de A em médulo (ou da parte real dos mesmos).
@ k= (;’”‘f*((i‘; em que 6(A) séo os valores singulares de A ou a raiz quadrada dos valores
caracteristicos de A A”.

m Exemplo 5.1 Um exemplo do problema de condicionamento de sistemas algébricos lineares é o
problema de T.S. Wilson (Marcus, 1960).

10x1 4+ 7xp + 8x3 + Tx4 = 32 1
Tx1 4 5xy 4+ 6x3 4+ 5x4 =23 . o 1
, cuja solugdo é x =

8x1 +6x7 +10x3 +9x4 = 33 1

Tx1 + 5x2 +9x3 + 10x4 = 31 1
6 -5 -0,1

. |72 | 8,2 | 0,1 )
Com X = 2.9 =>e= 1.9 er= 0.1 neste caso o erro (o modulo do erro

-0,1 1,1 -0,1

méximo é da ordem de 820% em relacdo a x) é elevado, porém o residuo (o mdédulo do residuo
maximo é da ordem de 0,435% em relagcdo a b) é pequeno.

1,5 ~0,5 ~0,01
Com X = 0,18 =e= 0,82 er= 0,01 neste caso o erro (o médulo do erro

1,19 ~0,19 0,01

0,89 0,11 -0,01

méximo é da ordem de 82% em relacdo a x) ainda € elevado e o residuo (o médulo do residuo
maximo ¢ da ordem de 0,0435% em relacdo a b) mantém-se pequeno.

M = 4488
- N =3009,579 .
Os quatro nimeros de condicionamento do problema sdo ’ , tais valores
P =2984,093
Kk =2984,093
elevados indicam o mau condicionamento do sistema. Os tltimos dois nimeros de condicionamento
sd0 iguais para matrizes simétrica. "

5.3 Pivotamento e Método de Eliminacdo de Gauss

A finalidade do Método de Eliminagdo de Gauss' é reduzir a matriz A a uma estrutura triangular
(método de triangularizacio) ou diagonal (Método de Eliminagdo de Gauss-Jordan®) através de

1Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
2wilhelm Jordan (1842-1899).
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operacdes da dlgebra elementar.
O método de diagonalizacdo pode ser implementado pelo algoritmo.

Entre com n (dimenséo do sistema)
A=(ajj)eb=(b) comi,j=12 - n.
Construa a matriz A ymentada = [A | b]

Para i=1,2,---,n, faca

O <—ai;
Para j=1,2,---,n+1, faca
a; i
ajj— —*
(04
Para k=1,2,--- ,n ANk #i, faca
O < Qg i

Para j=1,2,---,n+1, faca
A,j < Qk,j — A aij

No final tem-se na matriz A menrada = [1]X].
O método de triangularizacio pode ser implementado pelo algoritmo.

Entre com n (dimensdo do sistema)
A=(a;j)eb=(b) comij=1,2 - n.
Construa a matriz A ymentada = [A | b]

Para i=1,2,---,n, faca

O <—ai;
Para j=1,2,--- ,n+1, faca
ai,j
ai‘j%
i (04
Para k=i+1---,n ANi<n, faca
O < Qg i

Para j=1,2,---,n+1, faca
A,j < Qk,j — A aij

Xn < Apn+1

Para i=n—1,n-2,---,0, faca
Xi & Qint1
Para j=i+1,---,n, faca
Xi S X;j—aj jXj
No final tem-se a solug@o do sistema x e na matriz A ymenrada = [U| f)], sendo U uma matriz
triangular superior da forma:

I wip wiz -+ Uip—1 Uiy
0 1 w3z -+ urp_1 Uy
0 0 L uzp1 uzp

U= B '
00 0 - 1 i,
0O O o .- 0 1

De modo a evitar provdveis divisdes por zero (dos elementos a;;) e para garantir também a
estabilidade numérica do algoritmo (devido a problemas de arredondamento), faz-se necessério
o uso de técnicas de pivotamento. Pivotamentos sdo operacdes de trocas de linhas e/ou colunas
de modo a obter uma matriz tendo na diagonal elementos com maior valor absoluto. Quando sao
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efetuadas somente trocas de linhas, diz-se um pivotamento parcial. No pivotamento total tem-se
trocas de linhas e colunas.

Antes dos dois processos de eliminacao (diagonalizagdo e triangularizagdo) o procedimento
de pivotamento deve ser aplicado, evitando assim a possibilidade de termos da diagonal serem
nulos (ou préximo de zero). Uma forma de pivotamento total pode ser implementada pelo seguinte
algoritmo.

Entre com 7 (dimensdo do sistema)
A=(ajj)eb=(b) comij=1,2 - n.
Construa a matriz A ymentada = [A | b]

J<+—0
flag +— 1
IT <— Matriz identidade (n,n)
P+——1I
Q+——1I
p—1I
q—1I
Enquanto flag £ 0, faca
K+—0
Para i=1,2,---,n faca
M <— \a,-,,-\
k<—i
Sei<nfagaparaj=i+1,---,n
Se |aji| > M entdo
k<—j
M — laj,l

Se k # i entdo
p<k><_II<i>
p<i><—II<k>
facaparaj=1,---,n+1

Cj < g, j
Qg j <— a4, j
ajj<—¢Cj

P<—pP

p—1I

Se |a;;| > TOL entdo K «— K + 1

Se K =nVJ =nentio flag +— 0

Senado, faca
J+—J+1
Parai=1,2,---,n

Se |a;i| < TOL entao k «— i
Para i=1,2,---,n faca
Cis— Qi
i < ail
ajl <— ¢
q<k>'% <>
q<1> « H<k>
Q+—Qgq
q<—1I

Saidas: Nova A sunentada; P € Q.
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Antes de ser mostrado um exemplo envolvendo os procedimentos de eliminagao e de pivotamento
de matrizes, apresentam-se métodos matriciais que promovem trocas de linhas e de colunas em
sistemas algébricos lineares. Para ambas as operacdes sdo utilizadas formas modificadas da matriz
identidade, assim para trocar a linha i com a linha j de uma matriz quadrada A a mesma ¢é
pré-multiplicada pela forma modificada de matriz identidade em que a linha i é trocada com a
linha j, por exemplo, se n =4,i =3 e j = 1, a forma modificada da matriz identidade seria: P =

0 010 aj) aip a3 ais az| asp a3 as4

0100 . i a) ap a3 a4 | | a1 axp a3 axy
verificando-se que: P =

1 000 a1 azp 433 aza ay,| aip ai3 a4

0 0 01 as Q4 d43 Q44 as| dsp A43 Q44

Para trocar a coluna i com a coluna j de uma matriz quadrada A a mesma é pés-multiplicada
pela forma modificada de matriz identidade em que a coluna i é trocada com a coluna j, como
a matriz identidade é uma matriz simétrica com todos os elementos ndo nulos iguais a unidade,
esta troca € igual a troca da linha i € pela linha j. Por exemplo, se n =4,i=3¢ j =1, a forma
modificada da matriz identidade € igual a matriz P acima e:

ail diz2 a3 a4 a3 dip ap a4
a1 Gy @3 4| p_ | G253 G2 a1 d24
as) azp asz3 asg assz azp asz) asg
aq1 A42 A43 444 as3 a4 a4 a44

Matrizes da forma da matriz P sdo também iguais a sua inversa, pois PP =1 porque a
multiplicagdo de P pela prépria matriz P desfaz a troca da linha (ou coluna) feita na matriz
identidade, implicando no retorno a sua forma original.

A pré-multiplicagdo de uma matriz do tipo de P a ambos os membros do sistema algébrico
linear: A x=Db resultaem: (PA)x= (Pb) transformando A*=PA e b*=Pb e o sistema
em: A" x=Db" cuja solucdo x é a mesma do sistema original. Na realidade esta multiplicagéo é
equivalente a trocar a ordem das equagdes do sistema, o que em nada afeta o valor das incégnitas.
J4 a troca de colunas da matriz A afeta também a ordem do vetor das incégnitas, assim se Q é uma
matriz semelhante a matriz P (em que ha apenas uma troca de linhas da matriz identidade) e, como
QQ=1, resultaque Ax= (A Q) (Qx)=b identificando A = (A Q) e & = (Qx) e o sistema
algébrico linear transforma-se em: A & = b, neste caso o vetor de constantes b ndo é afetado e
no vetor das incégnitas o elemento i € trocado pelo elemento j (a mesma troca verificada entre a
coluna i e a coluna j da matriz A).

m Exemplo 5.2 Tlustracdo do Método de Eliminacio de Gauss.
10x1 +2xp + 3x3 + 5x4 =43
2x1 +5x) + 6x3 —2x4 = 22

Resolucdo do Sistema Linear:
12x1 + 2xp +x4 = 20

10x1 +xp =12
10 2 3 5 43
... . . 2 5 6 =2 22 . .
Permitindo identificar: A = 220 1 eb= s |+ assima matriz A aumentada
101 0 O 12
é:

10 2 3 5 43

2 56 -2 22

Aaumentada = 12 2 0 1 20

101 0 0 12

Antes de aplicar os procedimentos de eliminacdo, o sistema é submetido a um pivotamento.
Analisando a primeira coluna da matriz A, enradq identifica-se o maior elemento (em médulo)
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como o elemento da terceira linha, ¢ feita entdo a troca da primeira com a terceira linha.

001O0 10 2 3 5 43 12 2 0 1 20
0100 2 56 -2 22| |2 56 -2 22
1 00O 12 20 1 20 |10 2 3 5 43
00 01 10 1 0 20 10 1 0 0 12

Nao ha troca de linhas pela anélise da segunda coluna (da segunda linha para baixo), também ndo
h4 trocas pela andlise da terceira coluna. Na quarta coluna aparece um elemento nulo na diagonal,
tornando necessdria a troca da primeira coluna com a quarta coluna. Assim:

12 20 1 000 1 1 20 12 000 1\ /x X4
2 56 —2||o1 00| [-256 2 01 00| x| [x
10 23 5 001 0] |5 2310/%l0010f]|x]||x
1010 0 1000 0 10 10 100 0/ \x X1
A matriz A mentada € €NtA0:

1 2 0 12 20

256 2 22

5 23 10 43

0 10 10 12

Analisando a primeira coluna o maior elemento (em médulo) € o da terceira linha, € feita entdo a
troca da primeira com a terceira linha.

0010 1 2 0 12 20 5 2 3 10 43
01 00 -2 56 2 221 |-2 56 2 22
1 00O 5 2310 43 |1 2 0 12 20
0001 0 1 0 10 12 0 1 0 10 12

Nado h4 troca de linhas com a andlise da segunda coluna (da segunda linha para baixo), como os
dois elementos da terceira coluna na terceira e quarta linhas sdo nulos deve-se trocar esta coluna
com a primeira. Assim:

5 2 3 10 0010 32 5 10 0010 X4 X3
-2 5 6 2 0100 |65 -2 2 0100 | | x
1 2 0 12 1tooo|l fo2 1 12]°l1 00 o0 x|l |
0 1 0 10 0 0 01 01 0 10 0 0 01 X1 X1

32 5 10 43

6 5 -2 2 22

02 1 12 20

01 0 10 12

Analisando a primeira coluna o maior elemento (em médulo) € o da segunda linha, ¢ feita entdo a
troca da primeira com a segunda linha.

01 00\ /32 5 10 43 6 5 —2 2 22 X3
1000|6522 2] (32 5 104 . [x
001 0]flo2 1 122] lo2 1 122 |
0001/ \0o1 0 10 12 01 0 10 12 X
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Como nao hé elementos nulos na diagonal da tltima forma da matriz A, ndo ha mais necessidade
de trocas de linhas ou de colunas, concluindo-se assim a fase de pivotamento do sistema. Para
transformar o sistema nesta forma final, aplicaram-se as seguintes transformacdes & matriz A.

0010 0010 0100 10 2 3 5 0 0 01 0 01
01 00 01 00 1 00O 2 56 -2 01 00 010
1 00O 1 00O 0010 12 2 0 1 0010 1 00
00 01 00 01 00 01 10 1 0 O 1 00O 000
ou
0010 0010 01 00 01 00
P 01 00 01 00 1 000 1 O0O0O
{1 000 1 000 00 10] |0O0T10
0 0 01 00 01 00 01 0 0 01
e
0 0 0 1 0010 0 0 0 1
0= 01 00 0100 (0100
{00 10 1 00O0] |1 0O0O
1 00O 00 01 0010
Logo:
6 5 -2 2 22 X3
~ 132 5 10 o |43 o | X2 — 0%
A=PAQ= 02 1 12 ,b=Pb= 0| €X= o =x=0QX.
01 0 10 12 X1
(a) Método de eliminacao por triangularizacao.
6 5 -2 2 22
32 5 10 43
02 1 12 20
01 0 10 12

Normalizag@o dos elementos da primeira linha, dividindo-os pelo primeiro elemento da
mesma:

1 5/6 —1/3 1/3 11/3

3 2 5 10 43

0 2 1 12 20

0 1 0 10 12

Elimina¢do dos elementos da primeira coluna na segunda linha:

1 5/6 —1/3 1/3 11/3
0 —-1/2 6 9 32
0 2 1 12 20
0 1 0 10 12

Normalizagdo dos elementos da segunda linha, dividindo-os pelo segundo elemento da
mesma:

1 5/6 -1/3 1/3 11/3

0o 1 —-12 —-18 —-64

0 2 1 12 20

0 1 0 10 12

- O O O



130

Capitulo 5. Resolucdo de Sistemas de Equacoes Algébricas

Eliminagdo dos elementos da segunda coluna da terceira e quarta linhas:

1 5/6 —1/3 1/3 113
0 1 —12 —18 —64
0 0 25 48 148
0 0 12 28 76

Normalizagdo dos elementos da terceira linha, dividindo-os pelo terceiro elemento da mesma:

1 5/6 —1/3 1/3 11/3
0 1 —12 —18 —64
0 0 1 48/25 148/25
0o 0 12 28 76

Eliminagdo dos elementos da terceira coluna na quarta linha:

1 5/6 —1/3 1/3  11/3
0 1 -12 —18 —o64
0 0 1  48/25 148/25
0 0 0 124/25 124/25

Normalizagdo do elemento da quarta linha, dividindo-o pelo quarto elemento da mesma:

1 5/6 -1/3 1/3 11/3 X3
o 1 —-12 —18 —64 TN X2
0 0 | 48/25 148/25 em que o novo vetor de incognitas é: X = X
0 O 0 1 1 X1

Esta dltima forma da matriz aumentada traduz o sistema linear (triangular superior):

(5, L1
X3 6x2 3x4 3x1—3

xp — 12x4 — 18x1 = —64

48 148
T 5N T s
(X1 =1

Determinacao recursiva de x4, X € x3 iniciando com xi.

11 5 1 1
X=———-X+=-x4—=-x1=3

(b) Método de eliminagdo por diagonalizacao.

6 5 -2 2 22
32 5 10 43
02 1 12 20
01 0 10 12
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Normalizag@o dos elementos da primeira linha, dividindo-os pelo primeiro elemento da
mesma:

1 5/6 —-1/3 1/3 11/3

3 2 5 10 43

0 2 1 12 20

0 1 0 10 12

Eliminagdo dos elementos da primeira coluna na segunda linha:

1 5/6 —1/3 1/3 11/3
0 —-1/2 6 9 32
0 2 1 12 20
0 1 0 10 12

Normalizagdo dos elementos da segunda linha, dividindo-os pelo segundo elemento da
mesma:

1 5/6 -1/3 1/3 11/3

0 1 —12 —-18 —64

0 2 1 12 20

0 1 0 10 12

Eliminagao dos elementos da segunda coluna da primeira, terceira e quarta linhas:

1 0 29/3 46/3 57
01 —12 —18 —64
0 0 25 48 148
00 12 28 76

Normalizagdo dos elementos da terceira linha, dividindo-os pelo terceiro elemento da mesma:

1 0 29/3 46/3 57
01 —12 —18 —64
0 0 1 48/25 148/25
00 12 28 76

Eliminagdo dos elementos da terceira coluna da primeira, segunda e quarta linhas:

0 —242/75 —17/75
0 126/25 176/25
1 48/25  148/25
0 124/25 124/25

SO O =
o O = O

Normalizagdo do elemento da quarta linha, dividindo-o pelo quarto elemento da mesma:

0 —242/75 —17/75
0 126/25 176/25
1 48/25  148/25
0 1 1

S OO
S O = O

Elimina¢do dos elementos da quarta coluna da primeira, segunda e terceira linhas:

1000 3 X3 3
0100 2| _ [|x|_|2
0010 4 X4 4
00011 x| 1
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(c) Método de diagonalizacdo de Gauss para obtencdo da matriz inversa. Neste caso, deseja-se
determinar a matriz B=A"! tal que AB=BA =1, em que I é a matriz identidade de
mesma dimensdo da matriz A. Sendo, neste caso, a matriz aumentada é: A gumentada = [A|1].
Se a matriz A foi submetida a um procedimento de pivotamento

A=PAQ=Aumenaaa=[A|P] e A1 =QAL

10 2 3 5
Buscando a inversa de: A = 256 - ara esta matriz tem-se:
ATz 20 1P '
10 1 0 O
0100 0 0 01 6 5 -2 2
1 000 0100 2 32 5 10
P= 0010 Q= 1 000 cA=PAQ= 02 1 12
0 0 01 0010 01 0 10
Logo:
6 5 -2 2 0100
A 32 5 10 1 0 0 0
aumentada — O 2 1 12 O O 1 0
01 0 100 0 01

Repetindo-se o procedimento do item (b) a esta nova matriz aumentada.
Normaliza¢@o dos elementos da primeira linha, dividindo-os pelo primeiro elemento da

mesma:
1 5/6 —1/3 1/3 0 1/6 0 0
32 5 101 0 00
002 1 120 0 10
01 0 10 0 0 01

Eliminagao dos elementos da primeira coluna na segunda linha:

1 5/6 —1/3 1/3 0 1/6 0 0
0 —-1/2 6 9 1 —1/2 00
0 2 1 120 0 10
0 1 0 100 0 01

Normalizagdo dos elementos da segunda linha, dividindo-os pelo segundo elemento da

mesma:
5 1 1 1
) I Z
6 3 3 0 6 00
01 —-12 -18 -2 1 0 O
0 2 1 12 0 0 10
01 O 10 0 0 01

Eliminagdo dos elementos da segunda coluna da primeira, terceira e quarta linhas:

1 5/6 —1/3 1/3 0 1/6 0 0
0 1 -—12 —18 =2 1 0 0
0 0 25 48 4 -2 1 0
00 0 12 28 2 -10
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Normalizagdo dos elementos da terceira linha, dividindo-os pelo terceiro elemento da mesma:

1 0 29/3 46/3 0 5/3 -2/3 0

01 —-12 -18 -2 1 0 0
0 0 1 48/25 4/25 —2/25 1/25 0
00 12 28 2 -1 0 1

Eliminagdo dos elementos da terceira coluna da primeira, segunda e quarta linhas:

1 0 0 —242/75 3/25 8/75 —29/75 0
0 1 0 126/25 —-2/25 1/25 12/25 0
0 0 1 48/25 4/25 —2/25 1/25 0
0 0 0 124/25 2/25 —1/25 —12/25 1

Normalizag@o do elemento da quarta linha, dividindo-o pelo quarto elemento da mesma:

1 0 0 —242/75 3/25 8/75 —29/75 0
0 1 0 126/25 -2/25 1/25 12/25 0
0 0 1 48/25 4/25 —2/25 1/25 0
00 0 1 1/62 —1/124 —3/31 25/124

Elimina¢do dos elementos da quarta coluna da primeira, segunda e terceira linhas:

1 00 0 16/93 5/62 —65/93 121/186
0100 -5/31 5/62 30/31 —63/62
00 1 0 4/31 -2/31 7/31 —12/31
000 1 1/62 —1/124 —3/31 25/124

Montando a matriz quadrada com as 4 dltimas colunas da matriz acima:

16/93  5/62 —65/93 121/186
~5/31 5/62  30/31 —63/62
4/31  —2/31  7/31  —12/31
1/62 —1/124 —3/31 25/124

M =

0

resulta:

)
S = O

Pré-multiplicando esta matriz por: Q =

(=)
- o O O
O O O =

0

1/62 —1/124 —3/31 25/124
~5/31 5/62  30/31 —63/62
16/93  5/62 —65/93 121/186 |
4/31  —=2/31  7/31  —12/31

H=QM=

Verificando-se: HA=AH=I=H=A"1.

5.4 Meétodo de Fatoracdo LU

O processo de fatoragdo LU consiste na decomposicdo da matriz A em uma matriz triangular
inferior, L, e outra triangular superior, U, com elementos unitdrios na diagonal principal da matriz
L (método de Doolittle’) ou da matriz U (método de Crout*):

A=LU=Ax=L(Ux)=b

3Myrick Hascall Doolittle (1830-1911).
4Prescott Crout (1907-1984).
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Ly=b
Resultando em: y
Ux=y
Identificando:
Mg 0O 0 - O Hig M2 H13 M1
Ai Az 0 -+ 0 0 o2 W3 2.
L=|M1 A2 A3 -+ 0 |cyu=| 0 0 w3 JIE
/ln,l An,2 ln,3 }Lmn 0 0 0 M n
Esses dois sistemas lineares podem ser resolvidos recursivamente, por substitui¢cdes direta e reversa,
respetivamente:
b
yVi=— Xy = 2
)Ll,l WUnn
. by — 12,1)’1 _ Yn—1— Hn—1.nXn
=——" Xp—1l=—""T""—
Mo Mn—1n-1
by —A3,1y1 — A30)2 _ Yn—2— Hn—20%n — Hp—2pn—1%n—1
y3 = : Xn—2 =
2,373 Hn—2n-2
k-1 i
e
br— ) Aajyj Ye= Y, M
e STy
k k .
n—1 ! .
by =Y Anji e ;“”xf
- =1 Xp=—t
Yn = T Hi1
No método de Doolittle tem-se A;; = 1 e no método de Crout tem-se f;; =1 para i=1,2---n e

em, ambos os casos, os demais elementos de L e U s@o determinados por:

Método de Doolittle
W=ay;parai=12---n
)'i.l = ﬂ parai: 273’ en
’ Uit
parak=2,3,---,n:
k—1
Mii = Agi — Z lk,juj,i parai=k---n
j=1
k—1
aie— ) MijMjk
Aik = -l parai=k+1---n
' M k

Método de Crout

(/li,l =a; parai=1,,2---n

ﬂl.izgparai: 2,3---n

T A

para k=2,3,--- n:
k=1

Aig=aix— Y Aijljxparai=k--n
j=1

k—1
ari— Y Ml
Jj=1

Ak

Ui = parai=k+1---n

As principais vantagens da fatoracdo em relaco a eliminac¢do Gaussiana € a reducdo do nimero

2
de operagdes de §n3 +O(n?) para

§n3 +O(n?), e a manutencio das operacdes bésicas na matriz

fatorada (matriz L, na fatoracio LU), que pode ser aplicada para diferentes vetores b. O pivotamento
da matriz A também deve ser verificado para a aplicagdo da fatoracido LU).
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m Exemplo 5.3 Ilustracdo do método de fatoracdo LU pelo algoritmo de Doolitle, aplicado ao
mesmo sistema do Exemplo 5.2:

10 2 3 5 43
2 56 =2 22
A=l 20 1] |2
10 1 0 O 12
1 0 0 O Hip Mz M3 Hig
Mg 1 0 0 0 oy W3 Mg
L= % e U= 2 M3 o,
M1 Az 10 0 0 us3 34
Aar Aap Az 1 0 0 0 pa
M1 Hip i3 Hia
LU= Hiida1 Moo+ M2 H23 4 Ui 3A2 1 Ho4+ M1 4h21
MiaAs1 MipAs1+M22A32 W33+ U133 + 23432 U3.4+ M1 4A3 1 + Mo ah3 2
iadan pipAan+ oA pisAan +o3Aan FH33A43  Miadan + o aden + U3 akaz + ey
A 1 2 1/5
(Mg o s ma)=(10 2 3 5); |43, | = 12| =1{6/5
10
A 10 1

(M2o+ 2o Mo3+pisha1 Moa+tiadan) = (5 6 —2)
(22 M3 poa)=(23/5 27/5 -3)
<u1,2l3,1 +u2,2l372> _ <2> N (Mz) _ <2/23>
Hi2A41 + o242 1 Aap 5/23
(M33+ Wi 3231+ M23Asp  Msa+ ks i+ oasn) = (0 1) = (a3 Hza)=—(72/23 121/23)

Mi3A41 4+ U23Aan + 33 43 =0= Ay 3 =7/12
Wi aan + Mo ahap + U3 aha3+ taa = 0= pag = —31/12

1 0 0 0 10 2 3 5
s 0 of _|0 235 27/ -3
6/5 —2/23 1 0 0 0 —72/23 —121/23
1 -5/23 7/12 1 0 0 0 —31/12

Para verificar se a fatoracdo estd correta, o produto L U deve ser igual a matriz A.

y1=43
67
MR =235y, =
Ly=b= 2 700
R et E
) AT ST SUNS
\}’4 23 12 y3 = Y4 = 3
31 31
R
75x3 1213x4 700 ;
—_ = —— X =
Ux=y= 23 23 23
23x2+27x3 3 67 N ’
—_— —_— — X4 = — X =
5 5 ‘T T
10x1 +2xp +3x3+5x4 =43 = x; =1
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Caso fosse necessdrio resolver o sistema para um valor diferente do vetor b, bastaria repetir os dois
ultimos passos do procedimento, pois a matriz A ja esta fatorada. Do mesmo modo, para obter a
inversa da matriz A, basta repetir estes dois tltimos passos para os quatro vetores coluna da matriz
identidade. "

No caso particular de a matriz A ser simétrica e positiva definida, a fatoracdo LU pode ser feita
pelo método de Cholesky’, que consiste em:

A=LLT.

Neste caso, os elementos da matriz triangular inferior L sdo determinados a partir de:

A= /aig
Ait=aj parai=2,---,n
Parak=2,---,n:
k—1
Mk =y /aig— Z ()Lk.,m)z
m=1
k=1
ajik — Z (Ai,mlk,m)
Aik = m=1 parai=k+1,---,n
L Ak

3 V3 0 0
6|=L=|(2v3/3 V42/3 0
7 V3 2V42)T 2VT)7

Caso a matriz A ndo for simétrica e positiva definida o sistema original é modificado pela
multiplicagio de ambos os membros por AT resultandoemM x =c,emque M = AT A e ¢ =ATb,
sendo M uma matriz simétrica e positiva definida, possibilitando a aplicagdo do método de
Cholesky ao sistema modificado. Aplicando este procedimento para o mesmo sistema do Exemplo

AN N

3
Para a matriz A = | 2
3

5.2, tem-se:
348 64 42 58 834
x| 64 34 36 2 Coore | 248
M=ATA=1 1 36 45 3| ¢=A P=|54
58 2 3 30 191
18,65476 0 0 0
3,43076  4,71486 0 0

2,25144  5,99718 1,99119 0
3,10913 —1,83816 3,52743 2,12409

44,70709 1

_ _ ] 20,06862 T, 12
Ly=c=y= 20,08329 eL ' x=y=x= 3
8,49634 4

5.5 Método de Thomas para Matrizes Tridiagonais

Método de Thomas® ou TDMA (Tri-Diagonal Matrix Algorithm): Um caso particular, muito
comum, de sistemas lineares, € o sistema tri-diagonal. Este tipo de sistema surge em problemas de

3 André-Louis Cholesky (1875-1918).
6Llf:wellyn Hilleth Thomas (1903-1992).
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Engenharia Quimica envolvendo, por exemplo, a modelagem estaciondria de sistemas em estdgios
e a discretizagdo de equagdes diferenciais por diferencas finitas. Sistemas tri-diagonais podem ser
expressos genericamente na forma indicial:

boxo+cox1 =dy
aixi-1+bixi+cixir1=dyparai=1,2,--- . n—1

AnXp—1 +bpx, =d,

O método de Thomas aplicado a resolugdo deste tipo de sistema é uma versdo da decomposi¢do
LU adaptada a estrutura esparsa da matriz do sistema, assim é proposta a seguinte recorréncia como
solugdo:

i

Xi =% B_xiJrl-
4
0 <o Co do
Como: boxg+cox) =do=x9=-— — —x1 =Y — 5X1, logo B() =byep=—.
o o bo  bo Bo bo
Substituindo a recorréncia em:
aixi—1 +bixi+cixip1 =di = ai | Yi-1 — Txi +bixi =di—cixit1
i—1
e agrupando os coeficientes da equagio, obtém-se:
aiCi—1
[bi B ] x;i = (di —a;Yi—1) — CiXiy1
i—1
.. . . a;ci—1 di—a;Y1 )
Permitindo identificar: B; =b;— —— e 7 = dizditio parai=1,2,--- n.
Bi-1 Bi
Dessa forma, os coeficientes 3; e ¥; sdo determinados recursivamente na forma:
a;Ci—1
Bi=bi— com Sy = by
Parai= 1,2 Ay
arai = e n
R _di—ai%i _do
Yi=—F—comp=_—
Bi bo
e as varidveis x; s@o determinadas pela forma recursiva:
Ci .
Xi=%— =5Xi+1 parai=n—1,n—-2,---,0, com x,, = ¥,.

Bi

Na modelagem estaciondria de sistemas em estdgios com reciclos origina-se uma forma
perturbada de sistemas tri-diagonais descrita por:

aogx, +boxo+cox; =dy
aixi—1 +bixi+cixis1=d;jparai=1,2,--- . n—1

AnXp—1 +bpxy +cpxo = dy

O método de resolugdo desta forma modificada de sistemas lineares tri-diagonais € descrita em
https://www.cfd-online.com/Wiki/Tridiagonal_matrix_algorithm_-_TDMA_(Thomas_algorithm) em
que € aplicada a férmula de Sherman e Morrison (1950).

O método consiste em transformar a matriz original em uma nova matriz tri-diagonal ndo
perturbada através da subtracdo:

A a
A=A—uv" emqueuT:(—bl 00 - cn),vT:(l 00 - —b—])
1


https://www.cfd-online.com/Wiki/Tridiagonal_matrix_algorithm_-_TDMA_(Thomas_algorithm)
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by ¢ 0 --- 0 ap

ar bz cy - 0 0

0 a3 by --- 0 0

e A= .

0 0 O bu_1 Cn-i1

¢, 0 O ay b,
_bl 0 0 a 2b1 C1 0 0 0
0 00 0 @ by - 0 0
0 as b3 0 0
Assim: uv® = 00 - 0 eA=1| . . . . ) )

00 c;1a1 0 0 0 - by anla
€ by 0 o o0 - an bn+711b !
1

Resolvendo os dois sistemas tri-diagonais: Ay=deAz=u, a solucdo do sistema original

sera:
wev (Y'Y,
=y 1+vlz /)™

Sistemas lineares penta-diagonais aparecem no processo de discretiza¢do de equacdes diferenciais
pelo método de diferencas finitas de quarta ordem , tais sistemas podem ser expressos genericamente
na forma indicial:

coxo+dox1 +epx2 = yo
bixo+cixi+dixa+erx3 =y
aixip+bixi1+cixitdixip1+exipp=yparai=2,---,n—2

An—1Xn—3+bp_1 X2+ Cp1Xp—1 +dp_1x, = Yn—1

AnXp—2 +bpxy_1+cCpxy = Yn

Um procedimento semelhante ao método de Thomas € proposto para a resolucao desse tipo
de sistema, assim € proposta a seguinte forma triangular superior bi-diagonal como solugdo:
Xi+ Bixip1+ Oixipo =z para i=0,1,--- (n—2),x,—1 + Bu—1X1 = 2n—1 € X» = Z,. Da primeira

- : . 0 €o 0 . ~
equacdo do sistema conclui-se que: By =—, = — ezp= % Substituindo na segunda equacio
€0 €0 €0
X0 =20— ﬁoX] — 60)62, resulta:

po=bhd o e n-bhw
c1—biBo’ c1—b1Bo c1—biBo

Substituindo na i-ésima equagdo x;—| = z;—1 — Bi—1Xi — Oi—1 Xi+1, €

Xi—a =2zj—2 — Bi—2Xi—1 — Oi—2%i = zi—2 — Bi—2 (zi1 — Bim1Xi — Si—1Xi11) — Si—2. X,
di—bi& 1 +aiBiasd ~

resulta: f3; = i —bidi1 +ai P 8y , 0 = €i
ci—biBi-1 —ai6i—a+aifi—afi-1 ci—biBi-i—aidi—a+aiBi—aBi-1
_yi— (@izi—a+bizio1 —ai Pi—2zi—1)
ci—biBi-1—aiSi—a+aiBi2Bi-1

Ap6s a determinagdo de f3;, 6; e z; para i = 0, 1, -+, n aplica-se a forma recursiva:

ez parai=2,---,n, com e, =e, =d, =0.

Xn = Zn
Xn—1 = Zn—1 _ﬁn—lxn

X :Z,'—Bl'le —6,~xl~+2 parai: (n—2), tey 1,0.
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m Exemplo 5.4 Polindmio Interpolador spline. Uma aplicacdo importante de sistemas lineares
tri-diagonais sdo as fun¢des interpoladoras de terceiro grau do tipo spline. Tais fun¢des polinomiais
sdo seccionalmente continuas e passam por (n+ 1) pontos nodais (x;,y;) parai=0,1,---,n,
no intervalo ou elemento i da interpolacdo, em que x;_; < x < x;, os valores da coordenada y é
interpolada por um polindmio de terceiro grau S) (x), tal polindmio € seccionalmente continuo
com suas duas primeiras derivadas também seccionalmente continuas em ambas extremidades do
intervalo. Estas propriedades podem ser equacionadas por:

SO 1) =yi1 e SD(x;) =y
S/(i) (xi) — S/(i+l>(x,~)
S"D(xio1) =91 e 8" (x;) = ¢

Com tais propriedades obtém-se:

SO (x) = <Xi —x) Yi-1+ (x _h%H ) yit (x%;_X) [(xi —x)? —hﬂ 0i—1+

po ol [(x—xi,l)z—hiz] ¢; em que h; = x; — x|

Aplicando a propriedade §')(x;) = §'(t1)(x;) para elementos internos (ndo contendo as extremidades
Xo €Xy), obtém-se:

h; hiy1+h; hit1 Vitl = Vi Vi—Yi-1)\ .
— @i —— | i+ — iy = - =1,2,--,(n—-1
6¢ 1+< 3 >¢+ 6 fist < hit1 h; : (n=1)

Permitindo identificar:

gt (it hiN o hi (Vi =i\ (Vi Yiel
i 6’ i 3 y Ci 6 i hi+1 h;

Nos dois elementos das extremidades, trés hipéteses distintas sdo consideradas:

(a) Em xy e x, asegunda derivada é nula, isto é: ¢g =@, =0=by=b,=1,co=dy =b, =
d, =0.

(b) Nos dois elementos da extremidade o perfil é parabdlico, isto é: ¢op=¢; ou o — @ =0 e
¢n—1 = ¢n
,textrmou — @1 +¢,=0=>bg=b,=1,c1 =a,=—1,dy=d, =0.

(c) O coeficiente de x> em SU)(x) & igual ao coeficiente de x> em S (x), o mesmo valendo
para S®(x) e S”*~1(x). Resultando em:

1 1 1 1
- _— :0
h1¢0+<h1+h2)¢1 hzdh
1 1 1 1
R —— _ _— 1 — — :O
hn—l ¢n 2t <hn—1 +hn>¢n : hn¢n

Nesse ultimo caso, para manter a estrutura tri-diagonal do sistema, deve-se eliminar o termo
em ¢, na primeira equacio e o termo em ¢, » na segunda equacdo. Assim:

hy hy
_n 1+ 2) ¢ — =0
h1¢0+<+h1>¢1 (03}
ay ¢o+by @1 +c1 ¢ =d,

= by ¢o+co ¢1 = do

h h
b():al—clfz,C():bl—l-Cl 1—|-*2 ,do =d,.
hy hy
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_¢n72 + <1 +—

hn—l
hy,

An1Qp2+byp1Op1+Cn1 9 =dy

ap=by1+cp <1 +

hn—l
Ly
>¢n : hy, (Pﬂ :>an¢nfl+cn¢n:dn
i Ch=~Cn1—a Ed =
hn sy Cn n—1 n—1 hn n n—1-

Para ilustrar o procedimento os seguintes valores numéricos s@o utilizados:

Ponto 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xi 0,000 | 1,040 | 1,901 | 2,801 | 4,122 | 4,884 | 6,021 | 6,846 | 8,101 | 9,017 | 9,975
Vi 0,000 | 0,184 | 0,092 | -0,396 | -0,069 | 0,021 | 0,057 | -0,379 | -0,076 | 0,016 | 0,005

Na Figura 5.4 representa-se a correspondente curva spline de terceiro grau com pardbolas nos
elementos extremos [Hip6tese (b)].

E

Yy

[

Fi

FUNCAO SPLINE DE TERCEIRO GRAU

-4

Figura 5.4: Curva spline de terceiro grau com pardbolas nos elementos extremos.

5.6 Meétodos lterativos para a Resolucdo de Sistemas Algébricos Lineares

Técnicas iterativas sdo raramente utilizadas para a resolucio de sistemas algébricos lineares de
baixas dimensdes, jd que o tempo requerido para obter um minimo de acuricia na aplicacio
dessas técnicas ultrapassa o tempo requerido pelas técnicas diretas do tipo da eliminacdo gaussiana.
Contudo, para sistemas de dimensdes elevadas, com grande porcentagem de elementos nulos
(sistemas esparsos), tais técnicas aparecem como alternativas mais eficientes. O uso de algoritmos
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de dlgebra esparsa, ndo abordados neste texto, € outra alternativa eficiente para a resolucdo por
métodos diretos de sistemas lineares de dimensoes elevadas. Sistemas esparsos de grande porte
frequentemente surgem na resolucdo numérica de equacdes diferenciais ordindrias com problemas
de valor no contorno e de equagdes diferenciais parciais. Da mesma forma que os métodos diretos,
existe uma grande variedade de métodos iterativos para resolugdo iterativa de sistemas algébricos
lineares. A literatura desta drea é muito dindmica ndo sendo possivel incluir a enorme gama de
procedimentos em um simples texto, assim apenas os métodos mais usuais e tradicionais sdo aqui
descritos, sdo estes:

e Maétodo Iterativo de Jacobi’.

e Método Iterativo de Gauss-Seidel®.

e Método Iterativo tipo Sobre-Relaxacdo Sucessiva (Sucessive Over-Relaxation SOR).

e Método Iterativo Fundamentado no Método do Gradiente Conjugado.

Antes de apresentar os métodos iterativos de resolucdo de sistemas algébricos lineares, um
resumo dos conceitos de normas de matrizes quadradas sdo apresentados. Tais conceitos sdo
importantes na andlise da convergéncia desses procedimentos iterativos. O conceito de norma de
uma matriz esta intimamente relacionado ao conceito de norma de vetor, assim:

A x]]
[Ix]]

| AJ| = max

Se o vetor x for selecionado tal que ||x|| =1 tem-se:
[|A]] = max [[A x]].
A interpretagdo analitica de ||x|| = 1 depende da norma do vetor, assim:
(a) Norma méxima ou infinita (l.): ||X|| = arg m’élx |x;] =1 seriam os pontos situados sobre o
=

hipercubo de aresta unitaria;
n

(b) Norma absoluta (I;) : ||x||; = Z |xi| =1 seriam os pontos situados sobre o hipercubo com
vértices situados no eixos coor(llzeilados nas posi¢des +1;
n
(c) Norma euclidiana (1) : ||x|]» = Z \/ (x;)2 =1 seriam os pontos situados sobre o hiperesfera
de raio unitario e centro na origel?nl.

Para melhor entender esses conceitos uma matriz (2 x 2) é considerada:

apl aip
A= ' ’
a1 axp
Vetores unitarios em relacio a /. :

(1 (-1 (-1 (1
Assim:

Av = <al71 +a172) Avy— <—a171+611,2> Avy— (—01,1 —611,2) e Avg— <611,1 —01,2>
ai1+axps —az1+azn —az1 —axp a1 —azp
Permitindo inferir: ||A|| = max (|a1 1|+ |a12],|a21]+|az2|), isto é, ||Al|. € igual a0 mdximo

da soma dos mddulos dos elementos da mesma linha. Para ilustrar esse conceito a matriz A =

< ! 2> é considerada, assim: ||A||. = max(1+42,1+4)=5.

1 4

7Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851).
8 Philipp Ludwig von Seidel (1821-1896).
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Vetores unitdrios em relacdo a /; :

(1 (0 (-1 (0
Avi— (al,l) Avy = (aLz) Avs— <—a171> e Avy— (—al,z)
azi azs —ap 1 —az)

Permitindo inferir: ||A||y = max (|a1 1|+ |az.1|,|a12| + |a22]), isto é, ||A||1 € igual ao mdximo

da soma dos modulos dos elementos da mesma coluna. Para ilustrar esse conceito a mesma matriz
da norma anterior é considerada, assim: ||A||; = max(1+1,2+4) =6.

s ~ s, . (cos(6) - ~ (ai,1c08(0)+aj2sen(0)
Vetor unitdrio em relagdo a [, : v= (sen(@)) entdo Av = <a271cos(9) +arasen(8) )

Permitindo inferir: ||A||2 = max|A v(0)|, considerando a mesma matriz das normas anteriores:
||A||2 =max /[cos(8) +2sen(6)] + [4sen(6) — cos(0)]? por um procedimento numérico apropriado
determina-se o valor de 6 = 1,6801 que corresponde a ||A||2 = 4,4966. Pode-se demonstrar que
este valor é a raiz quadrada do raio espectral da matriz A AT. O raio espectral de uma matriz M é

Assim:

. n ~ s . .
definido por: p(M) = ma1><(|ki]) em que A; sdo os valores caracteristicos da matriz (determinados
p

por c6édigo computacional apropriado).

Método de Jacobi

Considerando a parti¢do da matriz caracteristica do sistema: A =D — (D—A) sendo D a matriz
diagonal que contém os elementos da diagonal principal da matriz A, assim:

Ax=Dx-(D-A)x=b=>x=D'1(D-A)x+D'b.

Definindo: M=D"!'(D—-A)ec=D"!b tem-se: x=Mx+c.
Sugerindo o procedimento iterativo:

xED =M x® ¢ para k=10,1,---,

que pode ser escrito na forma indicial como:

n
k
bi— Y a
xl(kH): =1 parai=1,2,--- . nek=0,1,---.
Qi

Método de Gauss-Seidel

Considerando a particdo da matriz caracteristica do sistema: A =L+ D+ U sendo D a matriz
diagonal que contém os elementos da diagonal principal da matriz A, L. a matriz triangular inferior
contendo os elementos sob a diagonal principal da matriz A e U a matriz triangular superior
contendo os elementos sobre a diagonal principal da matriz A, assim:

Ax=Dx+(L+U)x=b=x=D'b-D'Lx-D'Ux
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Sugerindo o procedimento iterativo: Xt =D~1b—-D ! Lx*&*) D1 U x® que pode
ser escrito na forma indicial como:

b1 — Z aljjxﬁ-k)
j=2

——— parai= 1
k+1 ai,
A= . ) =00
+
b; Za, iX; Z aj jX;
j=1 j=it1

aii

Neste procedimento a matriz M do procedimento iterativo pode ser considerada como sendo:
M=—(L+D)'U.

5.6.3 Método das Sobre-Relaxacdes Sucessivas (SOR)

Este procedimento visa acelerar a convergéncia do método de Gauss-Seidel pela introdu¢do de um
fator de relaxagdo, de acordo com o procedimento iterativo:
(k+1) (k)

X =X i

+ o (ﬁfkﬂ) — xl(k)> em que 29D ¢ calculado pelo método de Gauss-Seidel.
O pardmetro @ € o fator de relaxagdo, quando 1 < @ o procedimento € dito de sobre-relaxacao
(over-relaxation) o que acelera a convergéncia do método de Gauss-Seidel (caso seja convergente).
Escolhendo-se 0 < @ < 1 o método é chamado de sub-relaxac¢io e pode assegurar a convergéncia
de procedimentos iterativos nao-convergentes.

Neste procedimento a matriz M do procedimento iterativo pode ser considerada como sendo:
I-o[L+D) ' U+I].

A convergéncia destes trés métodos iterativos € caracterizada pela matriz de iteragdo M sendo
convergentes se, € somente se, todos os valores caracteristicos de M possuirem valor absoluto
menor que 1. A convergéncia é também assegurada se a norma de M for menor que 1, podendo ser
computada por alguma das defini¢cdes a seguir:

n
e Norma mdxima ou infinita: ||M||. = m’alx Z Im j|;
1= .

Jj=1

n
e Norma absoluta: |[M||; = m’é;;Z |m; jl;
==l

e Norma euclidiana: ||[M||, = m’é}x V/|Ail, sendo A; os valores caracteristicos de M MT;
=
e Norma de Frobenius’: ||[M||z = \/tracoM MT).

A convergéncia dos métodos iterativos também pode ser assegurada se a matriz A for diagonalmente
dominante, ou seja,

n
|ai ;| > Z la; j| parai=1,2,---, n.
J=1(F#)
Isso pode ser prontamente verificado para o método de Jacobi e usando a norma infinita, pois a
expressdo acima € equivalente a:

o . n
Z ‘al.,j :Z|mi’j|<1parai:1,27-..,1’1:> HM||°<,<1
=

9Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917).
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Método Fundamentado no Método do Gradiente Conjugado

Inicialmente o problema original, A x =b, € transformado de forma a assegurar que a matriz
caracteristica do sistema seja positiva definida e simétrica, para isto deve-se multiplicar ambos os
lados da equacio pela matriz AT assim:

Ax=b=ATAx=A"b definindo M=AT A e c=A" b, resulta: Mx = c.

Este novo problema € entao transformado em um problema de minimizagao da fungdo quadratica:

1
S(X)—zTMx cfx = VS(x) =Mx—c

Considerando z um valor genérico da varidvel, tem-se:
1
S(z) = 5 2'Mz—c'z2=VS(z)=Mz—c=r.

O processo iterativo é orientado na busca do valor de z que anula r, iniciando o procedimento
iterativo com um valor arbitrério de z, z(®) calcula-se a seguir r® =M z(® — ¢. O préximo valor
de z ¢ buscado na direcdo p® com um passo Ay a partir de z(?, isto é:

20 =20 1 20p® = r® = 4 Ay M p©®

Para que r) assuma o menor valor possivel deve ser ortogonal a p® implicando em Ay =
(r(O))T p©
() TMp©”
mais ingreme (steepest descent): p® = —v8(z(") = —r©.
Para os passos seguintes a direcao escolhida serd sempre a dire¢do conjugada a anterior, isto
é: (p(k) ™ p® 1 =0 considerando esta nova dire¢io uma correcio do método do gradiente,
p® = —r® g p*-D substituindo esta equagio em (p®)T M p*-1 =0, resultaem g_; =
(r(k))T M pk—1)
(pk—D)T M pk-1)°
A seguir calculam-se:

o valor inicial da direcdo de busca, p(?), ¢ escolhido pelo método da descida

KNT (k)
(1) _ ) 4 4 p®) o g — )P
Z =zW + p™ e Ay = PP M
Resumindo:
0) (valor arbitrrio) N (r&)T M pk-1)
r® =Mz"—c¢ k=1 (p—1)T M pk-1)
p(O) ( ) p(k) — _r(k) _|_gk_1p( )
Inicio: (r@)T p©) Iteragdo k=1,2, --- 1 — (r®)T pk)
A0 = = L@ T M p® = T )T M p®
( (0)) p( ) (p®)TMp
Z(l) — +A{)p Z(k+1) = z(k) +)vkp(k)
r(l) = r(o) + AoM p(0> rk&+1) — v z(k+1) C.
o e (1 1)2 (2
Exemplo numérico: M = < 12 ) = <3
1 1/2 1/ 1,25
0) — () J— (0) _ m_(H
’ (1) - <1/z> P (1/) 2t (1,25>
—0,125 0,15625
1 — ’ =
r < 0,125 ) = 0,0625, < 0 09375) A =1,142857

1,428571
@ (" 1) _ y
z <1’ 142857) er (O) logo z¥) & a solugio.
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Métodos para a Resolugdo de Sistemas Algébricos Ndo Lineares

Nesta se¢do, os métodos das substituicdes sucessivas, de Newton-Raphson e da secante, apresentados
no Capitulo 4 para a resolu¢do de uma tinica equagdo algébrica, sdo estendidos para sistemas de
equacdes algébricas ndo lineares. A formulagdo de um problema de otimizagdo para a resolugdo
desses sistemas também ¢é brevemente descrita. Finalmente o método da continuacio paramétrica é
introduzido para a obtencdo de multiplas solu¢des desses sistemas nao lineares.

Método de Substituicoes Sucessivas

De modo semelhante a resolucio de equacgdes ndo lineares em uma varidvel o método de substitui¢des
sucessivas (ou pontos fixos) aplicado a sistemas algébricos néo lineares: f(x) = 0, consiste na
transformagdo do problema em: x = g(x), em que g(x) : R” — R” e x € R". Tal transformagdo
sugere o procedimento iterativo:

x4 — g(x)) para k=0, 1,2, ---

De forma anéloga & anélise da convergéncia deste procedimento aplicado a fungdes nao lineares
em uma variavel, a convergéncia para a solugdo x* € assegurada se para alguma constante 0 < p <1
ocorrer: Hg(x(k)) —g(x)|[ <p ! ’x(k) —X*H ,isto é, se g(x) for um mapeamento contrativo. A
convergéncia estard garantida se ||g'(x*)|| < 1. Observe que os métodos iterativos para sistemas
lineares (Secéo 5.6) sdo casos particulares deste método, em que M = g/(x*).

Método de Newton-Raphson
Como ja apresentado na Se¢do 5.1, sistemas algébricos ndo lineares sdo representados genericamente
na forma: f(x) =0, sendo f(x) : R" - R" e x € R".

A generalizagdo do método de Newton-Raphson é fundamentada na linearizacdo de cada uma
das fungdes do sistema em torno do valor de seu argumento na iteracio k, x®, assim:

a .
fi,linear( = +Z (J;‘lx (xj_xs_k)) para i = ]72’ cen
J o Ixk) ’
O valor de x¥t1 ¢ calculado de modo a anular filinear(X) para i=1,2,--- n, assim:
0
+Z filx (kH) (-k>):0parai:1,2,~-,n
8x] x(k)
dfi(x)

Definindo-se J; ; = como sendo o componente (i, j) da matriz Jacobiana de f(x) e

8xj

h® = x&+1) _x(K) resultando no sistema algébrico linear:
£(x®) + JO h® =0 ou J® h® = —£(x¥))

J®) k) — _f(x(k))

LHD) (K)o para k=10,1,---

Dando origem ao procedimento iterativo: {
Atualmente, ha inimeros softwares disponiveis para obten¢ao analitica da matriz Jacobiana,
tanto por diferenciacdo simbélica (MAPLE™, MATHCAD™, MATHEMATICA™, etc.) quanto
por diferenciacio automdtica que aplica a regra da cadeia (ADIFOR™, ADOL-C™, etc.).
Uma forma de reduzir o custo computacional do célculo da matriz jacobiana é manter seu valor
constante por um certo nimero de iteracdes, segundo o procedimento:

X =X — I (x ) para k=0, 1, -
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para m <k e o > 0 é um escalar que deve ser escolhido em cada iteragdo para minimizar o valor
de (f' f). Ap6s um certo niimero de iteracdes, quando se verifica que nio ha melhora no valor de
||f]|2, o valor de J deve ser atualizado. O pardmetro o, quando dentro do intervalo (0, 1], também é
aplicado como uma sub-relaxacdo do método de Newton-Raphson, como artificio para evitar falhas
de convergéncia.

A matiz Jacobiana pode tambem ser aproximada por diferencas finitas segundo um dos

)+ 519
PR e fi(x)
[+ 519) — fi(x¥ - §10)
26;
Sendo I¥ a coluna j da matriz identidade e 0j = ej‘.‘b“' o erro absoluto para a varidvel x; ou

procedimentos:

Ji’j(X(k)) ~

8; = v/emax{ ]xi-k) |,€4%,100\/€}, sendo & a precisdo da maquina.

5.7.3 Método de Broyden

Este método busca aproximar, em cada itera¢do, a matriz Jacobiana, sem o computo das derivadas
parciais das fungdes. O método procura estender o método da secante de fun¢des nao lineares de
uma varidvel a funcdes vetoriais e foi desenvolvido originalmente por Broyden (1965)!°.

O procedimento pode ser sintetizado pelas equagdes abaixo:

0) (valor arbitrario)
Hy =J,*
Inicio: { x(1) = x(0) — H,, £(x(¥)
5xp = xV —x(0
5ty = f(x1) —£(x(0)
[5Xk — Hk 5fk] (6Xk)T Hk

H =H
ket = B T S T Hy, O,
x(2) — (1) 4 p(xrD)

Sxipq1 = x(K+2) _ x(k+1)
Sty 1 = F(x&H2)) — f(x(k+D),

Iteracdo k=0,1,2,---

A grande vantagem deste procedimento é a aproximagdo Hy ~ J~1(x*)) tornando desnecessério
o computo das derivadas parciais de f(x) e a inversdo da matriz Jacobiana, aproximando satisfatoriamente
o método de Newton-Raphson.

5.7.4 Métodos de Minimizacdo
Estes métodos consistem simplesmente na transformagﬁo do problema f(x) =0, em um problema

de minimizag@o da fungdo escalar g(x Z fA(x T £(x) em que g(x) : R” — R. Um dos

procedimentos mais empregados na mlmmlzagao de funcdes escalares de varidveis vetoriais € o
método do gradiente, conhecido como o método da descida mais ingreme (steepest descent). Tal
método pode ser expresso pelo procedimento recursivo:

n a A
xk+D) — x&) _ Ve (x®)) em que Vg(x) ;=2 ) gl)EX)
i=1 j
Vg(x) =2J(x)" f(x).
O escalar o € escolhido de modo a minimizar a func¢do: h(a) =g [X(k) - an(x(k))] . Uma
forma simples de selecionar o valor de « € através da interpolacdo quadratica:

fi(x), permitindo identificar:

10Charles George Broyden (1933 —2011).
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h(a)~p(a)=2(a—1/2)(a—1)h(0) +40(1 — a)h(1/2)+2a(a—1/2)h(1),

3h(0) —4h(1/2)+h(1)

4[h(0) —2h(1/2)+h(1)]

Frequentemente o método da descida mais ingreme apresenta convergéncia lenta e outros

métodos de minimizacdo podem ser utilizados no lugar, sendo alguns desses apresentados no
Capitulo 8.

o valor de o que anula p)(o) é a* =

Homotopia e Método da Continuagcdo

O método da continuagdo estd baseado na variagao continua de um pardmetro na funcio, de modo a
proporcionar condi¢des de convergéncia mais fortes para os métodos de busca de raizes de funcdes,
especialmente o método de Newton-Raphson. Quando este pardmetro representa uma combinacio
entre a fungdo f(x) e outra func¢do conhecida e de facil solug¢do tem-se o método da continuagdo
homotopica. O tipo mais comum de homotopia € a fungio convexa:

h(x;7) = pg(x) + (1 —p)f(x) =0

em que g(x) ¢ uma fungdo de x de solug@o conhecida e o pardmetro p € [0, 1].

Verificando-se que: h(x;1) = g(x)=0 e h(x;0) = f(x) =0 portanto, promovendo uma
variacdo continua ao parimetro p de 1 a 0, parte-se de um ponto em que a solucdo é conhecida
g(x) = 0 em dire¢do a uma solugdo de f(x) = 0. Pode-se afirmar que as solugdes de h(x;p)=10
sdo fungdes do pardmetro p, representadas por x*(p), sendo x*(1) a solugdo de g(x) =0 e x*(0)
a solugdo de f(x) = 0. O cdlculo das raizes de h(x; p)= 0, para cada valor fixo de p, é geralmente
realizado pela aplicagdo do método de Newton-Raphson.

Figura 5.5: Representacdo simplificada do método da continuagéo.

As duas escolhas mais usuais da fungdo g(x) sao:
(1) Homotopia Afim
g(x) = J(x)(x —x() que representa uma linearizagio de f(x) em torno de x®.
(2) Homotopia de Newton
g(x) = £(x) — f(x) = h(x;p) = £(x) — pF(xV).
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Uma propriedade interessante do método da homotopia é que se f(x) possuir mais de uma raiz
e for permitido ao pardmetro p variar sem restricdo de intervalo, entdo é possivel encontrar todas
as raizes de f(x), seguindo o caminho de variagdo de p. Para isto, é importante que o método

. . . ~ X . .
realize procedimentos de reparametrizacdo quando algum componente de Tn tender a infinito,

conforme descrito a seguir.

De um modo mais geral, o método da continuac@o consiste na solucio de sistemas nao lineares
do tipo: F[x(s),p(s)] =0 com x € R" e p € R, em que t é um vetor de pardmetros e s é uma
parametrizagdo conveniente, como, por exemplo, o comprimento do arco do caminho percorrido.
Considerando, por simplicidade, o caso em que p € R, tem-se:

FIx(s).p(5)] =0 Jx(5) + 5 p(s) 0.

dx dp JdF;

sendo X(s) = —, p(s) = 5 © Jij = F

. .. (X%
, Caracterizando o vetor direcao <
ds 14

JdF
pertencente ao espaco nulo da Derivada de Fréchet'': DF = ( J 8) .
p

O vetor dire¢do pode ser escalonado através de alguma normalizagdo N(x,p,s) =0, o que

ON ON JdN JdN JON
resulta em: w! X(s)+ Ep(s) tor = 0 em que w; = ox o seja: wl x(s) + gp(s) =5
. : (T OJF/ap\ (x(s)\ _ 0
Dando origem ao sistema: <WT aN/ap) \pis)) = \—anyas)
Como exemplos de normas empregadas no escalonamento tem-se:
(a) Norma do Comprimento do Arco.
S
Mixt.5) = [ (IK(E)IP+P(E)) dE — (s —s0)
50
JdN IN JdN
W= ="t =xi(s), 1o p(s) e 21 — _1 (pela aplicacdo do teorema da fungdo implicita),
ox; dap ds

Ny (x,1,5) = (x—x0) %o(s) + (P — po) Po(s) — (s — 50)

. Ny | Ny
x W0l G =pols) e HE=1

( J 8F/8p> (X(S)) B <0>
x5 (s)  pols) ) \p(s) 1)
Esta norma € de mais simples implementa¢do computacional.

(c) Norma de Parametrizacio Local (ou Interna).

N3(x,p,s =e! X_X0>— s—s
) =< (3 730)  (5-)

Sendo e; 0 k-ésimo vetor unitdrio de dimensdo (n+ 1), resultando em:

René Maurice Fréchet (1878-1973).
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oF | . : e X
J 5 x(s)=0 e x =1, considerando x o vetor x estendido, isto é: x = »)
p
Uma maneira de escolher o indice & é pelo critério de maior derivada direcional: k € o indice
de x; que apresenta:
|xi|7

k:argmiax(’x”? ’x2|7 ) ) |xn‘7 |xn+1|)'

Existem vdrios algoritmos para realizar continua¢do em caminhos regulares, alguns outros
que conseguem determinar pontos limites e poucos que localizam pontos de bifurcacdo e
continuam sobre as ramificagdes.

X . .
Um ponto (p0> é caracterizado como:
0

e regular se J(xo, po) for néo singular;
e ponto limite se J(Xo, po) for singular e DF tiver posto = n;
e bifurcagdo se J(Xo, po) for singular e DF tiver posto < n.

No caso de um ponto limite, a matriz J pode ser tornada nao singular por um procedimento
de reparametrizacdo, escolhendo, por exemplo, como novo parametro a varidvel com maior
derivada direcional, possibilitando a continuagdo a partir deste ponto.
Métodos tipo predicao-correcao na continuagdo paramétrica sio métodos que seguem os
seguintes passos principais:

(1) Obtenc¢ao de uma solucio inicial: (X, po);

- ~ . (3 OJF/dp\ (x(s)\ _ 0
(2) Predicao. Solugdo do sistema: <wT 8N/8p> <p'(s)> = (—8N/8s> .

Realizando reparametrizacdo quando necessario e determinando o tamanho do passo

As = s—s0, nadirecdo (x, p), paraentdo predizer (extrapolar) x(s) =Xo+X(so)As e p(s)

po—+ P(so) As (método de Euler);
(3) Correciao. Resolucéo do sistema néo linear F[x(s), p(s)] =0 com algumas iteragdes
do método de Newton-Raphson.

m Exemplo 5.5 Coluna de Destilacdo de uma Mistura Bindria. Para comparar os diferentes métodos
de resolugdo de sistemas algébricos ndo lineares considera-se a coluna de destilagdo de 3 pratos
operada de forma continua na destilacdo de uma mistura bindria, apresentada na Introducao do
presente Capitulo e representada no diagrama da Figura 5.1.

Considerando os seguintes dados numéricos F = 100kmol /h, z=1/2, D = 80kmol /h, R =
5 e o =4 deseja-se calcular as vazdes molares B,L e V e as composicdes internas da coluna.

Com os valores dos dados numéricos, chega-se ao seguinte sistema algébrico ndo linear:

24 1 25
— )xo——x
3xg+1  4)70 4!
24x, 24 " 25 25 0
- + — | X1— =X
3x0+1 3x+1 4 4 0
f = | 2 (L2 BN s |2
3 +1  \3xp+1 ' 4 )72 75 81,
80 (2 s 5 0
— Xy — X,
31 \Bx+1 27
dx3

3X3+17

X4
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A matriz Jacobiana deste sistema é:

0
25
4
24 25

IR B
(3XQ—|- 1)2 4 4
24 24 " é
Guot1? Guti’
4
O _
(3x; + 1)2
0 0
0 0

(3x, + 122 * 4

(3)62 + ])2
0

0 0
0 0
5 0
24

5 5

(33 + 41)2+
4

(3x3+1)?

A natureza tri-diagonal da matriz Jacobiana facilitard sua inversdo e o sistema linear em cada
iteracdo do método de Newton-Raphson pode ser resolvido pelo método de Thomas, assim:

J(x®) [xk+D _x K]

—f(x(k)) para k=0,1,2,--- com x =

== )

0,0088733
0,0335448
0,1173893
0,2921588
0,6227817

Este procedimento converge em 6 iteracdes para: x* =

O mesmo problema € resolvido considerando um congelamento da relacio de equilibrio entre
as fases resultando no método de substitui¢des sucessivas:

24 1 25
——*+3 -= 0 0 0
3xg +1 4 4
24 24 25 25
T30 W, tad % 0 0| (%" 0
3xy'+1  3x;7+1 4 4 kD) 0
1
0 o 4 B -5 0 | _ 3|
(k) (k) 4 Xy
KRS B P | vl 8o
24 24 X3
0 0 ) ® +5 =5 (k+1) 0
3xy, " +1 3xy7 +1 X4
!
0 0 0 NG —1
3xy " +1

Utiliza-se novamente a natureza tri-diagonal da matriz do sistema e o procedimento converge
para a mesma solucdo, porém demandando 38 iteracdes para convergir.

O problema é novamente resolvido pelo método de Broyden, obtendo-se o0 mesmo resultado
em 14 iteragdes, ressaltando-se que neste método € desnecessdrio o cdlculo da matriz Jacobiana em
cada iteragdo bem como a resolucao do sistema linear correspondente.

Finalmente o problema ¢ resolvido pelo método da continuagdo homotdpica adotando-se a
homotopia afim, resultando na fungio: h(x; p) = pJ(x(¥) (x —x(®) + (1 — p) f(x) = 0. Diferenciando
esta fun¢do em relagdo ao pardmetro p resulta no sistema de equacdes diferenciais ordindrias:

dx(p)
dp

= [PI®) + (1= p)3e0)] 109 96 (x-x)].
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A integracdo € feitade p=1 a p =0 com a condi¢do inicial: x(1) = x(). Tal sistema ¢é
integrado pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem com passo fixo, resultando no final (p = 0)
nos mesmos resultados anteriores, a evolugdo do procedimento é apresentada na Figura 5.6.

p=0 p=1

ag
aa -_—

az

08 Xa

[

X3

L]

X1
a2
Xp

ot

Figura 5.6: Evolucdo do caminho homotdpico.

Conforme apresentado na Secéo 5.1, um novo problema se configura com a especificacio de
F, z, xp, € xp Considerando os valores numéricos: F = 100kmol/h,z=1/2,xp =0,8, ¢ xp =

4 1
0,02, tem-se x4 =xp = 3 Xo =Xxg = 50 e as vazdes B e D podem ser calculadas pelos balangos
globais:
B+D =100 500 800 F 13
+ =B=—,D=—¢e - = —,eas vazdes molares L eV podem
B/50+4D/5 =50 13 13 D 8
. 800 800 -
ser expressas pela razdo de refluxo R: L = HR eV = E(l +R). A composi¢do do vapor no
4 4 47
refervedor é calculada por: yg = 3x0x—?_ =53 e yo—Xg= 7650 e pelo balanco no condensador
t i Y3 :
em-se: Y3 =X4 = - = X3 = =-.
Y3 4= 3 3T 4 3y; 2

1 147 (14R)

Da equacdo de balanco do refervedor obtém-se: x| = 50 T 2650R 713 78

=x1(R) e da

4 3 R
equacao de balancgo do prato 3: y, = 5 101+R = y2(R). A substitui¢do destas duas expressoes
na equacgdo de balangco molar do prato 1 da origem a:

®(R) = (1+R) <M— ;) 1 (R+13/8) (xl(R)— 4_”;%) _

Esta ultima equacao foi resolvida pelos procedimentos usuais de resolucio de equacdes algébricas
ndo lineares em uma variavel resultando em R =7,9581, determinando-se a seguir: L =489,7321kmol /h,V =
551,2706kmol /h e

i 0 1 2 3 4
x; || 0,0200 | 0,0719 | 0,2223 | 0,5000 | 0,8000
yi || 0,0755 | 0,2364 | 0,5335 | 0,8000
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m Exemplo 5.6 Reator do Gés de Sintese, Exemplo 5.5 de Carnahan, Luther e Wilkes (1969). As
principais reacdes que ocorrem na produgdo de gds de sintese através da oxidacdo parcial do metano
com oxigénio sdo:

CHy+1/20, = CO+2H,

CH;+H,O = CO+3H;

H,+C0Oy = CO+H0

Deseja-se calcular a relacdo entre as vazdes molares de oxigénio e metano na alimentacio de
um reator de gas de sintese operando adiabaticamente, de modo que a temperatura de equilibrio
no interior do reator seja igual a 2200°F. A pressdo de operacdo do reator é igual a 20atm e a
temperatura de entrada dos reagentes é igual a 1000°F.

Considerando o comportamento da mistura reacional como ideal as seguintes relagdes de
equilibrio prevalecem:

( 2
Reacdo 1: K| = pr?/zz

PcH, P02

=1,3x 10!

Pco Pzz
PcH, PH,0

Reacdo 2: K, = =1,7837 x 10°

__ PcoPH0

Reagdo 3: K3 = =2,6058
pco, PH,

Em que pco, pco,, PH,0; PH,» PCH, € Po, S30 as pressdes parciais, respectivamente, de
CO,C0O,,H,0,H,,CHy € O,.
As entalpias dos componentes presentes no processo a 1000 e 2200°F sdo tabeladas a seguir:

Componente | H(1000°F) H(2200°F)
(BTU /Ibmol) | (BTU /lbmol)

Cco -38528 -28837
CO, -154958 -139009
H,O -90546 -78213

H 10100 18927
CH, -13492 8427

0, 10690 20831

Uma quarta reacio também ocorre a altas temperaturas:
Peo
ac pco,

no estado sélido (seu valor pode ser considerado como unitario).
Considerando de inicio a inexisténcia da reacdo 4 e as seguintes varidveis:

x1 : nimero de mols de CO no equilibrio/mol de CH; na alimentagao;

Xx: nimero de mols de CO, no equilibrio/mol de CH, na alimentacao;

x3 : nimero de mols de H>O no equilibrio/mol de CH; na alimentagdo;

X4 : nimero de mols de H, no equilibrio /mol de CH4 na alimentagao;

xs5: nimero de mols de CH4 no equilibrio /mol de CH, na alimentagdo;

Xe: nimero de mols de O, na alimentagdo /mol de CH4 na alimentacio;

x7: nimero total de mols dos produtos /mol de CH4 na alimentacao.

Reacdo 4: Cspigo+CO2 S 2CO com Ky = =1329,5 sendo ac¢ aatividade do carbono
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Devido ao valor elevado da constante de equilibrio da primeira reacdo, pode-se considerar como
se todo o oxigénio alimentado ao sistema fosse consumido, isto é: pp, = 0. Com esta consideragdo
os balangos de massa de cada elemento quimico presente e o balanco de energia conduzem ao
seguinte sistema de equacdes:

( Balanco de oxigénio: 2xg = x1 + 2x5 4+ x3
Balanco de hidrogénio: 4 = 2x3 + 2x4 + 4xs
Balango de carbono: 1 = x| +x2 + x5
Balancgo global do produto: x7 = x1 +x2 +x3 + x4 + X5
Equilibrio da reagdo 2: P[%t alxlxi =1,7837 x 10°x3 x5 x%
Equilibrio da reacdo 3: x;x3 = 2,6058x, x4
Balango de energia: —28837x; — 139009x, — 78213x3 + 18927x4 + 8427x5s = —13492 + 10690x¢

2

Resolver este sistema de equagdes algébricas. Apés resolver o sistema calcule; K = _Pco ~

) ac pco,
P, _
Lroral X se K > K4 =1329,5 ha a possibilidade de carvao sé6lido no interior do reator, caso

X2 X7
contrério tal ndo ocorre. Verificar qual das possibilidades prevalece.

Refazer o problema considerando a possibilidade da reacdo 1 nao ser completa, o que implica
2
Ptotal —

1,7837 x 10°
2,2425 x 1073 e reescalando o balanco de energia dividindo ambos os membros por 139009,

chega-se ao seguinte sistema algébrico ndo linear:

na existéncia de oxigénio residual no produto. Introduzindo o pardmetro 8 =

X1 X3
—+tX+ = —X¢

2 2

X3 X4

=4+ = —1
5 + > + X5

X1 +x+x5—1

—0,2074x] — x2 — 0,5626x3 + 0, 1362x4 +0,0606x5 — 0,0769x6 +0.0971

X1X3 — 2, 6058)62)64

2,2425 x 10 3x; xi — X3 X5 (X1 4+ X2 +x3 + x4 +x5)2

A matriz Jacobiana deste sistema é:

1/2 1 1/2 0 0 ~1
0 0 1/2 1/2 1 0
B 1 1 0 0 1 0
I =1 _0,2074 -1 —0,5626  0,1362  0,0606 —0,0769
x3  —2,6058xy x| —2,6058x, 0 0
81(x) 82(x) 83(x) 84(X) 85(x) 0

(x)
(x)
Em que: g3(X) = —X5 (x1 +Xx2+x3+x4 +X5)[(X1 +Xx2+x3+x4 +X5) +2X3]
(x)
(x)



5.8

154 Capitulo 5. Resolucdo de Sistemas de Equacoes Algébricas

Aplicando o método de Newton-Raphson adotando a condicao inicial (em que se considera
apenas a ocorréncia completa da Reacéo 1): (X(O))T = (1 00201/ 2), o procedimento
numérico converge apds 6 iteragdes para:

(x®)T = (0,961465 0,027466 0,137033 1,840831 0,011068 0,576715).

Com estes valores calcula-se o nimero total de mols da mistura: 7,0 = X1 +X2 + X3 +Xx4 +Xx5 =
2,9779 e, a seguir, as fragdes molares da mistura:

X1 = 0,3229: fragdo molar do CO no equilibrio;

X, =0,0092: fragdo molar de CO, no equilibrio;

X3 = 0,046: fracdo molar de H,O no equilibrio;

X4 = 0,6182: fracdo molar de H, no equilibrio;

X5 =0,0037: fracdo molar de CH4 no equilibrio.

Ptotalx%
X2X7

Verificagdo da possibilidade de existéncia de carvio sélido: K = =1226,0424 < K4 =

1329,5 constando-se que ndo ha carbono sélido presente no reator!

O problema foi novamente resolvido pelo método de Broyden que converge ao mesmo
resultado com 8 iteragdes. O método da continuagdo, com a homotopia afim, foi também aplicado
chagando-se novamente aos mesmos valores finais.

A resolugdo do problema considerando a possibilidade da rea¢do 1 ndo ser completa, o que
implica na existéncia de oxigénio residual no produto, aumenta a dimensao do sistema e a inclusdo
de uma nova varidvel que é o nimero de mols de O, no equilibrio. O problema é entdo novamente
resolvido adotando os valores das demais varidveis iguais aos valores obtidos anteriormente e o
nimero de mols de O, no equilibrio igual a zero, os novos valores obtidos em pouco diferem dos
valores anteriores e 0 niimero de mols de O, no equilibrio obtido é igual a 2,2576 x 107°. n

Problemas Propostos

Problema 5.1 Refagca o Exemplo 5.5 utilizando a linearidade das quatro primeiras equagdes
permitindo expressar as varidveis xi, xp,x3 € x4 em funcdo de xs e xg. Substituindo, a seguir,
estas expressdes nas duas ultimas equacdes o sistema algébrico reduz-se a duas equacgdes de
X5 € Xx¢. Resolva o novo sistema aplicando um método conveniente. Compare os resultados obtidos
com os anteriores e discuta as provaveis vantagens e desvantagem do novo procedimento.
Problema 5.2 Resolva a equagdo de diferengas:

Uipg+4iuiy +u=iparai=1,2--- ncomu; =0¢e u,4r =1

Resolva paran=16,7 e 8.
Refaca o problema com as condi¢des de contorno: u; = u,13 € Uy4o = 2uy4 -
Problema 5.3 Resolva a equagdo de diferengas ndo linear:

Uisor +diup +ub=(i—1)(10—i) parai=1,2---,10 com u; =0,5 e ujp = —2

Problema 5.4 Cinco reatores de mistura iguais conduzem, isotermicamente e em fase liquida, uma
reacdo irreversivel de segunda ordem. Deseja-se determinar a concentracdo do reagente na saida
do quinto reator nas condi¢des estaciondrias de operagdo do processo, para isto deve-se resolver
o sistema de equacdes algébricas (que traduzem os balangos molares do reagente em cada reator
escritos em forma adimensional):
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(Balanco molar no primeiro reator: x; (1 + axy) = 1;
Balango molar no ssegundo reator: x;(1 + ax;) = xy;
Balango molar no terceiro reator: x3(1 4 otx3) = xp;

Balango molar no quarto reator: x4(1 + ox4) = x3;

Balango molar no quinto reator: xs(1+ otxs) = x4.

Considerando o = 1,5 determine a concentracdo do reagente na saida de cada um dos reatores.
Utilize em sua resolucdo a natureza bi-diagonal da matriz Jacobiana. Investigue a possibilidade de
transformar o problema na resolu¢do de uma equacgéo nao linear em uma variavel, o que pode ser
feito expressando a concentragdo de entrada em cada um dos reatores em funcao da varidvel de
saida e buscando o valor de x5 que conduz a concentracdo de entrada do primeiro reator ao valor
unitdrio.

Problema 5.5 O modelo estaciondrio do estdgio i de uma coluna de absorcio de pratos € descrito
pela equacdo de balango de massa:

Lxi 1 +Vyi1=Lx;+Vy;parai=1,2,---,N.

N : ntimero total de pratos;
L : vazio molar da fase liquida;
Sendo: ¢ V : vazdo molar da fase gasosa;

x; . fracdo molar do soluto na fase liquida;

y; : fracdo molar do soluto na fase gasosa.

Sabendo-se que a relacdo de equilibrio entre as fases € linear e dada pela expressao: y; = mx;,
sugira um procedimento iterativo para resolver este sistema conhecendo-se: L, V,m, yp € xn1-
Para ilustrar seu procedimento adote: L = 40kgmol /h,V = 65kgmol /h, m = 0,75, N = 10, yo =
0,25 e x;1 =0.. Avalie o que ocorre com as composicdes de saida, x; e yy, quando N tende ao
infinito. -

Refaca o problema com a relacio de equilibrio ndo linear y; = Toéx- com,m=0,75e aq =
0,05. ’

Problema 5.6 O modelo estaciondrio do estdgio i de uma coluna de absor¢do de pratos, na qual
ocorre uma reacao quimica irreversivel na fase liquida, é descrito pela equacdo de balanco de
massa:

Lxiy1+Vyi 1 =Lxj+Vy,+Hkx? parai=1,2,---,N.

N = 12 : ndmero total de pratos;

L = 40kgmol /h : vazdo molar da fase liquida;

V = 60kgmol /h : vazdo molar da fase gasosa;

Sendo: ¢ H = 20kgmol : nimero de mols da fase liquida no prato i;
k=0,5n"": constante de velocidade da reacio;

x; . fracdo molar do soluto na fase liquida;

| yi : fragdo molar do soluto na fase gasosa.

Sabendo-se que a relag@o de equilibrio entre as fases é dada pela expressao: y; = ﬁ com m=
Xi

0,75 e ¢ = 0,05 e que yp = 0,45 e x;3 = 0 (alimentacdo da fase liquida isenta de soluto).
Determine as composic¢des do soluto em todos os pratos em ambas as fases.

Problema 5.7 Em um conjunto de reacdes quimicas, para determinar o nimero de reagdes
independentes monta-se uma matriz composta pelos coeficientes estequiométricos das reagdes
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considerando-os como positivo quando o componente for reagente na reagdo correspondente e
como negativo quando o componente for produto na reacdo (esta matriz se chama de matriz
estequiométrica). Assim para o conjunto de reagdes quimicas:

Reacdo 1: 4NH3; +50, S 4NO + 6H,0
Reacdo 2: 4NH3 4+ 30, < 2N, +6H,0
Reacgdo 3: 4NH3 +6NO < 5N, + 6H,0
Reagdo 4: 2NO+ 0, S 2NO,
Reacgdo 5: 2NO S N, + O,
kReagﬁo 6: N, +20, S 2N0O,
A matriz estequiométrica correspondente a este esquema de reagdes €:
4 5 -6 0 —4 0
4 3 -6 -2 0 O
A— 4 0 -6 -5 6 O
o 1 o0 o0 2 =2
o -1 0 -1 2 0
o 2 0 1 0 =2

O ndmero de reacdes independentes € igual ao posto da matriz A, sendo neste exemplo
igual a trés. Baseado nesta informagdo indique trés reacdes do esquema apresentado que sejam
independentes entre si, justificando sua escolha pelo calculo do posto da matriz estequiométrica das
reacdes escolhidas.

Problema 5.8 Conforme apresentado na Secdo 5.1, as equagdes do sistema hidraulico da Figura
5.2 podem ser expressas em formas adimensionais por:

filxx) =x1 —1— o+ B(x) 3
Hx1,x2) =x1— 1 —y(x2)2

3
b 3 L 2
Sendo: x| = &, Xp = 0 , 0= i, = M ey= SM, variaveis e parametros
P1 Oref P1 P1 n°Dpy
adimensionais. Sendo: p; = latm = 1,013 x 10> Pa.
Dados 1 Dados 2

3
Ores (m> 0,720 % 1073 | 5,456 x 102

s
a 1,136 2,62
B 0,136 1,62
Y 0,150 0,337

L . . 2 .
Adotando com valor inicial do processo iterativo, para ambos os dados, x(0) = <1) , determine

X1 € xp para os dois conjuntos de dados.
Na realidade o fator de atrito de Moody no interior da tubulagdo é fun¢do do nimero de
Dpi
Reynolds, Re =

em que it = W (velocidade média no interior da tubulagdo), e u

(viscosidade do liquido: p; = 1,005 centipoise e U, = 2,46 centipoise) e da rugosidade interna
do tubo, €. Esta dependéncia é expressa por:

64
Ju = — se Re <2000;
Re
I 210g< £ n 2,51
VT 3,7D " Rev/fu

> se Re > 2000 (Equacdo de Colenbrook).
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Um bom chute inicial para a resolu¢do numérica da equacio de Colebrook € a equacdo de Blassius
expressa por fir =0,316Re~%% que é vilida para tubulacdes lisas (€ = 0) e escoamento turbulento.
Refaca o problema para os dois conjuntos de dados e com estas novas consideracdes usando
€ =0,0005 ft.

Problema 5.9 Considere o sistema hidrdulico esquematizado na Figura 5.7.

(5)

(3) Tubo D

4
f Bomba B
A
(2) &> R
f? ?Bomba A Tubo C (4) Tubo E

Figura 5.7: Sistema hidrdulico do Problema 5.9.

2

As pressdes p; e ps nos pontos (1) e (5) podem ser consideradas como iguais a pressio
atmosférica. As equagdes que descrevem o escoamento em cada trecho do sistema sao:

(Ponto de juncdo (4): Qg = Op + Oc;
Bomba A: p, — p1 = a4 — Ba0%;
Bomba B: p3 — p1 = o — Bz0%;

L 2
Perda de carga no tubo C: p» — ps = SfMPZDCSQC;
e
L 2
Perda de carga no tubo D: p3 — ps = 8fMP27D5QD;
n-Dy

fupLeQF

Perda de carga no tubo E: ps — p5 + 75—24) =38
g pa—ps+pg(zs —z) D3

Em que: (z5 —z4) = 70 ft (elevacdo da tubulacio), fi = 0,02792, p = 62,431b,,/ft> (massa
especifica da dgua), p; = ps =1,00arme
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Bomba Q B Tubulacao D L
(psia) psi i (polegadas) | (pés)
(gpm) C 1,278 125
A 156,6 | 0,00752 D 2,067 125
B 117,1 | 0,00427 E 2,469 145

Calcule pj, p3, pa, Oc, Op € Qf. (sugestdo: Adote o mesmo tipo de adimensionamento do
Problema 5.8).

Problema 5.10 O seguinte conjunto de pontos do plano (x;,y;) para i = 0, 1,---, 10, esta
disponivel:
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X; 0 0,877 | 2,034 | 2,940 | 4,129 | 4,870 | 6,084 | 6,922 | 7,837 | 8,859 10
yi || 0,369 | 0,719 | 0,982 | 0,930 | 0,688 | 0,683 | 0,863 | 0,881 | 0,517 | 0,632 | 0,336

Desenvolva a fungao spline de terceiro grau apropriada para este conjunto, apds esta determinacio
interpole os valores de y para os valores inteiro de x no intervalo [0,10].
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6. Integracdo Numérica

Infroducédo

Vimos nos Capitulos 2 e 3 que entre os motivos para o uso de polindmios na aproximacgao de fungdes
estd a facilidade de cdlculos de derivadas e integrais. Neste capitulo aplicaremos as aproximacgdes
polinomiais para a integracao numérica de fungdes, ou seja:

I= / de/ Pn(x)dx.

Esta aproximacao, quando escrita na forma:

I= / fx) ;i f (xi)-

é chamada de quadratura numérica, tal nomenclatura advém do termo quadratura do circulo
proposto pelos antigos matematicos gregos (aproximadamente cinco séculos a.C.) que consistia em
construir um quadrado com a mesma drea de um dado circulo.

Adotando o polindmio interpolador de Lagrange para representar p,,(x):

n

Pa(x) =} (%) f (i),

i=0

e sabendo que o erro de truncamento da aproximagdo de f(x) = p,(x) + R,(x) é dado por:

wﬁ(x_m com § € (a,b),

R0 =Ty L

entdo a integral de f(x) no intervalo [a, b] pode ser escrita da seguinte forma:

1= /f dx—/ S(xi dx—l—/ f’::il H(x—x,-)dx.

i=0
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€ uma aproximacao para o cdlculo desta integral é:
b n b n
I :/ f(x)dx ~ Z (/ E,(x)dx) flx)= Za)if(xi).
a i=0 \/a i=0

b
em que ; = / li(x)dx e o erro dessa aproximacao da integral é:
a

b f(n+l1) n
Erroy, :/a wq(x—xi)dx com¢ € (a, b).

A determinacdo dos valores de ®;, denominados pesos da quadratura, é bastante facilitada se
o intervalo [a,b] for normalizado por um dos procedimentos descritos Capitulo 3.

b—a

I— (”g") /:If[x(t)]dt% (b;”) iiowif[x(ti)]y

1—4 144
emquex(t,-)z( 5 l>a+< —;l)b.

e Mudanga de varidvel para ¢ =

2x — b b—
e Mudanca de varidvel para t = w =dx = <2a> dt resultando em:

=
N

Py dx = (b—a)dt resultando em:

+1 n
1=(b=a) [ fl@)dr= (b—a) Y o/l
emquex(t;) = (1 —t;))a+tb.

6.2 Método de Integracdo Numeérica de Newton-Cotes

O método de integracido numérica de Newton-Cotes! é desenvolvido a partir da aproximacio do
integrando por uma fung¢do polinomial de grau n obtida pela interpolacdo polinomial de mesmo
grau, usando (n+ 1) pontos nodais igualmente espacados no interior do intervalo [a, b], ou seja,
xi=xo+ih parai=0,1,2, --- n. Essas formulas sfo ditas férmulas fechadas quando xp =a e
Xn = b, com h = (b—a)/n, e formulas abertas quando xj e x, estdo dentro do intervalo [a, b],
com h=(b—a)/(n+2).

. . . . i
Assim, com x; =x9+ih para i= 0, 1, ---, n, estes pontos nodais correspondem a f; = — para
n

3 i+1 . X
as férmulas fechadas e t; = T para as férmulas abertas, no reescalamento
n —a

As férmulas fechadas para n =1 e n =2 também so conhecidas como regra ou férmula
do trapézio e férmula de Simpson?, respectivamente. A férmula aberta para n =0 é conhecida
como formula do ponto médio (ou formula do retangulo) e para n =1 também é chamada de
férmula do trapézio, mas com pontos nodais diferentes.

Tomando como exemplo a obten¢do da férmula do trapézio, comn = 1,x9 =a,x; =b ou fy =
0, =1 e h=>b—a, o polindmio interpolador p;(¢) é dado por:

r—n t—1t
= X —|—
to—tlf( 0) P—

pi(t) f) = (1=1)f(x0) +1 f(x1),

1Roger Cotes (1682-1716).
2Thomas Simpson (1710-1761).




6.2 Método de Integracdo Numérica de Newton-Cotes 161

resultando para o cdlculo da integral:

[f(xo) + flx)]

I:(b—a)/olf[x(t)]dtzh/olpl(t)dt:h . ,

que ¢é igual a drea do trapézio de base h e altura média [f(xo) + f(x1)]/2, na qual também
identificam-se @y = w; = 1/2. O erro desta aproximag@o é dado por:

b 3
Erro, — 21,/ FUIE ()] (x = x0) (x —x1 )dx = }21!/Olf"[é(xo+ht)]t(t—1)dt.

Como ¢ (r — 1) ndo muda de sinal no intervalo (0, 1), o teorema do valor médio da integral pode ser
aplicado:

CBf(E)
12

h3 1 //13 1
Erroy = ?/ fE(xo+ht)]t(t —1)dt = 5f”(é)/ t(t—1)dt = com & € (a, b).
1 Jo . 0
Uma forma mais simples de determinar os pesos da quadratura é considerando as integrais:

k+1
férmulas fechadas, t; = i/n):

1 1 n
/ tfdt = —— = Z ; t{‘ para k=0, 1, ---, n, resultando no sistema algébrico linear (para as
0 i=0

11 1 1\ (o 1
0 1/n 2/n 1 ] 1/2
0 (1/n)*> (2/n)? 1 o | = 1/3
0 (1/ny @/my - 1) \@) \1/n+1)

Para o exemplo anterior, com n = 1, o sistema linear fica:

1 1 ) (1
0 1) \e) " \1/2)°
cuja solugdo é wy = @) = 1/2.

Verificando-se que a integracdo numérica de uma funcao polinomial em ¢ de grau m ¢ exata
para m < n, expressando esse polindmio pelo polindmio interpolador da Lagrange com os (n+ 1)

. i .
pontos nodais t; = — parai= 0,1, ---, n.
n

sendo o erro da aproximacao:

Ra(t) = Osem<n
" Pnodal (t)qm—(n-‘rl)(t) sem>n

n
em que Puogal(t) = H(t —i/n) € qu_(n+1)(t) € um polindmio em ¢ de grau m— (n+1).
i=0
O polinémio nodal é um polindmio de grau (n+ 1) cujas raizes se distribuem simetricamente
em torno de ¢ = 1/2, assim reescrevendo p,,qq(t) em termos de z =t — 1/2 verifica-se que

1 1 i
Prodal(2) = H <Z+ 3 n) apresenta as raizes dispostas simetricamente em torno de z=0 e
i=0
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z =0 s6 serd raiz se n for um nimero par. Desse modo, se n for um nimero par pypqq(z) SO
contém poténcias impares de z e se n for um niimero impar p;,qq(z) s6 contém poténcias pares

1 +1/2
de z, 0 que implica em: / Prodal(1)dt = / Pnodal(2)dz =0 se n for par, garantindo que a
0 —1/2

1 n
integral / pm(t)dt = Z ; pm(t;) € exata para m < (n+ 1) caso n for par (um ndmero par de

0 i=0
sub-intervalos ou um nimero impar de pontos nodais). Outra consequéncia da distribui¢do das

raizes de ppoqq(t) € a aplicagdo do teorema do valor médio de acordo com:

/Olpnodal (1) f(t)dt = f(t_)/olpm)dal(t)dt se n for impar
1 1
| = 1/2p0aa )£ @t = £ [ 6= 1/2)praa(t)dt se n for pas

Baseado nestas caracteristica do ppoqa(t) pode-se calcular o erro da integragdo numérica do
método de Newton-Cotes segundo:
(b _ a)n+2 dn+1f(x)

(n+1)!  dxt!
(b _ a)n+3 dn+2f(x)
(n42)!  dxt?

1
/ DProdal(t)dt se n for impar
Erro = x=¢ 0

1
/ (t —1/2)Pnodai (t)dt se n for par
0

Apés a determinagdo dos pesos do método de Newton-Cotes e da expressao dos erros, a Tabela
6.2 é construida.

Tabela 6.1: Féormulas fechadas do método de Newton-Cotes
[n| ~ [ Nc [ Nt | N | NE | el | et | Nl || Erro da Integragio ||

1| 2 1 1 = L

2| 6 1 4 1 910 1V (£)

3| 8 1 3 3 1 830h5 £V(E)

aloo| 7 | 32 | 12 | 32 | 7 9i5 W Y1)
375

50288 19 | 75 | 50 | 50 | 75 | 19 129096 R FVI(E)

6840 41 | 216 | 27 | 272 | 27 | 216 | 41 ||~ kfY(E)

As férmulas fechadas na Tabela 6.2 sdo entio construidas da seguinte forna:
b b—

1= / fx)dx ~ (b=a)
a n

Por exemplo, a férmula de Slmpson, com n = 2, ou seja, aproximando f(x) por uma pardbola,
resulta:

x;), sendo x; =a+ihe h= parai=0,1,---,n

= /a” f(x)dx =~ (b;a) [f(x0) +4f(x1) + f(x2)] = g[f(xo) F4f(x1) + f(x)).

1,2
m Exemplo 6.1 Obter a aproximagao da integral / = / ¢"dx, usando n = 6 da Tabela 6.2. Para

0
este exemplo,a=0,b=1,2, h=(b—a)/n=0,2 e x; = i h. Portanto, da Tabela 6.2, resulta:

1,2
1= / dew—(zue +216¢" + 276" +272%° +27e"% 4 216¢'0 + 41e'?) = 2,320116929.
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O valor exato é [ = e'? — 1 = 2,320116923, resultando em um ER(%) = —2,61 x 1077 % e
EA =6,055x107°. .

De maneira similar, para as férmulas abertas, o sistema algébrico linear para a determinacdo

. i+1
dos pesos da quadratura, com os pontos nodais #; = P resulta:

1 1 I @ 1
2 2 2 2

) Gh) Gh) o G| |@|=]|;

Gh)" GR)" GR)" o G \e/  \am

Para o exemplo da férmula do retangulo, com n = 0, o sistema linear resume-se a @y = 1,
resultando na aproximacao:

1=(—a) [ Sk~ (6-a) [ po(te = (6-a) [ 1(s0)at = (b)),

que ¢é igual a drea do retdngulo de base (b —a) e altura f(xo), calculada no ponto médio o = 1/2
ou xo = (a+b)/2.

Usando o mesmo procedimento também para o calculo do erro, constréi-se a Tabela 6.2 para as
féormulas abertas de Newton-Cotes.

Tabela 6.2: Férmulas abertas do método de Newton-Cotes
H n H N H nelY ‘ e ‘ e ‘ nel H Erro da Integragdo H

of 1] 1 L)
1] 2 1 1 %hS 1"(&)
21 3 2 -1 2 %;ﬁ V(&)
3| 24 11 1 1 11 %iﬁf’v(é)

As férmulas abertas na Tabela 6.2 sdo entdo construidas da seguinte forna:

b

—ad b—
NQE)NCI-(")f(x,-), sendo x;=a+(i+1)he h= (’H_;l) parai=0,1,--- n.

I:/abf(x)dx%

Método de Simpson em Subintervalos (Regra de Simpson Composta)

Em aplicacdes préticas raramente se utiliza métodos de ordem superior ao do método de Simpson,
preferencialmente este método € aplicado em subintervalos em que o integrando é aproximado
sucessivamente por pardbolas.

Na Figura 6.1 é mostrada as aproximacdes parabdlicas sucessivas aplicada a uma fungdo
genérica f(x) (curva continua azul) no intervalo [1, 9], inicialmente f(x) é aproximada por duas
Pardbola 1, utiliza os pontos:(1, f(1)), (3,f(3)) e (5, f(5))
Pardbola 2 utiliza os pontos:(5, f(5)), (7, £(7)) e (9, f(9))
Resultando na integracdo numérica:

pardbolas construida na forma:

5-1

= 2 (1) +H473) + 1) + () +47(7) + 9]



164 Capitulo 6. Integracdo Numérica

Figura 6.1: Regra de Simpson composta.

f)+47B)+2/(5) +4f(7) + f(9)
12

Os valores dos médulos dos erros das duas integracdes sao apresentados na tabela abaixo:

I} =8

|Errol |Errols \Erro|tom1
B ey | 1 pmg) |- pmen
90 90 180

—a 9-1

Na qual h; =

= ——=2,com N =2 sendo o nimero de subintervalos, € o médulo do
erro total foi calculado de acordo com:

12 :4ﬁ (IV) [ g%
AE) = 4t ) g

v gy 4 11 gy <
90 90 =90

©-1
2

emque 1 <& <55<E<9e 1 <EF <8, pois 2h) =4 = e

P &)+ (&) < 2l (6) =277 ().
A seguir f(x) é aproximada por quatro pardbolas na forma:

Pardbola 1, utiliza os pontos:(1, f(1)), (2,£(2)) e (3,1(3))
Parébola 2 utiliza os pontos:(3, (3)), (4,(4)) e (5,£(5))
Pardbola 3 utiliza os pontos:(5, f(5)), (6,1(6)) e (7,£(7))
Parédbola 4 utiliza os pontos:(7, f(7)), (8,1(8)) e (9,£(9))

Resultando na integracdo numérica:
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= %[f(l)+4f(2)+f(3)]+E[f@)+4f(4)+f(5)]+E[f(5)+4f(6)+f(7)]+
9_

6 6
T[f(7)+4f(8)+f(9)},

ou agrupando os termos:

AN o

f()+47(2)+2f(3)+4f(4) +2/(5) +4/(6) +2/(7) +4/(8) + f(9)
24

L =38

Os valores dos médulos dos erros das quatro integracdes sao representados na tabela abaixo:

|Erro|; |Erro|, |Erro|s |Erro|s |Erroltoral
3 ) s ) S ) B vy W v
B e | ) | B | B | o-n i pve)

O moédulo do erro total foi calculado de acordo com:

hj V(e hj V) (& hj V) hj (IV)(g <hj4 (V) 5)_4}1;2l () E¥)
90f ( 1)+90f ( 2)+90f ( 3)+9Of 2) =90 fmax( - 90f (

emque 1 <& <3<E<5<63<7<84<9e1<E7<S,

(9; D¢ (&) f0(E) 1Y) (&) + 1Y) (Eg) < 450 (E) = 470V)(E°).

Desse modo, em ambos os casos o médulo do erro total da integracdo é: |Erro|pra =
b—
Kh*fIV)(E) sendo h =

de parabolas empregadas, a < & < b, a o limite inferior € b o limite superior da integracao.
Baseado na expressido do médulo do erro total da integracdo, Richardson® prop6s o seguinte
procedimento, denominado de Extrapolacdo de Richardson:

pois 4hy =4 =

a o . p
a distancia entre os pontos nodais empregados, N o nimero

’Erro‘z((])z)al = Imelhor —5h = Khzltf(lv)(é)

Kh4 (v) h ,
’Erro‘t(gl)al = Inethor — b = K V) (&) = 1fl6(é) com hp = 51
. Lyethor — 1 16, — 1
ou seja: lyeihor — I = % = Lyeihor = T

De acordo com estas caracteristicas o método de Simpson em subintervalos pode ser implementado
pelo algoritmo:
e ETAPA 0: especificacdo de a, b, N (ndmero inicial de pardbolas), & (critério de convergéncia)
e € (menor valor do passo de integracio).
e ETAPA 1: célculo da primeira integral numérica (com N pardbolas):

So +— f(a) + f(b)

b—a
h<+—
2N
N
Simpar — Zf[a+ (2J_ l)h]
j=1
Nil
Y fla+2jh) se N> 1
Spar =93 Jj=I

Ose N=1
h
[<— g (SO + 4Simpar + 2Spozr)

3Lewis Fry Richardson (1881-1953).



6.2.2

166 Capitulo 6. Integragéo Numeérica

o ETAPA 2: processo recursivo:
Faca:
Ivelho «— 1

N<+—N+N

h
h— =
2

Spar — Spar + Simpar
N
Simpar A Z f[a+ (2] - l)h]
j=1
h
I +— §(SO +4Simpar + 28 par)
Enquanto |l — L > 8 € || > €

o ETAPA 3: célculo final da integral numérica (extrapolacdo de Richardson):

- Ivelho

I
1+—1
BT

A Extrapolacao de Richardson empregada para melhorar o resultado do método de Simpson
em subintervalos pode ser estendida para qualquer férmula de integracdo aplicada em subintervalos.
Se Iy e Ey s@o, respectivamente, a integral numérica com N subintervalos e o seu erro, entdo o
valor exato da integral é dado por:

I =1y, +Ey, =1y, +Ep,

Como Ey o< B fM(E) = N~ f(")(&), se considerarmos que £ (Ey, ) = £ (Ey,), entio:

N\ \"
EN2:<N;) EN1:<h?> En,.

Desse modo, pode-se obter uma boa estimativa para Ey, a partir das integrais numéricas Iy, €
1 N>+
Iy, — Iy,

Ey = —F—"1—
A A AT

resultando na férmula geral da extrapolagdo de Richardson:

I =1Iy + Iv, Iy, _ In, = (N1/N2)" Iy,
extrapolado N 1— (N] /NZ)m 1— (N] /Nz)m

Método de Romberg

Este método de integracio numérica foi desenvolvido por Romberg* em 1955 e consiste na
associacdo recursiva da regra do trapézio composta com a extrapolacdo de Richardson.
b
Assim para computar numericamente a integral: I = / f(x)dx, inicia-se a integra¢do numérica
a
pela regra do trapézio usando apenas um intervalo, aumentando-se, sucessivamente, o nimero de
subintervalos de acordo com:

4Werner Romberg (1909-2003).
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(

10— O (ﬂ)*ﬂb)) O = (b—a)ixo—aex = b=xo+ kO

2
(0)
ﬂu:mw<fw%;ﬂ@+f@ﬂ),mw:h2Vm:aex“:m+hm
(1)
12— 2 (f DTG | p) +f<x2>) WO =1 == o 4 kA

para k=1,2

2 = 2
para k=1,2,.--- N

N (N—1)
JIN) — p(N) (JW + Z f(xk)> AN = h . X0 = a, x, = xo+ kh®)

Como o método do trapézio apresenta |Erroliya = K h?, a extrapolacao de Richardson, para
41M —1(0 1M —1(0
as duas primeiras integracdes trapezoidais, seria: [*) = 3() =7 4 3() que

apresenta |Erro|iorq = K h*, note que esta avaliac@o equivale ao método de Simpson pois:

10 — O (JW) UL [W +/ (a+b>]

2 2 2 2
41 —10)  nWM b
assim: 100 = L0 T2 e ap (450 4 p).
3 3 2
Adotando a notagdo: Ry = 1™, para k=0,1,2,--- N

I

RO,I = h0 <f(a);_f(b)) 7h(0) = (b*a),xo =ac XEO) =b :X0+h(o).

a)+f(b) & plk=1)
Para: k = 1727"' 7N —>Rk,l = h(k> (f()zf()"’_ Zf(xﬁk))> ,h(k) = ’

X0 :a,xﬁk) =xo+ jh% para j=1,2,--- k.

A seguir aplica-se a extrapolag@o de Richardson, resultando em:

R —R

Rio =Riy11 + % para k=0,1,2,---,(N — 1), que apresenta erro de quarta ordem.
Aplicando-se novamente a extrapolacdo de Richardson, resulta:

R —R

Ri3=Rir10+ % para k=0,1,2,--- (N —2), e assim sucessivamente:
R —R
Rins1 = Riin+ % para k=0,1,2,---,(N—n).
Riny—R

Até n=N= Rony+1 =Rin+ W que € a avaliacdo numérica final da integral.

Conforme descrito o0 Método de Romberg pode ser implementado pelo algoritmo:
e ETAPA 0: especificagdo de a, b, e N (nimero total de trapézios).
e ETAPA 1: célculo da primeira integral numérica (com 1 trapézio):

s LA

h<—b—a
S+—0
n<—1
m+—N-—1
R070<—hSO
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e ETAPA 2: célculo das integrais trapezoidais em subintervalos:
Faca para k=1,2,---,m

h— h

2 n
S«—S+Y fla+(2j—1)h]
j=1
n<—n+n
Rk70 «~—h (S() +S)

o ETAPA 3: célculo das sucessivas extrapolacdes de Richardson:
Fagca paran=1,2,---,m
Facapara k=0,1,---,m—n
Rivin-1—Rin—1
4n —1
e ETAPA 4: célculo final da integral numérica:

Rip <— Riyip—1+

I <— RO,m‘

O método de Romberg pode também ser implementado com a busca do valor de N que satisfaca
a uma acurdcia desejada, para isto basta aplicar o algoritmo:

e ETAPA 0: especifica¢do de a, b, N (ndmero inicial de trapézios) e 6 (critério de convergéncia).
e ETAPA 1: célculo da integral numérica pelo método de Romberg com N trapézios:

[ +— Romberg(f,a,b,N)

flag<—20

e ETAPA 2: célculo da integral numérica pelo método de Romberg com N 41 trapézios
Enquanto  flag=0
Loetno <— 1
N<+—N+1
I <— Romberg(f,a,b,N)
flag +— 1 se |[I — Lol < 8

A integracido trapezoidal em subintervalos seguinte teorema:

Teorema 6.2.1 — Teorema da Integracdo Trapezoidal em Subintervalos. Se f(x) é uma
fungdo analitica no intervalo (a,,) entdo a fungdo

b—a
h )

Ni—1

J=1

I(h)=h em que N; =

admite a representacio: I(h) = Io+ Lh?> + Iuh* + Igh® + - - .

b
A seguinte propriedade é decorrente desse teorema: Iy = hlimol (h) = / f(x)dx.
— a

Baseado nesse teorema e na propriedade acima, uma modificacdo do método de Romberg pode
ser obtida pela interpolacdo polinomial de Lagrange na forma:

n
I(h) ~ pu(x) = Y £;(x)] () em que x = h?, IV) é o valor da integracdo trapezoidal usando o passo
Jj=0
b—a ) ) o h(z) .
hj= T e os pontos nodais da interpolagdo sdo: x; = e ho=(b—a) para j=0,1,2,---,n,
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resultando em:

n

Iy =1(0) = / ’ fx)dx = pa(0) = Y £;(0)1V) = iowjzw.
a j=

J=0

Na tabela a seguir listam-se os pontos nodais com os correspondentes valores da funcio.

3 h} hj hj hj
2 _ "M _ " _ " _ " _ "
xO—h() XI_Z xz—ﬁ )63—4*3 X4—B xj_.ﬂ
7100 JiQ) Jie) 13 7@ ... 70
Assim, os valores de ®; sdo obtidos a partir de:
T 0—xg L 1 L 1

0 =0(0)= Y -y — -y
klo i TN o VX — 4k
Denominando este método como Método de Romberg-Lagrange que pode ser implementado
pelo algoritmo:
e ETAPA 0: especificagdo de a, b, e N (nimero total de trapézios).
e ETAPA 1: célculo da primeira integral numérica (com 1 trapézio):

oo T

h<—b—a

S<+—0

m<+— 1

10 «— S,

Para k=0,1,--- N
0)k<—1
para j=0,1,2,--- N

. 1
se J%k,(ﬂk%(})k<l_4j_k>

e ETAPA 2: cédlculo das integrais trapezoidais em subintervalos:
Fagca: para k=1,2,--- N
h
h+— =
2 m
S<— S+ fla+(2j—1)h]
j=1
m<—m+m
10 «— h(Sy+5)

o ETAPA 3: célculo final da integral numérica:

N
=Y od®
k=0

O método de Romberg-Lagrange pode também ser implementado com busca do valor de N que
satisfaca a um critério de precisdo, para isto basta aplicar o seguinte algoritmo:
e ETAPA 0: especificacdo de a, b, N (nimero inicial de trapézios) e § (critério de convergéncia).
e ETAPA 1: cédlculo da integral numérica pelo método de Romberg com N trapézios:
I <— Romberg_Lagrange(f,a,b,N)
flag<—20
e ETAPA 2: célculo da integral numérica pelo método de Romberg-Lagrange com N + 1
trapézios
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Enquanto  flag=0
Loetno <— 1
N+—N+1
I <— Romberg_Lagrange(f,a,b,N)
flag +— 1 se ’I_Ivelho‘ <0

m Exemplo 6.2 Comparagao de Tré€s Métodos de Integracdo em Subintervalos. Deseja-se confrontar
o desempenho dos métodos de Simpson em subintervalos, de Romberg e de Romberg-Lagrange,
utilizando o mesmo critério de acurdcia 8 = 10~!3 para a integragdo de vérias funcdes em diferentes
intervalos. Sendo o erro listado a diferenca entre a integral exata e a integral numérica.
3 Simpson: Erro= — 7,1 x 10713, n° de pardbolas=2!!
(O I= / e*dx =17,36725509 ¢ Romberg: Erro= 0, n° de trapézios=7
: Romberg-Lagrange: Erro= 0, n° de trapézios=6
Simpson: Erro= — 7,1 x 10713, n° de parabolas=2"3
2) 1= / Y dx = 16,45262777 ¢ Romberg: Erro= —3,6 x 10~ ‘5 , n° de trapézios=10
’ Romberg-Lagrange: Erro= 0, n° de trapézios=9
5 Simpson: Erro=5,7 x 1074, n° de pardbolas=2'*
3 I= / xze"zdx =46,37183615 § Romberg: Erro= — 1,4 x 10714 n° de trapézios=10
‘ Romberg-Lagrange: Erro= 0, n° de trapézios=9
Simpson: Erro= 2,5 x 10713, n° de paribolas=2'?

12 sen(x)
4) 1= / . dx =1,50497124 ¢ Romberg: Erro= — 1,1 x 10715, n° de trapézios=10
0

Romberg-Lagrange: Erro= 0, n° de trapézios=9
Simpson: Erro= 5,4 x 10~13, n° de parabolas=2'*
6 I= \/7 / sen(x?)dx =0,42121705 Romberg: Erro= 0, n° de trapézios=12
Romberg-Lagrange: Erro= 0, n° de trapézios=11
Simpson: Erro= 8,3 x 10715, n° de pardbolas=2!°
e dx= erf(2) =0,99532227 ¢ Romberg: Erro= 0, n° de trapézios=9
Romberg-Lagrange: Erro= 0, n° de trapézios=8

2 2
©1=—— [
V(@) Jo

s Simpson: Erro= 1,4 x 107%, n° de pardbolas=2"3
7 1= / Jo(x*)dx = 1,03298599 { Romberg: Erro= 0, n° de trapézios=11
0
Romberg-Lagrange: Erro= 0, n° de trapézios=10

Deve-se destacar que os métodos de integracdo numérica em subintervalos s6 convergem se a
funcdo f(x) for analitica em todo o intervalo [a,b]. Por exemplo, a fun¢do f(x) = sen(y/x) no

df(x) _ cos(y/x)

intervalo [0,7%] ndo é analitica em x = 0, pois T = 2 W que assume o valor infinito em
X X

x = 0. Apesar dessa singularidade, essa fun¢do apresenta integral analitica e igual a:

1= /0,,2 sen(y/x)dx = 2 [sen(v/x) — v/xcos(vx)]¥ = —21 = —6,28318531.

Essa singularidade pode ser removida pela mudanga da varidvel x para x = u?, assim sen(y/x)dx =
2usen(u)du e

I= / sen(y/x)dx = 2/ usen(u)du = 2 [sen(u) —ucos(u)|y = —27 = —6,28318531.
0

O novo integrando: g(u) = 2usen(u) é agora analitico em todo o intervalo, podendo ser integrado
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numericamente pelos métodos anteriores, resultando em:

Simpson: Erro=3,6- 10713, n° de pardbolas=2'2
Romberg: Erro= —2,7-1071%, n° de trapézios=8
Romberg-Lagrange: Erro= 0, n° de trapézios=7

Método de Quadratura de Gauss

De forma distinta aos métodos de integracdo de Newton-Cotes, em que se empregam pontos nodais
igualmente espagados, os métodos de quadratura tipo Gauss empregam pontos /ivres no interior do
intervalo de integra¢do que assegurem a maior acurdcia possivel. De uma forma geral o método da
quadratura de Gauss € expresso por:

+1

I= f(x)dx ~ Z a),f(x,)
i=1

em que @; sdo os pesos da quadratura e x; as respectivas abscissas, sendo w; >0 e —1 <x; < +1.
No Capitulo 3 foi visto que a interpolacdo de Hermite, quando se empregam n pontos nodais:
0<x <x2<---<xy <1, éexpressa por:

n n /
fi(x 2A; if(x
P19 = Y (021 () + | Y LD 22 ),
J=1 j=1 pm}dal (x])
em que: Prodal (X H x—x;) € um polinémio da graun, ¢; i(x )= ¢ um polindmio
k=1 k=15j%i — Yk

dgj (x) . ~ <

de grau (n—1)e A;; = 7 . Esta interpolacdo pode também ser expressa na forma:
l X X—Xj

Pan—1( Z Ci(x)"f(xj) 4+ gn-1(X) Prodar (x), sendo g,—i(x) um polindémio de grau (n—1). O

erro desta 1nterpolagao € expresso por:

1 d™f()
— 2 ANy 12n
R, (x) = Prodal (X) (2”)' dr 1= (x) ’
“ . . 1 d”f@)
permitindo expressar: f(x) = Y £;(x)f(x;) +gn—1(x) Pnodat (x) + Progar(x) (@)1 drn |
5 n)! 1=£(x)

Assim:

+1 n 1 1 +1 d2n
1= 1 f(x)dx = i:ZI(Dif(Xi) +/O Qn—l(x)pnodal(x)dx+ (21’1)' /;1 p%odal(x) dtfz‘r(lt)

+1
sendo: @; = / (i(x)%dx > 0.
—1
Pelo teorema do valor médio tem-se:

+1 d*"
/_1 p%ndal (x) f(t)

d* f(t)
dx =
dt2n

2n
=& () dt

+1 )
/_ Prodal (x)dx.

Selecionando as abscissas ou pontos nodais tais que:

+1
/ 1 xkpm,dal (x)dx parak=0,1,2,---,(n—1) = / Gn—1(X) Pnodar (x)dx = 0.

—_
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O polindmio que apresenta esta propriedade € o polindmio de Legendre, que pode ser gerado
recursivamente por:

(2i = P (x) — (i— 1P (¥)

P(x) = - parai=2 ---,(n—1) com Py(x) =1 e P (x) =x,
i
3x? — 1 +1 2
i=2= P(x) = XT,além distor | PH(x)dx= 55
n
Entretanto, 0 ppogaq(x) = H(x —x¢) =x"+--- é um polindmio de grau n cujo coeficiente de x”
k=1
. N . . _Pn(x) (n) . " e A
¢ igual a unidade, assim pjpqq(x) = o em que ¢, ' € o coeficiente de x* no polindmio de
Cn
2n)!
Legendre de grau n que € igual a: CS,") = (2n) , implicando em:
2n(n!)?
/+l p2 (x)dx: 2 _ 22n+1(n!)4 .
_q nodal 2 (2n+1)[(2n)!]2

(2i+1) (c,(j’))
Resultando finalmente em: )
n +1 — X~
I = Z 0),‘f<xl‘) + R, com w; = / Ei(x)zdx = 2 2 5 = 2(1 Ai ) 3
=1 -1 (L=x7) [Py(x)]”  [nPa1(x)]

e R, = 2 (n)? 3f(z")(ﬁ) com § € (—1,+1).

(2n+1)[(2n)!]

Para ilustrar o procedimento o valor de n =2 € considerado, as abscissas sdo as raizes de

1 X —x 1
32_1 X1 = ——F= el(X): — :*(1—\/3)6)
Py(x) = a 7= 0— \{§ assim : szc_fcll 21
X2 +\/§ 2(x) P 2( +\fx)
+1
o) :/ B(x)dx =1
Os pesos da quadratura sao: s
a)zz/l 6(x)dx =1
+1
Dando origem a: [ = f(x)dx =~ f(x1)+ f(x2) que é exata para fun¢des polinomiais em x

~1
até terceiro grau.

m Exemplo 6.3 Como ilustragdo da quadratura de Gauss com duas abscissas, considere a fungdo
+1
f(x) = 42x* — 57x% — 36x + 20, assim: [ = / f(x)dx =2 = f(x1) + f(x2). Como f(x;) =
-1

223 . B 223

1
+ 3

, confirma-se que f(x;)+ f(x2) = 2.

flx2)=1

O polindmio interpolador de primeiro grau é:

pi(x) = % (1 —ﬂx)f(xl)Jr% (1+V3x) f(x2) = WJHE(W) x.
Substituindo os valores de f(x;) e f(xz), resulta em p;(x) = 1 —22x conforme representado
na Figura 6.2.

Pelo fato de as abscissas deste método serem as raizes do polindmio de Legendre, o método é
denominado de Método de Quadratura de Gauss-Legendre e alguns valores das abscissas e dos
pesos sdo apresentados a seguir.
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() = 4223 — 572? — 362+ 20

Figura 6.2: Quadratura de Gauss de um polindmio de terceiro grau.

1 3
_ - g 5
1
en=2Xx= \{§ ew—(l ; en=3Xx= 0 ew=-1|8];
b ! 3 o\s
V3 +1/ %
5
1/ 6
= [21 4+ 144/ =
7 + 5
1 21— 14 6 18 =30
ol x— 7 5 ew—i 184++/30 |
I 1 3 36 | 18+30 |
+7 21—-14 5 18 — /30
1 6
—4[21 4+ 144/ =
*7 + 5
1 10
— 45424 =
3\ 7
1 _— 10 322 — 13170
3 7 | 322+ 13v/70
.n:5,X: 0 ew:% 512
1 10 322+ 13170
+3 5-2 - 322 —13v/70
1 10
_ 5 2 _
+3 + 7

A inclusdo de uma das extremidades ou de ambas as extremidades do intervalo da origem a
formas modificadas do método de quadratura de Gauss, descritas a seguir:
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(1) Métodos de Quadratura de Gauss-Radau’ - inclusio de uma das extremidades.

(a)

(b)

Inclusdo da extremidade inferior: x = —1.
2 n
Dando origem a expressdo: [ = CENE F(=1)+ Y @f(x;))+ Ry, as abscissas internas
n i=1
sdo as raizes do polindmio de grau n descrito por:
P P
On(x) = "Jrl(f)_:_n(x) os correspondentes pesos sao:
X

o 1 1-— Xi

- = e

C =) B )P [ DR (x0)]?

22n+1 1 ! 4

Ry = 2 F DU 00 () com & € (<1, +1).

[(2n+1)13

As abscissas e os pesos das duas primeiras quadraturas de Gauss-Radau com inclusao
de x = —1 sdo:

n=1=x= <_;1> ew= @ﬁ)

—1

1-v6 1 4
n=2=x= 5 ea):ﬁ 164+6

14+6 16—6

5
Inclusdo da extremidade superior: x = +1.
n

2
Dando origem a expressdo: I = Z o f (x;)+ Wf(—i—l )+ Ry, as abscissas internas
i=1 n
sdo as raizes do polindmio de grau n descrito por:
P —P
On(x) = 'M os correspondentes pesos sdo:
—x
1 14 x;
w; = y 7= 5 €
(I+x) [P (x)]? [+ 1)Pu(xi)]
R 22n+1(n_|_ 1)(1’1!)4
e+ 1)1

As abscissas e os pesos das duas primeiras Quadraturas de Gauss-Radau com inclusdo
de x = —1 sdo:

e tone (1) o (1)

FRHDE) com E € (—1, +1).

. \@
—s5 16+ /6
n=2=x=|-1+v6 ea):ﬁ 16—6
5 4
+1
(2) Métodos de Quadratura de Gauss-Lobatto® - Inclusdo de ambas as extremidades: x = —1

e x=+1.
Dando origem a expressao:

T+ D+

2 2) f(=1)+ é i f (x;) + (n+1)2(n+2)f(+1) + R,,, as abscissas internas

sdo as raizes do polindmio de grau n resultante da diferenciagdo do polindomio de Legendre de

3Jean Charles Rodolphe Radau (1835-1911).
Rehuel Lobatto (1797-1866).
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dP,11(x 2
";:1() , 0s correspondentes pesos s30: @; = -
X

grau (n+1): On(x)= (n+1)(n+2) [P (x)]?

2(n+1) .
(n+2)[Py(x:)]?
R 2273 (n 1) (n+2)(n!)*
" (2n+3)[(2n+2)1)

As abscissas e os pesos das trés primeiras Quadraturas de Gauss-Lobatto sdo:

FRH2)(E) com E € (—1, +1).

—1 1
n=1=x=| 0]e a):l 4 1 (procedimento andlogo ao do Método de Simpson);
+1 3\
-1
1 1
n=2=x= \@ ew:é 2 ;
_‘_7
V5 1
+1
-1
3 9
V7 | 49
n=3=x= 0 ew=—|64
3 201 49
+ 7 9
+1

m Exemplo 6.4 Os pesos e abscissas das quadraturas tipo Gauss podem também ser determinadas
por procedimentos semelhantes aos de determinacdo dos pesos dos métodos de integracdo tipo
Newton-Cotes, neste exemplo sdo mostrados tais procedimentos que dispensam o conhecimento
prévio dos polindmios ortogonais e o emprego da interpolacdo de Lagrange.

1. Métodos de Quadratura de Gauss

+1 1_(_1)k+l n
xkdx:k—i_il:Zwixf,parak:O,l,2,~.7(2n—1)
—1 i=1
W =2
(@ n=1:4""
ox=0=x=0
0+ =2
wix; +wrx, =0
(b) n=2: ) , 2
W1 X7+ x5 = =

3

(Dlx? + (szg =0
Considerando o polindmio de 2° grau: p(x) = (x —x1)(x —x2) = x> +c1x+co =
p2(x1) = p2(x2) = 0.

W+ =2+— Xcp W1x] + px; =0<+— Xy
_ 2
(4) 4 @1x1+@x2 =0 ¢— Xy (+) § 013 + @33 = 5 +— xc1
(1)1)6% + a)ZX% = 3 , a)lx? + (J)zxg =0 5
@1 p2(x1) + @ p2(x2) = 0=2co + 3 O1x1p2(x1) + Oax2p2(x2) =0 = 3¢1
1 1 1 1
ssim ¢g 3 e ) p2(x) =x 3 0g0 X1 7 e Xy 7 idas as
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abscissas, 0s pesos sdao entdo determinados resolvendo o sistema:

0+ =2
S0 =mm=1

w1x1 + oxy = (0] —)x; =0
0+ + w3 =2
wix] + x; + wx3 =0

2

© nes 01X} + 05 + 33 = 2
C) n=>5:

a)lx?—i—a)zx%—i—ahxg =0

4 4 4 2

W1X] + WXy + X3 = 5

[ O1x] + 013 + @33 =0

Considerando o polindmio de 3° grau: p3(x) = (x —x1)(x —x2) (x —x3) = x> +cox* +

c1x+co = p3(x1) = p3(x2) = p3(x3) =0.

O+ W+ =2<+— X
W xX]+ xy + wx3 =0+— X

+ 2 +
( ) a)lx%+a)2x§+a)3x%:§<—xc2 ( )

a)lx? + (ozx% + a)3xg =0

W1x1 + x2 + @3x3 = 0 <— X ¢p
2

a)lx%—i—a)zx%—f—abx%:g% X €1

a)lx%—l—a)zx%—i—ng%:O(— X €2

2
(olx‘]L + a)zxg + ngg‘ = -

\ 5
2
o1 p3(x1) + 0 p3(x2) + 03p3(x3) =0 =2co + 3¢ | oxps (x1) + @x2p3(x2) + W3x3p3(x3) = 0 =
2 Jr2:> 3
=_—ci+=-=c1=—=
3 TS T TS
2 2 ) 2
a)1x1—|—a)2x2—i—a)3x3:§<—><co
(+) a)lx%—i-a)zx%—I-a)gxg:O(— X C]
2
a)lx‘l‘+a)2x‘2‘+w3x‘3‘:§<—xcz
(ole + a)zxg + a)3x§ =0
" X P —;
mﬁm@w+wﬂ%ﬁm%um%mQﬁ=0=§m+gq
2
200+§C2:0 3 , 3 , 3
) ) =co=c;=0como ¢c;=—==p3(x)=x"——x=x —= .
Zeo+Ze,=0 5 5 5
30T52T

. 3 3 . . .
Assim x| = —\/; ,x=0ex = 5 Para as abscissas, resolve-se o sistema linear:

O +w+a;=2

8

9

5
(601—(1)3))61:0 SW=03=—=¢e W=
) 3 2 9
(o1 + @3)xy :(w1+@3)g:§
2. Métodos de Quadratura de Gauss-Radau com xy = —1.
+1 1_(_1)k+1 n
k k
Xdx=——"—""—=) wx;,parak=0,1,2,---,2n
/71 k+1 l.;‘) i» P
wy+ 0 =2
(@) n=1: woxo + w1x; =0
2 22
Woxg + W1x7 25
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Considerando o polindmio de 2° grau: p(x) = (x —x0)(x —x1) = x> +c1x+co =
p2(x1)=0¢e pa(xo) =p2(—=1)=0=1—c¢; +co.
W+ 0] =2 — Xcp
(_|_) woxo+ Wx; =0+— X

2
a)oxg + a)lx% = 3

2
@op2(x0) + @1 p2(x1) =0 = 2c0 + 3
1 2 , 2 1
Logo Co = —7 mas c1:1+c0:§:>p2(x):x +§x—§:(x—|—1)(x—1/3):>
1 |ota =2 w=1/2
X1 ==2¢€ (O]

((1)0+a)1+(1)2=2
Woxp + 01x1 + rxp =0
2
() n=2: { O+ 01X+ @05 = 3
a)oxg—i—(olxi’—i—a)zx% =0

2
a)oxg + a)lx‘l‘ + (szé' = 5
Considerando o polindmio de 3° grau: p3(x) = (x —x0)(x —x1)(x —x2) = x> + cox> +

cix+co= p3(x1) =p3(x2) =0¢e ps(xo) =p3(—1)=—=1+c —c1+¢co=0.

W+ @)+ @ =2 +— Xcp a)oxO+a)1X1+a)2x2:0<—XCo
2
Woxo+ W1 x1 + xy =0 +— Xy a)ox%—l—a)lx%—{—(x)zx%:g(—Xcl
+ 2 +
( ) a)ox(2)+w1x%+a)2x§:§<—><cz ( ) a)oxg—l-a)lx?—{—wzx%:O(—xcz
2
WXy + @13 + x5 =0 xg+ o1x} + s = <
2
wop3(xo) + @1 p3(x1) + @2p3(x2) =0 =2co + 362 | @oxops (x0) + @1x1p3(x1) + x2p3(x2) =0 =
2 +2: 3
=—cit+-=c1=—=
3T T TS
2 1
2c0+=c, =0 co=——
3 3 2 = 37
=1 =1—-=-== ==
cot+ce2 +cC1 575 ) 5
1-16
3 3 1 2 1 X1 =
PS(X)=x3+5x2—5x—5:(x+1)<x2—5 —5):> l—i-S% € com o
Xy =
5

sistema linear:

(6004-(1)14-(02:2

1-v6 1+v6 4
-+ + o =0 o 1
1( > > ( 5 > = lo | == 1646

5
1—-v6
600—1-(01( 5\f> + an
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3. Métodos de Quadratura de Gauss-Radau com x,,; = +1.

(_1)k+1 n+1
=Y oxf, parak=0,1,2,---,2n

+1 1_
Fdx =
1 i=1

. okl

o +am=2
(@ n=1:{ Ox1+mx; =0

a)lx%—ka)zx% :g
Considerando o polindmio de 2° grau: p(x) = (x —x1)(x —x2) = x> +c1x+co =
p2(x1) =0e pa(x2) = pa(+1) =0=1+c1 +co.

W+ =2+— Xcp
(+) { O1x1 + px2 = 0+— xc1

2
a)le + a)zx% = -

3
2
W1 p2(x1) + 02 pa(x2) = 0 =2co + 3
1 2 , 2 1
Logo Co=—7 mas c1:—1—co:—§$p2(x):x —gx—gz(x—l)(x—|—1/3):>
1 0+ =2 o =3/2
X1 =—<¢ 1
0 +m;+ ;=2
WX + X2 + 3x3 =0
2 2 ) 2
(b)n:z C()lxl+0)2x2+(1)3x3:§
a)lx% + (szg + (1)3)6% =0
4 4 4_ 2
o + o) + o} =

Considerando o polindmio de 3° grau: p3(x) = (x —x1)(x —x2)(x —x3) = x> + cox® +
cix+co= p3(x1) = p3(x2) =0e ps(x3) = p3(+1) = 1+cr+c1 +¢o=0.

(01+(D2+(D3:2<—><Co 0)1X1+(1)2xZ+(1)3X3=0<—XC0
2
11 + X2 + W3x3 = 0 +— X ¢ wlx%+a)2x§+(o3x§:§<—xc1
+ 2 +
(+) a)lx%+a)2x%+w3x§:§H><cz ) 013 + @3 + 33 =0 +— X 2
2
a)lx? + a)zxg + a)3x§ =0 o1x] + x5 + (1)336‘31 =3
2
@1p3(x1) + @2p3(x2) + @3p3(x3) = 0=2c0 + 32 | @x1p3(x1) + Oox2p3(xz) + W3x3p3(x3) = 0=
2 +2:> 3
=-Cl+-=>c=—=
3705 T TS
2 1
2c0+ -co =0 co= —
. 3 2 = >3
CO+52:_1_C1:1+§:_§ 62:—5
C@+1
3, 3 1 2 1 HM="1"73
p3(x):x3—x2—x—|—:(x—1)<x2+x—>:> e
577575 5575 Vo1
Xy =

com o sistema linear:
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o)+ o+ 03 =2

5 5 =l ) =1 16+/6
2 2
o (YO Lo (Yoo1) L, 2 @2 4
s P\ 573
e As abscissas e os pesos das quadraturas de Gauss-Radau com a inclusdo da extremidade
inferior (xo = —1) e com a inclusdo da extremidade superior (x,;; = +1) apresentam

uma certa simetria, que pode ser expressa por:

Quadratura de Gauss-Radau com xgp = —1 | Quadratura de Gauss-Radau com x,;; = +1
xo=—1 Po X1 Pn
X1 p1 X2 Pn—1
) X2 P2 . X3 Pn—2
Abscissas X = . = . Abscissas x = . =— .
Xn—1 Pn—1 Xn P1
Xn Pn Xpr1 = +1 Po
o (o)} ()] On
w1 o1 () On—1
)] 02 3 On—2
Pesos @ = . = . Pesos o = . = .
W1 On—1 @y, (9]
)y, Oy Wy4-1 Op
4. Métodos de Quadratura de Gauss-Lobatto - Inclusio de ambas as extremidades: xy = —1

€ Xpt+1 = +1

+1xk 1_(_1)k+1 n+1 L
dx=———"7" =Y wx*, parak=0,1,2,---,(2n+1
-1 k+1 l.;') s P ( )

@+ @+ =2

Wpxo + W1 X1 + rxy =0
(@ n=1: 5 ) )
WoXy + O1x] + x5 =

S Wi

W0+ O1x] + 03 =
Considerando o polindmio de 3° grau:
p3(x) = (x—x0) (x —x1) (x —x2) = x> + cox® + c1x+co = p3(x1) =0,
p3(x0) = p3(—1) = —14+cr—c14+co=0e p3(x2) = p3(+1) = L +c2 +c1 +co = 0.
co—ci+co=(co+c2)—c1=1 N co+c2=0
C2+01+C0:(C0+Cz)+clz—l c1=-—1

W+ W+ =2+— Xco
Woxo + W1x1 + xy =0<+— Xy

(+)

2 2 2 2
(ooxo—i—a)lxl—l—a)zxz:g% X €

a)oxg + a)lx? + a)zxg =0

2
wop3(xo) + @1 p3(x1) + @ p3(x2) =0=2co+ 502
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co+c2=0
2 =co=cp=0.
ZCo—l-gCQZO 0 2

Resultando em p3(x) = x> —x = x(x> — 1) = x; = 0 e com isso o sistema linear:

O+ o+ =2

oy 1 (!
2 3\
@+ =3 @2

W+ 01 + @+ 03 =2
Wpxo + W1x1 + Wrx2 + W3x3 =0
2 2 2 ,_ 2
(b) 5 a)0x0+w]x1 +0)2.x2 +a)3X3 = g
n—
wox(3)—|—co1x?—|—a)2x%—i—a)3x§ =0
4 2
W3xy = g
0

a)ox(s) + a)lx? + a)zxg + a)3x§ =

a)oxg + o1} + x5 +

Considerando o polindmio de 4° grau:
palx) =
pa(x2) = 0, pa(xo) = pa(—1) =
c3+cr+ci+co=0.
—c3+cr—ci1+co= (Co+02) —(c1+c3)=—1
c3tertei+ceo=(co+c2)+(c1+c3)=—1

W+ @+ @+ @3 =2<+— Xco

Woxo + W1X1 + rx2 + 3x3 =0 — Xy
2
() @G+ O+ 0+ 033 = T4 X2 | (4)
(1)016(3)—{—(1)1)@—{—(x)z)c%—kahx3 0+— Xc3

(ooxg + a)lx‘f + a)zx‘z‘ + (03x3 =z

(x—x0)(x —x1)(x = x2)(x —x3) = x* + e3> + cox? +c1x +co = palx)) =
l—c3+cr—ci4co=0e pa(x3)

=pa(+1) =1+

cot+cr=—1
=
ci1+ec3=0

Wopxo + @1x1 + rxp + W3x3 =0 +— X o
a)ox(z)+w1x%+a>2x§+w3x§: % — X1
a)oxo—l—a)lxl +w2x2+co3x3 0+— X2
a)0x0+a)1x1 —|—(1)2x2+a)3x3 = % — X3
o)+ O] + X3 + @333 = 0

@opa(xo) + 01 pa(x1) + @ pa(x2) + @3pa(x3) =0
2

@oxo P4 (X0) + O1x1 pa(X1) + Orx2pa(x2)+

2 2
+a)3X3p4(X3) =0= gcl + §C3 =0

=c1=c3=0

2
200+ Sy = —=
, C0+3C2 3
2 —c=0 1 =
co+3e2 :<m>:<+9 361 T3
co+cr=—1 €2 5 c1+c3=0
6 1 X
: _ A4 _ 22, b2 2 = 1
Assim p4(x) = x =X + 5 (x 1)( 5> = <x2

sistema linear:

%+@+@+@_2
1
P =0 ®o
\f\[ (o) L[5
(073 = ==

%+?+?+@=§ ) 65

- L 2 =0 @ !
{ 5V5  5V5
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Outras Formas de Quadratura

As diferentes formas da quadratura de Gauss apresentadas sdo casos particulares de um procedimento
mais geral expresso por:

b n
I:/a w(x) f(x)dx ~ ;(Dif(xi)a

sendo w(x) > 0 uma fun¢do continua de x € (a, b), tal fungdo é chamada de funciio peso que
depende da natureza do problema.

Por exemplo, o valor médio de uma funcao distribuida uniformemente em uma esfera de raio
R, f(r/R) com 0 < r <R, é calculado por:

_ /4 } R ) 1
Viotalf = (37IR3> f= 47:/ P f(r/R)dr = f = 3/ x> f(x)dx em que x = %’
0 0
1
permitindo identificar: w(x) =3x> >0 e / w(x)dx = 1.
0

b
Para calcular numericamente a integral [ = / w(x)f(x)dx com a maior acurécia possivel,

a
deve-se adotar as abscissas da quadratura como sendo as raizes do n-ésimo polindmio ortogonal da

b
familia: 1= / w(x)P.(W) (x)P}W) (x)dx = CEW) 0;; > 0. A geragdo de cada familia de polinémios
a

1
ortogonais serd funcdo apenas da func@o peso (identificada pelo sobrescrito (w)) e do intervalo de
integrag@o. Os polindmios ortogonais mais empregados em métodos de quadratura sdo apresentados
na Tabela 6.3.

Tabela 6.3: Polindmios ortogonais em rela¢do a fungio peso w(x) e o intervalo de integragio (a, b).

] a \ b \ w(x) \ Polindmio ‘
-1 | +1 1 Legendre: B,(x)
1+ | (1=—x)%(1+x)B Jacobi: P,Ea’ﬁ)(x)

-1 | +1 \/11_7 Chebyshev (1° tipo): T,(x)
-1 +1 V1—x2 Chebyshev (2° tipo): U, (x)
0 | 4o e Laguerre: L, (x)

—oo | 400 e Hermite: H,(x)

Propriedades especificas de cada uma dessas familias de polindmios sdo encontradas em
Manuais Matematicos e em diversos dominios da Internet.

Métodos Numéricos para Cémputo de Integrais Duplas
Para calcular numericamente a integral dupla, também chamada de Cubatura numérica, [ =

b pd(x) d(x)
/ f(x,y)dydx. considera-se preliminarmente a fungdo G(x) = / f(x,y)dy e, a seguir,
a Je(x) c(x)

(x

I= /ab G(x)dx.

A discretizacio de ambas varidveis de integracao € feita de acordo com: x; =a+1i ;a =
a+ih,parai=0,1,2---,n, sendo h, = —a, e yg.’) =c(x;)+J (M> = c(x;) +
n m
(i d(xi) — c(xi)

jhy’ para j=0,1,2--- m, sendo hfvi) =
m
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Ap6s a construcio da malha de discretizagdo os métodos de integracdo, descritos anteriormente,
sdo aplicados nos subintervalos em cada dire¢cdo. As formas algoritmicas de cada um desses
métodos sdo apresentadas a seguir.

Regra de Simpson Composta para Coémputo de Integrais Duplas

Construgdo da sub-rotina: Simpsoncomposio[f(X),a,b,c(x),d(x),n,m].

e ETAPA 0: especificagio de f(x), a, b, c(x),d(x),n e m (nimero de pardbolas na direcdo x
e y, respectivamente).
e ETAPA 1: cédlculos preliminares:
n<—n+n
m<—m-+m

hy —
S+—0

b—a

n

Simpar +—0
Spar +— 0

o ETAPA 2: cédlculo das édreas das pardbolas nas duas direcoes:

Para

i=0,1,---,n, faca
x<—a+ih,
A0
m
T «— flx,c(x)] + flx,d(x)]
Timpar — 0
Tpar <— 0
h
I — g(SO +4Simpar+25par)
Paraj=1,---,m—1, faca
y<—c(x)+ jhy
F<«— f(xay)
Tpar <— Tpar +F se j for par;
Timpar <— Timpar + F se j for impar;

Gy — %(T + 2Tpar + 47—;'mpar)
Se i=0 oui=n, faca
S+—S+G,
Seniio {Spar — Spar + Gy se i for par;
Simpar <— Simpar + Gy se i for impar;

e ETAPA 3: célculo final da integral numérica:

hi
[ =
3

(S + 2Spar + 4Simpar)

A aplicacgdo recursiva do procedimento, visando a atender um critério de convergéncia, é feita

pelo algoritmo.

e ETAPA 0: especificagdo de f(x),a, b, c¢(x),d(x),n, m (nimero inicial de pardbolas na
dire¢do x e y, respectivamente) e & (critério de convergéncia).
e ETAPA 1: célculo preliminar:
I <— Simpsoncomposto| f (x),a,b,c(x),d(x),n,m]
Flag<+—0
e ETAPA 2: célculo do valor numérico da integral com a duplicacdo dos pontos nodais:
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Enquanto Flag =0, faca
n<—n+n
m<—m-+m
Liovo <— Simpsoncomposto| f(X),a,b,c(x),d(x),n,m]
A<+— Inovo —1
Flag<+— lse|A| <O
I +— Inovo

o ETAPA 3: célculo final da integral numérica:

A
I<— 1+ G (Extrapolacao de Richardson)

6.4.2 Regra de Romberg Composta para Cémputo de Integrais Duplas
Antes de apresentar as duas formas do método de Romberg para integrais duplas, serd apresentado
o procedimento de construcdo de trapézios, nas duas dire¢cdes, o que compde a sub-rotina:
Trapeziocomposto| f(x),a,b,c(x),d(x),n].
e ETAPA 0: especificacdo de f(x), a, b, c(x),d(x) e n (nimero de trapézios nas direcdes x e
y)-
e ETAPA 1: cédlculos preliminares:
b—
hy +— a
S<+—0
So — 0

n

o ETAPA 2: cédlculo das éreas dos trapézios nas duas diregdes:
Para i=0,1,---,n, faca

xX<—a+ih,

40—

n
Typ «— f[X,C(.X)] +f{x7d('x)]
T+—0
Para j=1,---,n—1, faca
y—c(x)+ jhy
T<+— T+ f(x,y)
h
Gy +— %(To—i—ZT)
Se i=0 ou i=n, faca
So «— So + G,
Sendo § +— S+ G,

o ETAPA 3: célculo final da integral numérica:
h
I+ 3 (So+25)
Algoritmo para a Regra de Romberg para Computo de Integrais Duplas

Compondo a sub-rotina: Rombergcomposio| f(X),a,b,c(x),d(x),n].
e ETAPA 0: especificacdo de f(x), a, b, ¢(x), d(x) e n (nimero de vezes que se reduz o passo
a metade).
e ETAPA 1: célculo preliminar:
m+—1
Iy <— Trapeziocomposto f(X),a,b,c(x),d(x),m]
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e ETAPA 2: célculo do valor numérico da integral com a duplicacdo dos pontos nodais:
Para k=1,2,---,n, faca

m<—m—+m

I <— Trapeziocomposto | f (X),a,b,c(x),d(x), m]

Para k=0,---,n—1, faca
D1 — Ik
4n—1

e ETAPA 3: célculo final da integral numérica:

Ly — L1 + (Extrapolacdo de Richardson)

IRomberg «— Ip.

A aplicagdo recursiva do procedimento, visando a atender um critério de convergéncia, é feita
pelo algoritmo.
e ETAPA 0: especificagdo de f(x), a, b, c(x), d(x) e n (nimero inicial de vezes que se reduz
o0 passo a metade) e & (critério de convergéncia).
e ETAPA 1: célculo preliminar:
[<— Rombergcomposto[f(x)7avbaC(x)’d(x>vn]
Flag<+—0
e ETAPA 2: célculo do valor numérico da integral com o aumento de n:

Enquanto Flag =0, faca
n<——n+1
Liovo <— Rombergcomposto| f(X),a,b,c(x),d(x),n]
Flag <— 1se |Lyyo—1| < &
I % Inovo

e ETAPA 3: célculo final da integral numérica:

IR()mberg «— I
Algoritmo para a Regra de Romberg-Lagrange para Computo de Integrais Duplas

Compondo a sub-rotina: Romberg_Lagrange omposto [ f (X),a,b,c(x),d(x),n].
e ETAPA 0: especifica¢do de f(x), a, b, c(x), d(x) e n (nimero de vezes que se reduz o passo
a metade).
e ETAPA 1: cédlculos preliminares:
m<+—1

Para i=0,1,---,n, faca
w+—1
Paraj=0,1,---,n, faca
;
1 —4/—i
Iy <— Trapeziocomposio f(X),a,b,c(x),d(x),m]

se jFEI, @ —

o ETAPA 2: célculo do valor numérico da integral com a duplicacdo dos pontos nodais:
Para k=1,2,---,n, faca
m<—m-+m
I <— Trapeziocomposto| f (X),a,b,c(x),d(x), m]

e ETAPA 3: célculo final da integral numérica:

n
IRomberg_Lagrange A Z Wy Ik
k=0
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A aplicacgdo recursiva do procedimento, visando a atender um critério de convergéncia, é feita
pelo algoritmo.
e ETAPA 0: especificacdo de f(x), a, b, c(x), d(x) e n (nimero inicial de vezes que se reduz
o0 passo a metade) e O (critério de convergéncia).
e ETAPA 1: célculo preliminar:
I <— Romberg_Lagrange,,, o510 (*),@,b,c(x),d(x),n]
Flag+—20
o ETAPA 2: cédlculo do valor numérico da integral com o aumento de n:

Enquanto Flag =0, faca
n<—n+1
Luovo <— Romberg_Lagrange ., 50 [f (X), @, b, c(x),d(x),n]
Flag <— 1se |Lypyo—1| < &
I % Inr)vr)

o ETAPA 3: célculo final da integral numérica:

IRomberg_Lagrange «— I

6.4.3 Método da Quadratura de Gauss para Computo de Integrais Duplas

Considerando a integracdo [ = / / f(x,y)dydx, define-se:
(

c(x)
d(x) z=+1

6= [ s = T2 [ s ae

c(x) =—1

[d(x) = c(x)]z+ [d(x) +c(x)]

método de quadratura de Gauss resultando em:

Em que: y(z) = . Essa integral é calculada numericamente pelo

(n)

GGauss = Z a) flx,y(zi)], sendo ;" os pesos da quadratura e z; as abscissas,

que sdo as raizes do pohnomlo de Legendre de grau n.
Calculando a seguir a integral:

b—a
_/ de/ GGauss(x)dx = 5 Z a) GGam(x]) sendo x; =
j=1
wj(.m) os pesos da quadratura e §; as abscissas, que sdo as raizes do polindmio de Legendre de grau
m. Resultando:

(b—a)éj+ (b+a)
> ,

b;a 5 ol [W Xn:wi(")f[xj,y(Zi)]

j=1 i=1

I Gauss —

6.5 Coémputo de Integrais com Singularidades

Integrais singulares, assim denominadas no lugar de impréprias, sdo aquelas em que o integrando
apresenta um comportamento singular em uma ou em ambas as extremidades do intervalo de
integracdo, ou integrais em que pelo menos um dos limites da integracdo € infinito. Na literatura
ha inimeros métodos para tratar esses problemas, entretanto, no presente texto, os tratamentos
dos mesmos sdo feitos casuisticamente e demonstrados em exemplos especificos. Em todos esses
exemplos, os resultados obtido pelos trés métodos aplicados no Exemplo 6.2, com o critério de
convergéncia 8 = 10~!3, foram os mesmos reportados a seguir.

(1) Integrais com singularidades nas extremidades
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()

(b)

Neste primeiro exemplo, o integrando ndo € limitado no limite inferior da integracao,
como na integral:

b
I = / ( f (x))pdx, emque 0 < p<1e f(x) éuma fungdo analitica em a.
a (x—a
Esta singularidade pode ser removida pela troca da varidvel de integracdo x por:
d 0 =
7x:>u<x>:<x—a)1*l7: sex=a |
p uw'=((b—-a) Psex=b

1
e x(u)=a+u I=p. A integral, em termos da nova varidvel de integracgdo, transforma-se
em:
1 uw
I= - / f[x(u)]du, que ndo apresenta singularidade nas extremidades e pode
—plJo

ser integrada numericamente pelos procedimentos usuais. Caso a singularidade deste
mesmo tipo ocorrer em x = b, procedimento andlogo € empregado.

L e
Para ilustrar o procedimento a integral [ = / de ¢ considerada,
0 VX
0Osex=0

e x(u) = u?. A integral, em termos
Isex=1

d
assim: du = 2—\% =u(x) =x= {

1
., . - 2 .
da nova varidvel de integracdo, transforma-se em: / = 2 / e" du e o novo integrando,
0
2 ~ . . .. s . .
2¢"" ) ndo apresenta singularidade em todo dominio real. O valor numérico da integral

€ 2,925303491814.

Integrais envolvendo a func¢éo logaritmica em intervalos no qual o argumento é nulo,
In(x)

+Xx

1
como no exemplo: [ = / dx. Aplicando novamente a mudanca de varidvel

u(x) = v/x

iy 1 d Iyl
1=2 M—x -4 n() du, que apresenta uma singularidade em u = 0,
o l4+x Zﬁ o 14+u?
Oseu=20
entretanto lim |[uIn(u)] = 0 assim, o integrando: f(u) = 1
MHO[ (1)) g ) 4LI i(uz) seuz#0
u

1
O valor numérico de I = / f(u)du éigual a —0,822467033424 = —% (Spiegel e
0

Liu, 1999).

1] 2
n(x) dx = —”—.

0 1—x 6

Essa integral apresenta singularidades em ambas as extremidades. Aplicando novamente

VxIn(x) dx ‘T uln(u) 4

I\ i A =\ du
l—x 2yx o (1+u)(1—u)

que apresenta singularidadesem u=0¢e u = 1.

Outro exemplo, também reportado por Spiegel e Liu (1999), ¢ [ =

1
a mudanca da varidvel de integracdo: [ =2 /
0

|

Entretanto lim [uIn(x)] =0 e lim In(x) = —1 (aplicando L’Hépital’), resultando

u—s0 u—11—u
em:

Oseu=0
fu) = —2seu=1
) 4uln(u)
se 0<u<l1
1 —u?

7Guillaume Frangois Antoine Marquis de L’ Hpital (1661-1704).
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1 2
O valor exato de [ = / f(u)du éigual a —1,644934066848 = —%.
0

(2) Integrais envolvendo uma ou ambas extremidades infinitas

Quando a integral envolve limite superior infinito: / = / x)dx, aplica-se a mudanca da
y 1 lsex=a 1+ (a—1)t
varidvel t = —— = = x(t) = ———F~
x+1—a 0 se x —> oo t

edx=——

f

resultando na integral [ = / dt que apresenta singularidade em ¢ =0,

12’

podendo ser tratada como no primeiro caso.

(a)

(b)

(©

Exemplo: calcular a integral / = / x 32 sen(1/x)dx
1

1 Usen(r
Aplicando a mudanga de varidvel t = — = [ = se\r;(i )dt, considerando agora
X 0
dt !
u=/t tem-se t =u’ e du = Wi resultando em / = 2/ sen(u?)du. O valor exato
0

! 2
de I = 2/ sen(u?)du = \/2x Si (U 7r> éigual a 0,620536603447. Em que Si(x) =
0

% nt?
/ sen <2> dt é a integral seno de Fresnel?.
0

|
E lo: calcular a integral [ = —d
xemplo: calcular a integra /1 T X

1 1 =0
Aplicando a mudanga de varidvel t = —— = = e
I+x 0se x —>oo
(=""Lea Itando na integral /1 —
x(t) = —— e dx = ——, resultando na integral / = | ————dt.
t 12’ g o 4+ (1—1)*

O valor exato desta integral, 1,1107207345396, foi obtido por integragdo analitica ap6s
fatoracdo.

Exemplo (Spiegel e Liu, 1999): calcular a integral I = / e *In(x)dx = —y (Constante
0

de Euler’ = —0,577215664902). Esta integral é resolvida em duas integragdes sucessivas:

1
I_/ “ln(x dx+/ “In(x)dx.
I
—/ “FIn(x dx—2/ e *In(x \f——4/ uln du—/g(u)du em
0

0 I
que g(u)= seun= . O valor numérico da integral € —0,796599599297.
4e uln(u) se u#0

Para I, = / “In(x)dx aintegracdo € feita por partes considerando:
1

d (e}
du=e*dx=u(x)=—e *ev(x)=In(x)=dv(x) = ?x’ como u(x)v(x)|; =0 resulta

00 =X 1,1/t O0ser=0
12:/ de:/ ¢
1 X 0 t

:/Olf(t)dt, emque f(t) =< 1/t

O valor numérico desta integral € 0,219383934396.
Entdao: I =11 +1, = —0,577215664902 = —7.

set#£0

8Augustin Jean Fresnel (1788-1827).
Leonhard Euler (1707-1783).
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6.6 Problemas Propostos
Problema 6.1 O fluxo, ¢(A,T)dA,com que a energia radiante é emitida da superficie de um

corpo negro com comprimento de onda entre A e A +dA é dada pela equacio de Planck'?:

2
(A, TVdA = 2mhe dx

o)

¢ : velocidade da luz = 2,997925 x 1010@;

s
h : constante de Planck = 6,6256 x 10~ erg - s;

T : temperatura K;

Sendo:

A : comprimento de onda cm.

Calcule o fluxo total da energia emitida, em

5-» de um corpo negro entre 0s comprimentos
cm=s

de onda A; = 3933,666Angstrom e A, = 5895,923 Angstrom as temperaturas de 2000 e 6000 K.
Problema 6.2 Em um trocador de calor de casco e tubo, vapor saturado € alimentado ao casco

visando aquecer uma corrente de um fluido que escoa no tubo, de acordo com a Figura 6.3.

VaporSaturado

L

Tentrada Tsaida
—_—

Fluido Frio Fluido aquecido

l |VaporCondensado
|

L ]
Figura 6.3: Trocador de calor de casco e tubo.

O comprimento do trocador € obtido através da integracdo do balanco de energia do sistema
dando origem a:

Tvaf a T
L= w / b [ cp(T) ] AT
T[D Tem‘rada h(T) (TWIPOV - T)
(L comprimento do trocador;
W : vazdo massica do fluido do tubo;
D : didmetro do tubo;
Sendo:

T : temperatura ;

cp : calor especifico do fluido do tubo;

h : coeficiente de transferéncia de calor entre o tubo e o casco.

O coeficiente / é dado através da correlagdo empirica:

_0,023k(T) [ 4w \® (u(T)ep(T)\
i =250 (o) (M)

10Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947).
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Send {k . coeficiente de condutividade térmica do fluido do casco;
endo:

u : viscosidade do fluido do casco.
Calcular o comprimento do trocador para os casos tabelados a seguir:

Caso A Caso B
Fluido CO;, em fase gasosa Etileno glicol liquido
W (lby,/h) 22,5 45000
Tentrada(oF) 60 0
T i0a°F) 280 e 500 90 e 180
Tvapnr(oF) 550 250
D(polegadas) 0,495 1,032
cp(BTU /1b,,/°F) | 0,251 43,46 x 107°T — (TTZ%(()))Z 0,53 +0,00065T
k(BTU /h/ft/°F) 0,0085 (32°F); 0,01815 (392°F); 0,153 (constante)
0,0133 (212°F); 0,02228 (572°F)
242 (0°F); 82,1 (50°F); 30,5 (100°F);
0,935
w(lby/ ft/h) 0,0332 <T 164(1)6()) 12,6 (150°F); 5,57 (200°F)

Problema 6.3 A tabela abaixo apresenta a taxa de geracdo de CO, e a taxa de consumo de
oxigénio em vdrios tempos, durante o processo de fermentacdo de Penicillium chrysogenum.

Tempo | Taxa de Geracdo de CO, | Taxa de Consumo de O,
(b) (g/h) (g/h)
0 15,72 15,49
1 15,53 16,16
2 15,19 15,35
3 16,56 15,13
4 16,21 14,20
5 17,39 14,23
6 17,36 14,29
7 17,42 12,74
8 17,60 14,74
9 17,75 13,68
10 18,95 14,51

Os valores totais de CO;, e de O, sdo determinados pela integracdo no tempo dessas taxas. Uma
varidvel importante do processo, que permite avaliar a atividade metabdlica do micro-organismo
utilizado, é o chamado coeficiente respiratério que € a razdo entre o CO, total formado e o oxigénio
total consumido, baseado nesta informagao e nos valores tabelados calcule o valor deste coeficiente
ao cabo de 10 horas do processo.

Problema 6.4 O escoamento de liquidos newtonianos em tubos cilindricos apresenta um perfil
parabdlico de velocidades, neste caso é comum o computo de integrais da forma:

1
Smedio =4 / (1—r*)rf(r)dr, tal integral pode ser computada numericamente através de uma
0

n
férmula de quadratura tipo Gauss da forma: f,.qi0 = Z w;f(r;) + Ry(x) determine as abscissas
i=1
(r;), os pesos (@) e a expressdo do residuo desta formula de quadratura para n =2 e 3.
Problema 6.5 Na tabela abaixo, apresentam-se os valores da viscosidade dindmica da 4gua a

vdrias temperaturas:
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T u
Ns
(°C) <m3> x 103

0 1,787
5 1,519
10 1,307
20 1,002
30 0,798
40 0,653
50 0,547

O valor medio da viscosidade nesta faixa de temperatura é calculado pela integral:

50
Umedio = 350 / T)dT. Aplicando o método de Simpson em cada subintervalo da tabela,

determine Upedio-
Problema 6.6 Um foguete € lancado do solo sendo sua aceleracdo registrada nos 80 primeiros
segundos apds seu langamento. Estes valores estdo tabelados abaixo:

t(s) 0 10 20 30 40 50 60 70 80
a(m/s?) || 30,00 | 31,63 | 33,44 | 3547 | 37,75 | 40,33 | 43,29 | 46,69 | 50,67

Baseado nos valores tabelados calcule a velocidade e a altura do foguete ao cabo dos 80 s.
Problema 6.7 Determine os valores das abscissas xj e x; de modo que a férmula de quadratura
abaixo apresente a maior ordem de acuricia possivel:

[ e L1 42100 43500

Problema 6.8 Propde-se a seguinte férmula de quadratura:

[ rte="1710) + 0]+ [10) — O]+ R

Calcule o valor da constante a e a expressdo do residuo R, (x).
Problema 6.9 Determine as abscissas e pesos das formulas de quadratura tipo Gauss abaixo:

@ [ ' VEF()dx ~ 1 (x1) + 0 f (2);

(b) /Olln(l/x)f(x)dx ~ o f(x1)+ o f(x2).

Problema 6.10 Na férmula de quadratura do tipo Lobatto:

[ 700dx =l -1+ £+ () + F+00] + 037(0) + o)

Calcule o valor da constante @, dos pesos @, @, @3 e a expressdo do residuo R, (x).
Problema 6.11 Determine as abscissas, o peso e a expressao do residuo da férmula de quadratura
tipo Chebyshev:
01
7
Problema 6.12 Determine as abscissas, 0s peso e as expressdes dos residuos das férmulas de
quadratura tipo Radau e Lobatto abaixo:

f)dx = o[f(x1) +f(x2) +f(x3)] + Ru ().
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1. /01 \};Cf(x)dx =wf(0)+ o f(x1) + o f (x2) + Ry (x).

2. /0] \};Cf(x)dx: 0)1f<X1) + (L)zf()@) + (03f(1) —i—Rn(x).

3. /0] J;Cf(x)dxz @0/ (0) + o1 f (x1) + @2.f (x2) + @3.f (1) + Ra(x).

Problema 6.13 Determine as abscissas, 0s pesos e a expressao do residuo da férmula de quadratura
tipo Gauss para o computo de integrais duplas:

141
/1 1 fx,y)dydx = @1 f(x1,y1) + @121 (x1,y2) + @21 f (x2,y1) + @22 f (x2,y2) + Ru(,y)

1l
Aplique o método no célculo da integral: / / ey 2)dydx.
-1 J-

11

Problema 6.14 Para o célculo de integrais do tipo: 1= e *f(x)dx aquadratura de Gauss-Laguerre

é empregada, expressa por:
n+1)!?

n
=Y of(x)+ [((2 )1 P2 (), sendo as abscissas x; as (n+ 1) raizes do polindmio
i=0 n :

da Laguerre de grau (n+ 1). Na tabela abaixo, listam-se alguns valores das abscissas e dos pesos
da quadratura de Gauss-Laguerre.

Raizes (x;) Pesos (®;)
Quadratura de Gauss-Laguerre
n=1
0,5857864376269 0,8535533905933
3,4142135623731 0,1464466094067
Quadratura de Gauss-Laguerre
n=72
0,415774556659 0,7110930098857
2,294280360462 0,2785177336237
6,289945082879 0,0103892564907
Quadratura de Gauss-Laguerre
n=73
0,3225476886277 0,6031540781881
1,7457609373338 0,357418712579
4,5366205567039 0,0388879155359
9,3950708173346 0,0005392936969
_sen(x)

Teste a adequacdo do procedimento no codmputo da integral:

0
novamente a integral pelos métodos: Simpson, Romberg e Romberg-Lagrange.

Problema 6.15 Calcule numericamente as integrais abaixo:

(a)

oo 7)(2

—dx;
0o 1+x2 o

= 1
® ), e

UEdmond Nicolas Laguerre (1834-1886).

e

X

dx = g, calculando
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*® X
d.
<c>/0—ex_1x,
® X
d dx;
()/Oe“rlx,

@) /O e dx.
 sen(&)

Problema 6.16 A fungdo Si(x) € definida por: Si(x) = / z dé&. Baseado nesta definic@o,
0

I'Si(x) — sen(x)
—————=dx.
0 x3 )

Problema 6.17 Aplicando procedimento andlogo ao apresentado no Exemplo 6.4 calcule as
abscissas e pesos da quadratura nos seguintes casos:

Quadratura de Gauss paran =4¢ 5;

Quadratura de Gauss-Radau com extremidade inferior paran =4 e 5;

Quadratura de Gauss-Radau com extremidade superior paran =4 e 5;

calcule numericamente a integral:

Quadratura de Gauss-Lobatto paran =3,4 e 5.



7. Resolucdo Numérica de Equacdes
Diferenciais Ordindrias

7.1 Introducdo

Muitos problemas em modelagem de processos quimicos sdo formulados em termos de equagdes
diferenciais. Essas equagdes diferenciais descrevem a relacio entre varidveis dependentes (funcdes
desconhecidas) e suas derivadas em relagdo as varidveis independentes. Quando ha apenas uma
varidvel independente, a equacgdo diferencial correspondente é ordindria e caso haja mais de uma
variavel independente a equagdo diferencial € parcial. Os problemas de equagdes diferenciais
ordindrias (EDO) ou de sistemas de equagdes diferenciais ordindrias classificam-se em dois tipos:

(1) Problema de Valor Inicial (PVI): quando todas as condi¢des de contorno do problema sdo
conhecidas no valor inicial (ou no valor final) da varidvel independente;

(2) Problema de Valor de Contorno (PVC): quando algumas condi¢des s@o conhecidas no valor
inicial da varidvel independente e outras no valor final da varidvel independente. Problemas
deste tipo sdo tratados neste capitulo como problemas de valor inicial em que se buscam as
condicdes iniciais que satisfacam as condi¢des finais pertinentes.

Os métodos numéricos de discretizacdo empregados para resolver problemas de valor de
contorno, tais como diferencas finitas, volumes finitos, elementos finitos e métodos dos residuos
ponderados, estdo além do escopo deste texto.

A seguir, apresentam-se exemplos dos dois tipos de problemas descritos por equagdes diferenciais
ordindrias:

m Exemplo 7.1 Um tanque de armazenamento de dgua apresenta uma area de secao transversal de
3,0 m> e em sua saida estd instalada uma valvula, conforme Figura 7.1, cuja equacdo caracteristica
é: q(h) =8/, sendo ¢ a vazio volumétricaem m>/h e h a altura de 4gua no tanque em metros.
Sabe-se que a altura normal de operacdo do tanque € 4,0 m. Simule a partida da operagdo do tanque
inicialmente vazio, isto é 4(0) = 0 e vazio de alimentagio do tanque g; = 16m>/h (constante).

Considerando a massa especifica da 4gua como constante, o balan¢o de massa de agua em
regime transiente no tanque € descrito, em termos volumétricos, por:

dv(t)

T q1(t) — qa(t),
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q1(t)

h(t) V(t)

5 !:] 2:(1)

Figura 7.1: Tanque de nivel de 4rea constante.

dh(t) _q1—CVh

em vista de: V() =Ah(t), q1(t) = q1 e q2(t) = Cv/h, obtém-se: I Y sujeita a
condi¢do inicial #(0) = 0.
(metros
o N 1 z 3 4 L3 6 T 8 2 n 11 t
(horas)

Figura 7.2: Dinamica do enchimento de um tanque.

Empregando os valores numéricos dos dados e levando em conta que no estado estaciondrio o
nivel de liquido no tanque € igual a tﬁn h(t)=hg = 40m e qo = q1 = q1 = 16m> /h = C\/hy,,
dh(t 8
chega-se finalmente a equacdo diferencial ordindria ndo linear: d(t) =3 [2 — h(t)] , sujeita a
condic@o inicial #(0) = 0.
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Essa equacdo diferencial foi resolvida numericamente, por procedimentos descritos no presente
capitulo, resultando na forma gréafica representada na Figura 7.2. Verificando-se que o tempo
necessario para o nivel de dgua atingir a altura de 4,0 m é de aproximadamente 12 horas.

m Exemplo 7.2 Deseja-se calcular a distribuicdo de temperatura em uma aleta fina de secdo
retangular, conforme mostrado na Figura 7.3.

Ta
(temperatura do fluido)

Tw L

(temperatura da parede) 2B

T(z)

(temperatura na aleta)

Figura 7.3: Diagrama de uma aleta.

Considerando desprezivel a transferéncia de calor através das areas laterais da aleta e considerando
também a transferéncia de calor na aleta apenas por condugao, tem-se o balango de energia:

d’T(z)  h
=—Tz)-T, L,
a2 kB[ (z)—T,) para0<z<

CC1: condi¢do de contorno na parede 7(0) = T,,;
ar
CC2: condicdo no final da aleta @) =0,
z=L

sujeita as condi¢des de contorno:

sendo B a semi-espessura da aleta, & o coeficiente convectivo de transferéncia de calor e &
a condutividade térmica do material da aleta. A equagdo diferencial e as condi¢des de contorno sdo

. . S . . . . Z
convenientemente reescritas em termos de varidveis e coeficientes adimensionais: x = i 0(x) =

T(xL)—T, hL?
M e o = {/ ——, resultando em:
T, —T, kB
CC1: 6(0) = 1;
d’e ’
dx(zx) = a’6(x), sujeita as condi¢des: o d(ji (x) _ 0
x

x=1
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yo(x) = 6(x)
Definindo as varidveis de estado do sistema por: ( do(x)
X)) =
Y1 dx
tem-se, em termos vetoriais:
dyo(x)
dy(x) y1(x)
dx dycf)(cx) - <a2y (x) com yp(0) =1 e yi (1) =0.
0
dx

Deve-se entdo buscar o valor de y;(0) que conduza a y;(1)=0.

™

F

Y.
L}
0§

04

[ V]

Figura 7.4: Perfis da temperatura e da derivada da temperatura na aleta.

Na realidade este problema, por ser linear e de coeficiente constante, apresenta solucdo analitica:

00 =su(x) = e =)
do(x) _asenh[o(1 —x)]
dx () = - cosh(a)

do
Os perfis de 0(x) e *) , para a =2, encontram-se plotados na Figura 7.4.

Apesar de o problema apresentar solugdo analitica, 0 mesmo pode ser empregado para qualificar
métodos numéricos empregados em sua resolucdo. Nesse caso, devido ao fato do problema ser de
segunda ordem, homogéneo e linear, aplica-se o principio da superposi¢do estabelecendo que a
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solucdo geral do problema é uma combinacdo linear de duas solucdes linearmente independentes.

Assim, seja y(l)(x) uma solugdo do problema que satisfaz a condi¢@o inicial y(l)(O) = ((1)> e

y?(x) uma solugio do problema que satisfaz a condigdo inicial y*) (0) = (?) . Desse modo,

yx) =y () +ey? ()

é uma solucao geral do problema original. Os valores de ¢; e ¢; sdo determinados pelas duas

yO(O) =1= Cl
condi¢des de contorno do problema, ou seja: (1
9 ’ J yl(l):Ozcly(l)(1)+02y(2)(1)=>62:_y(2)21;
y(l)(l) 5

Assim, a solucdo do problema é: y(x) =y (x) — y® (x). Esse procedimento foi aplicado,

y@ (1)
reproduzindo-se o resultado da solucdo analitica.

Esse mesmo procedimento € aplicavel ao problema em que o pardmetro ¢ varia ao longo de
x,. O problema continua linear, porém com coeficiente varidvel, ndo sendo possivel obter uma
solucdo analitica geral. Como ilustragdo, para caracterizar a natureza compésita do material da
2para 0 <x<1/2

lpara 1/2<x<1

aleta considera-se: o =

0
Os perfis de 0(x) e d(x) da aleta desse novo problema sio apresentados na Figura 7.5.
X

08 m)

08

04

02

01 02 03 04

Gl

08 1

B
S

Figura 7.5: Perfis de temperatura e da derivada de temperatura na aleta composita.



198 Capitulo 7. Resolucdo Numeérica de Equacoes Diferenciais Ordindrias

Quando o parAmetro o é fungdo da temperatura, isto ¢ @ = a(0), o problema torna-se nao
linear e o principio da superposi¢do ndo pode ser mais aplicado. Devendo-se buscar a solugéo da
equagcdo ndo linear y;(1) = f[y1(0)] =0, em que a forma explicita da funcdo f ndo é conhecida.
Para isso, a equacao diferencial:

0 1

dy(x) d (yo (x)> < > <yo (x)) ) ) ) .
= — = , lvid tid d
Ir ax (o) o)l 0) \n () é resolvida repetidas vezes com a condi¢do

inicial: @ 0%8%) = (é) , permitindo a construgdo da curva de y; (1) versus & na qual se busca o
1

ponto que intercepta o eixo horizontal, que € o valor de y;(0), solu¢do do problema.

04

03

Solugdo: ¥1(0) = —0, 966488298

Figura 7.6: Derivada da temperatura na aleta em x = 1 para diferentes condigdes iniciais y;(0) =§&.

dyo(x)
o =)
Como ilustracio, considera-se o(0)=26° = 2)187 resultando no problema:
dyi (x) 6
=4
1 = 4o ()
com <§ OESD = (é) . Analisando a Figura 7.6, em que se plota y;(1)versus&, verifica-se que
1
valorde & que satisfaza y;(1) =0 é igual a -0,966488298, para obter y(x) resolve-se novamente
.~....y0(0)7 1 ~
o problema com a condicao inicial: (yl (0)> = <_ 0,966488298 ) Os perfis resultantes sdo
qualitativamente semelhantes aos da Figura 7.4. "

Através de uma redefini¢do apropriada das varidveis dependentes do problema, € possivel



7.1 Introducdo

199

representar uma equagdo diferencial ordindria de ordem n através de um sistema de n equagdes
diferenciais ordindrias de primeira ordem. Seja uma EDO de ordem n da forma:

d"'x(t)

Representando esta EDO pelas n varidveis de estado:

dx,(t)
dt

...odx
ou, em termos matriciais: T

xl(t)
XQ(I)

x ="
Xn (1)

SN

dl‘n71

= flt,x1(t),x2(t), - ,x;(t), -+

e flr,x(¢)] =

f[f,x1(t),x2(t),~'- Xi(1), -

x(0) = x
dx(t)
dt |_o
2
, sujeita as condi¢des iniciais: d”x(t) _
ar? |,_,
d"'x(t)
drm=1 | _,
x1(2) = x(7)
dx(t)
)=
xll) ==,
d’x(t)
)=
x(0) dt?
, resulta:
d=x(t)
xi(t) = dtifl
d"'x(t)
ST

2 (1)]

= fr,x(7)] sujeita as condi¢des iniciais: ,x(0) = X¢, em que:

)Q(t)
X3(l‘)

% ()]

Em muitos exemplos de dindmica de processos quimicos essa representacdo matricial surge
naturalmente ao aplicar as leis de conservacdo de massa, energia e quantidade de movimento,
como no exemplo apresentado a seguir.

m Exemplo 7.3 Dinamica de um reator de mistura perfeita ndo isotérmico.
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W
To(t), Co(t)

UA

Vv
Wi C(t) W
. R
Tro(t) T() Tr,s(t) -
Vr
Tr()

- /

T(t)} C(t)

Figura 7.7: Reator de mistura perfeita.

Considerando que ocorre no interior do reator uma reacdo em fase liquida, exotérmica e
irreversivel de ordem m, tem-se os balangos:

dc(t w
e Balanco do reagente no interior do reator: V dE ) = ) [C,(t) — C(2)] — koe™ E/RD [C(1)]"
e Balanco de energia no interior do reator:
VpCr W e 1 (6) = T(0)] +koe™ E/T) [C(0)]" [~ AHreagao] — UAT(1) = T
pCp 7 p[ 0(1‘) (Z)]+ 4 [ (I)] [ reagao] [ (t) R(I)]
e Balanco de energia no interior da camisa de refrigeracao:
dTr(t i,
Vb Cor ) — W o T 1)~ Tis0)] + UATT (6) ~ Tol0)]
Considerando, por simplicidade, que o valor médio na temperatura no interior da camisa € a
- T T;
média aritmética entre a sua temperatura de entrada e a de saida, isto é: T = % =
Tro — Trs = 2[Tr,, — Tg| resultando em:
dTr(t _ i,
VRprCRR R( ) = 2WRCP,R [TR,()(I) — TR(Z)] +UA [T(l‘) — TR(Z‘)] .
Reescrevendo estas equagdes em termos das varidveis adimensionais:
T t C T TR Co T() e TR,()
:7,1::—’ :—’ :—;x :—’ = — :77
(pv/wy T YT R T e T oo T s O R T s
0 que d4 origem aos parametros adimensionais:
E C* (—AHieagio) UA UA
Da=ko(C*)" e, y= B = A= s AR =
a=k(C)" e Y= ot P = ver WCp "R 2WrCpx
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e TR = M. Obtém-se os balancos:
(pV /W)
N dx(7) 1
e Balango do reagente no interior do reator: PP Xo(T)—x(T)—Daexp |-y ﬁ —1||x"(7)
y

e Balanco de energia no interior do reator:

dil(:) =Y0(%) —y(t) + BDaexp {_y<y(lr) - 1)%’"(7) —A[(7) —yr(0)]

e Balanco de energia no interior da camisa de refrigeracao:

dyr(T)
R art

= YRo(T) —YR(T) + A& [y(T) — y&(7)]

Os métodos de resolu¢do numérica de equagdes diferenciais ordindrias (EDO) que sdo apresentados
neste capitulo sdo aplicados, sem perda de generalidade, a equagdes diferenciais ordindrias da
forma:

dx(1) e
% = fz,x(¢)] para t > to, sujeita a condigdo inicial: x(zp) = Xo,

emque x €R" t € R e fr,x] : R*™! — R".

Teorema 7.1.1 — Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucdo de uma EDO. Seja
f(¢,x) uma func@o continua para todo (¢,x) emumaregido D = {ty <t <tjnq, —o0 < [|X|| < oo}.
Além disto, considere continuidade de Lipschitzlem X, isto €, existe uma constante real . > 0
tal que para todo (¢,x) e (7,X) em D,

8¢, x) — £(¢, )| < L}x— &1

Entéo,
(i) Para qualquer xo € R”, existe uma solugdo dnica x(¢) no intervalo o <7 < tfinal Para o
problema de condic¢@o inicial acima. Esta solugao é diferencidvel.
(ii) A solugdo x(r) depende continuamente da condicdo inicial x(7p) = Xp e se X(t) também
for solu¢do da EDO com diferente condigéo inicial, X(0) = %o, entdo

[1x(1) = ()] < '||x(0) —%(0)]].
(i) Se X(t) satisfaz a EDO submetida a uma perturbagédo r[t,%(z)], entdo

= HR(0)] +xle 2(0)),

em que r é limitadaem D, ||r|| <M > 0, entdo

M

[1x(0) = %()]| < €'][x(0) —%(0) |+ (e —1).

Nos exemplos apresentados neste capitulo, a existéncia e unicidade de solugado estdo sempre
garantidas. No desenvolvimento dos métodos numéricos, visando facilitar a exposi¢do e sem perda
de generalidade, o caso escalar é considerado, assim:

dx(t
);(t ) = f[t,x(¢)] parat > ty, sujeita a condigdo inicial: x(zp) = xo, (7.1)

'Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903).
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emque: xR,z R e f[t,x] : R> — R. Para o caso de equagdes diferenciais ordindrias de ordem
superior a um ou n EDOs de primeira ordem, basta considerar a versao vetorial das varidveis e de
sua func¢do derivada.

Para o entendimento do desempenho e acurdcia dos métodos apresentados neste capitulo, é

importante distinguir as trés formas da solucdo do problema:

e Solucdo exata: curva continua no plano (7,x) que passa por (fy,xo) e que satisfaz exatamente
a EDO nos demais pontos;

e Soluciio numérica: ¢ um conjunto de pontos discretos no plano (z,x), [(#;,u;)]Y.,, em que
up=xp ¢ u; parai=1,2,--- N é uma aproximagio de x(z;). A solugdo numérica é apenas
um conjunto discreto de pontos, nada informando sobre valores intermedidrios;

e Solucao exata no intervalo i: solugdo exata do problema no intervalo #;_; <t <t; com a
condi¢@o inicial y(f;_;) = u;_, isto &, solugdo de:

dy(t)

T Sflt,y(t)] para 1;_; <t <t;, sujeita a condi¢@o inicial: y(t;—1) = u;—1. (7.2)

Essas defini¢des permitem classificar os dois tipos de erros na integragdo de uma EDO:

e Erro por passo ou Erro Local: € o erro da integragdo numérica da Equacdo 7.2 no final do
intervalo i, isto €, €pqsso(ti) = y(ti) — ui;

e Erro global: € o erro da integragdo numérica da Equagdo 7.1 no final do intervalo i, isto é,
Egtobal (1i) = X(t;) — u;.

Na Figura 7.8 sdo ilustradas as solugdes exata e numérica e o erro global da integracdo numérica.

Solucdo Exata (curva continua) e Solugio Numérica (tridngulos azuis) Erros de Integragdo da EDO

0.4 T T T 0.04 T T T
A

., : - r_f—l
>—| T e

L L

[ =

(=1 i)

Varidawvel Dependente - x(t)

=

Frro=x_(exato)=x_(numérico)

»
I
2

1 Il 1
o5 n L 3 L 0065 1 2 3 4

Tt

Tempo - t
Figura 7.8: Solucdo exata e solu¢do numérica de uma EDO.

Quando a funcdo f da Equacdo 7.1 ndo depende explicitamente de ¢, diz-se que o sistema
é invariante com o tempo, o que permite adotar sempre fy = 0, equivalente a considerar como
varidvel independente o tempo cronometrado a partir de fy, isto é, a nova varidvel independente é
(t—10).

Os métodos numéricos de integracdo de EDOs podem ser classificados de diferentes formas;
classificando-os quanto a dependéncia a valores anteriores tem-se:

(i) Métodos de Passo Simples: quando o valor da varidvel dependente no final do intervalo
depende apenas de informagdes do préprio intervalo [t ], genericamente descrito por:
ui = g[(ti,ui), (ti1,ui—1)];

(i) Métodos de Passos Muiltiplos: quando o valor da varidvel dependente no final do intervalo
depende de informagdes do intervalo corrente e de intervalos anteriores, representado por:

ui = g[(ti,ui), (tiz1,u0i—1), (tima,ui—2), -+ 5 (i Uimm)]-
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Os métodos numéricos de integracdo de EDOs também podem ser classificados como explicitos
ou implicitos caso o valor da varidvel dependente independa ou dependa, respectivamente, de si
mesma. Combinando-se essas duas formas de classificacdo, t€m-se os seguintes tipos de métodos:

e Método de passo simples e explicito: u; = g[t;, (ti—1,ui—1)];

e Método de passo simples e implicito: u; = g[(t;,u;), (ti—1,ui—1)];

e Método de passos muiltiplos e explicito: u; = g t;, (ti—1,ui—1), (ti2,ti—2), -+ s (timims Uiem)];

e Método de passos multiplos e implicito: u; = g [(t;,u;), (ti—1,ui—1), (ti—2,ui—2), -+ (timy Uizm)] -

Note que nos métodos implicitos deve se associar ao algoritmo de integracdo um algoritmo de
resolucdo de equacdes nao lineares (geralmente o método de Newton-Raphson). Desse modo o
processo de integracdo torna-se mais lento, demandando a cada passo de integracdo o computo
(analitico ou numérico) da matriz jacobiana do sistema, necessdria a aplicagcdo do método de
Newton-Raphson. Por outro lado, esses métodos sdo sempre estaveis, ao contrario dos métodos
explicitos que possuem estabilidade condicionada ao tamanho do passo, ou intervalo de integragao,
como discutido nas préximas se¢des.

Os métodos podem também ser classificados como de passo fixo quando #; =¢;,_; + h,, sendo
h o intervalo de integrac@o, e de passo variavel quando: 1, =t,_| + h;, isto é, o intervalo de
integracdo h varia com i. Os métodos de passos varidvel sdo, via de regra, mais eficientes e
robustos, demandando entretanto que ao algoritmo de integracao seja acoplado um algoritmo de
selecdo do tamanho de passo para controle do erro local de integracao. Nos métodos descritos a
seguir considera-se, por simplicidade, o intervalo de integragdo como constante, havendo ao final
do capitulo uma leve mengdo aos algoritmos de selecio de passo, assunto este que foge ao escopo
do presente texto.

Métodos de Integracdo Tipo Euler

Este € o método mais simples e antigo, em sua forma explicita, utilizado na resolucdo numérica de
EDOs que aplicado a resolucdo da Equagdo 7.2, € descrito pela equagdo de diferengas:

t.
wi=ui 1 +hflti1,ui ] parai=1,2--- N, emque up=xo, f; | =ti+h e h= 2L

O método de Euler explicito pode ser interpretado de trés formas distintas:
(a) Diferencas Finitas: aproximando no intervalo i, em que #;_; <t < t;, a derivada continua
dy(t) _ wi—ui

por: e igualando esta aproximagdo ao valor da derivada no inicio do

dt
intervalo (método explicito), chega-se a:

u; — u;_
lTll = ftior,ui1) = wi =i +hftiq,ui1].
(b) Aproximag@o Linear de y(¢): aproximando y(r) pela reta (Figura 7.9):
dy(t .
y(t) =~ y(t)|t,v,1 + );,(t) (l‘—tifl) = Ui —I-f(l‘l;l,u,',l)(t —ti—l), assim:
ti—1

y(t:) ~wi = iy + f(tir,ui1) (G —ti1) = wimy +hf (i1, ui-1).
(c) Por Integragdo Retangular: a integracdo de ambos os lados da Equagdo 7.2 de #;_; a ¢
conduz a:

1 d t 1;

/ )c)l(t)dt =y(t;) —y(ti-1) = flt,y(t)]dt, mas: y(ti_1) = u;—; e considerando
tiq ti—1

flt,y(t)] = flti—1,ui—1] em todo o intervalo [f;_;,t;) (drea do retdngulo na Figure 7.10),

resulta: y(t;) ~u; = wi— + f(tim1,ui1)(ti —tizy) = ui—y +hf (tio1,ui—1).




204 Capitulo 7. Resolucdo Numeérica de Equacoes Diferenciais Ordindrias

ti

Figura 7.9: Método de Euler explicito por linearizacao.

dy(t) _
dt

Flticuioa]

drea = hf[ti_y,ui 1]

flt,y(t)]

ti 1

t;

Figura 7.10: Método de Euler explicito por integracdo retangular.

Modificando-se o método de Euler, interpretado no intervalo #;,_; <t < t;, como um método

de diferencgas finitas em que a derivada continua é aproximada por:

dy(t) _

Ui — Ui

dt

~

h

e igualando
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esta aproximacao ao valor da derivada no final do intervalo (método implicito), chega-se a:

tfinal
N

ui=uj_1 +hft;u;] parai=1,2--- N, emque up =xp,4_1=t+heh=

Este procedimento € o método de Euler implicito que demanda, em cada intervalo de integracéo,
a utilizagdo de um algoritmo de resolugdo de equagdo ndo linear se a fungdo f(7,x) for ndo linear.

m Exemplo 7.4 Aplicando o método de Euler a EDO de primeira ordem, linear, de coeficiente

dx(t
constante e homogénea: x(t) = —oax(t), emque & >0 e x(0) = 1. A solugdo analitica desta
equacgdo é x(t) =e % e ft,x(t)] = —ax(t).
A equacdo de diferencas resultante da aplicacdo do método de Euler explicito a equagdo é
Ui=ui_1 —hou_| = (1 —Oth)ui_l com ug = 1.

Definindo ¢ = (1 — ah) = constante, identifica-se esta equacéo de diferencas como uma
progressdo geométrica de razio ¢ e primeiro termo igual & 1, cuja solucdo é u; = ¢’ para i =
0,1,2,---,N
Desse modo, este procedimento s6 serd convergente se |g| < 1, como ah>0=¢g=1—ah <1,

h > — = g < —1 processo ndo convergente e oscilatorio
havendo trés possibilidades: § — < h < Ping —1 < g < 0 processo convergente e oscilatério
h < = = 0 < g < 1 processo convergente e ndo-oscilatério

A equacgdo de diferencgas resultante da aplicacdo do método de Euler implicito a equagédo é
1

1+ah

u,-:u,-_]—h(xu,-:>u,~:< >u,-_1 com ug = 1.

Definindo g =

Trah =constante, identifica-se esta equacdo de diferencas como uma progressao

geométrica de raziio ¢ e primeiro termo igual 2 unidade, cuja solucio é u; = ¢' para i=0,1,2,---, N.
Desse modo, este procedimento sempre serd convergente € ndo-oscilatorio pois 0 < g < 1.

Na Figura 7.11 sao ilustrados todos esses comportamentos das solu¢des aproximadas, comparados
a solucdo exata.

A caracterizacdo da acurdcia dos métodos de resolucdo numérica de EDOs € feita através da
expansdo em série de Taylor da fungdo y(¢) em torno do ponto f;_;, assim:

dy(t) 1 d*(1) 1 d"y(r)
1) =vy(ti_ —_— t—t_ — t—ti_q t—ti_1)"+R, (1),
y( ) y( 1)+ dt tiil( 1)+2‘ dt2 tiil( ) + +n' dl" liil( 1) + ( )
1L d"hy@) 0
R,(t) = t—tip)m D
€m que ( ) (n+ 1) dtn+1 tzé( )
Adotando t =t; =1t —1t;_; = h eem vistade y(t;_;) = u;—;, obtém-se
dy(1) L d»y@)| 1 d"y(1)
) = u;— —_— h+ — h ' R, (1),
Yl =uie =g, L ae | T e | T )
1 dn+ly<[)
R, — n+1‘
em que R,(t) (n+1)! dmtl —
dy(t dy(t
Partindo da Equagédo 7.2, d( ) = flt,y(t)] = il(t) = fltic1,ui—1] = fi-1
i1
(1) _0f(y) Iflty)dy _dof  If d*y(1)
= = 1 = fri—1+ fic1fyi-1-
d[2 ot ay d[ +fa ﬁ—l_ff}v 0go, dl2 - fl, l+f 1f}, 1
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Meétodo de Euler Convergente
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Permitindo identificar o operador
dy(1)

Figura 7.11: Método de Euler para EDO de primeira ordem linear e homogénea.

d_9 .0
dr ~ ot dy’

(9 L aN\[of ,of

ar’ —<at+fay> (aﬁfay

> = fu+2ffo+ [ fw+ i+ )
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d3y(r) 2
i3 = firi—1t + 2fict fyit + [~ foyimt + (frim1 + fim1 frim1) frie1-
ti—1

Resultando em: !
y(t:) = ui—1 + fio1h+ E(ft,i—l + fic1fyio1)h?+

+% [frrimt + 2 it foyiot + 2 fowict + (Frict + fiot frim) friz1 B3 + O [2Y).

Em que ©[h*] designa termos de ordem igual e superior a A*.

A acuricia dos métodos de resolu¢do numérica de EDOs € verificada confrontando a expansao
em série de Taylor do método em torno de #;,_; com a expansdo acima. Esta verificacdo é
exemplificada a seguir nos dois métodos de Euler (explicito e implicito).

e Método de Euler Explicito u; = u;—; +hf[t;—1,u;—1] que reproduz exatamente os dois primeiros
termos da expansdo em Série de Taylor de y(z), permitindo concluir que o erro/passo ou
erro local do método é da ordem de /2, isto é Epasso(ti) = y(ti) —u; = Ch?;

e Método de Euler Implicito u; = u;—; + hf|t;,u;], expandindo a fungdo f[f;,u;] em torno de
(ti—1,u;—1), obtém-se

fltywl = fl, 0+ 88{

logo

af
du
up=u;—1+ fi—1h —i—ft,i_lhz + fyi—1(ui —ui—1)h, considerando a expansdo de
Ui = u;_1 —l—a1h+a2h2+ = U — U = a1h+a2h2+ -+-, assim
wi = i1+ ficth+ [fii1+ alfy,,-,l]h2 +--=u_ +ath+ah*> + ---, comparando os
termos de mesma poténciade h resulta a; = fi_j ear = fri—1+ fi-1fyi-1-
Entdo u; = ui—1+ ficih+ (fric1+ fic1fiz1 Yh* +--- reproduzindo os dois primeiros termos
da expansdo em Série de Taylor de y(r), permitindo concluir que o erro/passo do método é
também da ordem de A2, isto é Epasso(ti) = y(ti) —u; = Ch2.
Verificando-se que os dois métodos de Euler apresentados (implicito e explicito) apresentam o
erro/passo de segunda ordem.

Deve-se enfatizar que apenas no primeiro passo de integragdo a condigdo inicial de y(z) na
Equagdo 7.2 é igual a condigdo inicial da solugdo exata, x(¢) da Equacdo 7.1, o que implica em
y(t1) = x(t1), nos passos seguintes tal igualdade ndo mais existe pois y() utiliza uma condigdo
inicial inexata u;_;.

Antes de particularizar para os métodos de Euler, considera-se um método numérico de
resolu¢do de EDOs que apresenta |€pu0(ti)| = C; "+, isto &, apresenta um erro de ordem
(m+1) por passo, assim:

h+

ti—1,Ui—1

(ui—ui—1) = fic1 + fricth+ friz1 (i —ui—y).

ti1,Ui—1

Passo Erro/passo
Primeiro | |€passo(t1) (t1) —up| = Cipm+!
Segundo | |€passo(r2) (t2) — up| = Cop™+!

| =y
| =y

i-ésimo ‘Spam,,(ll‘)‘ = \y(tl) — u,-] = C,‘herl

N-€simo ‘epasso(tN” = |y(lN) — I/lN| = Cth+1

N
Soma (Z C,-) " < N Cpah" ! =

i=1

("gglobal ‘) = Cmaxtfinalhm =C"h"

Assim, via de regra, se 0 método € de ordem (m+ 1) por passo, o erro acumulado apés N
passos € de ordem m. Como os métodos de Euler explicito e implicito sdo de segunda ordem por
passo, globalmente sdo métodos de primeira ordem.
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Uma forma bastante empregada para aumentar a acurdcia dos métodos € o emprego da
Extrapolacdo de Richardson, descrita na Se¢do 6.2.1. Quando aplicada ao método de Euler
explicito d4 origem a uma forma aprimorada do procedimento com um erro por passo da ordem de
h3, conforme descrito a seguir.

e Integrando a EDO com um passo % resulta ul(l) =ui1+hf(ticiy )

h
) wi—ip = i1+ 5 f(tictu )
e Integrando EDO com dois passos /2 resulta

2

" =ui_1+ Ef(ti—l/bui—l/z)
Aplicando a extrapolacio de Richardson baseada no fato do erro global do método de Euler ser de
primeira ordem, obtém-se

h
u; = 2141(2) _ “51) =2 (Uji_1)p+ zf(ti_l/z,ui_l/z)} — [ui,l +hf(ti71,u,»,1)]» e tendo em vista

que 2u;_y o =2ui 1 +hf(ti14,_,), resultau; = ui 1 +hf(ti_i)2,ui_1/2)-
Dando origem ao método de Euler modificado que apresenta um erro global de segunda ordem e
dois estagios por passo como descrito a seguir:

L .. h
Primeiro estdgio: u;_j/, = u; 1 + Ef(t,-,l JUi—1)

Segundo estagio: u; = u;—1 +hf(ti_y2,ui—1/2)

Esta modificagc@o pode ser expressa na forma genérica:
Primeiro estdgio: g1 = hf(ti—1,ui—1
e (i1, i-1) = u; = ui 1+ (0181 + 0ng2)
Segundo estdgio: go = hf(ti—1 +ch,ui—1 +cg1)

No método de Euler modificado tem-se @; =0, w, =1 e ¢ =1/2. No caso geral, os coeficientes
oy, @ e ¢ sdo determinados de modo a garantir que o erro/passo seja de terceira ordem, isto é
deve equivaler a expansao:

1
y(t) =ty + firhot 5y (foimr + fit fyim) )2 + O],

Expandindo g, em série de Taylor em torno de (¢;—1,u;—1):
g = fioth+ch*[fi + fic1fyio1] + ¥[h?] e em vistade g; = hf;_; resulta
ui=ui—1+ (01 + @) ficth+ o (fri-1+ fio1 fyiz )ch?, comparando esta expansio com a expansio

. o+ =1 ~ ~ .
de y(#;) obtém-se: , estas sdo as chamadas equacoes de ordem do método e

wc=1/2
qualquer valor de @;, @, e ¢ que as satisfacam garantem que o erro/passo é de ordem de /> o que
resulta em um erro acumulado apés n[> 1] passos de integragio de ordem de 4.

w=0ewm=1

. . - ) . Jor=m;=1/2
Uma possivel solucdo seria , outra solugdo possivel seria:

c=1/2 c=1
Dando origem aos métodos

(1) Método de Euler modificado

Primeiro estagio: g1 = hf(ti—1,ui—1)
81 ) = Ui = Uji—1 + 8.

h
Segundo estagio: g = hf <ti1 + 5 ti-1 + >
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(2) Método de Euler aprimorado

= Ui =uj-1+

Primeiro estagio: g1 = hf (t;—1,ui—1) g1+&
Segundo estagio: go = hf(ti—1 +h,ui—1 +g1) 2

Verifica-se que o método de Euler implicito, com um estdgio, descrito por:

h
g1=nhf (l‘i1+2,1451+gzl> = u; = ui—1 + g1,

é um método de segunda ordem e sempre estavel, pois:

h 1 .
g1=hf <ti1 + 5 Uizl + g;) =h [fil + 5 (hfri-1 +81fy,i1)] + 9[h%], em vista de

h
gi=hf_1+ah*+---=g1=h [fil t5 (frim1 +fi1fy,il):| + B[R]

1
Entio u; =u; 1+ fi_1h+ 2 (frim1+ fic1 frim Yh? + ¥ [h?]. Comprovando-se que é um método
de terceira ordem por passo e de segunda ordem globalmente.

Este dltimo método pode ser deduzido a partir da aproximagéo linear de y(7) no intervalo i de

t—t_
acordo com y(r) &y (t) = u;_1 + < hl ! > g1. A seguir, define-se o Residuo desta aproximagado
dy(r) g 1=t
RW(r) = — ey @) =2 — f [t,ui ’ :
por RU(1) = —— == — flt y ()] = 2~ = f |t uici +{ —— | 81
fi i t—ti
Calculando-se g; tal que / R(l)(t) =0, isto é g, :/ f [t,ui_l + ( hl 1>g1} dt.
ti1 ti—

Esta dltima integral é calculada por quadratura de Gauss com um ponto, que € o ponto central

do intervalo, resultando em: g; = hf | t;,_1 + > Ui+ 821) , expressdo andloga a anteriormente

obtida. Verificando-se que esta expressdo equivale a anular o residuo da EDO da Equagdo 7.2 no
ponto central do intervalo.

dx(t
m Exemplo 7.5 Aplicando esses ultimos métodos a EDO dos exemplos anteriores: *(1) =
—ax(t), emque oo >0 e x(0) = 1, e cuja solugdo analitica é x(t) = e % e f[t,x(t)] = —ax(t),
tem-se:
(1) Método de Euler modificado
Primeiro estagio: g = —hotu;—; o022
ha u=1-h+——|u-_
Segundo estdgio: go = —h o (1 . 2> Ui ' ( 2 ) =l

(2) Método de Euler aprimorado

Primeiro estég?o: g1=—hau = <1 Caht a2h2> vt
Segundo estdgio: go = —ho (1l —hot)u; 2

Meétodo de Euler implicito, com um estdgio, descrito por:

oh
g1 =—ha (MH +&> = g1 =1 -Ui—1, entdo u; = (

B l—ah/2\
2 ~1tan)2 it

1+ ah/2
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. . g . ~ uj
Definindo-se como o fator multiplicador do método a razdo w(h) = ——, sendo seu valor
Ui
exato, neste exemplo, Hero(h) = e~*". Deste modo, a lei de formacio destes métodos é de uma
progressdo geométrica de razdo igual a p(h), que para ser convergente deve apresentar | (h)| < 1.

Os dois métodos de Euler explicitos com dois estdgios apresentam o mesmo fator multiplicador e

2h
iguala p(h)= <1—ah+

: 2
) para estes métodos serem convergentes € necessdrio que h < p
além disto, neste intervalo, 5 < u(h) <1 (estdvel e ndo-oscilatério).

O método de Euler implicito, com um estdgio, apresenta p(h) =

(e

1+ oah/2
2
O<pu(h)<lseh< P (estdvel e ndo-oscilatorio)e —1 < p(h) <0se h> P (estdvel e oscilatério).

) que apresenta

Outra modificacio do método de Euler é o método de Crank?-Nicolson® (ou trapézios), que é
um método implicito com erro local de ordem de /3, portanto um método implicito de segunda
ordem, e tem a forma:

Ui =ui—1 + g[f(ti,ui) + f(tic1,uiz1)).

Que pode ser prontamente verificada pela expansdo de y(¢) e f[t,y(f)] em séries de Taylor em
torno de #,_j/, =t; —h/2, e entdo subtraindo y(;-1) de y(t;) e adicionado f[t; 1, y(fi-1)] a
flti,y(t;)] paraeliminar f[t;_;,y(t;i_1/2)] daexpansio de y(z).

Métodos de Integracdo Tipo Runge-Kutta

Os métodos de integragio tipo Runge-Kutta* sio aperfeicoamentos dos métodos de Euler, obtendo-se
erros de maiores ordem sem a necessidade do computo de derivadas superiores de y(t). Na realidade
o método de Euler simples pode também ser classificado como um método de Runge-Kutta de
primeira ordem e as modificacdes apresentadas na Secdo 7.2: método de Euler modificado, método
de Euler aprimorado, método de Euler implicito com 1 estdgio e método de Crank-Nicolson sdo
métodos de Runge-Kutta de segunda ordem. De um modo geral, os métodos de Runge-Kutta com
V estidgios podem ser expressos por:

v
g=hfl|ti1+chu 1+ Z 4i,j8j
=1

\4
U = Ui+ Z ;8
j=1

Os coeficientes c¢;, a; ; € ®; sdo apresentados na forma tabular em um arranjo proposto por
Butcher (1996).

|| ey aipx -0 aly
¢ || a1 ap -0 apy
Cy || vl AQy2 -+ dyy

H wl ab coe a)v

2John Crank (1916-2006).
3Phyllis Nicolson (1917-1968).
4Martin Wilhelm Kutta (1867-1944).
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Se a; ;=0 para i < j (na diagonal e acima da diagonal da matriz A s6 hd termos nulos) o
método € explicito, caso a; j = 0 para i < j (acima da diagonal da matriz A s6 ha termos nulos)
o método ¢ dito semi-implicito e, caso exista algum termo néo nulo acima da diagonal de A, o
método € implicito.

A determinagdo dos coeficientes ¢;, a; ; € @; € feita apos estabelecidos o nimero de estdgios
v e a ordem da acurdcia desejada para deduzir entdo as equacoes de ordem pela comparacio da
expansdo em série de Taylor de y(¢) com a expansdo em série de cada uma das fungdes g;(z,y). Por
ser um precedimento extremamente trabalhoso, envolvendo muito algebrismo, ndo serd apresentado
neste texto, apresentando-se apenas os valores finais determinados.

e Método de Euler Simples Explicito errogiopa = 9[h]

010
B

e Método de Euler modificado errogopu = B [h?]
0] O 0
1 1 0
|12 112
e Método de Euler aprimorado errogopa = B2
0 0 O
17212 0
o 1
e Método de Kutta errogopa = B[h]
0 0 0 0
1211172 0 0
1 —1 2 0
H 1/6  2/3 1/6
e Método de Runge-Kutta de quarta ordem padrdo errogopa = O [h?
0 0 0 0 0
12 172 0 0 0
121 0 12 0 0
1 0 0 1 0
|16 13 13 1/6
e Método de Runge-Kutta-Gill de quarta ordem (Gill, 1951) errogopa = B [h?)
0 0 0 0 0
172 172 0 0 0
12| 1/v/2-1/2 1-1/V2 0 0
1 0 —1/V2 14+1/V2 0
| 1/6 1/3[1—1/v2] 1/3[1+1/v2] 1/6
e M¢étodo de Runge-Kutta de quinta ordem de Butcher (1987) errogopa = 19[h5]
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0 0 0 0 0 0 0
14| 14 0 0 0 0 0
/4| 118 118 0 0 0 0
121 o -1/2 1 0 0 0
34 | 316 0 0 916 0 0

V|| =3/7 27 12;7 —12)7 817 0

| 7/90 0 3290 12/90 32/90 7/90
e Método de Euler implicito de segunda ordem e um estigio errogjoppa = 9 [h2].

172 || 172
1
Este método ¢ também chamado de método do ponto médio, e pode ser expresso por

h ui+ui_
ui =iy +hf iy + 2, %

e M¢étodo de Runge-Kutta implicito de quarta ordem e dois estagios errogopq = 19[h2]

Lval 1 1V3
2 \6[ 4f 4 6
1 V3|1 V3 1
7_1’_7 ,_|_7 —
26 L4 6 4

12 172

Para ilustrar essa nota¢do, tomando como exemplo o método de Runge-Kutta explicito de quarta
ordem na forma padrio, tem-se entao:

g1 = hf(tioi,ui-1)

h 1
& = hf<ti1+2,ui1+281>

h 1
& = hf<ti1+a”il+g2>

2 2
g4 = hf(tioi+hui—1+g3)
1
u = M,;1+8(81+2g2+2g3+g4)'

7.4 Métodos de Integracdo de Passos Muiltiplos

Voltando a apresentar o problema de valor inicial descrito na Equacao 7.2:

dy(t
)c)l(t) = f[t,y(¢)] para t,_; <t <t; sujeita a condi¢do inicial: y(t;_1) = ;1.

Integrando ambos os lados dessa equacdo de #;_; a t; obtém-se:

z=1

ti
y(ti) = ui—y -I-/ flt,y(t))dt =ui_y +h . fltici+2zh, y(ti-1 +zh)]dz.
i

i =

Considerando os valores da fun¢do f[t,y(¢)] no inicio dos m passos anteriores (em que o
passo de integracdo h é constante):
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I—t
(i) =
tio1 fie1 0
tica  fi2 -1

ti3 fio3 -2

ti;m flfm _(m._ 1)

e utilizando esses m valores de f na interpolagdo de Lagrange de grau (m — 1), tem-se:

ﬁ z—i—(k—l)'

fltici+zh, y(tioi+zh)] = pm-i1(z) = Y €;(2) fi—j em que £;(z) = i
j=1 k=12 T

Empregando essa interpolagdo na integracdo de f[t,y(¢)], obtém-se:

yt) ~ui=ui1+h Z ﬁ](m)f,-,j em que B](m) = / . l(z)dz.
=1 =

Dando origem ao Método de Adams’-Bashforth®. Alguns valores dos coeficientes 3 ng) sdo a
seguir tabelados.

L [t [ 2 [ 3] 4 |5 [ 6 [ umim
pY 1 B4]
28 3 ~1 &[]
287 || 3 | —16 | 5 S
24 | 55 | 59 | 37 | -9 S[n*)
720" || 1901 | —2774 | 2616 | —1274 | 251 S[h]
14408 || 4277 | —7923 | 9982 | —7298 | 2877 | —475 || 0[]

Devido a natureza explicita do método de Adams-Bashforth o mesmo apresenta baixa estabilidade,
para superar esse problema hd uma modificagdo do método que inclui na integragdo de f[r,y(z)] o
valor de f no final do intervalo i, f;, nesse caso, empregam-se os seguintes pontos nodais:

r ) o=

ti fi +1
ticy Ji1 0
ti-a = —1

ti-3 fio3 -2

tiime1)  Jimeyy —(m—2)

Utilizando esses m valores de f na interpolagdo de Lagrange de grau (m — 1), tem-se:

. m—1 R m—1 Z+(k_1)
it zh Y +2h)] = pua(0) = Y. 1i(2)fij emque 4i(z) = T] ———
Jj=0 k=0 —J
Resultando no algoritmo implicito:
m—1 5 (m) 5 (m) z=1
m m n
y(t) R ui=ui1+hy ; fi—j em que f3; :/ . li(z)dz.
j=0 =

5John Couch Adams (1819-1892).
SFrancis Bashforth (1819-1912).
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Dando origem ao Método de Adams-Moulton’. Alguns valores dos coeficientes 3 J(m) sd0 a seguir
tabelados.

Erro

o 23 [ 4] 5 16 ] wcumeao
60 [ 1 o
2 1|1 8[h2]
27 || 5 | 8 | -1 31
249 | 9 [ 19| 5 | 1 B[h*]
7208 | 251 | 646 | —264 | 106 | —19 8 [1)
14408 || 475 | 1427 | —798 | 482 | —173 | 27 || 0[]

Observa-se que para m = 1 o método de Adams-Bashforth recai no método de Euler explicito
e o0 método de Adams-Moulton recai no método de Euler implicito.
Geralmente a implementacdo numérica desses algoritmos € feita em duas etapas:

m
1. Etapa de Predicao: Método de Adams-Bashforth ul@ =uji_1+h Z ﬁ}m) ficj
j=1

i

m—1
2. Etapa de Correcio: Método de Adams-Moulton u\" ™" = u;_ +h )" fltr,ul1+n Y. B fi-;
i=1

para k=0,1,---.
Procedimentos desse tipo chamam-se de métodos preditor-corretor sendo de amplo emprego
em codigos computacionais. Em cada passo de integracdo, a etapa de predi¢do gera uma estimativa
inicial para o método numérico, geralmente Newton-Raphson, de resolucio da equagd@o nao linear

da etapa de correcio.
De uma forma geral os métodos de passos multiplos podem ser descritos pela férmula:

k1 ky
wi=Y aijuij+hi Yy bijf(tijuij).
i=1 =0

Admitindo-se nessa férmula a variacdo do tamanho do passo de integracdo h; com i.
Os chamados métodos de retro-diferenciacdo (Backward Differentiation Formula: BDF) sao
os métodos de passos miiltiplos em que b; ; = 0 para j > 0, isto é,

k1
u; = Z a; jui—j+hbiof (t;,u;). Simplificando a notagdo (fazendo k| = m e para h constante):
j=1

m

Z Oc](.m)ui, j=hif(ti,u;),emque a](.m) = —a; j/bip com a;o= —1. O procedimento de determinagao
j=0

dos coeficientes (xj(.m) ¢ apresentado a seguir para m = 1,2 e 3.

o m=1=y(z) » pi(z) =zui + (1 = 2)ui—1 logo p(1) = u; —ui—y = hflt;,u].

+1 —1
° m:2:>y(z)%p2(z)zz(zz )Mi—i-(l—zz)uil—l—z(zz )Ml;z logo
3
ph(l) = Ui —2u—1 + FUi-2 = hflti, u;).
1 2 1-72 2 —1 2 1-22
. m=3$y(z)%103(z)zz(zjL é(z+ )ui+( Z;(ZJF )Mi—1+Z(Z ;(Z+ )”i2+Z(6Z)ui3

11 3 1
logo pg(l) = gui —3u_1+ 511,'72 — gui,3 = hf[ti,ui}.

7Forest Ray Moulton (1872-1952).
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Listando-se na tabela a seguir, os primeiros valores dos coeficientes Ocj(-m).

Erro

| s o v ]2]3 [4]5[6]

J acumulado
o | 1] 1 S[h]
20 || 3| -4 | 1 &[h2]
6o | 11| -18] 9 | 2 O[h3]
120" || 25 | —48 | 36 | —16 | 3 O[h]
60a? || 137 | —300 | 300 | —200 | 75 | 12 S[n]
600 || 147 | 360 [ 450 | —400 | 225 | —72 [ 10| o]

Uma das dificuldades de implementacao de métodos de passos multiplos € a necessidade do
conhecimento de valores de u# no inicio do passo em questdo e em m passos anteriores. No inicio
do processo de integracdo (i = 1), o valor de u € apenas conhecido no inicio do passo obrigando
assim ao método de passos multiplos ser o de menor ordem (método de Euler). Para superar esse
problema, duas estratégias sdo adotadas: (i) comecar os m primeiros passos de integracdo adotando
um método de passo simples de ordem m (métodos de Runge-Kutta de ordem m, por exemplo);
(i1) comecar o processo com um método de um passo (Euler), no segundo passo adotar um método
de dois passos (;m = 2) e assim sucessivamente até atingir o nimero de passos desejado e, a partir
desse ponto, segue com o método de m passos. A segunda estratégia é a mais utilizada em c6digos
computacionais correntes no mercado e a mesma ¢ adotada com uma técnica adequada de selecio
do tamanho de passo (que é varidvel ao longo do processo de integragado).

O Conceito de Rigidez em Sistemnas de EDOs

A estabilidade dos métodos explicitos de integracdo de EDO ¢ garantida se o passo de integracao
for limitado por:

h< —F——
| R (Amax) |
em que p € uma constante que depende do método empregado e A« € 0 valor caracteristico do
sistema que apresenta a parte real de maior valor em mdédulo. Por exemplo, o método de Euler
simples explicito apresenta p = 2.

p
ax

m Exemplo 7.6 Resolver os seguintes exemplos com o método de Euler explicito:

dy(t
(a) yc;t( ) = —y1(¢), com y;(0) = 1,5. A solugdo analitica é y,(¢t) = 1,5¢ " — A4} = —1,
implicando em h < 1= 2. No caso de 7y = 10, s@o necessérios no minimo 5 passos.
dyy(t
(b) y;t( ) _ —1000y,(t), com y>(0) = 0,5. A solugdo analitica é y,(¢) =0,5¢ 190 — 2, =
2
—1000, implicando em h < 1000 =0,002. No caso de 77 = 10, sdo necessdrios no minimo
5000 passos.
) 500,5 499,5 (1) (0) 2
dt N ) it y1 _ . - e
(©) dy>(1) < 4995 _50075> <y2(t)) com <y2(0)> (1> cuja solucdo analitica
dt

(i) [1,5¢7"+0,5¢ 1000 (-1 o . -
e(m(z‘))_<1,Se_t—0,56_1000’ — A= 1000 , implicando no passo de integragdo

h = 0,002 imposto pela dindmica mais rdpida do sistema.

<
~ 1000
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m Exemplo 7.7 Para ilustrar o conceito de rigidez, o seguinte exemplo € considerado: dois reatores
quimicos em série, onde € conduzida isotermicamente uma reagdo de primeira ordem, irreversivel
em fase liquida.

q, Cy

e
4

vrla Cl

Vy, Cy

Figura 7.12: Dois reatores tanque continuos em série.

Os balangos de massa do reagente em cada um dos reatores sao dados por:

d

e Primeiro reator: V; C;t(t) =q[Co(t) — C1(t)] —kViC(2)
dcC

e Segundo reator: V; ;tm =q[Ci(t) — Co(t)] — kV2Ca(r)

Considerando que no inicio da contagem do tempo nao ocorria reacao alguma no interior dos
reatores, tem-se: C1(0) = C2(0) =0 e que exatamente em ¢ = 0 o primeiro reator é alimentado
por uma solugdo com concentragdo constante Cj.

Reescrevendo as equacdes de balanco em varidveis e parimetros adimensionais:
t _Cl(t) ‘L' _Cz(l‘) _V2

Vi
= , V1(T) = %) = ,¥= — e Da=k—, obtém-se:
Vl/qy() o y2(7) Co v .

T

e Primeiro reator: dn(7) =[1—y1(7)]—Day(t) com y;(0) =0

dt
dC(t d
e Segundo reator: r jt( ) = y;i_r) = [y1(t) —y2(7)] — rDay,(7) com y,(0) =0

Considerando: Da = 0,01 e r =100 (o segundo reator tem um volume 100 vezes maior que o
primeiro), resulta:

dyl(’L')

e Primeiro reator: =1—1,01y;(7) com y;(0) =0

dy»(7)
T

e Segundo reator: 100 =y —2y2(7) com y,(0) =0




7.5 O Conceito de Rigidez em Sistemas de EDOs 217

[ — 1017
A solugéo analitica deste sistema de EDOs é y(7) = | _ 0021 1’89%,011 _ o002t
2.02 T 99,99
Adotando as novas varidveis: Y;(7) = 1,01y,(7) e Y2(7) =2,02y,(7) tem-se:
1— e—l.,Ol’L'
1
_ —-1,017 __ ,—0,027 : —
Y(7)= | —g002e - ; = Thian(T) <1> :

Note, na Figura 7.13, que a concentracdo de saida do primeiro reator varia, como era previsivel,
muito mais rdpido do que a concentracio de saida do segundo reator e, apés o valorde T=35 a
concentragdo de saida do primeiro reator mantém-se praticamente constante e igual a seu valor
estaciondrio final. J4 a concentracdo de saida do segundo reator atinge o estado estaciondrio apds
7 = 200. Essa diferenca acentuada da velocidade de resposta das duas varidveis do problema é
chamado de rigidez do sistema de EDOs, dito rigido.

n(r LI(T)

y2(7)

=TS 0 < < 200

y2(7)

Figura 7.13: Partida de dois CSTRs.

A rigidez de um sistema de EDOs € caracterizada pela razdo de rigidez (stiffness ratio: SR),
que € a razdo entre o modulo da parte real do valor caracteristico que apresenta (em mdédulo) a
maior parte real e o médulo da parte real do valor caracteristico que apresenta (em mddulo) a menor
parte real.

1,01

0,02
SR < 20 ndo sdo rigidos, para SR em torno de 1000 ¢ considerado rigido e SR > 10° é considerado
muito rigido. Se o sistema € ndo linear a razdo de rigidez € calculada com os valores caracteristicos
da matriz jacobiana do sistema.

Sob o ponto de vista numérico, a rigidez do sistema pode ser problemética, pois o passo de
integracdo para os métodos explicitos deve satisfazer um critério relacionado ao médulo da parte

Desse modo, no Exemplo 7.7 se tem: SR =

= 50,5 > 20. Tipicamente problemas com

. L. . . p ;
real do maior valor caracteristico do sistema, assim: i < m, em que Amgx: € o valor de
ax

caracteristico que apresenta a parte real de maior valor (em médulo). O tempo total de integracdo
necessario para acompanhar toda a resposta dinimica do sistema €, entretanto, escolhido de modo a
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satisfazer um critério relacionado ao mddulo da parte real do menor valor caracteristico do sistema:

5 5R(Amax)| _ S
o = Notal > — i = —SR.
| R (Amin)| P | R(Amin)| P

Podendo-se assim depreender que quanto maior for a razdo de rigidez [SR] maior o ndmero de
passos de integracao necessdrios e, em consequéncia, consumindo um grande tempo de computagdo.
A alternativa para resolver problemas rigidos € utilizar algoritmos numéricos de integracdo que
sejam implicitos, pois esses métodos sdo geralmente sempre estdveis ndo havendo restri¢des
impostas a selecdo do tamanho do passo de integragao.

Uma maneira as vezes utilizada para contornar a rigidez do sistema é considerar a parte do
sistema que tem a resposta mais rapida como se atingisse instantaneamente o estado estaciondrio
final, essa simplificacdo é chamada de suposic¢do de estado quase-estaciondrio (QSSA: quasi
steady-state assumption) e é largamente empregada em Engenharia Quimica. No exemplo em
questdo isto equivaleria em considerar Y; () = 1 e ¥2(7) = 1 — e %927 para 7 > 0. As curvas da
Figura 7.14 representam o erro em Y,(7) quando se adota a suposi¢do de estado quase-estaciondrio
para a concentragdo de saida do primeiro reator.

trotal = ntotulh >

Figura 7.14: Erro em Y,(7) com a suposic@o de estado quase-estaciondrio para a concentrac¢do de
saida do primeiro reator.

Restricoes Algébricas e o Conceito de indice Diferencial

Para ilustrar o conceito de restrigdes algébricas em sistemas de equacdes diferenciais ordindrias,
considera-se um vaso de flash multicomponente, diagrama representado na Figura 7.15.
Adotando as seguintes hipéteses para a constru¢do do modelo matemético:
e Mistura perfeita nas duas fases;
e Dinamica da fase vapor desconsiderada;
e Entalpia da fase liquida: h = CP(T —Tref), Brer = 0;
e Entalpia da fase vapor: H =h+A(T,P,y,x).
O modelo dindmico deste processo € constituido pelas equagdes:

e Balanco de massa global: dn;ft) =F@t)-V(t)—L()

e Balanco de massa por componente:

W = )P ) P = F (1) V(i) ~ L)
xi(t

m(t)— = = F(t)[zi(t) = xi(t)] = V(1) [yi(e) — xi(1)]
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F, Zy Tf, Pf@(
D><l

Figura 7.15: Vaso de flash multicomponente.

e Balanco de energia:

CM(Z}Z;)] = m(t)dill(tt) +h(t) d’Zt(t) =F(t)hp(t) =V (t)H(t) = L(t)h+q(1)
m()C, Y = (), T~ T(6)] ~ V(O)A.(6) + q(0)

e Equilibrio termodinimico: y;(r) = K;(¢)x;(t) em que K;(¢t) = f[T(¢),P(t),x(¢),y(¢)]

ne e
e Restrigdo das fracdes massicas: Zx,-(t) = Zyi(t) =1.
i=1 i=1

Dando origem ao sistema de equagdes diferenciais ordindrias e equagdes algébricas, sistema de

Equacoes Algébrico-Diferenciais (EAD):

’d’f}f” =F(t)=V(1) = L(r)

(1) d)z t) _ F(O)[zi(t) —xi(t)] = V() [yi(t) —xi(1)] para i = 1,2, -+, n,
m(t)cpdz 5[) = F(1)C,[Ty(t) = T(1)] = V(1) A(t) + q(t)
:xx(t)[l —Ki(t)] =0

Sujeito as condigdes iniciais: { x;(f9) = x;0 para i=1,2,---,n. ,



220 Capitulo 7. Resolugcdo Numeérica de Equacdes Diferenciais Ordindrias

controlador de pressdo

= fIP(t)
L(t) = flm(z)
emque: < K;(r) = f[T(t),P(t),x(t),y(t)] para i= 1,2, - n,
yi(t) =Ki(t)xi(t) para i=1,2,---  n,
A(t) = f[T(t),P(t),x(t),y(t)] calor latente de vaporizagdo.

]
| controlador de nivel

Este tipo de sistema de EADs pode ser representado genericamente por: F(z,v,v,w,u) =0,
em que v € o vetor das varidveis diferenciais, w € o vetor das varidveis algébricas e u € o vetor
das varidveis de entrada.

Frequentemente as equacdes algébricas s@o resolvidas em um processo iterativo embutido no
método de integracdo das equagdes diferenciais. Entretanto, este tipo de procedimento é muito
mais lento do que o procedimento de resolucdo simultdnea das equagdes diferenciais e algébricas.
Grande cautela deve haver na inicializacdo consistente do sistema, que exige a satisfagdo das
restricdes algébricas em t = fg.

Métodos numéricos de resolucio de sistemas de EADs: tais procedimentos transformam o
sistema de EADs em um sistema puramente algébrico seja pela substitui¢do de v/(¢) (métodos de
passos miltiplos, BDF), seja pela substituicido de v(z) (métodos de passo simples, tipo métodos de
Runge-Kutta), por uma aproximacio numérica:

e Métodos de passos miiltiplos: V(1) ~ G[v(t)] = F(¢,v,w,u) = 0;

o Métodos de passo simples: v(r) ~ H[V'(t)] = F(¢,v/,w,u) = 0.

Tais sistemas algébricos s@o geralmente resolvidos pelo método de Newton-Raphson e suas
modificagdes, conforme esquematizado na Figura 7.16.

Sistema Nao-Linear de EADs

Férmula de
> Integracédo
Implicita

Incrementagdo em t

Sistema Nao-Linear de

Iteracées de
o Newton-Raphson

i Newton-Raphson
Sistema Linear de

Equacgdes Algébricas
1 H

Eliminagcdo
Gaussiana
(fatorizagées)

Vetor Solugao

Figura 7.16: Procedimento de solugdo de sistemas de EADs.
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7.6.1 Problemas de indice em Sistemas de Equacgoes Algébrico-Diferenciais

Para ilustrar o problema de indice em equacdes algébrico-diferenciais o problema cléssico da
dindmica do pé&€ndulo simples, Figura 7.17, € analisado.

)
X
-
Figura 7.17: O péndulo simples.
O modelo dindmico deste processo é constituido pelas equagdes:
dx(t) wi(t)
- YX
e Equacdes do movimento na diregio x: ilitv (1
;t = —T,(t) =—T(t)cos(0)
dy(t) _ (1)
e Equacdes do movimento na dire¢do y: ‘étv (1) '
m ;t =T,(t) —mg=T(t)sen(0) —mg
Em vista de cos(0) = — e sen(f) = —= obtém-se:
dx(t) wi(t)
- YX
e Equacdes do movimento na dire¢ao x: dtv (1) X
2L = _T(t)=
" b
dy(t) _ (1)
e Equacdes do movimento na dire¢ao y: ‘étv () '
22 = —T(1) —mg

Além dessas equagdes, as varidveis dependentes x(z) e y(¢) devem satisfazer a restri¢do algébrica
x2(t) +y*(t) = L2
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Condigdes iniciais: x(0) = xo, y(0) = yo = —1/L? —x3, vx(0) = v;(0) = 0 (o péndulo parte
do repouso). Verifica-se que sem a manipulacdo das equacdes ndo se pode determinar o valor de
T(t).

Para facilitar o manuseio das equagdes do modelo adotam-se as varidveis adimensionais:

T
x= %, y= %, Ve = V—zg, vy = \;lilyfg’ A= m—g eT= t\/g, dando origem a equagdes adimensionais:
dx(t
0,
~ . L ar
e Equacdes do movimento na dire¢do x:
D) — Ae()
=— X
J dt
t
cyii_) = (1)
e Equacdes do movimento na dire¢do y:
0 Ao -1
dt Y

e Restrigio algébrica: x*(7) +y?(1) = 1.

Condigdes iniciais: x(0) =xo (Jxo| < 1), (0) =yo = —4/1—x3, v:(0) =v,(0) =0 (o péndulo
parte do repouso). Verifica-se que ainda ndo se pode determinar o valor de A (7).

Diferenciando em relacdo a T a restri¢do algébrica:

x2(1) + (1) = 1 = 2[v(1)x(7) + vy(7)y(7)] = 0 dando origem a outra restrigdo algébrica
(restricdo escondida) v,(7)x(7) +vy(7)y(7) = 0 em que ainda ndo aparece a varidvel A(7).
Diferenciando em relaciio a T esta nova restricdo algébrica, resulta:

DD ) 4 e + 22

dt
de dV;ECT) e dV;iT)’ obtém-se: —A(T) [x2(f) _|_y2(7:)] + [VX(T)]Z 4 [VX(THZ —y(r) — 0. Em vista

de x*(7) +y*(t) = 1, chega-se finalmente a uma segunda restricio escondida:
A7) = (0] + [y (7)) = (7).

Para obter a derivada da varidvel A(7) deve-se diferenciar novamente esta dltima equagéo dando

¥(7) + [vy(1)]> = 0 e substituindo nesta expressio as equagdes

origem a d);f) = —2A(7)[ve(T)x(T) + vy(7)y(7)] — 3vy(T) = —3vy(7). Chegando-se ao sistema
constituido apenas por equagdes diferenciais ordindrias:
f dflit) = (1)
di}f) — _A()x(%)
dz(;) = (1)
M _ Aey(n) -1
\ di’(;) = —3ny(7)

Entretanto, para se ter condi¢des inciais consistentes as restricdes algébricas devem ser todas
satisfeitas inclusive para T = 0, isto é:

(1) +3%(c) = 1 22(0) +3%(0) =
v (D)x(2) vy (2)y(1) = 0 = {0 (0)x(0) +1,(0)y(0) = 0
A(1) = (D + [y (2)] ~ 3(2) 2.0) = [1x(0)2 + [, (0)12  y(0)
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Por exemplo, soltando do repouso o péndulo na posi¢éo horizontal positiva, isto é x(0) =xp =1
e v,(0) = vy, = 0, as demais varidveis dependentes devem ser yg =0, v, =0 e A9 =0.

A necessidade de diferenciacio do sistema original para resgatar as expressoes de todas as
variaveis dependentes da origem ao conceito de indice diferencial de um sistema de EADs.

Definicdo 7.6.1 — indice diferencial, v. Considerando a forma geral de um sistema de
EADs: F(7,v,v/,u) =0, em que vAV € R" é o vetor das varidveis de estado e de suas
derivadas temporais, respectivamente, e u € R” € o vetor das varidveis de entrada. O indice
diferencial deste sistema € o nimero minimo de vezes que todo ou parte do sistema deve ser
diferenciado em relagdo a varidvel independente ¢ para determinar v/'(¢) como uma fungio
continua de 7 e v(z).

De acordo com esta defini¢do, o problema do pé&ndulo simples € um sistema de EADs com
indice diferencial igual a 3. O procedimento de diferenciacdes sucessivas do problema do péndulo
para chegar a essa conclusdo é conhecido como processo de reducdo de indice. Sistemas de EADs
com V > 1 sdo ditos de indice elevado e que podem apresentar problemas de indice (Brenan,
Campbell e Petzold, 1996). Observe que um sistema com vV = 0 é na verdade um sistema de EDOs.

Um outro conceito importante para sistemas de EADs é o nimero de graus de liberdade
dinamicos (GLD), ou seja, o nimero de condicdes iniciais arbitrarias que o sistema admite, ou
também o nimero verdadeiro de estados do sistema. O GLD equivale a 2n—n,, em que n é
a dimensdo do sistema de EADs original e n, € a dimensao do sistema estendido, isto €, do
sistema original aumentado pelas equacdes resultantes do processo de reducio de indice. O GLD
também pode ser determinado pelo nimero de varidveis diferenciais (aquelas em que suas derivadas
temporais aparecem explicitamente no sistema de EADs original, caso contrédrio sdo chamadas de
varidveis algébricas) menos o nimero de restri¢des escondidas.

No exemplo do péndulo, n =5 e n, = 8, possui 4 varidveis diferenciais e duas restri¢des
escondidas, logo esse problema possui apenas 2 X 5 —8 =4 —2 =2 graus de liberdade dindmicos,
admitindo portanto somente duas condi¢des iniciais arbitrarias, que no exemplo foram x(0) = xp = 1
e vy(0) = vy, =0.

Problemas Propostos

Problema 7.1 Um baldo de destilacdo aberto & atmosfera contém uma mistura bindria com massa
total mg e composicdo conhecida em t = 0. Exatamente em ¢ = 0, a soluco passa a destilar, com
a composicao da fase vapor em equilibrio com a composicio da fase liquida, expressa pela relacio
de equilibrio termodindmico: y; = f(x1), sendo “1” o componente mais volatil. Deseja-se saber a
composicao da mistura liquida no baldo no instante em que contiver uma massa total conhecida
M fingl < Mo.

As equagdes diferenciais que governam este processo sio:

1. Balango global:

d’th ) —_D(t) com m(0) = my
2. Balanco do componente 1 :
AN — ey (1) = ~D(0) 1T ) comn (0) =,

Adotando como nova varidavel independente a variavel m(t) (que é monétona decrescente) e
aplicando a regra da cadeia obtém-se:

dm(t)x|(t)  dm(t) d[mx;(m)]

dt  dt dm

(e [ m)+ PN — ) e (),
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D(t)
y1(t)

Figura 7.18: Baldo de destilagdo de mistura bindria.

ou seja:
dx (m x1(m)] —x1(m )
1(m) _ Sber(m)] —xi(m) com x1(mp) = x1,, integragdo de mg para m fine < mo.
dm m
. . ., . . mgo — m(t )
Adotando como nova varidvel independente a varidvel adimensional T = ————
mo — Mfgingl
m(t)=myg— t7=0 dt 1
e —=———.
m(t) = Mfipal —> T= 1 dm mo — Mfgingl

1 dx;(7) f[xl(T)—Xl(T)].

A nova equagao de balanco do componente 1 € entdo: — =
mo—Mfingr  dT m
mo

my — Mfinal

Reagrupando os termos e definindo o pardmetro o = > 1, chega-se a:

art o—71

dn(r) <f[xl(f)] ~ (1)

) comx; (0) = x;,, integragdode T=0a 7= 1.

Particularizando o problema para a destilacdo de uma mistura bindria de n-octano e n-heptano
(componente mais volatil 1) conduzida a pressao atmosférica. Sabendo-se que no inicio da batelada
o baldo contém 25mol de n-heptano e 75mol de n-octano (my = 100mol), que no tempo final
o baldo contém 10mol da mistura (mf;,, = 10mol) e que a pressdo atmosférica a relacdo de

equilibrio entre a composicdo molar do n-heptano na fase liquida e na fase vapor € dada por:
2, 16X1 . . Jo . . .
yi(x1) = Tr1 160 (o que equivale a considerar a volatilidade relativa da mistura igual a
, 10X
2,16).

Represente a variagdo da composi¢do da mistura ao longo da destilacio.
Problema 7.2 Considere o baldo de destilacdo do Problema 7.1 com um condensador na saida do
vapor, em acordo com a Figura 7.19.

As equagdes diferenciais que governam este processo sio:

1. Balanco global:

2. Balanco do n-heptano no balao:

d[m(t)x(1)]
dt

= —(1+R)D(t)y1(t) + RD(t)xc, (t) com x;(0) = xy,
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(1+R)D(t)
Condensador : M = Cte
yi(t

RD(t) D(t)
x, (1) z.,(t)

Figura 7.19: Balao de destilacdo de mistura bindria com condensador.

3. Balanco do n-heptano no condensador:

dlxc (t
Bl (1 ROy () -, (1)) com ., (0) =,
A relacdo de equilibrio entre a composicao molar do n-heptano na fase liquida e na fase vapor é
dada por: yi(x;) (x1) 2, 16x,
Y1) = Yeg(x1) = ————.
p yilxi Yeq\ X1 1+1’16x1

~ ., . mo — m(t )
Reescreva as equagdes de balango em termos da nova varidvel independente T = ——————.

mo — M final

Determine x;(7) e x,(7) utilizando os seguintes valores numéricos:

Xy, = O,75;xc10 = Yeq(x1,) = 0,86631016; mo = 100mold; ,M = 10mol € myinq = 10mol.

k
Problema 7.3 Considere o seguinte modelo cinético de reacdo: A ? B % C conduzida em
2

batelada em um reator de mistura, iniciando-se com o componente A puro. A variacdo da
concentracdo de A e de B com o tempo, na forma adimensional, é descrita pelo sistema de EDOs:

dx;if) - _ 1+2)x1(1)+x2(r) com x;(0) =1
dx;ﬂ(f) — le (7)— <1 + 2) x2(7) com x2(0) =0

ki k3
Sendo: — =10000 e — =4.
endo . ek

Determine x1(7) e x2(7) pelo método de Euler implicito com intervalo de integrag@o constante.
Indique claramente o passo de integracdo adequado e o niimero total de passos necessarios para se
acompanhar todo o processo dindmico, isto €, o tempo necessario para x;(7) — 0 e xp(7) — O..
Problema 7.4 A simulacio da partida de um reator quimico pode ser obtida através da resolucao
de equagdo diferencial ordindria (em forma adimensional):

dx(t) _ 7lx(@))?

et —x(t)— 180 com x(0) =0.
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Propde-se resolver numericamente esta equag@o pelo método do ponto médio (Runge-Kutta de
segunda ordem, implicito com um estdgio), armazenando os valores de x(¢) em 1 = 1,2,3 e 4.
Determine estes valores usando com passos de integracdo 2= 0,5 e 0,25 e refine estes resultados
baseado na ordem de acurdcia do método. Mostre claramente o procedimento recursivo empregado.
Problema 7.5 Em um sistema fechado com trés componentes o seguinte esquema cinético (modelo
cinético de Robertson, 1966) ocorre:

A variagdo da concentracdo de A, B e C com o tempo, na forma adimensional, é descrita pelo
sistema de EDOs:

dxci’t(Z> = kox (t)x3 (1) — ki [x1 (£)]* com x;(0) =1
dx;t(t) = ki [x1 (1)]2 — kaxo (1)x3(r) — k32 (1)]* com x2(0) =0
dlet@ = ks[xa2(1)]* com x3(0) =0

e 30 = 20, ) = S ¢ ) - SO

Calcule a variacdo de x(¢), x2(f) e x3(t) com ¢ utilizando os seguintes valores das constantes
cinéticas k; = 0,08s7!, k, =2,00 x 10*s~! e k3 = 6,00 x 10’s~!. Note que para todo ¢ tem-se
x1(t) +x2(t) +x3(t) = 1.

Observacdo: A integracdo das equacdes € bastante facilitada adotando-se a consideragdo de

estado quase-estaciondrio para a varidvel dependente x,(7).
Problema 7.6 Dinamica de populag¢des com interagdo . As equagdes diferenciais abaixo descrevem
o comportamento dindmico da sobrevivéncia de duas espécies animais em um mesmo habitat. A
varidvel N; representa o nimero de elementos da espécie 1 que € um ser herbivoro para o qual ha
abundéancia de alimentos, a varidvel N, representa o nimero de elementos da espécie 2 que € o ser
predador que se alimenta da espécie 1. As equagdes diferenciais que descrevem esta dindmica é:
(sendo a unidade da variavel independente t = ano)

W) i (1) — BN (1)Va(0) com Wi (0) = My,
PR _ (1) + M, (N (1) com Na(0) = M,

1 1

—y=—-¢eo0=
. 577 90015 €9 = 3500 © 2 condines el A
N, = 10. Determine, através da integracdo numéricas das equacdes diferenciais do sistema, a

variagdo temporal das varidveis N; e N, de ¢ =0 (inicio da contagem do tempo) até ¢ = 5S0anos.
Baseado nos resultados obtidos, estime a periodicidade da resposta dindmica do sistema.
Problema 7.7 A partida de um reator, no qual hd uma vélvula instalada na saida, é descrito (em
forma adimensional) pelas equacgdes diferenciais ordindrias:

2 o
Com os valores de o = 3 B = e as condigoes iniciais Nj, = 60 e

‘@5’)21—\/Mcomh(0):o
1—

de(t) — 1—c(t) = Dah(t)[c(r)]? _q
Tl 0 com ¢(0) =1
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sendo A(f) a altura de liquido no reator, c(f) a concentragdo do reagente no interior do reator
(ambas varidveis adimensionais) no tempo ¢ (também em forma adimensional).

Mostre como abordar a aparente singularidade da equacdo de balango de reagente em ¢ = 0.

Ap6s a regularizagdo desta singularidade, determine a variagdo temporal de ¢(r) até atingir sua
concentragdo de operacdo (estado estaciondrio final) considerando o pardmetro Da (nimero de
Damkohler) = 2.
Problema 7.8 Um reator tubular conduz adiabaticamente uma reacao em fase gasosa exotérmica e
irreversivel, as equacdes que descrevem as variacdes de concentracio de reagente e da temperatura
ao longo do reator sdo, em forma adimensional e considerando o escoamento pistonado (Plug Flow
Reactor):

Balango do Reagente: d)c;().cx) = —Day(x)exp [y (1 — (-)(lxﬂ com y(0) =1
Balango de Energia: di)iix) = B Day(x)exp [}/ (1 - B(lx) } com 6(0) =1

Multiplicando a primeira equagdo por 8 (fator de exotermicidade) e adicionando o resultando
ao balancgo de energia, obtém-se:

do(x dy(x) d[0(x)+PBy(x
dEc ) +B )L;(X) = 8¢ )dey( ) =0=0(x)+By(x)=C"*=0(0)+By(0)=1+p.
Permitindo expressar 0(x) =1+ B[l —y(x)], que substituido no balango do reagente da origem a:
dy(x) < YB[1—y(x)] )
Balanco do Reagente: ——— = —Day(x)exp | ——5——= | com y(0) = 1.
¢ g I y(x)exp T+ Bl ()] ¥(0)
As varidveis e parametros adimensionais do problema sdo:
C T koL E Co(—AH
fi L Cog Tkl E o Go=AH)
L Co Ty V; RTy, pCpTO

Utilizando os dados: L =2m; Cy = 0,03kmol /m*; Ty = T00K; (—AH) = 10*kJ /kmol; c, =
1,0kJ/(kgK); E = 100kJ /kmol; p = 1,2kg/m>; kg = 5z,s~' ¢ R=8,31451kJ /kmol /K (constante
universal dos gases), determine os perfis de y e 6 ao longo de x.

Problema 7.9 Uma reacao quimica irreversivel € conduzida em um reator tanque de mistura de
forma semi-continua (batelada alimentada). A variacio da concentracio do reagente com o tempo
¢é obtida pela resolucdo da equacdo de balanco:

(a) Fase de alimentacdo: 0 <t < mTaX

— glco— ()] - (lffj’g@) V(1) com C(0) = Cp.

( V(t) = gt volume da mistura no reator

C(t) concentragio do reagente no interior do reator
Sendo: g vazao volumétrica de alimentagao (constante)

Cy concentracdo do reagente na alimentacao do reator (constante)

k e o constantes cinéticas

\ Vindr Volume maximo do reator

V.
(b) Fase da batelada propriamente dita: ¢ > ——
q

dc(t) kC(t)
d (1+aC(t)>'
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Devido a singularidade em ¢ = 0, pois V(0) =0, métodos de integragio explicitos ndo podem

ser aplicados diretamente, mostre como remover esta singularidade. Resolva a seguir o problema,
escolhendo as constantes, os pardmetros e condi¢do inicial pertinentes.
Problema 7.10 Em um biorreator continuo de tanque agitado, a volume constante V = 10m?> ¢
temperatura fixa de 35 °C, com alimentagéo de substrato a uma concentragio de x,; = 4,0kg/ m3
e vazio de alimentagdo F = 3m>/h, ocorre uma reacio de fermentagdo descrita pelo seguinte
modelo:

dxi (1) _ a1 (32(0) (F kg ) x1(£) com x1(0) = 1,65

dt Ko +x2(t) %
dx;t(t) — g[XZf—Xz(l‘)] —% (W) com x3(0) = 0,20

em que: xi(¢) é a concentracdo de células (biomassa), x(z) é a concentra¢do de substrato,
ambas em kg/ m>, U = 0,53h~! é a taxa mdxima de crescimento especifico, k; = 0,014~!
é a constante de taxa de morte celular, k,, = 0,12kg/m> é a constante de saturagio da taxa de
crescimento celular e Y = 0,4 € o fator de rendimento da fermentacao.

Resolva o problema aplicando o método simples de Euler explicito, selecionando o valor
do passo de integracdo que assegure uma solucdo numérica estavel e ndo-oscilatério. Refaca o
problema pelo método simples de Euler implicito e pelo método do ponto médio, demonstrando

em ambos os casos a estabilidade dos métodos. Verifique em todos seus resultados a capacidade de
1,48293255)

prever o valor do estado estacionario final do processo igual a Xfjp, = (0 16909091



8. Intfroducdo a Otimizacdo

No contexto de otimizagao, os problemas sdo tratados usando as seguintes defini¢des:

funcio objetivo: é a funcdo matematica cujo maximo ou minimo deseja-se determinar.

variaveis de decisdo: sdo as varidveis independentes do problema de otimizac¢do. Correspondem,
em numero, ao excesso de varidveis em relacio ao nimero de equagdes (restri¢des de igualdade),
isto €, o ndmero de graus de liberdade do sistema.

restricoes: sdo os limites impostos ao sistema ou estabelecidos pelas leis naturais que governam o
comportamento do sistema, a que estdo sujeitas as varidveis de decisdo. As restricdes podem ser de
igualdade (equacdes) ou de desigualdade (inequacdes).

regiao de busca: ou regido vidvel, é a regido do espaco definido pelas varidveis de decisdo,
delimitada pelas restrigdes, em cujo interior ou em cuja fronteira se localiza o 6timo da funcio
objetivo.

» Exemplo 8.1 — Formulagd@o do Problema. No processo de extragcdo por solvente puro,
ilustrado na Figura 8.1, deseja-se encontrar a condi¢do de operagdo com a maior lucratividade
possivel (Perlingeiro, 2005).

J i l W

F . Xo F . X1 F. . X2
1 > 2
l H'plj N 1 I/ ’2, 2

Figura 8.1: Unidade de extrag@o por solvente.

em que W; e W/ sdo vazdes mdssicas de solvente, F é a vazdo madssica de dgua, x; é a massa de
soluto por unidade de massa de dgua e y; € a massa de soluto por unidade de massa de solvente.
Uma andlise econdmica gerou a seguinte expressao do lucro do sistema:
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lucro: L=R—-C

receita: R = Py(W/y1 + W, y2)

custo: C = P,(W) + W)

restricdo: R > C
em que P; € o preco do soluto no extrato, Py € o preco do solvente puro. Uma anélise técnica gerou
as seguintes relacdes restritivas:
balangos de massa para o soluto:

Fx,—W/y;—Fx; =0

Fxi—Wyy; —Fx; =0
balancos de massa para o solvente:

Wi—W/—sF=0

Wo+sF—Wy—sF=0
relacdes de equilibrio:

Y1 =mx

Y2 =mx3
em que s € a solubilidade do solvente em 4gua (massa de solvente / massa de dgua) e m € a constante
de equilibrio entre as fases. Portanto, dados F, x,, s, m, P; e P, o problema de extrair o soluto
da dgua da maneira mais lucrativa possivel, consiste em maximizar L em fun¢do das condi¢des
de operacdo. Este exemplo possui 6 equacdes (4 equacdes de balanco de massa e 2 equagdes de
equilibrio) e 8 varidveis (W, W,, Wl’ R WZ’, Y1, Y2, X1 € X2), tendo, portanto, 2 varidveis de decisdo,
ou dois graus de liberdade. Eliminando as equacdes de igualdade e tomando x; e x, (escolhidas
por possuirem os menores intervalos de validade) como varidveis de decisdo, a regido de busca,
ilustrada na Figura 8.2 para o problema de otimizacdo fica delimitada pelas seguintes restricdes de
desigualdade:

' Ty =0,02 /3‘31=552

0,020} T2
0,015

Regido Viavel

L>0

g = 0,02 2> x; > T3
0,010 I =192
0,005 Regido Economicamente
i
I<o Inviavel
< 4
0,01 0,02 0,038

Figura 8.2: Curvas de nivel e regido vidvel.

Xo>Xx12>x>0

L(x1,x0) =a—bxy—c/x; —dx; /x>0
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em que a = F[Pux, + P(2/m—s)], b=FP,, c = FPx,/m e d = FP,/m. A Figura 8.2 ilustra a
regido de busca para F = 1,0 x 10* kg-dgua / h, x, = 0,02 kg-soluto / kg-dgua, s = 7,0 x 1074
kg-solvente / kg-agua, m = 4,0 kg-dgua / kg-solvente, P; = 0,4 R$ / kg-soluto e P, = 0,01 R$ /
kg-solvente.

A formulagdo do problema de otimizacao para este exemplo € a seguinte:

max L(xy,x7)

X1,
sujeito a:  L(x1,x2) >0
Xo 2 X1
X1 2 X2 -
x>0

Condicoes de Otfimalidade

Seja uma fungdo S : X C R" — R. Diz-se que x* € um minimo global (ou absoluto) de S se
S(x*) < S(x)Vx € X, e que x* ¢ um minimo local (ou relativo) de S se existe € > 0, tal que
S(x*) < S(x)Vx tal que ||x —x*|| < €, ilustrados na Figura 8.3. Se as desigualdades forem estritas,
isto é, S(x*) < S(x) tem-se minimos globais e locais estritos.

S(x)

Minimo Local

Minimo Local

Minimo Giobal

Figura 8.3: Minimos locais e global.

Um subconjunto K de um espaco vetorial X € dito convexose Vx;,x, € K e 0 < a <1:
ox;+(1—o)x; €K

e apresenta as seguintes propriedades:
a) BK ={x € K/x=By,y € K} é convexo para Vf3 € R;
b) K+ L e KNL sdo convexos para V subconjunto convexo L de X.
Seja K um convexo ndo vazio do R”. A funcgio §: K — R € dita convexa se Vx;,x; € K e
0<a<l:
S[OCX] + (1 — Ot)xz] < OlS()q) + (1 — Ol)S()Cz)

A func@o S(x) é estritamente convexa se a desigualdade for estrita. Uma fung¢do 7'(x) é concava se
a fungdo S(x) = —T (x) for convexa.
Sejam S(x), S;(x), i =1,2,...,n, fungdes convexas em um convexo ndo vazio K do R", entdo as
seguintes propriedades sdo apresentadas:
a) S(x) é continua em qualquer ponto do interior de K;
b) as se¢des K = {x € K/S(x) < €} sdo conjuntos convexos;
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¢) S(x) =Y, Si(x) é uma funcdo convexa. Se no minimo uma S;(x) é estritamente convexa,
entdo S(x) € estritamente convexa;
d) BS(x) é convexa para § >0 € R.
e) se todas S;(x) < eoVx € K, entdo S(x) = max{Si(x),S2(x),...,Sy(x)} é convexa.
Se S(x) é convexa entdo um minimo local é também global e se a fung@o € estritamente convexa
o minimo global € tnico.
Para ilustrar, define-se y = ax; + (1 — ot)xa e w = aS(x;) + (1 — &)S(x2), representados na
Figura 8.4.

S(x) S(x)

fun¢io convexa

funcdo concava

S(v)

)

w

N

X1 y X2 X1 y X2

Figura 8.4: Condigdes de convexidade de ordens zero e um.

Seja X um conjunto aberto nao vazio do R" e S(x) uma funcido diferenciavel em x° € X. Se
S(x) é convexa em x?, entdo

S(x) —S(x°) > VIS (x?) (x — x%).
Para uma fung¢@o S(x) diferencidvel em X,
S(x) é convexa < S(x2) —S(x1) > VIS(x1)(x2 —x1) ¥V, x2 € X.

Seja X um conjunto aberto nao vazio do R" e S(x) uma fungdo duas vezes diferencidvel em
x° € X. Se S(x) é convexa em x?, entdo a matriz das derivadas segunda de S(x), chamada de
matriz Hessiana em homenagem ao matematico Hesse!, em x°, H (x?), € positiva semidefinida (ver
Apéndice A.7). Para uma funcdo S(x) duas vezes diferencidvel em X,

S(x) é convexa < H(x) é positiva semidefinida Vx € X.
Seja K um conjunto convexo ndo vazio do R”, x° € K e d um vetor ndo nulo tal que x° + ad € K

para um ¢ > 0 suficientemente pequeno. Entdo, a derivada direcional de S(x) no ponto x°, ao
longo da dire¢do d, denotada por S'(x°,d), é definida pelo seguinte limite:

S0 d) = fim S FED =S {VIS(x*)d + ad"H(x")d} .

a—0t o a—0t

Portanto, a derivada direcional no ponto x° é dada por S’ (x°,d) = VI S(x°)d.

'Ludwig Otto Hesse (1811-1874).

X
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Otimizacdo sem restricdo
No caso da otimizac¢do sem restricdes, na qual se deseja encontrar os pontos extremos da fungdo
objetivo:

min S(x) ou maxS(x)
xeR” xeR?

tem-se as seguintes condi¢des de otimalidade.

Condigao necessaria de primeira ordem:
Para que x* seja um minimo (maximo) local da fungéo S(x), diferencidvel em x*, é necessério
que:

VS(x*) =0.

Condigao necessaria de segunda ordem:
Para que x* seja um minimo (méximo) local da fungdo S(x), duas vezes diferencidvel em x*,
€ necessdrio que:
VS(x*) =0 e que
H(x") seja positiva (negativa) semidefinida
Observa-se que essas condigdes sao apenas necessarias porque os termos de primeira e
segunda ordem podem estar nulos, deixando ainda divida sobre a natureza de x*.

Condicao suficiente:
Seja S(x) duas vezes diferencidvel em x* tal que:

VS(x*)=0¢e

H(x") seja positiva (negativa) definida,

entdo x* é um minimo (maximo) local estrito de S.

Pode-se analisar a condi¢do da matriz Hessiana, H (x*), pelas seguintes formas:

1y

2)

3)

Pela sua contribui¢do no termo de segunda ordem da expansdo em série de Taylor em torno
do ponto 6timo.

Pelos sinais dos valores caracteristicos de H (x*).
Decompondo a matriz Hessiana em seus valores e vetores caracteristicos:

H(x*)=VAV!

em que V € a matriz dos vetores caracteristicos (nas colunas) e A é a matriz dos valores
caracteristicos (na diagonal). Definindo z = V~!(x — x*) e lembrando que sendo a matriz
Hessiana simétrica entdo V! = VT (matriz ortogonal) e z' = (x —x*)TV. Dessa forma a
expansdo em série de Taylor pode ser escrita como:

S() —S() = 2T Azt =

! T

| =
.ME

I
—_

1

Pelos sinais dos determinantes das primeiras menores principais de H(x*) (critério de
Sylvester).

A menor M;; de uma matriz H € definida como a matriz obtida pela remogdo da i-ésima
linha e da j-ésima coluna de H. Uma menor principal de ordem k é uma matriz obtida pela
remocao de quaisquer n — k colunas e suas linhas correspondentes de uma matriz de ordem n.
A primeira menor principal de ordem k de uma matriz H, denotada por My (H ), é obtida pela
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remocgao das ultimas n — k colunas e linhas da matriz H. Observa-se que os determinantes
das primeiras menores principais de ordem 1,2,....n da matriz A sdo, respectivamente:

MMy Mg, s MARAs - -+ Ay

Na tabela a seguir apresentam-se as relacdes entre a matriz Hessiana e as trés formas de analisar
a sua condicao.

H(x") Taylor A | Ay =det(My)
positiva semidefinida | x’ Hx>0 | >0 >0
positiva definida x'Hx>0 | >0 >0
negativa semidefinida | xTHx <0 | <0 | (—=1)*A; >0
negativa definida xTHx<0 | <0 [ (=1)fA; >0
ndo definida xTHxS0 | S0 | # dosacima

Dessa forma, pode-se afirmar que x* é:

e ponto de minimo local se H (x*) for positiva definida, S(x) > S(x*)

e ponto de maximo local se H(x*) for negativa definida, S(x) < S(x*)

e ponto de sela se H(x*) for ndo definida, ora S(x) > S(x*) e ora S(x) < S(x*)
Nas situagdes em que H (x*) é semidefinida deve-se ainda investigar os termos de ordem superior
da expansdo em série de Taylor.

Se S(x) é convexa entéo as condigdes de otimalidade simplificam-se, porque as condi¢des de
segunda ordem sdo equivalentes a convexidade local da funcao.

= Exemplo 8.2 — Funcdo monovaridvel. S(x) = (x> —1)3

X1 = 0
VS(x) = 6x(x> —1)> =+ VS(x) =0¢ x»=1 , satisfazem a condi¢iio necesséria de primeira
x3=—1

ordem;

H(x) = (x> = 1)(30x* = 6) — H(x;) = 6; H(x2) = 0; H(x3) = 0 satisfazem a condi¢iio necesséria
de segunda ordem; contudo somente x; satisfaz a condi¢@o suficiente. Nesse caso (univaridvel) x,
e x3 sdo pontos de inflexdo, como pode ser visto na Figura 8.5, ou avaliando o valor da derivada
terceira de S(x) nesses pontos:

V3S(x) = 24x(5x* —3) = V38(xy) =48 £ 0 e V3S(x3) = —48 £ 0.

S(x

2

Figura 8.5: Fun¢do monovaridvel.
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= Exemplo 8.3 — Funcdo multivaridvel. S(x;,x) = x7 +x; %3

2x1 + X3
2X1 X2

VS(x) = [

=] 2 2] me=[20]

entdo x] =x; =0, e:

isto €, uma matriz positiva semidefinida. A Figura 8.6 ilustra a fun¢do S(x), na qual se observa que
x* =0 ndo € um ponto de minimo. Fazendo a mesma andlise com a mudanca de varidvel y = x%,
verifica-se que a origem € um ponto sela.

150 .,
100 4

50 ]

S(x)

-50 |

-100 ]

x1

Figura 8.6: Fun¢ao multivaridvel.

Oftimizacdo com restricoes
Seja o problema de otimizagdo sujeito a restri¢des de igualdade, h(x), e desigualdade, g(x):

minS(x)
xeX
sujeito a:  hj(x) =0,j=1,2,...,m
gj(x)<0,j=1,2,..,p
xeXCR"

K={xeX CR"/h(x) =0, g(x) <0}.

Uma restri¢ao de desigualdade g;(x) é chamada de ativa em um ponto vidvel ¥ se g;(¥) =0,
caso contrdrio ela € uma restricdo inativa. As restricdes ativas restringem a regiao de viabilidade,
enquanto que as inativas ndo impdem restricao alguma na vizinhanga do ponto X, definida pela
hiperesfera de raio € em torno desse ponto, denotada por Bg(¥).

Um vetor d é chamado de vetor de diregcdo vidvel a partir do ponto X se existe uma hiperesfera
de raio € tal que:

(x+ad) € {Bs(x)NK} paratodo 0 < o < ——

E
]I
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O conjunto de vetores de dire¢Ges vidveis a partir de X é chamado de cone de diregdes vidveis de K
no ponto X. A Figura 8.7 ilustra essas defini¢des.

Figura 8.7: Cone de dire¢Oes vidveis.

Se d # 0, entdo X deve satisfazer as seguintes condigdes:
d"Vh(x) =0
d"Vg(x) < 0 para as restrigdes ativas, pois g(x) ~ g(¥) + aV7 g(¥)d <0
esed!'VS (¥) < 0, entdo d é uma dire¢do vidvel e promissora, isto &,

£

S(x+ad) < S(x) paratodo 0 < o < i’

pois S(x) — S(x) =~ aVTS(%)d < 0.
Se ¥ = x* € um ponto de minimo local do problema, entdo para um ¢ suficientemente pequeno,
tem-se:

S(x*) < S(* + ad).

A ideia chave para desenvolver as condi¢des necessdrias e suficientes para um problema de
otimizagdo com restri¢des € transforma-lo em um problema de otimizacdo sem restricdes e aplicar
as condicdes para este caso. Uma forma de fazer esta transformacao € através da introdugdo de
uma fungdo auxiliar, chamada de fungéo de Lagrange, L(x, 1, i), definida como:

L(x,m,pt) = S(x) +n"h(x) +u"g(x), n >0

em que N e U sdo os multiplicadores de Lagrange associados as restricdes de igualdade e
desigualdade, respectivamente (i sdo também conhecidos como multiplicadores de Kuhn-Tucker).
Desse modo, o problema transformado torna-se:

max minL(x,n, )
177“20 x

em que os multiplicadores 1 associados com as restri¢des de igualdade, (x) = 0, assumem sinais
positivos quando H (x) > 0 e negativos quando A(x) < 0. No ponto 6timo tem-se:

L(x*,n*,u*)=S8(x").



8.1 Condicdes de Otimalidade 237

Cada multiplicador de Lagrange indica o qudo sensivel é a fun¢do objetivo em relacdo a
restricdo associada. Por exemplo, se as restricdes de igualdade sdo perturbadas por um vetor b, isto
é, hy(x) = b, entdo:

VpS(x*) = —n".

Note que neste caso a fun¢do de Lagrange tem a forma:
L(x,m) = S(x) + 1" [hs(x) — b]
e sua sensibilidade em relacdo ao pardmetro b é dada por:
VoL = V] x[V,S(x) + VI (x)n] +Vin[hy(x) —b] — 1.

Como os termos entre colchetes da expressdo acima devem ser nulos no ponto 6timo (condi¢do
necessaria de primeira ordem), entao:

ViL(<', ) = -1 e
ViS() = -’
pois V,L(x*,n*) = V,S(x*) + Vi n[hy(x*) — b] + Vj by (x*)n* — 1,
hb(x*) =be Vbhb(x*) =1

Portanto, o valor de S(x) aumenta ou diminui a partir de S(x*) com um aumento ou diminui¢do em
b, dependendo do sinal de n*. Por isso, os multiplicadores de Lagrange sdo também conhecidos
como “shadow prices” ou “custos marginais” das restricdes, porque a mudanca no valor 6timo da
fungdo objetivo por unidade de acréscimo no lado direito da restricdo de igualdade é dado por n*.

» Exemplo 8.4 — Perturbagdo. Seja o seguinte problema de otimizagdo com restri¢ao
min S(x) = (x; —5)% + (x2 — 5)?
x€ER2
sujeito a: h(x) =x; —xp =0
Introduzindo uma perturbagao na restri¢cdo de igualdade do tipo: x; —xo = b, a funcdo de Lagrange

toma a forma:
L(x,m) = (x1 = 5>+ (x2 = 5)> + n(x1 —x2— b)

cujo gradiente nulo com relagdo a x1, x, e 1 leva ao seguinte sistema de equagdes:

2(x1—5)+n:0
2(,—-5)-n=0
xl—X2—b:0

resultando na solugdo 6tima: xj =5+b/2, x3=5-b/2 e n* = —b.
Deste modo S(x*):b2/2 e VpS(x*)=b=—-n" u

Para entender a origem da func¢do de Lagrange, o 6timo do exemplo acima deve satisfazer as
seguintes condigdes:
_ 0d§ s _
ds = Tx15x1 + 8715)‘2 =0

dh = 97'115x1 + 3—;125@ -0

Se S(x) fosse uma fungdo sem restri¢do, entdo as suas duas derivadas parciais seriam nulas no
ponto 6timo e dS(x*) seria nulo para quaisquer valores das variagdes 6x; e dx,. Entretanto, como
as varidveis x| e x, estdo restritas (0x; e 0x, ndo sdo independentes), as duas derivadas parciais de
S(x) ndo podem ser arbitrariamente igualadas a zero. Contudo, S(x) deve ser um extremo no ponto
6timo e portanto dS(x*) = 0. A segunda condicdo, dh(x*) = 0, existe porque i(x) = 0. Para se
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obter uma solug@o (8x; e dx;) ndo trivial do sistema de equagdes acima, a matriz dos coeficientes
do sistema:

a5 IS
Jdx;  Oxo
Ih dh
Jdx;  Oxo

deve ter determinante nulo, ou seja, as linhas da matriz sdo linearmente dependentes:

as oh S dh

a—x]—i-na—x]:O e a—xz—i-naTCz:O-
Entio, definindo uma fungdo auxiliar: L(x,n) = S(x) +n7h(x)
as condigdes acima sdo satisfeitas se: V,L(x,n) = 0. Para que a restri¢do de igualdade, h(x) = 0,
seja também satisfeita é necessario que VL(x,n) = 0. Portanto, no ponto 6timo é necessario que
VL(x*,n*)=0.

A existéncia dos multiplicadores de Lagrange depende da forma das restri¢des, e estard garantida
se e somente se os gradientes das restri¢des de desigualdade ativas, Vg;(x*), e das restri¢des de
igualdade, Vh(x*), forem linearmente independentes. Por exemplo, no caso de um problema
somente com restricdes de igualdade, a condi¢do necessdria de primeira ordem para L(x,n) fica:

V.S() + [Vah()] T =0

cuja solucdo para 1 existird somente se a matriz V,i(x) possuir posto completo, m, isto &, estar
composta por m vetores linearmente independentes.
Dessa forma, para problemas de otimiza¢do com restricdes, tem-se as seguintes condi¢des de
otimalidade.
e Condicao necessdria de primeira ordem de Karush?-Kuhn?-Tucker* (KKT):
Para que x* seja um 6timo local do problema com restri¢des, com S(x), g(x) e h(x) diferencidveis
em x*, € necessdrio que:
os gradientes das restri¢des de desigualdade ativas, Vg;(x*), e das restri¢des de igualdade,
Vh(x*), sejam linearmente independentes (qualificacdo de segunda ordem das restri¢des), e
que as seguintes condicdes sejam satisfeitas:

ViL(x*, %, 1) = VS(x*) + (") VA(x") + (1) Vg (x*) = 0
h(x*)=0

g(x") <0

pigi(x*) =0,j=1,2,..,p (condigdes de complementaridade)
=0

A condic@o do gradiente nulo, V,.L(x*,n*, u*) = 0, implica em:
(M) VA(x*) + (1*) Vglx™) = —VS(x")

que interpretada graficamente, Figura 8.8, mostra que o vetor VS(x*) pertence ao cone
das dire¢Oes vidveis, formado pelo negativo dos gradientes das restricdes de igualdade e
desigualdade ativas (uma vez que [; = 0 para as restri¢des inativas).

Supondo que VS(x*) caia fora do cone das dire¢des vidveis, entdo haveria uma dire¢do d tal
que d'VS(x*) <0, d"Vg(x*) <0 e d"Vh(x*) =0, isto &, existiria um ponto melhor que
x*, como ilustra a Figura 8.9.

>William Karush (1917-1997).
3Harold William Kuhn (1925-2014).
4 Albert William Tucker (1905—1995).
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X2
T~
~

Regiéo Viavel
gi(z1,22) <0
g2(z1,2) <0

T

N

/

Regiao Viavel
gi(z1,22) <O
g2(z1,22) <0

,"ﬁeta Tangente a
z3)
272 gi(z1,®2) =0

V(@1 3)

Figura 8.9: Violacdo da condi¢do de KKT de primeira ordem.

e Condicao necessdria de segunda ordem de KKT:

Para que x* seja um minimo local do problema com restri¢des, com S(x), g(x) e h(x) duas
vezes diferencidveis em x*, € necessario que a condi¢cdo de primeira ordem de KKT seja
satisfeita e que a matriz Hessiana da funcdo de Lagrange, H,(x*,n*,u*), seja positiva

semidefinida (o subscrito x indica a matriz das derivadas segundas de L em relacdo a x) para
todo vetor ndo nulo d tal que:
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dTVh(x)=0,i=1,2,....m
d"Vg(x*) =0, paraas g;(x*) ativas

ou seja, dT Hy(x*,n*, u*)d > 0.

e Condigao suficiente de KKT:
Para que x* seja um minimo local do problema com restri¢des, com S(x), g(x) e a(x) duas
vezes diferencidveis em x*, € suficiente que a condi¢do de primeira ordem de KKT seja
satisfeita e, que a matriz Hessiana da fun¢do de Lagrange, H,(x*,n*, u*), seja positiva
definida para todo vetor ndo nulo d tal que:

dTVhi(x*)=0,i=1,2,....m
d"Vg;(x*) =0 paraas g;(x*) ativas {g;(x*) =0 e u} >0}
dTVg;(x*) <0 paraas g;(x*) inativas {g;(x*) <0 e u; =0}

ou seja, dT H,(x*,n*, u*)d > 0.
A positividade da matriz Hessiana com restrigao, isto é:
dTH,(x*,n*,u*)d > 0vd € {d/d"Vh;(x*) =0,d"Vg;(x*) = 0,d # 0}
é garantida se todas as raizes do polindmio caracteristico

AM-H, M
pa)=| Mt =0

forem positivas, em que M é a matriz formada pelos gradientes de h(x*) e g(x*) ativas, isto é, a
matriz tal que d’ M = 0, com m+ p* < n e com posto completo (p® é o niimero de restricdes g
ativas). O mesmo critério se aplica para semipositividade, negatividade e seminegatividade, com os
respectivos sinais das raizes.

m Exemplo 8.5 — KKT 1. Verificar as condigdes necessarias e suficientes para o seguinte problema
(Edgar, Himmelblau e Lasdon, 2001):

min S(x) = (x; — 1)? +x3

xER2

sujeito a: g; (x) = x; —x%/4 <0 "
m Exemplo 8.6 — KKT 2. Verificar as condicdes necessarias e suficientes para o problema com a

mesma fung¢do objetivo do exemplo anterior, mas usando a seguinte restri¢ao:
2
&) =x1—x;<0

Métodos Diretos

Neste texto abordaremos somente alguns métodos de otimizacdo sem restri¢do, cujo problema a ser
resolvido é:
min S(x) ou max S(x)
xeRr xXeR"
como max S(x) é equivalente a miixn —S(x), os métodos descritos a seguir sdo para problemas de
xeR" xeR

minimizagdo. Os métodos existentes para a resolucdo desse problema podem ser agrupados em
duas categorias:
1) métodos que ndo usam derivadas (métodos de busca, métodos diretos);
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Figura 8.10: Exemplos 8.5 e 8.6 da condi¢do de KKT de primeira ordem.

2) métodos que usam derivadas (métodos analiticos, métodos da métrica varidvel, métodos
indiretos).

Como regra geral, na resolucdo de problemas sem restri¢do, os métodos que usam derivadas
convergem mais rapidamente que os métodos de busca. Por outro lado, os métodos de busca ndo

requerem regularidade e continuidade da funcdo objetivo e, principalmente o calculo de derivadas
primeira ou segunda de S(x).

8.2.1 Método da Secdo Aurea

E um método de busca monovariavel, no qual a cada iteracdo o intervalo de busca é reduzido por
um fator &, chamado de razdo durea, obtido pela relagdo geométrica da figura abaixo (retangulo
aureo):

‘ =t
(5 +L-1=0
b a a
a-b b a="b=—=05_ 618

a

Outras escolhas do fator o levariam a métodos similares, como por exemplo o método da
bissecdo para o = 0,5. Contudo, a vantagem da razdo durea estd na reducio do nimero de célculos
da fun¢do objetivo, em fun¢io da propriedade deste método de conservar o retingulo dureo a cada
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iteragdo. Outro método com caracteristicas similares a se¢io durea é a busca de Fibonacci’.

Algoritmo 8.1 — Secédo Aurea.
1) Determinar o intervalo de busca [L?,U°] que contém o ponto de minimo
2) Fazerk < 0, A° <+ U’ —L°,
X)L+ oA’ S7 < S(x7),
xf U —aA’, S« S(xg),

3) Se SK > SK entdo LK1 < xk, W ok, SEFT Sk
k+1

senfio UKH! < xk oM ok gkl gk
4) Fazerk + k+1 e A* «+ U*— X,
Se Sf 1 > 851, entdo X < LF+ oAk, S¥ « S(x¥)
sendo x¥, < U* — aAk, S « S(xk)
5) Se A* > ¢ (tolerancia), entdo (ir para 3)
senao FIM.

A Figura 8.11 ilustra duas itera¢des sucessivas do método se¢@o durea.

S(x) S(x)
S(xv) _ >
S(x)
SGxr) | SGxu)
X X
L Xy X U L xyx x» U
— B
| oA oA
— ——
l oA oA

Figura 8.11: Método da secdo durea.

8.2.2 Método das Aproximacdes Polinomiais Sucessivas

E uma classe de métodos de busca monovaridvel que aproxima a fungio S(x) por uma interpolagdo
polinomial, P, (x):

Py(x) = ilfj@sm)

emque /;(x) = ((x—xk) sdo os interpoladores de Lagrange.
k=12 \Xj — %)

Quando a derivada de S(x) estd disponivel, entdo ela também € usada na aproximagdo polinomial:

mlwzimmmm+mmwmn
L

SLeonardo Pisano Fibonacci (1170-1250).
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em que hj(x) = E%(x) [1—2(x—x;)Vl(xj)] e ha(x) = Z?(x)(x—xj) sdo os interpoladores de
Hermite.

Interpolacio quadratica ou método de Coggins (ou DSC-Powell)
O método de Coggins (1964) ou de Davies-Swann-Campey-Powell® (Swann, 1972) aproxima a
fungdo S(x) por uma interpolagdo quadritica, Ps(x):

(x—x1)(x—x2)
(3 —x1) (%3 —x2)

(x—x2)(x—x3) (x—x1)(x—x3)
=) =) )T G =) o — )

S(x3)

S()Cz) —+

Py(x) =

calculando o minimo desta fung¢do quadrdtica, isto é, % =0, tem-se:

o L3 =x3)S0n) + (0 —x)S(x) + (5 = 23)S(x3)
2 (X2 —X3)S()C1) + ()C3 — X )S(XZ) + ()C] —XZ)S(X3)

Algoritmo 8.2 — Coggins.
1) Determinar o intervalo de busca [x],x3]
2) Calcular S| < S(x1), 83« S(x3), x2 ¢ (x1+x3)/2 e Sz + S(x2)

# 1 (xz—x?)S +(x?—x2)5 +(x3-x3)S # #
3) Calcular x" + 5(xi—x;)siJr(x;—xi)Ser(xi—xi)sz e S™ + S(x)

4) Se |x* —x;| < € para algum i = 1,2,3, entiio FIM.
5) Se (x3 —x*)(x* —x;) > 0, entdo k « 1
sendo k < 3
6) Se S* < S,, entdio x; < x3, Sp < Sre k<2
7) x4_p < x*, Sy_x < S* e (ir para 3).

A Figura 8.12 ilustra a determinaciio de x* e §* decorrente da primeira aproximacao parabélica
de S(x). Johnson e Townsend (1978) avaliaram o desempenho e condi¢des de falha do método de
Coggins.

Método de Hooke & Jeeves
E um método de busca multivaridvel proposto por Hooke e Jeeves (1961) dividido em duas fases,
ilustrado na Figura 8.13:
Fase de exploracdo: estimar a dire¢io provavel do extremo, a partir de um ponto inicial
(ponto base).
Fase de progressdo: progredir na dire¢@o provével do extremo enquanto o valor da fungdo
objetivo estiver diminuindo.

Algoritmo 8.3 — Hooke & Jeeves.
Partida:

1) Determinar a regido de busca [L;,U;] (i =1,2,...,n)

2) Selecionar o ponto base inicial x;, (i = 1,2,...,n)

3) Calcular o valor S, < S(x,) da fungéo objetivo em x,

4) Selecionar os incrementos iniciais &; e as respectivas tolerancias & (i = 1,2,...,n)

5) Tomar a primeira direcao de busca (k < 1)
Fase de Exploracao:

6) Calcular x; , < xxo — Ox (sentido negativo)

7) Se x,, estiver fora da regido de busca, entdo insucesso em k™ (ir para 10)

8) Calcular o valor de S, < S(x;)

9) Se S, > S,,entdo insucesso em k™

senao sucesso em ke fazer xi, <— x;, €S, <— S, (ir para 14)

5Michael James David Powell (1936-2015).
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S11

53‘

S7# ¢

S5

x
Ty )] w# :53
Figura 8.12: Método de Coggins.
X2 X2 4
X21 9 X21 9
) )
X20 | 17 g 15 O 10 X20 [ 17 e 15 10
71 12 71 12
- ' T X1 — ) T X1
X11 X10 X11 X11 X10 X11
exploracao progressdo

Figura 8.13: Método de Hooke & Jeeves.

10) Calcular x; | < xi, + & (sentido positivo)

11) Se x,jo estiver fora da regido de busca, entdo insucesso em k™ (ir para 14)
12) Calcular o valor de S} + S(x})

13) Se S > S,, entdo insucesso em k™
sendo sucesso em k' e fazer xi, < x| e S, < Sf
14) Se ja foram exploradas todas as direcdes (k = n), entao (ir para 15)
senao tomar a direcdo seguinte
k < k+1 e (ir para 6)
15) Se houve sucesso em alguma direcdo entao (ir para 17)
16) Se 6; < g; Vi, entao FIM.

sendo O; < 0;/2 Vi tal que §; > & (ir para 5)
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Fase de Progressio:
17) Tomar x;; < x;, = 0; (e, opcionalmente, &; < 20;) para todas as dire¢des que houve sucesso
18) Se x; estiver fora da regido de busca, entdo insucesso na progressdo (ir para 16)
19) Calcular o valor de S; <+ S(x1)
20) Se S; > S,, entdo insucesso na progressdo (ir para 5)
senao sucesso na progressao e fazer x, < x; e S, < S (ir para 17)

Método de Busca de Limites

A maioria dos métodos de busca necessita da definicao do intervalo de busca, que contém o ponto
extremo, para garantirem a determinacao do 6timo. Segue abaixo um algoritmo de busca para a
determinac@o de um intervalo [x,,x;] que contém um ponto de minimo.

Algoritmo 8.4 — Busca de Limites.
1) Escolher um ponto inicial, x,, € um passo inicial, &, calcular S, < S(x,),k < 0
2) Calcular x; < x, + o e S; < S(x7)
3) Se S, <81, entdao o < —,k < k+1 e (ir para 6)
4) S S, 00 20,x1 < x,+ QeS| S()C])
5) Se S, > S1, entao (ir para 4)
senao k < 1 (ir para 7)
6) Se k <2, entdo (ir para 2)
7) xp < X0+ 0(k—1),I < [x0,x1], FIM.

Método dos Poliedros Flexiveis

E um método de busca multivaridvel no qual o pior vértice de um poliedro com n -+ 1 vértices é
substituido por um novo vértice colinear com o vértice antigo e o centroide (Nelder e Mead, 1965),

como ilustra a Figure 8.14.

Figura 8.14: Método dos poliedros flexiveis.



246 Capitulo 8. Introduc¢do a Otimizacdo

As coordenadas do centroide do poliedro sao dadas por:

1 n+1
X()J'ZE in7j—xh7j ,]:1,2,...,11
i=1

em que xp; € o pior vértice.
O algoritmo envolve quatro operacdes de busca, que para o caso da minimizagdo da funcio
objetivo tém as seguintes formas:
1) Reflexdo: { el -y, a>0
em que S(x;) < max{S(x}),...,S(x; )}
Se S(xk) < S(%) = min{S(). ..., S(, )},

entao
xh < xg+y(dk —xp), y> 1

2) Expansdo: Se S(xt) < S(xk),entdio XSt 2k
sendo x; !« x&
k< k+1(irparal)
em que x’,f ¢ o melhor vértice.
Se S(xk) < S(x) Vi # h,
entdo
3) Contragdo: X+ Bk —xk), 0< B <1
Ak
k< k+1 (ir para 1)
Se S(x) > S(x}),

~ . ta
4) Redugio: ¢ M0 il ko Lk by 10 ngd
k< k+1 (ir para 1)

O critério usado por Nelder’ e Mead® para terminar a busca é o seguinte:

n+1 2
{nJlrl ; [S(xf)—s(xlé)]z} <e.

8.2.6 Métodos Ndo Deterministicos

Sdo métodos nos quais caminhos aleatorios sdo construidos na sequéncia dos passos em busca
do 6timo. Existe uma grande variedade de métodos que se enquadram nesta categoria, tais como
os algoritmos genéticos, busca aleatdria adaptativa, simulated annealing, PSO, etc. O Particle
Swarm Optimization (PSO), proposto por Kennedy e Eberhart (1995), € um algoritmo que tem
como fundamento o comportamento de organismos sociais tais como uma revoada de passaros
ou um cardume de peixes, em que cada individuo da populacdo (particula) modifica sua posi¢do
com o tempo (geragdo). A velocidade e posicdo de uma particula sdo modificadas de acordo com
a experiéncia do individuo (valor da func¢do objetivo) e a dos demais componentes da populacio,
valendo-se de sua melhor posicdo e a melhor posi¢dao do conjunto, dadas por:

k41 k k1o k  k k1, k
Vil =wif + 1o (pf —xf) + B (g —X{C)
xf“ :xi-‘—i-fo

em que xf ¢é a posicao da particula i na iteracdo k, vf.‘ sua velocidade, pf? sua melhor posicdo até a
iteracdo k, g* é a melhor posicio dentre todas as particulas até a iteracio k, oci" e Bi" sao ndmeros

7John Ashworth Nelder (1924-2010).
8Roger Mead (1938-2015).
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aleatérios entre 0 e 1, w (fator de inércia) e c; e ¢ sdo pardmetros de sintonia do método. Para
valores elevados de w, tem-se uma melhor busca global e para valores pequenos tém-se uma melhor
busca local. ¢; > ¢ favorece o refinamento da solugdo ja obtida, ou seja, a busca local, ao passo
que ¢, < ¢ favorece a busca global, ja que cada particula segue o seu préprio caminho.

Algoritmo 8.5 — PSO.
1) Inicializag@o: construcdo de x? e v? aleatoriamente, k = 0.
2) Avalia-se a aptidao de cada particula e atualiza-se pf e g~.
3) Calcula-se a nova velocidade vf.‘“ e posicao xé‘“ Jk<—k+1
4) Se k < niimero mdximo de iteragcoes entao (ir para 2)

No passo (4) pode-se também adotar outros critérios de parada, como por exemplo, um determinado
nimero de iteracdes sem haver mudanga no valor de g~.

Métodos Indiretos

Esses métodos tém como equagdo bésica para o processo iterativo:
X = 3k — oW () VS (6F)

em que @ € o tamanho do passo, d¥ = —W (x*)VS(x*) ¢ o vetor direcio e W (x*) é a matriz diregdo
(inversa da matriz Hessiana ou uma aproximagdo dessa).

Em qualquer método de otimizagdo, uma boa direcio de busca deve reduzir (para o caso da
minimizagio) o valor da funcdo objetivo, isto &, S(x**1) < S(x*). Tal direciio, d*, satisfaz o seguinte
critério em cada ponto:

vIs(¥)dk <0
ou em outras palavras, o angulo (8) formado entre os vetores VS(x*) e d* deve ser sempre maior
que 907, conforme ilustrado na Figura 8.15, ou seja:

VIS dk = |V S(xF)||d¥|cos(0) < 0= 6 > 90°

Como a otimizacdo sem restri¢des € equivalente a encontrar a soluc¢do do sistema de equacdes
ndo lineares F(x) = VS(x) = 0 (daf vem a origem do nome dos métodos indiretos), pode-se utilizar
todos os métodos disponiveis para a solugdo de F(x) = 0. Por exemplo, na utilizagdo do método de
Newton-Raphson, a matriz Jacobiana € a prépria matriz Hessiana.

Método do Gradiente

Utilizam somente a primeira derivada da funcio objetivo, caso em que W (x*) = I, Figura 8.16,
sendo uma adaptacdo do método das substitui¢des sucessivas (Se¢do 4.3) para otimizagao:

A = Xk — o VS(xF)
Quando o é escolhido de modo a minimizar:
gi(a) = Sk — aVS(xH)], a >0

tem-se o método da descida mais ingreme (steepest descent), ilustrado na Figura 8.17, cujo algoritmo
bdsico pode ser escrito da seguinte forma.

Algoritmo 8.6 — Steepest Descent.
1. Escolher um ponto inicial x°, k < 0
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Sz, ;vg) Linearizado

Iy

e
Figura 8.16: Método Gradiente.

2. Calcular d* < —VS(xk)
3. Encontrar oy tal que S(x* + apd®) = mir(}gk((x) = S(x* + ad*)
a>

4. Calcular X! «+ Xk + o d*
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5. Se o critério de convergéncia nfo foi satisfeito, entao k < k+ 1 (ir para 2)
6. FIM.

Tz

S(:EI,:BQ)

il T _———

Iy

Figura 8.17: Método da descida mais ingreme.

A minimizacdo de gi(a), conhecida como fungdo de mérito, também chamada de busca em
linha (linesearch), pode ser realizada com o uso de qualquer método de minimizag@o univaridvel.
Para ilustrar esta func@o, na Figura 8.18 é mostrada a fungdo g; (o) do problema ilustrado na Figura
8.17.

gi1(a)

g

Figura 8.18: Método da descida mais ingreme.
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Aproximando S(x) por uma fun¢io quadratica:
1
SO & S(F) + VISR (F T — XK + §(Xk+1 — )T H () (A — x5
ou de forma similar:

ge() = S(F + ad®) = S(F) + avT S(x*)d* + %oﬁ (d"TH (") d*

que minimizando em relacdo a , ou seja, % =0, resulta:
. VTS (xk)d* (diT d*

o =0 =— (dk)TH(xk)dk - (dk)TH(xk)dk

Contudo, a equagdo acima ndo ¢é utilizada para o cilculo de & no método do gradiente, pois
exigiria o cdlculo da segunda derivada da funcdo objetivo. Nesse caso, se utiliza, em geral, métodos
de busca para a sua selecao.

Método de Newton
Faz uso da segunda derivada da funcio objetivo, caso em que W (x*) = H(x*)~1:

A = Xk — o [H ()] VS (oK)
que é resultado da minimizagdo da aproximagdo de S(x) por uma fung¢éo quadratica, ilustrada na
Figura 8.19:
1
S(x) & S(xF) + VI S(F) Ak +- 5(Axk)TH(x") AXr,

IS _ (.

em que Ax* = x — xK, na direcdio Ax*, isto &, TAE =
i

Axk = —[H ()] 1VS().

Nesse caso o ou € um parametro de relaxacdo do processo iterativo 0 < og < 1, ou é um fator
de correcdo da inversa da matriz Hessiana, caso esta ndo seja atualizada em todas as iteracdes. A
positividade da matriz Hessiana deve estar sempre garantida para evitar a migracao para um ponto
sela ou ponto de méaximo. E, para assegurar a convergéncia do método de Newton, a correcio Ax*
deve ser tal que S(x**1) < §(xk).

Uma maneira de assegurar a positividade da matriz Hessiana € através da modificacio de
Levenberg’-Marquardt', que adiciona um fator ajustdvel na diagonal da matriz Hessiana, ou em
sua inversa:

A =H) + B, B > —min{A;}
W) = [HE] " +ud, > —min{1/4;}

em que A; sdo os valores caracteristicos de H (x¥).

Em particular, quando o método de Newton ¢ utilizado para a solug@o de problemas de minimos
quadrados, ele ¢ comumente referenciado na literatura como método de Gauss-Newton. Sendo que
uma das aplicac¢des é na resolucéo de sistemas de equagdes ndo lineares, F(x) = 0, transformados
em problemas de minimos quadrados ao procurar minimizar o quadrado dos residuos, isto €,

S0) = FT()F() = Y. f2(2)

9Kenneth Levenberg (1919-1973).
19Donald W. Marquardt (1929-1997).
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Figura 8.19: Método da Newton.

neste caso VS(x¥) = 2J7 (x*)F (x*) e H(xk)
m

matriz Jacobiana do sistema, Q(x) = Y_ fi(x)H;(x) e H;(x) é a matriz Hessiana da fungdo f;(x).
i=1

207 () (%) +20(x*), em que J(x) = [ an } ¢a
ilij

Quando f;(x*) — 0 para x* — x*, entdo Q(xX) tende a zero, e as diregdes de busca do método de
Gauss-Newton para o problema de minimos quadrados:

J(xd — F(xY)

min

2
deRn H

sdo equivalentes as direcdes do método de Newton, ou seja:

d* = — [T ()OI F () = —[H )] VS ).

Método do Gradiente Conjugado

Utiliza somente a primeira derivada da funcdo objetivo, gerando uma sequéncia de direcdes que
sdo combinacdes lineares do gradiente:

A =g dk — VS(xk-H)
em que a nova direcdo é conjugada com a direcdo anterior com respeito a Hessiana:
(dk+1)TH(xk)dk =0
e X = x4+ ogd¥, em que o € obtido de forma similar ao método da maior descida. Para calcular
€+1, faz-se a aproximagdo quadratica de S(x), da qual obtém-se:

VS(x) = VS(xF) + H(6F) (x — )

e, portanto: VS(x*T1) — VS(xk) = H (&) (M1 — x%) = H(x*)ogd*, que multiplicado por d**! a
esquerda, resulta:

(dk+1)T[VS(xk+l) . VS(xk)] — ak(dk+1)TH(xk)dk -0
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e, substituindo a equacdo para d**! na expressdo acima, tem-se:
(e 1d — VS(E DT VS —vis(xh)] =0,

mas devido a ortogonalidade entre a direcao de busca e o gradiente da func¢do objetivo no minimo
desta diregio (d*)TVS(x**1) = 0 e para a aproximagio quadritica V7 S(x**1)VS(x*) = 0, resulta
em:
. B VTS(xk+1)VS(xk+l) _ VTS(xk+l)VS(xk+l)
R @)TVS(A) VTSR VS(xk)

A dltima igualdade resulta do fato de d* = g.d*~! — VS(x*), que multiplicado por VS(x*) a direita:
(dTVS(xX*) = g (@ TVS(x*) = VIS(F)VS () = —VIS(F)VS(xF),
pois (d*=1)TVS(xk) = 0, pela mesma razio acima.

Algoritmo 8.7 — Gradiente Conjugado.
1) Escolher um ponto inicial x°
2) Calcular d? <~ —VS(x?),k«+ 0
3) Encontrar oy tal que S(x* + agd*) = glir(}gk(a) = S(x* + ad*)

4) Calcular X*! < xk + oqd* e VS(xF1)
5) Se o critério de convergéncia foi satisfeito, entao FIM.
VIS VS
6) Calcular d**! < —VS(xk1) 4 gk k+—k+1
) Calcular — () + VISE)VS(h) —k+
7) Se k = n, isto &, realizou n direcdes L.I. entdo fazer x° < x* e (ir para 2)
sendo (ir para 3).

Método dos Minimos Quadrados

Seja uma relagdo envolvendo m varidveis independentes x;, X2, . .., X, comuma varidvel dependente
y:
ymod X, a Zalfl
sendo ag,ai,...,a, os chamados n+ 1 parametros do modelo. Nesse caso diz-se que a funcio é
aymod (X7 a)

linear nos pardmetros. Assim: 5 = fy(x) parak=0,1,....,n
ak

Deseja-se determinar os n parametros do modelo que minimizem a funcdo objetivo que é a soma
dos quadrados dos erros:

Nexp Nexp 2
2
S(a) = [yexpj ym()d(xjva)] Z !yexpj Zatfl X; ] .
j=1 j=1

Nex, 4

LOgO 8ak = _22 fk Xj [yexp/ Zalfl Xj ] :0’

Nexp

Newy
Z e (X;) fi(x; ] a; = ka(xj)yexpyj
=1 j=1

ou seja,

WM=
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ao Yexp,1
Adotando a notagdo matricial: a = a:l € Rl Yexp = yex:p,Z € RNew;
a.n Yexp Nexp
folx)  filxi) e fa(x)

A fo(.Xz) fl(.Xz) fn('XZ)

folxn,) filkne) o fulkn)

N, exp N, exp

Assim: [AT A lmha k- Z fk XJ f’ X/) ¢ [ Yexp] elementok ~ Z fk X] Yexp J
Resultando no sistema linear:
(ATAja=ATy,, =a=[ATA] ' (Ay,,).

Uma forma de ajuste bastante empregada é o ajuste polinomial, nesse caso: f;(x) = x' para
i=0,1,...,n, assim:

X oo Al
X o A
A= . .
n
1 XN, XNy

No caso particular de n = 1 tem-se o ajuste linear quando:

X1
1 x r 1 1 - 1
A=| . . e A" =
Do A1 X2 ANy,
1 xNeXp
Nexp exp
Nexp Z Xi Z Yexp,i
AT A i=1 T _ .
Assim: A" A = Nep  Nep e A Yo, = Nowy ou seja:
2
in in leyexpl
i=1 i=1
Nexp L\p
Nexp Z Xi Z Yexp,i
i=1 ao | _
Nexp Nexp al - chp ’
2
Z Xi Z X; Z XiYexp,i
i=1 i=1 i=1
dividindo ambos 0os membros por N,,, € definindo os valores médios:
cxp exp cxp Nexp

le Zyexpz Zx inyi

2
x) = y = (x —— € (XYexp) =
< > Nexp < exp> Nexp < > Nexp < exp)

resulta em: ( . << 2>> > < o > - ( <§cy;::p>> >
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Quando a equag@o do modelo é ndo linear nos parimetros, pode se proceder da seguinte
maneira (método de Gauss-Newton): considerando a*) o valor do vetor dos pardmetros na iteragcao
k, lineariza-se a equacio do modelo em torno de a*), resultando em:

n

Ymod, linearizado (X7 a) = Ymod (Xa a(k)) + Z {ai - al(k):| fl(k) (X) = )’)\Ey]:gd (X) + Z ai f,(k) (X)7
i=0 i=0

sendo fl-(k) (x) = %a(ix,a) C ﬁ,glf(),d (X) = Ymoa(x,a%)) — Zaz(k) fi(k) (x).
i=0

alk

O valor de a**1) na préxima iteragdo (k+ 1) é entdo calculado por:

altl) — [aTa] ™" (Al¥)

Ak
yexpvl _yfn())d(xl)

sendo: y\x) = Yew2 _?)md(x” € RNew
yexpaNexp - y\EyIl{gd (XNexp
fy o) A ) )
g | B A 7 (0)
0, A Bn) o A ()

Conforme observado na secdo anterior, quando o método de Newton € utilizado para a
solucdo de problemas de minimos quadrados, ele ¢ comumente referenciado na literatura como
método de Gauss-Newton. Definindo entdo a func¢ao residuo:

Rj(a) = Yexp,j _ymod(xjaa)~

A funcio objetivo pode ser escrita como:

S(a) =R'(a)R(a) = ) R(a)

Nexp
neste caso VS(alt)) = —2ATR(a®) e H(a®W) = 2ATA; —2Q(a®), em que Q(a) = Z Rj(a)H;(a)
j=1

e H;(a) é a matriz Hessiana da fungdo R;(a). Quando R;(a®)) — 0, entdo Q(a¥) tende a zero, e
as dire¢oes de busca do método de Gauss-Newton para o problema de minimos quadrados:

min

2
R(a®)— A dH
s (a ) k

s@o equivalentes as dire¢cdes do método de Newton, ou seja:

d“ = (ATA) ' ATR@) ~ —[H(a®)] ' vs(@@a®).

Q

Casos Particulares de Modelos Nio Lineares nos Parimetros

1) Modelos Exponenciais: y,,,;(x,a,b) = Z a; exp(b;x)
i=0
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Neste caso, se os pontos experimentais forem igualmente espagados, isto é: x; =x; + (j—1)h para
J=1,2,...,N;yp, tem-se:

n
i—1
Ymod (Xj,€,p) =Y _cip! ", sendo: ¢; = a; exp(b;x1) e p; =exp(bih)
i=0
Desse modo, em cada ponto experimental se tem:
- i—1
Rj = Yexp,j— ) ciP}
i=0

Valores preliminares dos parimetros ¢; € p; podem ser obtidos considerando que:

n

n
_ =1 o~ Jj=1
Rj_yexp,j_zcipj NOZ})’exp,j:Zcipi )
i=0 i=0

l 1=
considerando que pog, p1, ..., pn sS40 0s valores caracteristicos de uma equacgdo de diferencgas de
n

ordem n+ 1, linear, de coeficientes constantes e homogénea da forma: Y1 + Z 04 Y =0.
k=0
Porém, nos pontos experimentais tal equag@o nao € satisfeita totalmente, assim define-se o residuo:

n
in(a) = Yexp,j+nt+1+ Z O Yexp,j+k Para 1 < j < Jpuar = Nexp — (n+1)
k=0

Os valores de o, a1, ..., &, sdo determinados de modo a minimizar a fungio:

2

Imax JTmax n

F(Ol) = 9{5 = Z Yexp, j+n+1 + Z O Yexp, j+k
=1 j=1 k=0

J= J

sendo Jyax = Nexp — (n+1) > 1. Assim:

aF(a) Tmax n
o =2 Z Yexp.j+m |Yexp,j+n+1+ Z O Yexp,j+k | = 0
" j=1 k=0
ou seja:
JImax n
Zyexpj-‘rm Yexp,j+n+1+ O Yexp,j+k | = 0 param=0,1,...,n.
j=1 k=0
Yexp,1 Yexp,2 Yexp,3 o Yexpntl Yexp.n+2
Yexp,2 Yexp,3 Yexp,4 o Yexpn+t2 Yexpn+3
Definindo: M = Yexp,3 Yexp 4 Yexp,5 o Yexpnt3 ev=| Yexpn+s |,
Yexpdpar  YexpJmaxt1l  Yexpdmax+2 *°° Yexp,Nepy—1 Yexp,Nexp
0o
o
tem-se: (MT M) 02 | = —M" v. Com os valores dos coeficientes o, A1, ..., 0, determinam-se
Oy
n
as (n+ 1) raizes do polindmio: P, {(r) = r"*! 4 Z oy r*. Sejam essas raizes: po, pi,- - , Pn, €NtA0,

k=0
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n
em vistade p; = exp(b;h) = b;= 1 In(p;) para i=0,1,...,n, Ymoa(x,a,b) = Za; exp(b;x). Como
i=0
agora a equagdo do modelo € linear nos coeficientes ag,ay, -..,a,, esses sdo determinados apés a
defini¢do de:

exp(box;)  exp(bix;) -+ exp(byx;)
A exp(boxz)  exp(bixz) - exp(byxz)
exp(boxn,,) exp(bixn,,) -+ exp(baxn,,)

permitindo determinar: [A"A]a=A"y,  =a=[ATA] - (ATy,,) -

Como exemplo do procedimento, considera-se n = 0, isto é: yq(x,a,b) = a exp(bx).

yexp,l
Yexp,2 Nexp—1
. _ T _ 2
Resultando em: M = Yexp.3 =M M= Z Yexp,i ©
. i=1
yexp-,Nexp_l
Yexp2
Yexp,3 Nexp
T
V= Yexp 4 =M v= Z (yexp,iyexp,ifl) :
. i—2
yevaNexp
Desse modo:
Nexp Ng,\-p

Z (yexp,iyexpj—]) Z (yexp,iyexp,i—l)

= 1 -
_ =2 o _ _ =2
o7 N1 : = po=exp(bh) =—0ay=b= 5 In N1 :
Z yexp,i Z yexp,i
i=1 i=1
chp
Y exp(bx;) Yo,
_ J=l
ea="—y-
Z exp(2bx;)
j=1
Para refinar os valores de a e b assim procede-se:
Nexp
Minimiza-se a fungio: S(a,b) = Y [Vexp,j — a exp(bx;)])> obtendo-se:
j=1
Nexp
Nexp Z exp(bxj) yexp7j
9S(ab - j=1
Sl = =2 Y exp(bx)) [verp.; — aexp(bx;)] = 0= a(b) = " —
= Z exp(2bx;)
j=1
9S(ab p&t
§i7 = ~2a Y. xjexp(b) e~ aexp(bx;)] =0
J:

Essa ultima expressao, apds a substituicdo de a em fungdo de b, € uma funcdo nao linear apenas de
b que € resolvida numericamente por um método adequado.
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Muitos trabalhos na literatura utilizam a fungio y,.q(x,a,b) = aexp(bx) em sua forma
logaritmica:

I [Yimod (x,a,D)] = Yioa(x,0t,b) = In(a) +bx = ot + bx, sendo o = In(a) = a =exp(a).

Essa nova fungao € considerada como a equacio do modelo e os valores de & e b sdo calculados
da mesma forma que no ajuste linear, assim:

(4 () ) e 5
i ln(yex‘pwexp)

Esse procedimento é denominado erroneamente de linearizagdo e seu emprego ndo é recomendével
quando se deseja um bom ajuste aos dados. Porém, os valores de a e b assim estimados podem ser
utilizados como valores iniciais para o procedimento mais rigoroso.

a

2) Modelo Hiperbélico: v, q(x,a,b) = 55

De forma semelhante da feita com o modelo exponencial acima, este modelo pode também ser

expresso na forma: ¥,,,4(x, 0, ) = m = a+ P x sendo:
1 b
a:f:a:—eﬁ:f:bzé.
a o

Os valores de o e 3 sdo calculados da mesma forma que no ajuste linear, assim:

1

ep
( <)16> <<XXZ>> ) < g ) N ( <§§ffp>> ) sendo Y., = yexip,z

Neste caso também vale as observagdes feitas acima. Para um ajuste que minimize de fato a soma
dos quadrados dos erros deve-se:

Nexp 2
Minimizar a fungédo: S(a,b) = Z [yem i— 1+abx] , obtendo-se:
j=1 j
Nexp yexp,]
Nexp 1+bx
NG « S S I S A o S
o J; 1+bx; [y“”” 1+bx; ‘0= ( 1 )2
4 1+bx
j=1 J

Nexp
dS(ab) _ Xj L a
° o aj;(ubx,)z [ye""” 1+bx]} 0
Essa dltima expressdo, apds a substituicdo de a em fungdo de b, é uma funcdo ndo linear apenas de
b que é resolvida numericamente por um método adequado.
Procedimento semelhante pode também ser aplicado a fung¢do:

Ymod (X,a,b) = 145~ = ym,,d(lx,a,b) =Yoa(X,0,B) = a+BX,sendo: X =1, o=

1
eﬁza

QIS

3) Modelo Geométrico: y,,,q(x,a,b) = ax”
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De forma semelhante da feita com o modelo exponencial acima, este modelo pode também ser
expresso na forma:

Yinod (X, 0, 0) = In(Ymoa(x,a,b)) = a+bX, sendo X =In(x) e a =In(a) = a =exp(a).

Os valores de & e b sdo calculados da mesma forma que no ajuste linear, assim:

In(yexp1)
(b 8 (5)=( ) e =
p 10(Yexp.Ny)

Neste caso também vale as observacdes anteriores. Para um ajuste que minimize de fato a soma
dos quadrados dos erros deve-se:

exp

2
Minimizar a fungio: S(a,b) = Z [yexp j—ax j} , obtendo-se:

Nex, P

Newp ZX Yexp.j
aS
g; ) — -2 ZX |:yexpj ax ﬂ =0= a(b) Nexp
. )IE
x5
J

Nexp
3S(ab
e (g‘; ) = 24 lei’- In(x;) [yexm—axﬂ =0.
J:

Essa ultima expressao, ap6s a substituicdo de a em fungdo de b, € uma funcdo nao linear apenas de
b que é resolvida numericamente por um método adequado.

8.5 Problemas Propostos

Problema 8.1 Determine a concavidade ou convexidade, a partir de suas defini¢des, das seguintes
funcdes:

(@) f(x1,x) = (x1 —2)%+3(x +1)? no dominio: x1,x, > 0;

(b) f(x1,x2,x3) = Zx% +x§ — 3x§ no dominio: xp,xp,x3 > 0.
Problema 8.2 Determine a localizagdo e a natureza dos pontos estaciondrios das fung¢des abaixo,
determine também (em cada caso) o miximo e o minimo globais:

(@ f(x)= 1+2parax>0
b)) flx)= senl) para 7w < x <
© flx)= sen( )para0<x<7t;

@ f(x,x ) —x1 3x1xz+3x2,
e flx1,x)= xl x2 ~+x1xp +x1 para xi,xp > 0.
Problema 8.3 Resolva, utilizando multiplicadores de Lagrange, cada um dos problemas abaixo:
(a) Maximize: f(x1,x2) = x1x tal que: x| +2xp = 4;
(b) Minimize: f(x1,x2) = (x1 —2)2 +2(x2 — 1) + (x3 — 3)? tal que:

2x1 +x2+2x3 >4 e x1 +2x3 +3x3 > 48;
(c) Minimize: f(x1,x) = (x; —2)% +2(x2 — 1)2 + (x3 — 3)? tal que:
2x1 + x4+ 203 <4 e x7+2x3 4 3x3 < 48;

(d) Minimize: f(x1,x) = x% +x% tal que: (x; — 1)3 —x% =0.
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Problema 8.4 Se as coordenadas x; e x, estdo relacionadas por: 2x; +x, = 1, ache os pontos
sobre a elipsoide: ZX% —i—x% —i—x% = 1 que se encontram, respectivamente, mais proximo e mais
afastado da origem.

Problema 8.5 Determine as dimensdes do paralelepipedo, cuja diagonal tem um comprimento d,
que apresenta o maior volume.

Problema 8.6 Teste as condigdes necessdrias e suficientes do problema abaixo.

min S(x) = x1x
xeR? ( ) 152

sujeito a: g1 (x) =x +x3 —25<0
Problema 8.7 Em um reator quimico é conduzida uma reacdo quimica irreversivel de segunda
ordem, o processo é em batelada. O balanco de massa do reagente é descrito pela equagdo
diferencial:
de(r)
dt

A variacdo da concentracdo do reagente com o tempo é medida construindo-se a tabela:
t (min) | 1 2 3 4 5 7 10 12 15 20 25
cx 100 | 4,049 | 3,086 | 2,604 | 2,222 | 1,912 1,524 | 1,142| 0,980 | 0,741 | 0,649 | 0,521
(mol/L)
Baseado nestes dados estime os valores de k e de ¢g.

Dica: A solucdo da EDO é: ¢(t) = ﬁ(’wt considere: a = ¢p e b = k ¢y e determine os pardmetros
a e b como indicado na Se¢do 8.4 para modelo hiperbdlico.
Problema 8.8 A intensidade de radiacdo de uma fonte radioativa é expressa por: I(t) = Ipe
Determine os valores de Iy e de @ que melhor ajustem os dados experimentais abaixo:
t 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
(1) 3,16 2,38 1,75 1,34 1,00 0,74 0,56
Dica: note que os pontos estdo igualmente espagados, considere entdo que: Lyoq (ti+1) = plnoa(ti)
sendot; =0,240,1i para i=0,1,...,7.
Problema 8.9 y é uma fungdo de x dada pela tabela abaixo, sabe-se que esta dependéncia é
expressa por: y(x) =A e~ + B ¢~ P*_ Determine os valores de A, B, o e B.
X 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1
y(x) 2,31604 | 2,02877 | 1,78030 | 1,56513 | 1,37854 | 1,21651 | 1,07561 | 0,95289
Dica: note que os pontos estdo igualmente espagados, considere entdo que: Yo (fi+2) + b Ymoa (ti+1) +
CYmoa(t;) = 0 sendo t; = 0,4+ 0, 1i para i = 0,1,...,7. Os valores de b e ¢ sdo determinados de
modo a minimizar a fung¢do:

5
Z Vmod (ti+2) + D Ymod (tis1) + €Ymod (t,-)]2 =0 com os valores de b e ¢ determinam-se as raizes ry e
i=0
ryde p>+bp+c=0,sendor; =e %= a=—10In(r|)er, = e 0B = B = —101In(rp)
Problema 8.10 y é uma funcio de x dada pela tabela abaixo, sabe-se que esta dependéncia é
expressa por: y(x) = Ce”“*sen(bx). Determine os valores de C, a e b.
X 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6
y(x) 0,00000 0,15398 0,18417| 0,16156| 0,12301| 0,08551| 0,05537 0,03362 0,01909

Dica: note que os pontos estdo igualmente espagados, considere entdo que: Yoq (ti+2) + 0 Ymod (tiv1) +
bxi__ e—bxi

= —k[e(r)]* com ¢(0) = co

—ot

CYmod(t;) = 0 sendo #; = 0,2i para i = 0,1,...,8. Tendo em vista que sen(bx) = ¢

2
e “sen(bx) = w pode-se assim interpretar como se o polindmio caracteristico
associado apresenta um par de raiz complexa conjugada. Apds as raizes serem determinadas
os valores iniciais dos parametros seriam: a = 1 In|Re(rg)| = 5In|Re(ro)| e b = | arg(ro)| =
5|arg(ro)|
Problema 8.11 y € uma funcdo de x dada pela tabela abaixo, sabe-se que esta dependéncia é
expressa por: y(x) = Ae” ** + B. Determine os valores de A,B e «.
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X 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0
y(x) 3,0076Y 2,79720 2,61553 2,45874 2,32340 2,20659 2,10576 2,01874 1,94363 1,87880 1,8228:

Dica: note que os pontos estdo igualmente espagados, considere entdo que: Yyoq(tiz2) — (14
D)Ymod (ti+1) +bYmoa(t;) =0sendot; = 1+0,2i parai =0, 1,...,10. Com o valor de b determinam-se
as raizes de p> — (1+b)p+b = (p—1)(p—b) =Oestas raizes sdo: 1 = le ry =b = ¢ 2% =
o = —51In(b). Calculam-se entdo A e B por regressdo linear.

Problema 8.12 Através de fotografias estroboscopicas de pequenas bolhas de ar é possivel medir
o perfil de velocidade préxima a parede de um tubo no qual escoa um fluido. Com um niimero
de Reynolds de 1200 e com um tubo de 1 polegada de didmetro interno os seguintes pontos
experimentais sao obtidos:

y (distancia a parede) | u (velocidade) | y (distancia a parede) | u (velocidade)

cm cm/s cm cm/s
0,003 0,03 0,056 0,85
0,021 0,32 0,061 0,92
0,025 0,30 0,070 1,05
0,025 0,33 0,078 1,117
0,037 0,57 0,085 1,32
0,043 0,66 0,092 1,38
0,049 0,74 0,106 1,57
0,053 0,80 0,113 1,65
0,055 0,84

A fungio que melhor ajusta o perfil de velocidade é: u(y) = py+¢y*, baseado nos dados acima
determine os valores de p e q.

Problema 8.13 Os coeficientes de transferéncia de calor em trocadores de calor sdo adequadamente
modelados por expressio do tipo: Nu = aReP Pr? r®

em que Nu, Re e Pr sdo, respectivamente, os nimeros de Nusselt, Reynolds e Prandtl e r é a razdo
entre a viscosidade, a temperatura média do fluido e a temperatura da parede; «, B, y ¢ § sdo

constantes. Os seguintes dados experimentais estdo disponiveis:

Nu Re Pr r
277 | 49000 | 2,30 | 0,947
348 | 68600 | 2,28 | 0,954
421 | 84800 | 2,27 | 0,959
223 | 34200 | 2,32 | 0,943
177 | 22900 | 2,36 | 0,936
114,8 | 1321 246 | 0,592
95,9 931 247 | 0,583
68,3 518 251 | 0,579
49,1 346 273 | 0,290
56,0 | 1229 | 1518 | 0,294
39,9 54,0 1590 | 0,279
47,0 84,6 1521 | 0,267
94,2 1249 | 1074 | 0,724
99,9 1021 186 | 0,612
83,1 465 414 | 0,512
35,9 54,8 1302 | 0,273

Estimar os valores de o, 3, ¥ e 6 que melhor ajustam os pontos acima.
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Problema 8.14 Encontre o minimo das seguintes fungdes objetivo usando os métodos diretos e
indiretos descritos nas Secdes 8.2 e 8.3 e compare os resultados em termos do nimero de fungdes
objetivo avaliadas por cada método:

a) S(x) = 100(xy —x3)% + (1 —x1)?

b) S(x) = [1 5 xl(l—xz) +12,25 —x1(1 —x3)]* + 2,625 —x1 (1 — x3)?
c) S(x)= —2x1%2 —i—xz
d) S(x) = (xl)(4x1 + 203 +4x1x + 2% + 1)
e) S(x) =4( 5)*+ (xz—6>2
S(x) =x} — 5x1+3x2+3
g) S(x) = (1 =2)* + (2 — 1)%.






A.l

A. Elementos de Algebra Linear

Conceitos Basicos

Os célculos/operagdes assim como conceitos envolvendo matrizes e vetores constituem a base dos
métodos numéricos que tratam da solucio de sistemas lineares e nio lineares de equagdes algébricas
ou diferenciais. A representacdo desses sistemas em termos matriciais/vetoriais é extremamente
mais compacta e € corrente na literatura técnica. Como esses conceitos sdo utilizados na resolugdo
de problemas tipicos da Engenharia Quimica, os elementos de matrizes e vetores sio em principio
nimeros ou varidveis reais a nao ser quando explicitamente especificados como complexos.

Uma matriz é um arranjo retangular de niimeros em m linhas e n colunas, (m X n), sendo
representada neste texto como A (letras maitisculas em negrito) pertencente a R™*", expresso por
A € R™". O elemento da linha i e coluna j de A é representado por a;; (correspondente letra
mindscula com o sub-indice ij) ou A;;.

ajpz ap2 - A
) ) ) ay ax» -+ A .
A matriz completa é geralmente escrita na forma: A = ) . . ou, em forma mais
apl 4p2 -+ dpp
compacta, por: A = (q;;) comi=1,---,me j=1,---,n.

Se duas matrizes A e B apresentam o mesmo ntiimero de linhas e o mesmo nimero de colunas
sdo ditas do mesmo tipo.

Se A = (a;;) étal que a;; = 0 paratodo i e j entdo a matriz A € dita nula e ¢ representada
por 0.

Se m =n a matriz A é dita quadrada.

Se m=n e a;; = aj; amatriz A € dita simétrica.

Se n=1 tem-se um vetor coluna, ou simplesmente vetor, designado por v (letra mindscula em

Vi

V2
negrito) e representado por v=| . | € R™.

Vm



264 Capitulo A. Elementos de Algebra Linear

Se m =1 tem-se um vetor linha designado por v’ (letra mindscula em negrito com sobrescrito
T de transposto) e representado por v/ = (v1 vy oo vn) e Rbxn,
Se m=n=1 tem-se um escalar (real) o (letra mindscula grega), @ € R.
A matriz A € Re™*" pode ser particionada por:
(a) Colunas na forma:

alj
M 2@ (n) G| : .
A:(a a .- a ),emqueaf =| .7 |, para j=1,---,n,sdo0 os vetores coluna
amj
da matriz A.
(b) Linhas na forma:
T
a
aj . . .
A= | em que a; = (a,-l ap - ain) , para i= 1,---,m, s@o os vetores linha da
T
. am
matriz A.

A.2 Operagoes entre Matrizes

As operagoes de adi¢do ou subtracdo sdo definidas apenas para matrizes do mesmo tipo, assim
se A e B sdo matrizes (m X n) entdo a matriz C, também (m X n), soma ou subtracdo de A com
B, representada por C = A £B, tem como termo geral ¢;; = a;j £ b;; para i=1,--- ,me j=
1., n.

Se o € um escalar real, entdo a matriz A € uma matriz cujo termo geral € ot a;;.

A operacdo de multiplicagdo de matrizes estd intimamente relacionada a transformacdes de
coordenadas. Assim sejam as seguintes transformacaes lineares:

Zi =

J

n P
ajjy; para i = 1,---,meyj:ijkxk para j=1,---,n.
=1 k=1

Expressando z; em termos de x;, obtém-se
n p p n
=Y aij | Y bpxe | =Y, aijbj | X
j=1 k=1 k=1 \J=I

n P
Definindo ¢y = Z a;jbji, resulta z; = Z citXk, sugerindo a definicdo da matriz C = A B sendo
j=1 k=1

n
A (m,n),B(n,p) e C(m,p), cujo termo geral é ¢ = Zaijbjk parai=1,--- mek=1,--- p.
=1
Verificando-se assim que a operacdo A B s6 é deijinida se o nimero de colunas de A (primeira
parcela do produto) for igual ao niimero de linhas de B (segunda parcela do produto). E importante
ressaltar que a lei de comutatividade nao € satisfeita pelo produto entre matrizes, mesmo que B A
seja definida, isto é se m = p e mesmo que B A seja do mesmo tipo que A B, o que s6 ocorrera
se m = p =n (isto € ambas as matrizes sdo quadradas e de mesma dimensao), assim de uma forma
geral tem-se AB#BA.

Se a primeira parcela do produto for um vetor linha u’ (1,n) e a segunda parcela for um
n

vetor coluna v (n,1) entdo o produto é um escalar u”

vV=u-v= Z u;v;, que € comutdvel, isto €:
j=1
T

u’ v = v’ u. Este produto é chamado de produto escalar de dois vetores.
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Se a primeira parcela do produto for uma matriz A (m,n) e a segunda parcela for um vetor

n
v(n,1) entdo o produto Av é um vetor u(m,1) cujo termo geral é u; = Z a;jvj para i =
Jj=1

1, -+, m. Este produto pode ser efetuado de duas formas distintas:
aj
aj
(a) Método ij. Considerando a parti¢do por linhas da matriz A, A= | |, entiou=Av=
a,,
al v
av| .
, cujo termo geral é u; = a! v, que é o produto escalar dos elementos da linha i da
al v
matriz A pelo vetor v.
(b) Método ji. Considerando a parti¢do por colunas da matriz A, A = (a<1> al? ... al ) ,
Vi
%) n .
entio u=Av= (a<1> a? ... a) = Z vial, isto é, o vetor u é uma combinagdo
i=1
Vn
linear dos vetores coluna de A, sendo os coeficientes desta combinagéo os elementos do
vetor v.

A operagido de transposicdo de uma matriz A (m,n) consiste em trocar as linhas pelas colunas
de A, esta nova matriz é chamada de matriz transposta de A, representada por A7 e é uma matriz
(n,m) cujo termo da linha j e coluna i é ajTi =a;j para j=1,---,nei=1,---,m. Seamatriz
A for simétrica entdio A = AT,

A seguir, descrevem-se propriedades que se aplicam apenas a matrizes quadradas (n,n), a

vetores coluna (n,1) e a vetores linha (1,n).

lsei=j
Define-se como matriz identidade a matriz I cujo elemento geral é (I);; = §;; = 0 l 4 J
se i F#j
em que &;; é o delta de Kronecker. A matriz identidade € uma matriz diagonal em que todos os
1 0 --- 0
01 --- 0
termos sdo unitdrios I=1] . . .. . | =diag (1 1 .- 1) .
00 --- 1
Sendo uma matriz diagonal uma matriz quadrada em que somente os elementos da diagonal ndo
d 0 - 0
0 d -+ 0
sdo nulos, geralmente uma matriz diagonal D = L , € representada na forma
0 0 - d,
mais compacta D = diag (d 1 dy - d,,) . Toda matriz diagonal, em vista de a;; =0 se i # j,

é também simétrica.

Uma propriedade importante da matriz identidade ¢ T A = A 1, isto €, a matriz identidade
pré-multiplicada ou pés-multiplicada por qualquer matriz quadrada de mesma dimensao ndo altera
o valor de elemento algum desta matriz. Algumas vezes, para evitar ambiguidades, representa-se a
matriz identidade de dimensao n por I,.

Uma matriz diagonal é um caso particular de matrizes ditas esparsas, que sdo matrizes que
apresentam um grande nimero de elementos nulos, sendo os elementos niao nulos mais a exce¢io
do que a regra. Algumas destas matrizes sdo apresentadas a seguir:
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1. Matrizes tri-diagonais: s@o matrizes que apresentam apenas os elementos da diagonal, os
elementos imediatamente sobre a diagonal e os elementos imediatamente sob a diagonal néo
nulos, sendo os demais nulos, assim se A for uma matriz tri-diagonal entdo

#0sei=joui=j+loui=j—1

a,; j=

= 0 em qualquer outro caso

2. Matrizes bi-diagonais: sdo matrizes que apresentam apenas os elementos da diagonal, os
elementos imediatamente sobre a diagonal ou os elementos imediatamente sob a diagonal
nao nulos, no primeiro caso diz-se que a matriz é bi-diagonal superior € no segundo caso
bi-diagonal inferior.

3. Matrizes triangulares: sdo matrizes que apresentam todos os elementos sob a diagonal nulos
(matriz triangular superior) ou todos os elementos sobre a diagonal nulos (matriz triangular
inferior). Matrizes triangulares superiores sdo representadas por U (upper) e matrizes
triangulares inferiores sdo representadas por L (lower).

O traco de uma matriz quadrada A € a soma dos elementos de sua diagonal, assim

tI‘(A) = iai,‘.
i=1

Uma matriz quadrada A é dita positiva definida se x A x > 0 para todo vetor x # 0, caso
x” A x >0 amatriz A é dita positiva semi-definida. Uma matriz quadrada A é dita negativa definida
se x/ A x < 0 para todo vetor x # 0, caso x/ A x <0 a matriz A é dita negativa semi-definida.
Uma matriz quadrada A é dita ndo definida se x” A x >0 para algum vetor X # 0 e a0 mesmo
tempo x’ A x < 0 para algum outro vetor x # 0.

O determinante de uma matriz A € um escalar obtido através da soma de todos os produtos
possiveis envolvendo um elemento de cada linha e cada coluna da matriz, com o sinal positivo
ou negativo conforme o nimero de permutacdes dos indices seja par ou impar. Sua obtengio e
sua representacdo, apesar de ser um dos conceitos mais preliminares envolvendo matrizes, ndo
sdo tarefas triviais e o conceito de determinante € utilizado nestas notas apenas como base de
outras propriedades de matrizes quadradas. Assim, o determinante de A designado por det(A) pode
ser representado por: det(A) = Zial,i, az i, -+~ an,,, ou entdo através do conceito de cofator do
elemento ij da matriz A (representado por A;;) que € o determinante da matriz obtida cancelando a
linha i e a coluna j da matriz A com o sinal mais ou menos conforme i+ j seja par ou impar, ou
seja A;; = (—1)"*/det(A;;) em que A;; é a matriz quadrada (n—1,n— 1) obtida pela eliminagdo
alinha i e acoluna j da matriz A. Tem-se entio:

n n
det(A) = Z a,-J-Al-j det(A) = Zaiinj
=1 i=1
Expansdo do determinante pela linha i Expansao do determinante pela coluna j

Estas expansdes apresentam as propriedades
n
Z a;jAx; = 0 se k # i, equivalente a afirmar que a matriz A apresenta duas linhas iguais
j=1
n
a;jjAjx = 0 se k # j, equivalente a afirmar que a matriz A apresenta duas colunas iguais

i=1

Na prética, entretanto, é praticamente impossivel calcular o determinante de matrizes através
destas regras gerais por envolver um nimero muito grande de termos (na realidade n! assim mesmo
com matrizes relativamente pequenas tais como n = 10 tem-se 3 milhdes de termos). Entretanto,
para os propdsitos deste apéndice apenas as seguintes propriedades de determinante de matrizes
sdo pertinentes:
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1. O determinante de uma matriz A mantém-se inalterado ao somar a todos os elementos de
qualquer linha (ou coluna) os correspondentes elementos de uma outra linha (ou coluna)
multiplicados pela mesma constante .

Se a;j for o tnico elemento ndo nulo da linha i ou da coluna j entdo det(A) = a;;A;;.
b ~
) , entdo det(A) =ad —bc.

2.
a
3. Se A= (c d
4. det(A B) = det(B A) = det(A)det(B).
5.

det(AT) = det(A).

Como coroldrio da propriedade 1. tem-se que se det(A) = 0, entdo A apresenta duas linhas
(ou colunas) proporcionais entre si, ou ainda, de uma forma mais geral, pode-se afirmar que uma
linha (ou coluna) de A pode ser escrita como combinacao linear de alguma ou algumas linhas (ou
colunas) da mesma matriz. Da propriedade 2. demonstra-se que se A for uma matriz triangular,
entdo det(A) é simplesmente o produto dos elementos de sua diagonal (0 mesmo valendo para
matrizes bi-diagonais por serem também matrizes triangulares).

Se det(A) = 0 diz-se que a matriz A é singular, e caso det(A) # 0 diz-se que a matriz A é
regular ou ndo singular.

A matriz adjunta de uma matriz A é a matriz transposta da matriz obtida substituindo cada
elemento da matriz A pelo seu correspondente cofator, isto é, se adj(A) for a matriz adjunta de A,
entdo o elemento da linha i e coluna j de adj(A), é A;;. A propriedade mais importante da matriz
adjunta diz respeito aos produtos: P = A adj(A) e Q = adj(A) A. O primeiro produto tem com

n n

termo geral p;; = Z Ay = Z aixAy; = det(A)&;; e o termo geral do segundo produto é g;; =
k=1 k=1

n n
Z Apaxj = Z Agiarj = det(A)d;;, permitindo concluir que A adj(A) = adj(A) A = det(A)L
k=1 k=1

dj(A
Desse modo se det(A) # 0 define-se A~ = 3 Jté A; como sendo a inversa de A que apresenta
e
a propriedade A A~' = A~! A =1, enfatizando-se que A~ s6 existe se det(A) # 0. Além disto,
1
tem-se det(A~!) = :
em-se det(A™ ") det(A)

Al =d,Ap=— _
Se A= (a b> , cujos cofatores sdo ! A2 N adj(A) = < d b) .
c d Ayy=—-b,An=a —c a

Verificando-se que
Aadj(A) = adi(A) A = (ad — be) <1 0) —(ad—beI > Al = — < d ‘b> .
0 1 (ad—bc) \—c a
Concluindo-se que para determinar a inversa de uma matriz (2 x 2) basta trocar os elementos da
diagonal principal, trocar o sinal dos elementos da diagonal secunddria e dividir a matriz resultante
pelo determinante da matriz original.

Se A~! = AT amatriz A é chamada de matriz ortogonal e, neste caso, como det(A”) = det(A)
1 1
e det(A™1) = det(A)’ resulta em A det(A) = [det(A)]*> =1, logo det(A) = +1 ou—I.

m Exemplo A.1 Um exemplo ilustrativo do emprego de matrizes ortogonais € o relativo a transformagao
linear em decorréncia da rotacdo dos eixos de coordenadas, representado na Figura A.1.

x; = rcos(a)

Verifica-se que as coordenadas originais sdo { , € os valores das novas

xy =rsen(Q)
coordenadas sdo

y1 =rcos(0 —a)=rcos(o)cos(0)+rsen(o)sen(6) =x;cos(6)+xysen(0)
y2=—rsen(0 — o) = —rcos(a)sen(0)+rsen(cr)cos(6) = —x; sen(0) + xp cos(0)

Representando esta transformagdo em termos matriciais:
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[ |

Eixo Vertical

ovo Eixo Vertical

ovo Eixe Horizontal

Eixo Horizontal

Figura A.1: Mudanca de coordenadas por rotacdo dos eixos.

i\ _ ( cos(6) sen(8)) (xi , identificando a matriz transformacio:
2 —sen(6) cos(6)) \x2

v ( cos(8) sen(@))’ logo M7 — <cos(0) —sen(9)> = M <1 0> L

—sen(0) cos(0) sen(0) cos(6) 0 1

Observando-se que os vetores coluna da matriz M sio exatamente os componentes dos vetores

e = <(1)) e e = <(1)> no novo sistema de coordenadas, pois egy) =Me; = m'l = (

e egy) =Me, =m? = (222%3;) , como mostrado na Figura A.2.

A

Eive Vertical Eive Verticad

ANovo Eive Horizomnl Nove Eivo Vertical

Virvo Eive Verticd ey

|€1| =1 |€2| =1

senld)

cos( @) 0

—sen(0)

"Nove Eive Horizontal

Eixe Horizomal m FEixe Horizoniel

—asen(d)

Figura A.2: Coordenadas da base can6nica no novo sistema de coordenadas.

)
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Outras propriedades de operagdes entre matrizes sao listadas a seguir.

1. As leis de associacdo e de comutagdo sao validas para as operacdes de adi¢ao/subtracao
entre matrizes, assim (A+B)+C=A+(B+C)e A+B=B+A.

2. As leis de associagdo e de distribuicdo sao validas para a operacdo de multiplicacdo entre
matrizes, assim (AB)C=A(BC),A(B+C)=AB+ACe
(A+B)C=AC+BC.

3. As operacdes envolvendo matrizes transpostas apresentam as propriedades
(A+B) =AT+B” ¢ (AB)" =BT AT,

4. As operacdes envolvendo inversas de matrizes apresentam as propriedades
(AB) '=B'TA1e (AT = (A7) !,

Conceito de Posto de Matriz e a Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt

Um menor de ordem p de uma matriz A(n,n) é o valor do determinante da matriz obtida
eliminando-se (n— p) linhas e (n— p) colunas da matriz A. Se fodos os menores de ordem
(r+1) de uma matriz A forem nulos e se ao menos um menor de ordem r for ndo nulo, diz-se que
a matriz A é de posto (ou rank) r. De acordo com esta defini¢do toda matriz quadrada A (n,n) ndo
singular apresenta o posto igual a n.

Um conjunto de n vetores up, up, ---, u, com n elementos é dito linearmente independente se
os tnicos valores de ¢y, ¢p, -+, ¢, taisque cjuy +coip+ -+ cu, =0sdo ci=cr=---=¢y, =
0. Neste caso os vetores uy, Uy, ---, U, formam uma base do R" e todo vetor desse espago de
dimensdo n (que é o numero maximo de vetores linearmente independentes que pode existir nesse
espaco, que também & igual ao nimero de elementos desses vetores) pode ser expresso como uma
combinacdo linear dos vetores da base, os coeficientes dessa combinagao linear sdo os componentes
do vetor nessa base. Os componentes de um vetor qualquer do R” apenas confundem-se com seus
elementos quando adota-se a base candnica do R", que é a base composta pelos vetores unitdrios
€; cujo unico elemento ndo nulo € o i-€simo, isto €, e;; = 0; ;- Dessa forma, os vetores coluna ou os
vetores linha da matriz identidade I sdo os vetores da base candnica do R”".

Em uma matriz de posto igual a r todos seus vetores linha (ou coluna) podem ser escritos
como uma combinac¢do linear de r vetores linha (ou coluna). Dessa forma, o posto de uma matriz
¢ também o nimero maximo de vetores linha (ou coluna) linearmente independentes que a matriz
contém.

Uma forma de determinar o posto de uma matriz € através do processo de ortogonalizagdo de
Gram'-Schmidt? aplicado aos vetores linha ou aos vetores coluna da matriz. Este processo pode ser

resumido na seguinte forma: sejam vy, vp, - -, V,, 0s vetores coluna (ou linha) de A, a partir desses
vetores constrdi-se uma base ortogonal na forma:
Vi
u = —
Vi
_ T x _
u; =vo— (v, uj)uy se [up| > € entdo up = —
|uy | u
~ 3
uz =v3— (Vi u)u; — (v} wp)uy se Juz| > € entdo uz = o]
u3
ou, na forma recursiva:
j—1
u; \4
o T ~ 4y . V1
Ui =v;— Z [(Vj w)uy] se |uj| > € entdo u; = Ty para j=2,---,ncomu; = —,

=t |uj| [vi]

sendo € =~ 0.

1Jorgen Pedersen Gram (1850-1916).
2Erhard Schmidt (1876-1959).
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Se durante este processo algum vetor u; com mdédulo nulo (ou menor que um valor positivo
préximo de zero €) for encontrado, esse vetor € desconsiderado e o procedimento reiniciado com
a renumeracdo dos vetores subsequentes, ao final do processo o nimero de vetores u; ndo nulos
¢é igual ao posto da matriz. No final do procedimento um conjunto de r vetores linearmente
independentes de dimensdo n é encontrado, sendo esses vetores mutuamente ortogonais e de
médulos unitérios (designados como ortonormais). Esse procedimento pode ser também aplicado a
matrizes ndo quadradas.

m Exemplo A.2 Calcular através do método de Gram-Schmidt o posto de cada uma das matrizes:

2 =3 7 2 -3 7
@A=| 4 6 2|=vi=| 4],v»= 6| evz=12
-4 0 1 —4 0 1
1 1
u=3 2 | =viu=vliu =3
-2
-3 3 1 —4 1 -2
w=| 6 -3 2 1=\ 4 :>|u2|:6:>u2:§ 2| eviu=-3
0 -2 2 1
7 3 1 3 -2 4 1 2
uz= |2 —g 2 +§ 21=12 :>|l.l3’:6:>ll3:§ 1
1 -2 1 4 2
Como os trés vetores uy, Uy e uz nao sdo nulos o posto da matriz € igual a 3.
-1 2 3 1 2 3
(b) A= _% ; _i =V =— ? , Vo = ; e vy = _411
-5 10 —6 5 10 —6
Aplicando o método de Gram-Schmidt obtém-se
1 0 18
u; = —L 2 up = 0 € u3 = ; >
V3l |1’ 0 V527 | —13
5 0 -3
Como ha apenas 2 vetores nao nulos, o posto desta matriz é igual a 2.
-1 2 3 1 1 2 3 1
(©) A= -2 4 -1 -3 ey = 2 Vo= 4 Vi -1 e vy -3
-1 2 -4 -4 1]’ 2|’ —4 —4
-5 10 -6 -10 5 10 —6 —10
Aplicando o método de Gram-Schmidt obtém-se
1 0 18 0
111:—L 2 up = 0 u3:; > € Uy = 0
V3t |1’ 0]’ 327 | —13 0
5 0 -3 0

Novamente, como hd apenas 2 vetores nao nulos, o posto desta matriz é igual a 2.

A.4 Valores e Vetores Caracteristicos de Matrizes

Dada uma matriz quadrada A pode-se determinar um escalar A e um vetor v tal que a equagio
A v = Av seja satisfeita, o escalar A é chamado de valor caracteristico ou autovalor da matriz A
e v € chamado de vetor caracteristico ou autovetor de A. A equagdo de defini¢do do valor e vetor
caracteristico pode também ser escrita na forma (A — AI) v = 0, transformando-se assim em um
sistema linear e homogéneo de equacdes que apresenta solucio apenas se a matriz for singular, isto
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é se a matriz (A — AI) for singular, o que implica em:

apjg—A arn cee Aain
awr  ap—Ai - @
det(A—Al) =det| . . ... | =p)=0,
anl ap o App — A

sendo p(A) um polindmio de grau ném A chamado de polinémio caracteristico A cujas n raizes
sdo os valores caracteristicos ou autovalores da matriz A. Pela expans@o do determinante de
(A — AI) verifica-se que o tnico termo de grau n e (n— 1) em A é o correspondente ao produto
da diagonal principal de (A — AI) isto é, (a;; —A)(aza —A) -+ (@, — A) sendo todos os demais
termos de grau inferior a (n— 1). Além disso, como p(0) = det(A) o termo independente de A em
p(A) é det(A), permitindo assim concluir que p(A) = (—A)"+ (ay; +an + -+ aw)(=A)"1 +
---+det(A) multiplicando ambos os lados da tltima equagdo por (—1)" obtém-se:

p(A) = A" — (a1 +an + -+ ap)A" 4+ (—1)"det(A)

(note que apesar de ter-se multiplicado ambos os lados da expresséo original por (—1)", a notagdo
p(A) para designar o polindmio caracteristico foi mantida, pois o polindmio estd igualado a zero
sendo assim irrelevante seu sinal). Pela expressdo de p(A) deduz-se que:

n
@ M+AL+-4+A, =an +ax+---+ay ouseja Z?Li:tr(A);
=1

1=
n
(b) MiAy---A, =det(A) ou seja H?L,- = det(A);
i=1
(c) Em decorréncia da propriedade (b), se A for uma matriz singular, em vista de det(A) =0 =

n
H)Li =0, isto é, pelo menos um valor caracteristico de A € nulo.

A[l)(’); os valores caracteristicos de A serem determinados, os vetores caracteristicos sdo
determinados através de (A —AI)v; =0 para i = 1,2, .-, n, porém, sabe-se que para qualquer
matriz quadrada M tem-se M adj(M) = det(M)I, que aplicado a M =A — 4,1 em vista de
det(A — A1) =0, tem-se (A —AT) adj(A —AI) =0 ou ainda (A —AT) [C°adj (A — A1) =0.
Desse modo, qualquer vetor coluna ndo nulo da matriz adj (A — A;I) multiplicado por qualquer
constante real € um vetor caracteristico de A. Como a matriz adjunta de uma matriz quadrada é
obtida transpondo-se a matriz construida substituindo cada elemento por seu cofator, para calcular
o vetor caracteristico v; basta calcular os cofatores ndo nulos de uma linha qualquer de (A — A1)
multiplicados por uma constante real conveniente.

Pré-multiplicando a equagio de defini¢do do valor e vetor caracteristicos pela matriz A tem-se
A2v=A(Av) ecomo Av=Av tem-se A% v = A%v. Repetindo o procedimento a essa tltima
equagdo tem-se A’ v = A3v, e assim sucessivamente, permitindo escrever: A” v = A"y, para m =
1,2, ---, isto &, os valores caracteristicos de A™ s@o os valores caracteristicos de A elevados a
mesma poténcia m e os vetores caracteristicos sdo iguais aos vetores caracteristicos da matriz
A. Se a matriz A for nfo singular (ndo admite o valor caracteristico nulo), entdo multiplicando

vV . .
ambos os lados de A v=Av por A1, obtém-se v= 1 (A‘1 V) = A"l v=—, istoé, os valores

A

caracteristicos de A~! sdo A ~! e os vetores caracteristicos sdo iguais aos vetores caracteristicos
de A. Dessa forma, pode-se afirmar, se A for ndo singular, entdo os valores caracteristicos de A™
sdo os valores caracteristicos de A elevados a mesma poténcia m, para m =0, =1, £2, £3,---, e
0s vetores caracteristicos sdo iguais aos vetores caracteristicos da matriz A.

Sendo ¢(A;) qualquer polindmio escalar de grau n: g(A;) = a, A/ + Ocn_lll."_l + Oc,,_z/’Li”_2 +
-+ oA+ o que multiplicado por v; resultaem g(A;)v; = o, A/'vi+ Ocnflll-”’lvi + Ocnlei"’zvi +
.-+ a1 A;v; + 0pv; mas pela propriedade anterior tem-se A™v; = A™ v;, resultando em
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q(Ai)vi = [0 A"+ oty A" 4 oy A4+ g A+ ol vy, ou seja, g(A) vi = g(A)vi.
Adotando o, = (—1)", o, = (—1)"¢; parai= 0,1,2,---, (n—1), isto é, g(4;) = p(4;), o
polindmio caracteristico de A, como p(A;) =0 tem-se:

[An_f‘Cn_lAnil +Cn—2An72+'”+C1A+COI:| Vi =0 para i= 17 27 e, n

O Teorema de Cayley>-Hamilton* pode ser deduzido a partir da anélise da equagdo acima.
Considerando que a matriz A apresenta valores caracteristicos distintos, os correspondentes vetores
caracteristicos sdo linearmente independentes e constituem uma base do espaco vetorial, entdo

qualquer vetor x desse espaco pode ser expresso por X = Z b;v;, entdo:
i=1

n
(A" 1A ey 2A 24 e At eol] ) bivi=0
i=1
[A"+ ¢, 1 A" 0y pA" 2+ -+ i A+ oI x =0, como essa expressdo € nula para todo
x, amatriz A" +c, A" ' 4, 2A" 2+ - +c; A+ ol é amatriz nula (todos seus elementos sdo
nulos).

Teorema A.4.1 — Teorema de Cayley-Hamilton. Seja A uma matriz (n,n) cujo polindmio
caracteristico € dado por:

p(A) =det(A—AL) = (—1)" (A" + comi A" '+ + A% + 1A + o) =0,
entdo a matriz A satisfaz seu polindmio caracteristico, ou seja,

A4y (AT 4 4 0 A? A+l = 0.

Um procedimento de determinaco recursiva dos coeficientes do polindmio caracteristico da A
n
¢ desenvolvido baseado na propriedade: S,, = Z A" =tr(A™) param= 1,2, ---, n. Considerando
i=1
a expansio do polindmio caracteristico da A: p(A) = A"+ ¢, (A" 4, oA 24 f A%+
c1A +co, que pode também ser expresso pelo produto dos mondmios (A —A;) para i=1,2,---,n
(em que A; sdo os valores caracteristicos de A), p(A) = (A —A41)(A —A2)--- (A — 4,).
Diferenciando ambas expresses de p(A) em relagdo a A, obtém-se:
PA)=nA"" 1 (n—1)c, (A" 2+ (n—2)c, 2A" 3+ +2c0h +c¢; e
PA) = (A= A2) (A= Aa) e+ (A=) &+ (A — ) (A — Aa) -+ (A — A) +

A (A A (A=) = Y P

i:l)“_a‘i.
A
Representando a divisdo f (_ i por:
p(l) n—1 n—2 n-3 n—4
pR—y =2 —I—d A +d A —I—d AT —|—d2 7L+d1 , assim

PA) = A4 cp A ey g A2 +czz2+clz+c0_(x A)(k”*ljtd() ;Ln 2+d< A3 4
A2 dD A+ ) = A0+ (@) = 2 (A = Aid)) A2 (A~ Ad) )2
+(d = Xd A —dP 2.
Igualando os termos de mesma poténcia de A, resulta:

3 Arthur Cayley (1821-1895).
4William Rowan Hamilton (1805-1865).
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i)

d,(,ill =cp1+A d,(,,l =cp1+ A

d,i’lz =cpo+ lid,glll d,i’lz =cp2+Aicn1+ A}

d,sil_g =Cp-3 +)Lid,(£2 d,(lll3 =cp3+Aich2+ ﬁ, Cn—1 +)L3

d,(llz4 :Cn—4+)~id,(li23 = d,glL; = cp—4+ Aicn— 3+A' Cn— 2+)~3cn 1 +A'4

d = ¢y + 1,d) A = cy+ ez + A2ea+ Ades+ o+ A e, + AN2

d\ = ¢+ 2,d)) d{") = ¢+ hids +;L.ZC3 F Ao+ A A e A
e substituindo os valores de d, W em P Z 7L , tem-se:

P'(A)=nA"" 4 (ncpy +S1)A™ 2Jr(c,,,2 +c,,,1S1+S2)/1"*3+(ncn,3+cn,251+cn,1S2+Sg)7L"*4+
o+ (nep+e3S1+caSa+ -+ cn3Sn—s +cn—2Sn—a + cn_1Sp—3 + Sp—2)A + (nc1 + 281 + ¢35, +
n

vt ep3Sp—a+cn—2Sp—3+cn_1Sn—2+Sn—1), emque S, = Z A" = tr(A™).

Subtraindo da dltima expressdo aquela obtida derivando dirletlamente a forma original de p(1),
ouseja, p'(A) =nA" '+ (n—1)c, A" 2+ (n—2)cp oAV 34+ i AT 4+ 4 ¢1, obtém-se:
ch-1+81=0
2ch2+cp—1S1+85=0
3cp3+cpaSi+ce189+853=0

(n - 2)02 +e3SitaeaSr+ o+ en3Sisten2Si-atcn1S-3+8,2=0
((n—1)ci +caS1+e38+ -+ cn3Sn—a+cn2Si-3+cn1Sn—2+S-1 =0

Além dessas equagdes tem-se em vista de p(A;) = A/ +c, A oy oA R4 AP +
ciAi +co = 0, que submetida ao somatério de i = 1 a n resulta em nco+ c1S; + 282+ +
Cn—4Sn—4 + Cn—3Sn—3 + Cn—ZSn—Z + Sn—l =0.

Dando origem a um sistema linear triangular de dimensdo n cuja solug¢@o pode ser expressa na
Cn—1=—51
Cn—151+ 52

2

Ch—2=—

Cp—2S1+ o152+ 83
Cp—3 = — 3

forma recursiva:

c3S1+csS2+ - ep—3Sn—s5 +cn—2Sn—a+cn—15—3 + Sp—2

)= —
n—2

o= S1+ 382+ Fep3S—a + 283+ Cno1Sp—2 +Su—1
n—1

o= c1S1+c282 +cpaSn—a+ 383+ 282+ Su-1

\ n
Este método é chamado de método de Le Verrier, que determina recursivamente os coeficientes

de p(A) apartir do célculo dos tracos das sucessivas poténcias de A de 1 a n.

m Exemplo A.3 Aplique o método de Le Verrier para determinar o polindmio caracteristico, os
-2,50 —1,00 —1,25
valores caracteristicos e os vetores caracteristicos da matriz A = | —0,50 —4,00 —1,75
1,00 2,00 0,50

SUrbain Jean Joseph Le Verrier (1811-1877).
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5,50 4,00 4,25 —11,50 —13,00 —11,75
Assim A2=| 1,50 13,00 6,75 | eA3=| —3,50 —40,00 —21,25
—3,00 —8,00 —4,50 7,00 26,00 15,50
Obtém-se S| =tr(A) = —6,5, =tr(A)> =14 e S3 = tr(A)* = —36.
Cr = —S1 =6
o = _Cle +S, _ _6(*6)+ 14 -1
¢ — c1S12+czSz+S3 T 11(—6)+6(14) — 36
3 3

Verificando-se que A3 + 6A°% 4+ 11A + 61 = 0, provando que os valores dos coeficientes
estdo corretos, pois satisfazem ao estabelecido no Teorema de Cayley-Hamilton. O polindmio
caracteristico de A é entdo p(4) = 1> +6A%2+ 111 + 6, cujas raizes (os valores caracteristicos de

A)sdo: A =—1, 1 = —2 e A3 = —3. Os vetores caracteristicos de A sdo determinados de acordo
com:
1. Primeiro vetor caracteristico: correspondendo a A; = —1
-1,50 —-1,00 —1,25
A—LI=A+I=|-0,50 —3,00 —1,75 ] cujos cofatores da primeira linhasdo —1, —1 e 2.
1,00 2,00 1,50
1
Multiplicando estes valores por —1 obtém-se v = 1
-2
2. Segundo vetor caracteristico: correspondendo a A; = —2
-0,50 —1,00 -—1,25
A-—LI=A+2I=[-0,50 —2,00 —1,75| cujos cofatores da primeira linha sdo
1,00 2,00 2,50
3
—1,5; —0,5 e 1. Multiplicando estes valores por —2 obtém-se v, = 1
-2
3. Terceiro vetor caracteristico: correspondendo a A; = —3
0,50 —1,00 —1,25
A-—ABI=A+31=[-0,50 —1,00 —1,75| cujos cofatores da primeira linha sdo
1,00 2,00 3,50
1
1,3e —2, obtém-se v3 = 3
-2

Outra propriedade importante relativa a valores e vetores caracteristicos de matrizes diz
respeito aos valores e vetores caracteristicos de A”. Assim, seja i; um valor caracteristico
de AT = AT u; = u;u;, sendo uw; o vetor caracteristico correspondente, entdo U; sdo as raizes de
det(AT — uI) = 0, mas det(A” — uI)=det[(AT — uI)]”=det(A — uI) que é idéntico ao polindmio
caracteristico de A, demonstrando que os valores caracteristicos de A’ sdo iguais aos valores
caracteristicos de A. Entretanto, o mesmo nio ocorre com 0s vetores caracteristicos; se v;, para i =
1,2,---,n, forem os vetores caracteristicos de A e u;, para j = 1,2,---,n, forem os vetores
caracteristicos de AT tem-se:

A V= QLiVi
Ty — 3. TA_ 34T Py
At uj=Au;=u; A=Au; para j#i
- T _ Ty — 3nT Ty — Ty — () et &
assim, w; Av; = A;u; v, = ll-uj vi= (A — l,-)uj vi=0como A; # A; = u; v; =0, isto ¢,
os vetores caracteristicos de AT e de A, correspondendo a valores caracteristicos distintos, sdo

ortogonais entre si.
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Consequentemente, matrizes simétricas (A = A”) apresentam vetores caracteristicos ortogonais
entre si, correspondentes a valores caracteristicos distintos. Além disto, os valores caracteristicos de
matrizes simétricas sao todos reais, esta propriedade pode ser demonstrada considerando hipétese
contrdria. Isto é, sendo Ay = o+ Bi um valor caracteristico de uma matriz simétrica A, entdo, como
a matriz e os coeficientes do polindmio caracteristico sdo todos reais, Ax = o — Bi (seu conjugado)
também serd valor caracteristico de A. A mesma propriedade ocorreria com os correspondentes
vetores caracteristicos, v, = a+bi e ¥y = a—bi, no entanto, (}Lk — kk)ff,{ v = 2[3\"[ vi =0
sendo V] vy = (a+bi)” (a+bi) = [|a]|*+|b||* logo 2B¥] vi =28 (||a]|*+|[b[|*) =0, como
(|la][*+[b[|*) > 0= B =0, contradizendo a hipétese da matriz admitir um valor caracteristico
complexo.

Valores e Vetores Singulares

Dada uma matriz A € R™*" e lembrando dos conceitos bdsicos que a imagem ou range(A) =
{A x| x € R"} é 0 espaco gerado pelos vetores colunas de A e range(A”) é o espaco gerado pelos
vetores linhas de A, a decomposicdo em valores e vetores singulares (Singular Value Decomposition,
SVD) é capaz de obter simultaneamente as bases ortonormais desses subespacos.

Qualquer matriz A € R"™*" pode ser decomposta na forma:

A=Ux VT,

em que U € R"™ ¢ uma matriz ortonormal cujas colunas sdo os vetores caracteristicos de
AAT € Rmom YV € R ¢ uma matriz ortonormal cujas colunas sdo os vetores caracteristicos de
AT A e R e ¥ € R™" & uma matriz diagonal retangular contendo a raiz quadrada dos valores
caracteristicos de A AT (que sdo equivalentes aos valores caracteristicos de A’ A), arranjados
em ordem decrescente. As ultimas linhas ou colunas excedentes na matriz Sigma em relagédo a
matriz diagonal quadrada de dimensdo max(n,m) contém somente elementos nulos. Os vetores
caracteristicos de A AT e AT A estdo arranjados nas colunas de U e V, respectivamente, na ordem
de seus valores caracteristicos na matriz X. Os elementos, o;, da diagonal de ¥ sdo denominados de
valores singulares de A, sendo todos nao negativos. Além disso, o nimero de valores singulares
positivos € igual ao posto(A). Os vetores colunas de U sdo denominados de vetores singulares a
esquerda de A e os vetores colunas de V sdo denominados de vetores singulares a direita de A, e
as relagdes entre esses vetores sdo:

A V,=0;u; € AT u; = O;V;.

A decomposicdo SVD revela vérias propriedades intrinsecas da matriz A e é numericamente
estdvel para os célculos. Algumas propriedades sdo listadas abaixo para uma matriz com r valores
singulares positivos:

(a) posto(A) = r;
(b) null(A) = span(V,11,Vr42,°+*,Va);

(c) range(A) = span(uy,uz, - ,u,);

(d) range(A”) = span(vy,va,---,v,);
r

(e) A= ZG,-ui V,-T;

r

i=1
() [|Allz = /Y o7 (norma de Frobenius);
i=1

@ [Al,=o1.
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em que null(A) = {x € R" | Ax =0} C R" € o espaco nulo da matriz A e span(uj,uy,---,u,) =
r

Z a;u; é o subespaco gerado por todas as combinagdes lineares dos vetores do conjunto gerador.
i=1

A matrizz AT =V X" UT = (AT A)~! AT, ¢ chamada de pseudo-inversa de A, em que os
elementos da diagonal de X' consistem no reciproco dos valores singulares positivos de X, na
mesma ordem. A pseudo-inversa tem a propriedade A AT A =A ou ATAAT = AT,

A solucgdo do problema de valores singulares para o sistema linear, y = A X, corresponde
resolver o seguinte problema de otimizagao:

2
max|[y|[3

sujeito a: |[x|[5 =1,

em que ||y||3 =y” y. Usando o conceito dos multiplicadores de Lagrange, o problema acima pode
ser reescrito como:
m;lx[S(x) =x" ATAx— A (x" x—1)]

cuja primeira condicio de otimalidade é VS(x) = 2x” A x—2Ax = 0, ou seja, a solugio é
equivalente ao problema de valor caracteristico AT A x = A x, cujos x 6timos locais correspondem
aos vetores caracteristicos de A7 A ou os vetores singulares de A (também chamados de componentes
principais de variagdo, pois indicam as dire¢des de mdxima variacio de y em func¢do das variagdes
em X com mesma energia, isto é, ||x||, = 1 e os respectivos multiplicadores de Lagrange sdo os
valores caracteristicos de AT A ou o quadrado dos valores singulares de A.

p

Observe que para uma matriz de posto(A) =r,A=UX V! = Z o;u; ViT e, portanto, y =

=1
- l
Ax=UXVix= Z o;u; ViT X, indicando que a projecdo do vetor x na dire¢do do vetor v; (ou seja,
i=1

vl x) é amplificada por o; na direciio u; do vetor y, sendo i = 1 a diregdo de maior amplificagdo e
i = r adirecdo de menor amplificacdo. Dependendo do valor de o;, uma pequena mudanca em x
pode causar uma grande mudanga em y, mas isto vai depender do angulo entre os vetores X e V;.

= Exemplo A.4 Usando vetores unitdrios u, ||[u|| = 1, e suas transformagdes lineares A u para uma
matriz de dimensdo 2 x 2 € possivel localizar as direcdes caracteristicas da matriz na Figura A.3a.

()

em que os valores caracteristicos, A, e os vetores caracteristicos, u, resultantes das solugdes nao
triviais do sistema de equagdes lineares Au = Au, sdo: A, =5/4 e u; = % (i) A =—1/2
1
\@
Mostrando que o operador A, na dire¢@o de u, corresponde a uma redugdo ou ampliagdo por um
fator A. Quando os sentidos dos dois vetores sdo opostos tem-se um valor caracteristico negativo.

Pode-se observar que os dois vetores caracteristicos ndo sdo os eixos maior ¢ menor da
elipse formada pelas transformagdes lineares. Seriam para o caso particular de matrizes simétricas.
Matrizes 2 x 2 com um par de valores caracteristicos complexos ndo possuem vetores caracteristicos
reais.

Usando dois vetores unitdrios, v| e v,, perpendiculares e suas correspondentes transformacdes
lineares, A v; e A v;, pode-se localizar os valores e vetores singulares, resultantes das solugdes
ndo triviais dos sistemas de equagdes lineares AT Av=0?v e A AT u= c?u, que sio:

o1 =1,2792,v; = (0,7678 0,6407)" ¢ Av;=o01u; =(0,6725 1,0881)7

1 . . . _ o
e u = ( 1) sdo visualizados quando os dois vetores (u ¢ A u) estdo na mesma dire¢ao.
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e
L Bt

Figura A.3: Direcdes caracteristicas de uma matriz.

0y =0,4886, v, = (0,6407 —0,7678)" e Avy = 0crup = (—0,4156 0,2569)7,
em que O] e O, sdo os valores singulares, (vi, v2) e (uj, up) sdo as matrizes dos vetores singulares
a direita e a esquerda, respectivamente. Esses vetores surgem no momento em que as transformagdes
sdo perpendiculares entre si, conforme mostra a Figura A.3b. Observa-se que isto acontece quando
os vetores das transformacoes sdo os eixos maior € menor da elipse, mostrando, por exemplo, as
direcdes de maxima e minima amplificacdo de sinais, respectivamente. Para o caso particular de
uma matriz quadrada, simétrica e positiva definida, as decomposi¢des em valores caracteristicos e
em valores singulares sdo equivalentes. "

Para determinar se o sistema linear, y = A X, estd bem escalonado, faz-se uso do niimero de
condicionamento da matriz A, que na norma 2 é dado por:

- Gmax(A)
Y(A) - Gmin(A)

em que Opqx(A) é 0 maior valor singular de A e G,,i,(A) é 0 menor valor singular néo nulo de A.

A melhor maneira de escalonar um sistema € atacando a origem do problema, ou seja um
apropriado adimensionamento das varidveis dependentes e das equagdes do problema. Uma
maneira numérica de determinar quais as varidveis devem ser reescaladas € através do cdlculo do
condicionamento minimo, isto é, determinar as matrizes que pré- e pés-multiplicadas pela matriz A
resultam em um ¥ minimo (y*), isto é:

¥'(A)=miny(L AR).

Considerando L e R matrizes diagonais, entdo tem-se como resultado do problema de otimizagio
acima quais as saidas e entradas devem ser reescaladas, respectivamente, pois:

ye=Ly e x,=R 'x.
Formas Canodnicas de Matrizes

A utilizacdo dos conceitos de matrizes e vetores € plenamente justificada na representacdo de
sistemas algébricos lineares A x = b, nos quais tanto os elementos do vetor das incégnitas x
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quanto os elementos do vetor das constantes b sdo seus componentes na base candnica de R”". Os
componentes dos vetores x € b em uma nova base de R", constituida por n vetores linearmente
n n

independentes pi, p2, - - - , Pn, Seriam determinados através de x = Z yipi e b= Z ¢ipi, ou, em
i=1 i=1
notacdo matricial, X =Py e b=Pc,emque P=(p; p2 p3 -+ pa).
O sistema original transforma-seem APy =P c= (P~ AP)y = c, definindo B= (P~ A P),
permitindo interpretar B y = ¢ como sendo o sistema original representado na nova base pi, p2, -+ , Pn-
Um propriedade importante da matriz B = (P! A P), que é similar (ou semelhante) 3 matriz
A, € a invaridncia dos valores caracteristicos de A na nova base, pois
det(B—AI) = det(P~' AP—AI) =det [(P~! (A—AI) P| =
= det(P~")det(A — Al)det(P) = det(P~!)det(P)det(A — AI) = det(A — AI) = p(A). Portanto, o
polindmio caracteristico da matriz B € o mesmo polinémio caracteristico da matriz A, o mesmo
ocorrendo em relagdo aos valores caracteristicos. Entretanto, os vetores caracteristicos de A e B

ndo sdo os mesmos. Sendo v os vetores caracteristicos de A, tem-se A v = Av, cujos componentes
n

na nova base sio v=Y u;p; =Pu, assim APu=A(Pu)= (P"'AP)u=Bu=Au, isto é,
0s vetores caracterl’sticcl)slda matriz B nada mais s@o que a representagcdo dos vetores caracteristicos
da matriz A na nova base.

Outra propriedade da mudanga de base de matrizes diz respeito a potenciacdo, assim, considerando
aexpressio QX = (P~! AK P), que pré-multiplicada por (P~' A P) resultaem (P~'AP) (P! AKP) =
P! Akt p= QK+ Identificando Q") = (P~' A P) =B, conclui-se que B” =P~ A" P e A" =
PB" P! param=1,2,---, e, seA for nio singular, inclui também os valores inteiros negativos.

Esta mesma propriedade pode ser aplicada a func¢des polinomiais de A do tipo

pm<A) = A"+ amflAm_1 ‘1‘5111172Am_2 + - +aiA+apl,

implicando em p,,(B) =P~! p,,(A)P e p,(A) =P p,,(B) P~!
Se a matriz A apresentar n valores caracteristicos distintos entdo a base constituida pelos vetores

caracteristicos de A, vy, v, ---,V,, compondo a matriz V = (V1 Vo V3 .- V,,) em vista
de Avi=AvieAV=(Avi Avy Avi - Av,) = (Lvi Lbva L3v3 - AV,) =
Vdiag(A1 A Az -+ Ay),entio V'AV=diag(hi A A3 -+ L.

Desse modo, a matriz A representada na base composta por seus vetores caracteristicos, assume
sua forma mais simples que é a matriz diagonal composta por seus valores caracteristicos (caso
forem todos distintos):

V'AV=D=diag(A A& A3 -~ A) e A=VDV'

Nesse caso, a matriz diagonal é a forma candnica da matriz A e o procedimento é chamado de
diagonalizagdo.

Se a matriz A apresentar valores caracteristicos multiplos e se ao(s) valor(es) caracteristico(s)
multiplo(s) associar(em)-se apenas um vetor caracteristico, a forma candnica da matriz ndo é
mais uma matriz diagonal mas sim a Forma Candnica de Jordan. Para ilustrar o procedimento de
determinagdo da nova base que transforma a matriz A na correspondente forma canonica, o primeiro
valor caracteristico 4; é considerado como de multiplicidade m e os (n—m) restantes distintos
entre si e diferentes de A;. Ao valor caracteristico A; associa-se apenas um vetor caracteristico
v, tal que A v; = A;vy, o posto da matriz (A — A1) é (n— 1), e aos demais (n—m) restantes
valores caracteristicos associam-se 0s vetores caracteristicos v, que satisfazem a A v, = A, vy
para k= (m+1),(m+2),---, n. Os vetores caracteristicos Vi, Vy+1, Vmi2, -** , Vp, constituem
a primeira coluna e as colunas (m+1), (m+2),---,n da matriz V. Para determinar as demais
colunas desta matriz (colunas: 2, 3, ..., m) assim procede-se:
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Avij=MV;+Vv;_para j=2,3,--- ,m.

Destemodotem—seAV:(AV1 Avy Avy --- Avn)
AV=(Nvi Lva+vi Avi+va o AVt Vot AwpiVmgr o0 AaVa).
Identificando (A1vi Aiva+vi Aivi+vae o+ AVt Vot ApsiVmer o0 AgVy) =
M1 0 - 0 0 - 0
0 A4, 1 - 0 0 - 0
0 0 A - 0 0 - 0
=vV|0 0 O 1 0 -~ 01 =V],
0O 0 O M 0 0
0 0 0 - 0 Apuy 0
0 0 0 - 0 0 - A

sendo J a forma candnica de Jordan da matriz A.

Se ao valor caracteristico de multiplicidade m associar-se mais de um vetor caracteristico, o
que ocorre quando o posto da matriz (A — A*I) for igual a (n—k) com 1 < k < n, neste caso,
ao valor caracteristico A* associam-se k vetores caracteristicos linearmente independentes. Para
ilustrar o procedimento de determinagdo da forma candnica da matriz A neste caso, o primeiro
valor caracteristico A; é considerado como de multiplicidade m e os (n—m) restantes distintos
entre si e diferentes de A;. Ao valor caracteristico A; associam-se k vetores caracteristicos
distintos vy, va, -+, vk, tal que A v = A;v, que apresenta k solugdes, o posto da matriz (A —
MI) é (n—k), e aos demais (n—m) restantes valores caracteristicos associam-se os vetores
caracteristicos v; que satisfazem a Av; =A;v; para j= (m+1), (m+2),---,n. Os vetores
caracteristicos Vi, Vo, -+, Vi, Viur 1, Vg2, - -+, Vp, constituem as k primeiras colunas e as colunas
(m+1),(m+2),---,n da matriz V, para determinar as demais colunas desta matriz (colunas
k+1,k=2,---m) assim procede-se:

Avi=MAvj+vj_ypara j=k+1,k+2,---,m
com v, 0 k-ésimo vetor caracteristico correspondente a A;.

Nesse caso, tem-se AV = (A vi Avy Avy --- A V,,)

AV=(4vi vy o Ve MViei+Ve 0 MV Vot ApeiVasl 0 AgVa).

Nessa situacio, a forma canonica de Jordan € diferente da apresentada anteriormente, na qual o
valor unitdrio sé aparece sobre o elemento da diagonal apds a coluna k.

m Exemplo A.5 Para ilustrar as diferentes formas candnicas de Jordan consideram-se as seguintes

matrizes
2 3 4 2—-1 3 4
(@ A=[0 2 3| =pA)=det(A—Al)=det| 0 2-12 3 |=2-A)3=1=
002 0 0 2-2
A=A =2

0 3 4
A-2I= (O 0 3], posto(A—2I)=2 entdo s6 ha um vetor caracteristico associado a
0 0O

A1 que é determinado por:
3via +4vi3 0
(A — 21) V) = 3V13 =10
0 0

1
Entdo vy =vi3=0e v #0=v;= |0
0
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3voo +4vp3 1 1
(A—21>V2: 3vo3 =vi=1|0 ,entﬁovz3:0,vz2:§evz1 qualquer = V)=
0 0
0
1/3
0
3v3p +4vs3 0 1
(A—ZI) V3 = 3v33 =V) = 1/3 , entao V33:§,3V32+4V33:0=>V32=
0 0
4 0
~57 e v3; qualquer = v3 = | —4/27
1/9
1 0 0 210
V=1[0 1/3 —4/27| =V IAV=(0 2 1]|=]
0 O 1/9 0 0 2
2 3 4 — 4
b) A=[0 2 0] =pA)=det(A det( 0 0 =Q2-AP =LA =
00 2 0 2—A
Mh=A=
0 3 4
A-2I= (0 0 0], posto(A—2I)=1 entdo hd dois vetores caracteristicos associados
0 0O
a A1 que sdo determinados por:
3V12+4V12 0 3via+4vi3 0
(A-2I)v =(0].(A=2D) v, = 0 =10
0 0 0
0
Entdo vip =4,vi3=—-3 e v qualquer =v;=| 4
-3
3vyy +4vo3 0
(A=2I)v, = 0 =10
0 0
1
EntﬁOV22:V23:0€V21750:>V2: 0
0
3v3p +4vs3 1 1
(A—=2I) vz = 0 =v,=|(0], entdo V33:0,V32:§6V31 qualquer =
0 0
0
V3 = 1/3
0
0 1 O 2 00
V=|4 0 1/3 =V©iAv=[0 2 1]=1.
-3 0 00 2
2 00 2—A 0 0
() A=10 2 0 ;»p(/l)det(AM)det( 0 2-12 0 |=Q2-A)P=1=
00 2 0 0 2—A
Mh=A=2
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A-2I= , posto(A — AI) = 0 entdo hd trés vetores caracteristicos associados

S O O

0
0
0

=]

a A;. Como o niimero maximo de vetores linearmente independentes de R> & igual a sua
dimensao que € trés, qualquer conjunto de trés vetores linearmente independentes é composto
por vetores caracteristicos de A, opta-se pela base canonica de R> resultando assim em
V =1, pois, neste caso, a matriz A jé estd em sua forma candnica (neste caso uma matriz
diagonal = 2I).

Formas Quadrdticas

A expressio geral das formas quadraticas em R? é

2 an -
x| +apxixy+ sz,

ail

f(x1,x2) = c+b1x; +byxs + 5

cuja forma matricial é

1
f(x)=c+b" x+ EXTAX,

by b a a s
sendo x= (! , b= ) ea= (11 712 (matriz simétrica).
X2 by ap an

Definindo o operador diferencial gradiente V como o operador diferencial cujo componente i

V= o e o operador de Laplace® ou Laplaciano (que é o divergente do vetor gradiente) por
VZ=vlVv= i" 8)(2.2’ que aplicados a func@o f(x) acima, resulta em:
i=1 i
9f(x)
V/(x) = 3?;&) —b+Ax e VEF(x) = a +axn = tr(A).
8x2

Além destes operadores, define-se a matriz Hessiana de uma fung@o escalar f(x) como a

_fx) _ Pf(x)

N 8x,~8xj N 8xj8x,~ N

Jacobiana do vetor gradiente de uma fungdo escalar) , para a fungdo f(x) acima H[f(x)] = A.
Generalizando a expressdo das formas quadrdticas para R”

matriz cujo elemento ij é H;j[f(x)] Hj;[f(x)] (na realidade é a matriz

f(x) c—l—; ,x,—i-z;j;aux,x] c+ X+2X X,
x| by ajy app -+ A
X2 by ap ax -+ axy

sendkox=1] . |,b=| . |, A=| . ... .|, Vfx)=b+Ax,
Xn by dip Ap - App

V2£(x) = tr(A) € H[f(x)] = A.
Como H[f(x)] = A e amatriz H, por defini¢do, é simétrica a matriz A também deve ser. Se

: . . - 1
uma matriz Q nao for simétrica para torna-la simétrica basta fazer a transformagao A <— 3 (Q+ QT),

pois x’ Qx=x" Ax.

6Pierre-Simon Laplace (1749-1827).
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A forma quadrética acima pode ser simplificada, através de uma translacio do eixo, eliminando
o termo b’ x assim, considerando x =y +d, tem-se

b x=b"y+b’d

xl Ax=(y' +d7) (Ay+Ad) =y " Ay+d" Ad+y" Ad+d’ Ay, como y' Ad =
(yTAd)T =d" ATy=d" Ay, pois AT =A.

Assim x” Ax= (y' +d") (Ay+Ad) =y Ay+d"Ad+2d" Aye

fly) = <c+de+;dTAd> +(b+Ad)” y+%yTAy:f(d)+

1
+(b+Ad)’ y+§yTAy.
Adotando b+Ad=0=d=—-A"!b e ¢= f(d), resulta

R
fly)=eé¢+=y Ay.

2
af(y)

dy
2f(y)

Neste novo sistema de coordenadas tem-se Vf(y) = 9y2 = Ay, assim, o valor da variavel

91 (y)
Iy
independente y que anula o vetor gradiente é o valor nulo y =0 = f(0) = . Deste modo,
neste novo sistema de coordenadas, a origem y =0 & um ponto critico que € uma condicio
necessdria para o ponto ser um ponto de extremo (maximo ou minimo) de f(y). Se y =0 for um
ponto de minimo de f(y), entdo para toda a vizinhanca de y =0 em que ||y|| < 6 deve-se ter
f(y) > f(0)=¢=y" Ay >0 caracterizando a matriz A como positiva definida. Se y = 0 for
um ponto de mdximo de f(y) entdo para toda a vizinhanca de y =0 em que ||y|| < & deve-se ter
f(y) < f(0)=¢=y" Ay <0 caracterizando a matriz A como negativa definida. Em qualquer
outra situagc@o o ponto ndo € nem de maximo ou minimo, a matriz € dita ser ndo definida e o ponto

critico um ponto de sela.

A forma quadrética pode também ser rescrita em sua forma candnica, de forma andloga a
apresentada no processo de transformagdo de matrizes a sua forma canonica, assim considerando
y=Vz emque V éamatriz cujos vetores coluna sio os vetores caracteristicos normalizados de
A (considerados n vetores caracteristicos linearmente independentes e ortogonais entre si, isto &,
os valores caracteristicos sdo todos reais pois a matriz A é simétrica), a matriz V é ortogonal, isto
é, VI V=V VT =1, entdo:

Como y = 0 é um ponto critico z=0,z =V~ y, é também um ponto critico de f (z), sendo
um ponto de minimo se todos os valores caracteristicos de A forem positivos e um ponto de maximo
se todos os valores caracteristicos de A forem negativos, caso alguns valores caracteristicos de A
forem positivos e outros negativos o ponto z =0 (y = 0), é um ponto de sela.

= Exemplo A.6 Anilise dos pontos criticos em RZ.

(a) Ponto de Extremo (méximo ou minimo) de f(z) se A; e A, apresentarem o mesmo sinal,
isto é, 4;A, = det(A) > 0. Sendo um ponto de minimo se A; > 0e Ay >0 e um ponto de
mdximo se A1 <0e Ay <0. Em R a superficie f(z)= ¢ —|—7le% + Azz% é uma elipsoide
e no plano (z;,z2) as curvas f(z) = C sdo elipses com centro na origem. A Figura A.4
representa a superficie e as curvas de nivel de f(z) = z7 +2z3, neste caso, z= 0 é um ponto
de minimo no qual f,;,(z) =0.
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Z2

N

Figura A.4: Ponto de minimo: elipsoide e elipses das curvas de nivel.

@

(b) Ponto de Sela (nem maximo ou minimo) de f(z) se A; e A, apresentarem sinais distintos,
isto é, 414> = det(A) < 0. Em R* a superficie f(z) =¢+ llz% + lzz% € uma hiperboloide
e no plano (zj,z2) ascurvas f(z) = C sdo hipérboles. A Figura A.5 representa a superficie e
as curvas de nivel de f(z) = z3 — 223, neste caso, z = 0 é um ponto de selano qual f(z) = 0.

22
c=-1
CxNg
-1
1
i

-

Figura A.5: Ponto de sela: hiperboloide e hipérboles das curvas de nivel.

(c) Ponto Singular (insensivel a variagdes em uma das dire¢des) de f(z) se 4; =0e A, #0
isto é, LA, = det(A) = 0, matriz A é singular. Como a matriz A é também simétrica, a

L. . . . a a
unica forma capaz de satisfazer a estas duas propriedades é A = ( ) .
a a

Além disto, para que
2

2
X X
fx1,x0) =c+bixi+baxa+a <?1 +x1x0 + 52

gradiente nulo, é necessario que (a a) (x1> =a (x1 +x2> =— (bl) = by =by =D,
a a) \x X1 +x2 by

resultando em f(x;,x2) = c+b(x; +x2) + g(xl +x2)%. Que é a equagio de uma pardbola

b .
em (x; +x2) que apresenta um ponto de extremo em xj +x; = ——, isto é, todos os pontos
a

=c+b1x1 +byxy+ g(xl +x7)? tenha o

contidos nesta reta sdo pontos criticos, se a > 0 0s pontos na reta sao pontos de minimo e se
a < 0 os sdo pontos de mdximo.
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=0 .
Os valores caracteristicos de A sdo { ! ) € 0s vetores caracteristicos normalizados
2 = zd
1 1
V) = —=
3 V2 \ -1
sdo
1 (1
V) = —
V2 \1
A forma candnica de A € obtida pela transformacao

0 0 1 1 1
T -
VIAV = (0 2a> emque V= \/E(—l 1).

A mudanca da varidvel independente x para z € feita a partir de x=d+V z, em que
- di+d 1 . 0 . b
Ad—l—b—02>a<d1+d2) +b<l) = (0> =d +dy = P e
2

b
é=f(dy,dp) =c— % resultando na forma quadritica f(z) = ¢+ az3.
a

Em R3 a superficie f(z) = ¢ +az é uma paraboloide e no plano (z1,z2) as curvas
f(z) = C sdo retas paralelas ao eixo zj, todos os pontos no eixo zj (z2 =0) sdo pontos de
minimo se a > 0 e pontos de méximo se a < 0. A Figura A.6 representa a superficie e as
curvas de nivel para f(z) = z%, em que todos os pontos no eixo z; sdo pontos de minimo
(insensivel a variagdes de zj) e fuin(z) = 0.

22=125

Figura A.6: Ponto singular: paraboloide e retas paralelas ao eixo z; como curvas de nivel.

A.8 Funcoes de Matrizes

Funcdes escalares continuas f(x) com derivadas continuas no intervalo [a,b] e xo € [a,b], sdo ditas
analiticas no intervalo e podem ser expressas por

®) (x)
k'

flx)= i cx(x—x0)" em que ¢ =
k=0

Este conceito pode ser estendido a funcdes de matrizes de acordo com

f(A) = i cr Ak,
k=0
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ok
. - X
Por analogia com a expansdo ¢* = Z o tem-se
k=0 """
exp(A) =) —.
k!
k=0 ™

Esta expansdo apresenta as propriedades
. = 0F
(i) exp(0)=) — =L

!
= k!

o sk
.. ~ t . . <
(i) Se ¢ for um escalar entio exp(At) = eA = Z (k'Ak> , diferenciando esta expansao em
k=0 \*°
relacdo a t, obtém-se

dlexp(Ar)] d(r) & ! _av(t _ A AT
o - a4~k <(k—1)!Ak> _A,;)(k!Ak) =AM,

k=1
P(0)=1I
Adotando a notagio ®(1) = eA! tem-se dd(r) ,
— - = AQ()
isto é, ®(r) € solugdo da equacdo diferencial matricial linear

dd(t)

= A ®(t) sujeita a condigdo inicial ®(0) =L

O Teorema de Cayley-Hamilton estabelece que

A+ A 4 A+ A+l =0, ou seja

A= —c, (A" 4. — A2 — A — col, multiplicando ambos 0s membros por A

A = —Cp1 A"+ —02A3 —ClA2 —CcoA = —cy—q (—Cn_lAn_1 + = 62A2 —C1A — C()I) +
=AY — A% — oA = 0 AT -+ A+ o A + ol repetindo a operagdo

A2 =B, A"+ + B AT+ BiA + ol

E assim sucessivamente, permitindo concluir que

A" =% AT AT AT A+l

expressdo vélida para m = 0, 1,2, 3, --- e se A for ndo singular para m = 0, =1, 2, £3, ---.
Aplicando esta expressdo nas expansoes de fungdes de matrizes

oo n—1
k k
fA) =Y A =Y nAL
k=0 k=0
Como o Teorema de Cayley-Hamilton estabelece que as fun¢des polinomiais dos valores caracteristicos
da matriz valem também para a matriz, pode-se afirmar a reciproca: fungdes polinomiais da matriz

sdo também atendidas por seus valores caracteristicos.
n—1

Assim, os coeficientes de f(A) = Z %A, pode ser determinados pela resolugio do sistema
k=0
linear de equacdes:
n—1
Z }/;JL]'-‘ = f(A;), para j=1,2,---, n, se os valores caracteristicos de A forem distintos.
k=0

Por analogia com a interpolago polinomial de Lagrange, Sylvester’ propds a seguinte férmula
(Formula de Sylvester) para calcular fungdes de matrizes:

u o (A-XN]
fA) = Z (&) [ I I ( 1 lk )] , se os valores caracteristicos de A forem distintos.
k=1 \ M

7James Joseph Sylvester (1814-1897).
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~ Mf(M) —Af(A)

Yo =
Se A for uma matriz (2,2), tem-se Yo+ nA = 1) = A A — %1
T+nk = f(h) _ ()= f(M)
h= o)
2— M
= _(Raf(M) —Aif(A2) f
entio f(A) = < T — 7Lz — M A,
ou pela férmula de Sylvester f(A) = f(/ll)A Al —i—f(/lz)A —MI.
A=A A — A
. Mf(A) — A f(A
Y = lim 2f( i)—llf( 2)> = f(h)
Caso A =4, = A=k 2 — M . entdio
n= lim M :f/(x« )
b A=A A — A !

f(A) = f(A)I+ f(A)A. Resultado andlogo obtém-se aplicando o limite A, — A; na férmula
de Sylvester.

Estes procedimentos podem ser estendidos para fungdes f(At) Z Y ()A", em que Y (t)
sdo fungdes da varidvel escalar ¢ determinadas por:
Z yk(t)l]]f = f(Ajt), para j=1,2,---, n, ou pela férmula de Sylvester:
k=0
“ e (A—NI
= At .

k=1i
Ambas expressoes validas apenas se os valores caracteristicos de A forem distintos.

Caso a matriz A apresentar valores caracteristicos multiplos, os procedimentos apresentados

devem ser modificados. Por exemplo, considera-se A = Ay = -+ = A, # A1 # Ao # - # Ay,
n—1

os coeficientes de f(A) = Z 7AF, sdo entdo determinados pela resolugdo do sistema linear de
k=0

equagoes:

n—1
Y vAf = f(M)
k=0

n—1
Y kpAl = (M)
ki%

Y k(= 1uA{> = £7(h)

k=2 s

Zk — 1) (k—m— 1) Ak = fm ()

Z W(t)A] = f(A;) para j = (m+1), (m+2), -, n
k=0

ou pela formula de Sylvester modificada:

A /111) (A—ppmt! & . s A-Md em que =

Zf + (m+1)! izmﬂg(&) k_l#i<l,—lk>] ave ¢(4)
m—+1)! d A=A
H f<x>—;f“w>(n”

Neste caso, para o célculo de f(A7) = Z (2 k. assim se procede:
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n—1
Y w(OAf = ()
k=0

n—1 B af(ﬂ,t)
k—1 __
Zk/yk(t)l - a)L Aty

92
ko 9°f(At)
Zk _1 A T 92

A=A

" f(A
Zk — 1) (k=—m—1)pAF™ = a];fmt)

A=A

Y w(OAf = f(4)) para j= (m+1), (m+2), -, n
k=0
0;1 pela férmula de Sylvester modificada:

' f(At) (A—MD (A—pDmH & LG |
Z oA hy, ! — (”'H'll)! i:;-lg()w) [kga(h_;" >] A
_ (m+1)! d'f(At) (A —2)
g(lt) - (A _)Ll)m+1 [ Z o} A, i ] .

m Exemplo A.7 Para ilustrar o emprego das expressdes anteriores para o cdlculo de funcdes de
matrizes, virios exemplos sdo a seguir apresentados.

1. Cilculode A3 e In(A) da matriz A = (411 i) .

p(l)212_714_10:(1—2)(1—5):%1ZZGMZS;A—MI:(? ?) e
-1 2
(7 2)

F(A) = <5f(2);2f(5)> ((1) (1)> n (f(5)gf(2)> (T g)

2) [(— 5
ou pela férmula de Sylvester f(A) = —f(3) < 11 _22> + f(3> (? ?) )

) _ 1 1
Célculode A3 = f(2) = i f(5) = 5 logo

oS R ()

1/5 1/2? 1 —
Pela formula de Sylvester f(A) = /35 (2 2) 2z ( 11 2) 1000 <_4379 8768> :

Cilculo de5 11n(2 ) :2 1f(s) = 1n(2) ef(5) llogo

o (0 2 (5 33 e )

Pela Formula de Sylvester f(A) = 1“25) ( ) 11 ) In( 55 /02 1%2(;/);1))
2. Célculo de /A da matriz A = G :3) :

pPA) =223 —d=A+1)A-4)=A=-leh=4A- L= <g j) .
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. Célculo de exp(Ar) da matriz A = (

4
1

Célculode f(A1) =f(—1)=ief(l) = =2, logo
[4i+2 12—i —6+3i
ﬂA)‘( 5 ><0 1) ( )( ) <4 2i —2+6i>'
i (1 2(6 =3\ 1[/12—i —6+3i
Pela féormula de Sylvester f(A) = 5<2 —6>+5<2 —1)_5<4—2i —2+6i)'
2
. L 12—i —6+3i\|" (5 -3\ _
Verificando-se que [5 <4—2i —2+6i>] —<2 _2>—A.
~1,75 -2 —0,250
. Cdlculo de exp(A) da matriz A= | —0,125 -2 —0,375
0,250 2 —0,250
pPA) = A +4A+5A+2=A+1)P2A+2) =M =Ah=—-ledz3= 2 A- M=
-0,75 -2 -0,250
—0,125 —1 —0,375| e
0,250 2 0,750
0,750 3 0,750
A-MD?*=10,125 0,5 0,125
~0,25 —1 —0,250
Cdlculode f(A) =f(—1)=e', (M) =f(-1)=e"'e f(A3) = f(2) =2,
N-Nn+rp=¢' % = 0,871094
Nn—2p=e! = ¢ % =0,638550 , logo
W27 +4p =2 1 =0,135335
1 00 1,75 -2 —0,250
f(A)=0,871094 {0 1 0] +0,638550 —0,125 —2 —0,375 | +
00 1 0,250 2 —0,250
~1,75 -2 -0,250\7° /0,193471 —0,329753  0,009532
+0,135335 | | —=0,125 -2 —0,375 = | —0,029068 0,067668 —0,121038
0,250 2 —0,250 0,058136  0,600424  0,609955
2
Pela formula de Sylvester com g(A3) = e [e2—e1(1-1)] =2¢2
1 00 -0,75 -2 —0,250 0,750 3 0,750
fA)=e{0 1 0] 4+e'|-0,125 —1 —0,375|+e 2] 0,125 0,5 0,125
00 1 0,250 2 0,750 ~0,25 —1 —0,250
0,193471 —0,329753 0,009532
= | —0,029068 0,067668 —0,121038
0,058136  0,600424  0,609955

)

11

PA) =22 —TA+10=(A-2)A—5)=A=2e b =5A—LI= <2 2) .

A 121_<11 2>

Cilculo de f(Ait) =e* e f(Aat)

a0 = (257) § ) (5

Pela férmula de Sylvester
e
exp(Ar) = ( 2> + 3 (

= f(4) =", logo

eZz 4 2 _l 265’+62t 2(651_62t)
1 3 _3 eSt_eZt 65t+262t .

1 (2651 —|—€2t 2(65t_62t))
3 .

eSt _ eZt eSt 4 2e2t

)
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Verificando-se que
dlexp(Ar)]  d [1 (27 +e* 2(e” —e*)\] _ 1 (10 +2¢* 2(56% —2¢¥)\
dt - dt 13 PRI PRl + 22t - 3 5€5t e SeSt +4621 -

4 2 1 (2" +e* 2(e —e?
= <1 3) [3 (esz_ezx e(5t+262t) = A exp(Atr) e exp(At)|,_o =L

5. Cdlculo de exp(Ar) da matriz A = <_3 _2> .

2 1
pA)=A24+2A+1=A+1) =L =dh =—
At
Célculode f(Air) =e" e a;}t =te™’, logo
A=A

1 0 -3 -2 -2t -2t
4 —t — ,—t
exp(A1) =e (o 1> e (2 1>_e ( 21 1+2z)'

Procedimento andlogo pela férmula de Sylvester.
Verificando-se que

=gl (0 A s ).

_ (=3 2 S f(1=2t =2t _ -
- < 2 1 > [6 ( 2t 1—}-21‘)] =A exp(Ar) e exp(Ar)|,_o =1L

A.9 Sistemas de Equacgdes Diferenciais Lineares

Equacgdes diferenciais lineares de primeira ordem da forma:
dx(t)

=a(t)x(t) +b(t)u(t) para t > ty, com x(fp) = xo (condi¢do inicial),

sendo x(t) a varidvel de saida ou varidvel de estado, u(t) a varidvel de entrada ou perturbacdo
e a(t) e b(t) os pardmetros do problema (fungdes conhecidas da varidvel independente 1),
apresentam a solugdo x(¢) = x,(¢) +x,(t) para t > 1y, em que:

dxy, (t)

Solugdo homogénea: = a(t)x;(t) com x(ty) = xo

dxcil)tgg = a(t)x,(t) +b(t)u(t) com x,(t9) =0

Solugdo particular:

A solucdo homogénea pode ser obtida por integragdo direta da equacao, resultando em

t

(1) = 00, sendo i) exp | [ al&)e]

=ty

Na realidade, ¢(z;7p) € solugdo da equacdo diferencial homogénea com a condigdo inicial unitéria,

do(t;t
isto é, ¢Eit 0) =a(t)9(t;t0) com ¢(tp;t9) = 1.
Para determinar a solucdo particular, aplica-se o método de variacdo de pardametros, que
dx,(t
consiste em buscar a solugdo da forma x,(t) = ¢(#;19) z(t) com z(fy) =0, e, em vista de x;() =
do(t;1 dz dz(t .
020+ o050) 5 = 0(t) | 5+ 010 ow e
d t
a(r)xp<r>+¢<r;ro>d” altp0) +b(0ule) = 547 = 20 com 1) =0, abtendo-se
fo

)
por integragio z(t) = / féitt(oé))dé = x,(t) = ¢(t;10) [/ difé), (é)> é] A solugdo geral
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do problema é:

t

*b(8)u(S)
x(t) = ¢ (t;10)x0+ 9 (1:10) {/ d& |, sendo ¢(;t0) = exp /
=t 9(&:10) ¢
Estrutura equivalente aplica-se a um sistema de n equacdes diferenciais lineares expresso na
forma:

al)eg]

=t

d);(tt) = A(t) x(t) +B(t) u(z) para t > to, com x(ty) = Xo.

em que X(¢) € R, u(t) € R", A(t) e R " e A(r) € RV,

A solugdo do sistema pode ser expressa por (de maneira semelhante ao caso escalar) x(¢) =
Xu(t) +xp(t), expressando x;,(t) = P(t;10) Xo € X,(t) = D(t;10) z(t) sendo P(t;19) € R a
matriz de transicdo do sistema, solucdo da equagdo diferencial matricial:

@ .
d L(;t 1) _ A1) d(r:19) com Dlto:to) 1.
N , . .. - pr(t)
A fungdo z(f) em x,(t) = P(t;19) z(t) é determinada substituindo esta expressdo em =
dz(t
A(1) x,(t)+B(t) u(r) com x,(f9) =0, dando origem a ®(r;1y) fi(t ) =B(¢) u(¢) com z(ty) =0,

cuja solucdo é:

t

()= [ (@G0 BE) u(EaE = x,(0) = @l | [ [@(Ein)] ! BE ui)eg]

&=to §=to
Desse modo, a solu¢do geral do problema € :

t

x(0) = @(ei0) s+ @(sn0) | [ [@0s0)] ! BE) u(Eag].

&=to
em que a matriz de transicdo ®(t;ty) é solugio da equagéo diferencial matricial:

do(t,
c(itt,tO) = A(t) ®(t;19) com P(tg;t9) =1

Se a matriz A(z) for constante A(f) = A, a matriz de transicdo é ®(t;1)) = exp[A(t —1to)] e
a solugdo geral do sistema é:

x(0) = explAlr—0)] %0+ [ explA(r—E)] B(E) u(E)de.
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