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Problemas de otimizacdo dindmica com restricbes de desigualdade
aparecem frequentemente em aplicacbes da engenharia de sistemas de processos.
Essas restricdes usualmente descrevem as condi¢cdes do processo quando este opera
com valores extremos das variaveis, tendo como base os limites econdmicos e de
seguranca. Normalmente, algumas restricbes de desigualdade séo ativas durante a
trajetéria 6tima, permanecendo ativas durante um periodo de tempo. Este
comportamento pode produzir uma mudanca no indice diferencial do sistema de
EADs, denominado de indice flutuante e/ou variavel. A nova metodologia proposta
incorpora as vantagens das fungfes de regularizagdo e a eliminacdo de variaveis
adjuntas, provenientes da solugéo rigorosa do problema de otimiza¢do dindmica. Este
procedimento possui implementagdo simples e apresenta baixo custo computacional
quando comparado com as técnicas tradicionais, evitando o problema de valor de
contorno associado as variaveis adjuntas. Exemplos classicos foram utilizados para
validar a metodologia, obtendo-se resultados bem sucedidos comparados com o0s

reportados na literatura.
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Dynamic optimization problems with inequality constraints appear
frequently in process system engineering applications. These constraints usually
describe the conditions when control variables or state variables operate in their
extreme values, due to economic or security limits. Normally, some inequality
constraints are activated along the optimal trajectory, remaining active during a period
of time. This behavior could provoke a change in the differential index of the system.
This kind of dynamic system is called of varying or floating index system. The proposed
methodology incorporates the elimination of the adjoint variables, related with rigorous
approach of the optimal dynamic problem, with a regularization technique applied to
the constrained variables. This procedure can be easily implemented and presents low
computational costs in comparison with traditional techniques, avoiding the boundary
value problem associated with the adjoint variables. Benchmark examples have been
considered to validate the methodology, and the obtained results were successfully

compared with reported results from the literature.

Vii



Sumario

I N 4 o Yo 1V Lo o 1P 1
2. Otimizacao DINAmIicCa de PrOoCESSOS ...cccvvviiiiiiii it e e 4
2.1. CondigBes necessarias de otimalidade ..............ooouiiiiiiiieiiiiiiiiieee e 10

2.2. Condigdes de Contorno Associadas ao Problema de Otimizag&o Dinamica .... 15

2.3. Métodos Numéricos de Solugéo de Otimizag@o Din@dmica .........ccccceeeeeeiiiinnnne. 16
2.3.1. MEtOdOS DIF€tOS .....cceee e 16
2.3.2. MEtodos INIrEtOS........ccee e, 19
2.3.3. Métodos Mistos 0U HibridOoS ........ccoooveiiiiiiee 21

2 VI [=1 (o Te [ RS e [RS o] (W Tot= To AN g T 11 o= U 22
2.4.1. Conjunto de expressdes analiticas para as entradas 6timas..................... 24
2.4.2. Célculo da Entrada com Eliminacdo das Variaveis Adjuntas...................... 28
2.4.3. Analise dos tipos de arcos singulares livres de variaveis adjuntas ............ 28

2.5. Equacdes Algébrico-Diferenciais de indice SUPEIOr...........cccccvevevevveceeereenne. 29

2.6. Funcdes de Regularizagdo na Manipulacdo de Descontinuidades................... 32
2.6.1. Reinicializacdo e Chaveamento entre Modelos ...............ccoeeeeeeeeeeeeeee. 32

2.7. Abordagem Analitica com Eliminag&o das Variaveis Adjuntas .............cccccvuveee 34

2.8. Conclusdes sobre o Estado da Arte da Otimizagdo Dindmica de Processos.... 35

3. Metodologia para Solugédo de Problemas de Otimizagdo Dinémica................ 36

3.1. Algoritmo para Resolug&o do Problema de Otimizagdo Dindmica com

TS [0 L PP PP PPPPPPPPPPPPPP 37
3.2. AplicaGao da TECNICA PrOPOSIaA......cccceiiiiiiiiiiiie e 39
3.3. Conclusdes sobre a Metodologia ........ccooeeeeeeeeee e 46
4. ESTUAOS A8 CABSOS ...iiiiiiiiiiiiiiiiiiieie it e ettt ettt ettt ettt ettt ettt et e e e e e e e e e e et eeeeeeeeees 47
4.1. Problemas de Otimizagdo com Trajetoria Puramente Restrita ...........cccccceeenee 48
4.1.1. Reator semi-batelada isotérmico com restricdo de segurancga................... 48
4.1.2. Reator Batelada com Restricao de PresSa0...........uceeiieeeiiiiiiiiiiinineeeeeeeeens 53

4.2. Problemas de Otimizacdo com Trajetoria VIAvel ..., 57

4.2.1. Reator isotérmico semi-batelada com reacdes paralelas e restricdes de

SEIETIVIAAUE ...t 57
4.2.2. Mistura de CataliSAdOres.............coviviiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 61
4.3. Problema de Otimizagdo com Restri¢cdo e Trajetoria Vidvel Simultaneos......... 64
4.3.1. Biorreator batelada alimentada com inibicéo e restricdo de biomassa....... 64

viii



4.3.2. Reator semi-batelada ndo-isotérmico com rea¢cfes em série e restricdo de

FEMOGE0 A€ CAION ... 71
4.4. Problemas de Otimizagdo com Trajetoria Viavel Estendida ............cccccceeeeeennne 75

4.4.1. Problema de Controle Otimo com Restricdes de Desigualdade nas

RV LY =TI 0 L S 7 Vo [ T 75

4.4.2. Oscilador de Van der Pol com Restricao de Desigualdade na Variavel de

1S3 7= To [0 J PP PP P PP PP PP PPPPPPP 79
5. CONCIUSOES ... 83
Referéncias BiblIOgrafiCas ......cooooiiiiiiiiiii e 87
AP EBINAICE A et 96



indice de Figuras

Figura 2.1: O Problema da Braquistocrona: Qual é o caminho entre A e B para que a
particula M, sob acdo apenas da gravidade, partindo de A chegue a B em
pT=T 0] g (=1 0] 01 1 PP 5

Figura 2.2: Reator Batelada com restricdes de Pressao (FEEHERY, 1998). ................ 9

Figura 2.3: Perfis da Varidvel de Controle: AMONB - restricdo de trajetéria de valor

maximo da variavel de controle; CMND — trajetéria 6tima; CMOND - trajetéria

(o)1 gF= W elo] 0 g I (=11 [o3= 1o TSP 23
Figura 3.1: Resultados Obtidos para Massa de CElulas............ccccceeeeriiiiiiiiiieiieeeennns 41
Figura 3.2: Resultados Obtidos para Massa de Produto. .............ccooeeveiiiiieiieeeeeeeen 42
Figura 3.3: Variagcdo do Volume do Biorreator com 0 TEMPO. ......cceeevveeeieeieieeeeeeeee, 42
Figura 3.4: Perfil da Variagdo da Vazéo Controlada do Biorreator. ................ccceeeennn. 43
Figura 3.5: Resultados Obtidos para Massa de CElulas............ccccceeeeriiiiiiiiiieneeeeenene 44
Figura 3.6: Resultados Obtidos para Massa de Produto. .............ccooovveeiiieieiieeeeeeeen 45
Figura 3.7: Variagdo do Volume do Biorreator com 0 TEMPO. ......coeeevvveiieeeeieeeeeeeeee, 45
Figura 3.8: Perfil da Variagdo da Vaz&o Controlada do Biorreator. ...............ccceeeeennn. 46
Figura 4.1: Evolucdo das Concentragfes de A, Be C.....cooooiiiiiiiiiiiieeeee, 52
Figura 4.2. Resultados para o incremento do VOIUME...........ccceeeeiiieiiiiiiiiiiee e, 52
Figura 4.3: Resultados Obtidos para Acao de Controle. .........ccooeveeeiiieeeeeeeeieeeeeeeeee, 53
Figura 4.4: Resultados Obtidos para as Variaveis de Estado..............ccccceveeeieeiiiniinnn, 56
Figura 4.5: Perfil de Press&o no interior do REatOr. ............ccuviiieiieeeiiiiiiiiee e, 56
Figura 4.6: AGE0 de CONLIOIE. ....coeeeeeeeeeeeeee e 57
Figura 4.7: Concentragc8o das eSPECI€S A, B € D...cccceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 60
Figura 4.8: AGA0 de CONIOIE. ... 60
Figura 4.9: Perfil da Variavel de EStado x;.......coouviiiiiiiiieiiiiiiiieeeee e 63
Figura 4.10: Perfil da Variavel de EStado Xy......cccuvveiiiiieeiiiiiiiiiiieicee e 63
Figura 4.11: Perfil da Varidvel de EStado X3.......cccoeeeeeeeiiiieeiieeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 64
Figura 4.12: Razao de mistura dos catalisadores ao longo do reator PFR.................. 64

Figura 4.13: Perfis de Concentracdo da Biomassa (X), Substrato (S) e Produto (P). .. 70

Figura 4.14: AGA0 de CONLIOIE. ....cooiiieiieie e e e e e e eaeees 70
Figura 4.15: Perfil da Variavel de Controle w.........ccceeeiiiiiiiiiiiiiiii i 74
Figura 4.16: Perfil da Variavel de Controle T. ........ceiiii i 75
Figura 4.17: Resultados Obtidos para Variavel de Estado x,..........cccovvvvvviiiiiieeenrinnnn, 77
Figura 4.18: Resultados Obtidos para Variavel de Estado xz........cccceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeen, 78
Figura 4.19: Resultados Obtidos para Variavel de Controle U..............cccvvveeeiieeeeriennns 78

X



Figura 4.20: Resultados Obtidos para Variavel de Controle W. .........cccccccvvevviineeennnnnn. 79

Figura 4.21: Resultados Obtidos para Variaveis de Estado. ...........ccccoccvvvveiiiiienennnne 81
Figura 4.22: Resultados Obtidos para Variavel de Controle u.........c.ccoccvvveeviineeennnnn 82
Figura 4.23: Resultados Obtidos para Variavel de Controle w. ...........ccccceeeeeieeeeeeeennn, 82

Xi



indice de Tabelas

Tabela 3.1:
Tabela 4.1:
Tabela 4.2:
Tabela 4.3:
Tabela 4.4:
Tabela 4.5:
Tabela 4.6:
Tabela 4.7:
Tabela 4.8:
Tabela 4.9:

Condic¢Bes Iniciais e Constantes Utilizadas. ............cccccevvvieiiieeervciiiiinnnnn. 40
Condic¢Bes Iniciais e Constantes Utilizadas. ............cccccevvviieiieeeicceiiiinnnnn. 49
Parametros e Constantes Utilizadas. ..., 54
Condic¢Bes Iniciais e Constantes Utilizadas. ............cccccevvvieeiieeeeccviiinnnnnn. 58
Resultados obtidos para Funcao objetivo............cccccooeiiiiiiiiiiii e, 59
Resultados obtidos para Funcao objetivo............cccccoeeiiiiiiiiiiii e, 63
Condic¢Bes Iniciais e Constantes Utilizadas. ............cccccevvvieii e, 68
Comparacao entre resultados obtidos. ............ceiviiiiiiiiiiicc e, 70
Condig¢0es Iniciais e Constantes Utilizadas. ............cccccevvvveiiinieeeeiciiiiinnnnn. 72
Comparacao entre resultados obtidos. ............cevviiiiriiiiiici e, 74

Xii



CAPITULO |

INTRODUCAO

RESUMO
Este capitulo tem como objetivo apresentar a
motivacdo, 0 escopo e a estrutura da presente

dissertacéo.




Uma série de avangos nos métodos e nas ferramentas numéricas aplicadas a
simulagdo dindmica de processos tem ocorrido nas Ultimas décadas. Nos métodos
modernos de simulacdo dindmica, os modelos de processos sdo apresentados na sua
forma algébrico-diferencial tal como foram concebidos, compostos por equacdes
diferenciais referentes aos balancos de conservacdo e por equacdes algébricas, que
representam as relagfes termodinamicas, cinéticas de reacdo ou ainda restricBes de
operagao.

Sob o ponto de vista numérico, a resolucdo dos modelos descritos por
sistemas de equacOes algébrico-diferenciais depende de uma andlise prévia do seu
indice diferencial e da definicho das condi¢gBes iniciais consistentes, que sao
adequadas para iniciar a integracdo. O conceito de indice diferencial foi introduzido
para quantificar o nivel de dificuldade que envolve a resolugdo de um sistema de
equacdes algébrico-diferencial. O estado da arte dos cédigos integradores de sistemas
algébrico-diferenciais permite a integracdo de sistemas de indice superior a 1,
bastando apenas definir o indice do sistema e as condi¢gfes iniciais consistentes, mas
h& ainda a necessidade de caracterizacao do indice diferencial do sistema e reducao
do indice para obtencdo do sistema estendido necesséario para a obtencdo das
condicdes iniciais consistentes.

Na engenharia quimica, sdo poucos 0s problemas que se apresentam como
problemas de indice superior, porém, em problemas de otimizacdo dinamica (e
controle 6timo singular), as formulacées com indice superior tém sido corriqueiras.
Nestes problemas, informacfes relevantes como mudancas fisicas de processo,
limitacbes econdmicas e de seguranca sdo anexadas sob a forma de restricbes de
igualdade e desigualdade nas variaveis de estado.

Um aspecto importante nestes problemas é a variagdo do indice diferencial
como decorréncia da ativacao e desativagéo das restricbes de desigualdade ao longo
da trajetéria de resolugdo. O alto custo computacional associado a cada uma das
etapas envolvidas na resolugdo dos problemas de otimizagdo dindmica com indice
variavel (identificacdo da ativacdo e desativacdo das restricbes, reducdo do indice
diferencial, chaveamento e reinicializacdo do modelo, além dos procedimentos
iterativos de otimizacéo) motivou este trabalho que tem como objetivo a resolucéo de
problemas de otimizacdo dinAmica que apresentam caracteristicas de indice variavel
com um numero reduzido de procedimentos.

Para a melhor compreensao do trabalho é apresentada no segundo capitulo
uma concisa revisado sobre as principais abordagens para resolucdo dos problemas de

otimizacdo dindmica de processos com enfoque algébrico-diferencial, com um breve



histérico dos avancos desta area e metodologias para solucdes deste tipo de
problema.

No terceiro capitulo a nova metodologia € desenvolvida e aplicada a um tipico
problema de otimiza¢@o dindmica ou controle étimo onde a solugdo 6tima pode passar
por arco singular.

No quarto capitulo a metodologia proposta é aplicada a exemplos tipicos da
engenharia quimica. Neste capitulo, encontram-se apresentados os modelos
selecionados da literatura para teste do novo procedimento, a definicdo analitica das
restricbes, 0 sistema regularizado gerado pela aplicagdo da metodologia e os
principais resultados obtidos.

No quinto e ultimo capitulo sdo apresentadas as conclusdes referentes ao
trabalho desenvolvido bem como algumas sugestbes e perspectivas para trabalhos

futuros.



CAPITULO 1l

OTIMIZACAO DINAMICA DE
PROCESSOS

RESUMO

Este capitulo apresenta uma revisdo bibliografica sobre
otimizacdo dindmica de processos com enfoque algébrico-
diferencial, com um breve histérico dos avancos desta area

e metodologias para resolucéo deste tipo de problema.




A busca pelo homem por otimizar seus processos, rotinas e problemas é
muito antiga. No entanto, foi somente no final do século XVII que Johann Bernoulli
propds a sociedade cientifica de sua época um problema, dentre outros, que é
considerado o mais famoso problema da &rea, o problema da Braquistocrona, no qual
se buscava o caminho AMB num plano vertical entre dois pontos A e B distantes, em
gue a particula mével M, sob agéo apenas da aceleracdo da gravidade, atravessa-o

em tempo minimo.

Reta
Hipérbole

Cicldide

M

Figura 2.1: O Problema da Braquistocrona: Qual € o caminho entre A e B para que a
particula M, sob acdo apenas da gravidade, partindo de A chegue a B em menor

tempo?

O nascimento da teoria do célculo variacional ocorre quando Leonard Euler,
em 1744, publicou o seu livro “Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive
proprietate gaudentes, sive solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu accepti”,
uma referéncia a métodos para descobrir curvas que tém a propriedade de maximo ou
de minimo.

Em 1755, Joseph Louis Lagrange enviou a Euler seus resultados para o

problema da tautocrona através de seus métodos de maximo e minimo (método dos



multiplicadores) que, em 1756, seria aplicado ao calculo variacional de Euler, que
culminaria na equacgéo Euler-Lagrange (O'CONNOR e ROBERTSON, 2010).

Reescrevendo o sistema de Euler-Lagrange, Wiliam Rowan Hamilton
desenvolveu as bases da mecénica Hamiltoniana, mostrando que os problemas
envolvendo muitas variaveis e restricbes podem ser reduzidos a um conjunto de
derivadas parciais de uma Unica funcdo, que ficou conhecido como Hamiltoniano
(HAMILTON, 1834).

Com o desenvolvimento desta teoria, surgiu uma série de aplicacdes praticas
na fisica teorica, impulsionando o avanco de teorias da matematica como as equacoes
diferenciais.

No século XX, Pontryagin (1963) formula o principio de maximo utilizando
como base o calculo variacional, nascendo a teoria do controle 6timo, que é uma
generalizacdo das condigbes necessarias de Euler-Lagrange, conforme sera
demonstrado na Secao 2.1.

Bellman, Glicksberg e Gross (1956) confirmaram que o controle 6timo existe e
€ realmente do tipo bang-bang, ou seja, a solugdo 6tima estd nos extremos dos
controles praticaveis. O Principio de Bang-Bang, como ficou conhecido, foi
demonstrado por LaSalle (1960) utilizando o Teorema de Liapunov. Este fato acabou
dando origem ao desenvolvimento, de 1953 a 1957, por R. Bellman, de um método
chamado de programacdo dinamica, que pode ser visto como uma consequéncia da
abordagem de Hamilton-Jacobi para problemas variacionais (SOUZA, 2007).

A solucdo de problemas de otimizagdo dindmica requer a determinacdo da
trajetoria da variavel de controle que aperfeicoe alguma medida de desempenho do
sistema dinamico (FEEHERY, 1998).

A otimizacdo dindmica surgiu como uma derivacdo do controle 6timo que era
resolvido através da utilizagdo do calculo variacional, resultando em um problema de
valor de contorno de dificil solugdo, sendo inicialmente aplicado apenas a problemas
de pequenas dimensdes, voltados a industria aerondutica e aeroespacial. Na industria
de processamento ha poucas aplicagdes, pois 0os problemas envolviam modelos mais
complexos e um numero de variaveis muito maiores, como em Secchi et al. (1990).

Na década de 1970, tiveram algumas iniciativas significativas para simplificar
as solucdes de problemas de otimizagcdo dindmica utilizando método single-shooting
com Pollard e Sargent (1970) e Sargent e Sullivan (1977). Estas técnicas utilizavam a
discretizacdo dos perfis de controle com perfis constantes por partes para integrar 0s

modelos descritos por EDOs e resolver o problema de otimizacdo sequencialmente, do



tipo de caminho viavel (feasible path), pois a partir de perfis de controle sugeridos se
produziam trajetérias viaveis para os estados.

A parametrizagdo das varidveis de controle e de estado possibilitou a
resolucdo de problemas de controle o6timo através de algoritmos de otimizag&o
amplamente utilizados. Usando o método de Galerkin, Newman e Sen (1974) foram os
pioneiros a utilizar o método dos residuos ponderados. Em 1975, Tsang et al.
apresentaram a primeira solu¢éo usando o método da colocacgéo ortogonal global.

Na década de 1980, outros métodos de solucdo de problemas de otimizacao
dindmica foram apresentados, pois as limitacdes do método single-shooting ja
estavam estabelecidas. Plitt (1981) apresentou o método de discretizacdo multiple-
shooting, que foi consolidado por Bock e Plitt (1984), sendo aplicado na engenharia
mecanica, principalmente, na otimizacdo de movimentos de robés (SCHULZ, 1996).

Bock (1983) e Biegler (1984) reutilizaram a colocacao ortogonal aplicada na
parametrizacdo de variaveis (métodos simultdneos para solugdo de problemas de
otimizacdo algébrico-diferencial). Renfro (1986) e Renfro et al. (1987) usaram
colocacao spline em fungdes constantes por partes das variaveis independentes, para
converter equacgOes algébrico-diferenciais com os perfis de controle constantes por
partes. Em 1987, Cuthrell e Biegler j& haviam percebido os problemas de precisédo e
estabilidade encontrados no uso de colocagdo global e propuseram o0 uso de
colocacdo em elementos finitos para aproximar os estados e controles usando
polindbmios de Lagrange para converter 0s sistemas de equacOes algébrico-
diferenciais em equacbes algébricas. Em 1989, Logsdon e Biegler mostraram a
equivaléncia entre o0 método de colocacdo em elementos finitos e o0 método de Runge-
Kutta totalmente implicito. Por esta razao, consideraram que as suas propriedades de
estabilidade e erros eram satisfatorias para uma discretizagdo precisa de modelos de
otimizacdo dindmica algébrico-diferencial. Esta representacdo ainda é utilizada (Bader
e Ascher, 1987), pois oferece menores nimeros de condicionamento e menores erros
de arredondamento.

A abordagem simultdnea se consolidou como uma boa opcéo para solugéo
de problemas de otimizacdo dindmica, apds a aplicacdo do método em uma série de
processos quimicos por Cuthrell (1986) e Cuthrell e Biegler (1989) que permitiu tratar
descontinuidades nas variaveis de controles e em algumas de estados. O problema de
otimizacdo foi resolvido via Programacdo N&o Linear. Estes métodos também foram
chamados de trajetéria inviavel (infeasible path), pois a satisfacdo das restricdes do
modelo do processo sdo obtidas somente na solucdo do problema de otimizagéo.

Assim, trajetérias de controle se tornaram parte das variaveis de otimizacdo e as



instabilidades e nao-linearidades dos modelos dindmicos puderam ser mais bem
controladas. Desde entdo, comecaram a resolver problemas de otimizacao algébrico-
diferencial de dimensdes elevadas.

Na década de 1990, os métodos sequenciais ressurgiram com a melhora dos
métodos e do desempenho do computadores. Em 1993, Vassiliadis utilizou a
discretizacdo parcial nas variaveis de controle com polinémios de Lagrange, perfis
constantes e lineares por partes. Em seguida outros relatos de utilizacdo de
discretizacdo dos controles surgiram (VASSILIADIS et al., 1994; PYTLAK e VINTER,
1996; FEEHERY e BARTON, 1998). Em 1997, Leineweber et al. reapresentou o
método do multiple-shooting na sua versdo simultdnea, inspirado no método ja
apresentado por Plitt (1981). Esta abordagem permite o uso de valores inconsistentes
dos estados através de uma formulagdo de equacgéo algébrico-diferencial relaxada
proposta por Bock et al. (1988).

Vassiliadis (1993) resumiu as técnicas de controle 6timo na literatura em
grupos. Os métodos de discretizagdo dos controles, ou discretizagdo parcial, sé&o
agueles onde se estima o perfil de controle e se calcula o perfil de estado, em seguida
a funcdo objetivo e os gradientes. Os gradientes podem ser calculados por
perturbacdo ou pelas equacfes de sensibilidade (VASSILIADIS, 1993) ou pelas
equacdes adjuntas (PYTLAK e VINTER, 1996). Esta abordagem é conhecida como
método sequencial. Dentre os métodos simultaneos (discretizagdo total), tem-se o
método de colocagéo e colocagdo em elementos, utilizados por Betts (2001) e Biegler,
Cervantes e Wachter, (2002).

Também houve iniciativas na combinacao dos métodos direto e indireto, e em
2002, Gath desenvolveu o pacote CAMTOS - Collocation and Multiple Shooting
Trajectory Optimization Software. Dos métodos diretos, podem ser utilizados os
métodos multi-shooting e colocacgéo direta — DIRCOL (STRYK, 1999)

Tanartkit e Biegler (1995) adotaram métodos rSQP simultaneos e
incorporaram o solver COLDAE (ASCHER e SPITERI, 1994, 1995) na discretizagéo
dos estados usando colocagdo em elementos finitos, mostrando sua eficiéncia para
resolver problemas de otimizacao dindmica com poucos graus de liberdade.

Devido ao interesse pela industria por simulacdo dindmica, a solugcdo de
problemas de otimizacdo dindmica comecou a ter certo grau de maturidade na década
de 1990, surgindo uma série de estudos préticos e varios pesquisadores mostraram
interesse em desenvolver ferramentas para resolvé-los. Dentre estas ferramentas,
pode-se citar uma série de aplicacdes de otimizacdo de equacdes algébrico-diferencial
(ALMEIDA NETO e SECCHI, 2006; BOCK et al., 1999; TANARTKIT e BIEGLER, 1995



e 1996; LEINEWEBER, 1996 e 1999; PETZOLD et al.,, 1997; PANTELIDES et al.
1994; VASSILIADIS, 1994).

Problemas de otimizacdo dindmica tém surgido em engenharia de processos
e tém duas caracteristicas distintas. Primeiro, os modelos dindmicos sdo compostos
por equacles algébricas e por equacdes diferenciais. As equagdes diferenciais sao
tipicamente balancos de massa e de energia, enquanto que as equacdes algébricas
surgem a partir de conectividade fisica de uma planta de processo e relacbes
termodin@micas e cinéticas. Segundo, problemas de otimizacdo dindmica que surgem
em sistemas de engenharia de processo possuem, muitas vezes, restricdes de
trajetoria nas variaveis de estado, resultantes de limitagbes fisicas, de seguranca e
econbmicas impostas pelo sistema, 0 que torna o problema ainda mais complexo de

ser resolvido.

Fa Fg
Reator
Batelada —————»
ida
Flsal
agua
F’entrada Y. Manta de
agua Resfriamento

Figura 2.2: Reator Batelada com restricdes de Pressao (FEEHERY, 1998).

Um exemplo simples de um problema de otimiza¢éo dindmica em engenharia
de processos é apresentado na Figura 2.2, onde um conjunto de reacdes é realizado
dentro de um reator batelada com restricdo de pressdo. O objetivo é maximizar a
guantidade de produto em um tempo de reacéo fixo. Os controles disponiveis sédo as
taxas de alimentacdo dos reagentes e a vazdo da 4gua de resfriamento através da
camisa de resfriamento do reator. Uma vez que as reagfes sdo exotérmicas, as
restricoes de trajetéria das variaveis de estado devem ser impostas na presséo e

temperatura para manté-las dentro de limites de segurancga ao longo de todo processo.



Outros exemplos de problemas de otimizacdo dindmica sé&o a determinacdo
de transi¢cdes Otimas de condicdes de operacdo de plantas quimicas sujeitas as
restricoes de seguranca, operacionais e ambientais; a determinacdo do perfil de
temperatura que maximize a seletividade de um produto desejado em um reator
batelada envolvendo reacdes competitivas. Em plantas reais, os perfis determinados
anteriormente pela solugcdo do problema de otimizagdo dindmica podem servir como

setpoints para sistemas de controle.

2.1. Condicdes necessarias de otimalidade

Um sistema de equagfes algébrico-diferenciais (EADS) é um sistema de
equacdes que pode ser escrito na forma implicita como:

f(z,z,u,t) =0 21

of . .
onde a—’; é singular.

Equacbes diferenciais ordinarias (EDOs) sdo uma classe de EADs. Uma
caracteristica das EADs é que existem restricbes algébricas na variavel de estado z
gue as EDOs ndo possuem. Estas restricdes podem aparecer explicitamente como
em:

g x,y,ut) =0 2.2
h(x,y,u,t) =0 2.3

onde z = [x|y]. Neste contexto, seguem alguns conceitos que serdo amplamente
utilizados nesta dissertacéo:

indice Diferencial de EADs - E o nimero minimo de vezes que o sistema de
EADs (Equacdo 2.1) ou parte dele deve ser diferenciado em relacdo a ¢ para se
determinar z como uma funcéo continua de z (GEAR, 1971). E uma medida do nivel
de dificuldade que envolve a resolucao de sistemas de EADs.

EADs de indice Superior e Reducéo de indice - EADs de indice superior
sdo as equacdes com indice maior do que 1. A resolucao de EADs de indice superior
€ restrita pelas derivadas no tempo de um subsistema ndo vazio das equacfes no
sistema de EADs, composto pelas chamadas restricdes ocultas, que juntamente com o
sistema original formam o sistema estendido. Em geral, somente uma limitada classe
de EADs de indice superior pode ser resolvida diretamente usando técnicas numéricas
padrdes. Do ponto de vista da solu¢cdo numérica, é desejavel que o indice das EADs
seja 0 menor possivel devido a dificuldade associada na sua resolucdo, que pode ser

comparada a resolucdo de EDOs com rigidez numérica. Entretanto, esta reducao
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obtida através da simples diferenciacdo das restricdes pode deixar de satisfazer as
restricdes originais de maneira exata, devido ao acumulo de erros durante a
integracdo numérica, com sérias implicacdes quando elas envolvem propriedades
fisicas importantes. Portanto, devem ser consideradas formas de reintroduzir
restricdes perdidas no sistema, chamadas invariantes.

Considerando o problema de otimizagdo dindmica, onde o vetor inicial das
variaveis de estado é conhecido (ou seja, o vetor inicial ndo € determinado pela
otimizacao), as trajetérias de controle ndo estao sujeitas a restricdes e as trajetérias de
estado sao restritas por EADs. Este problema pode ser expresso, matematicamente,
como (KIRK, 1970; BRYSON e HO, 1975; FEEHERY, 1998) na forma abaixo:

ty
J('S,Ttlf] = y(x(tr). tr) + —];0 L(x,u,t)dt 24

sujeito ao sistema de EADs:

fO,x,u,t) =0 2.5

com condic¢des iniciais dadas por
@(x(to), x(to), to) =0 2.6

onde J(),L(),Yv() » R f(),p(:) > R™,x e R™ eu € R™; |J é o indice de
desempenho (funcéo objetivo ou critério de otimizagdo); ¥ é o componente da funcéo
objetivo calculada no tempo final (ty); fttOfL dt é o componente da funcédo objetivo

calculado dentro de um periodo de tempo (to, tf). As variaveis de estado x nesta
formulacao incluem as variaveis de estado diferenciais e algébricas.

O sistema de EADs pode ter arbitrariamente indice diferencial v, e a Eq. 2.6
define as condic¢des iniciais consistentes. Visto que o indice da Eq. 2.5 nado é limitado,
esta formulag&o pode incluir restricdes de igualdade nas variaveis de estado.

A funcéo ¥ na Eq. 2.4 pode ser expressa como:

tr d
P(x(t), tr) = Y(x(to), to) + ft d—"t’dt .

Desde que seja admitido que o tempo inicial t, e as condi¢bes de estado

x(ty) sejam fixos, a fungdo objetivo pode ser expressa como:
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tf_
J= L(x, x,u,t)dt 28
t0

onde:

L(x,x,u,t) = C; [al/)] 2.9

Uma funcdo objetivo aumentada € formada adicionando as restricbes a
funcdo objetivo através do uso das variaveis adjuntas A(t):
(Y
J=1 [LG,xut)+ATf(x, x,ut)]dt 210

to

E conveniente definir o Hamiltoniano como:

H(x,x,u,A,t) = L(x, x,u,t) + ATf(x,x,u,t) 211

Para obter as condi¢cdes necessarias para a otimalidade, é necessario definir

a variacdo de um funcional. Para o funcional:

_ ty
J = H(x,x,u, A, t)dt 212
to
o incremento funcional é dado por:
(Y
o] = [H(x + 6x,x + éx,u+ 6u, A+ 6A,t) — H(x,x,u, A, t)]dt
to
tf+5tf 2.13
+f H(x,x,u, A t)dt
t

f

Expandindo o incremento em Séries de Taylor ao redor do ponto
(x(t), x(t), u(t)) e extraindo os termos que s&o lineares tem-se a variacéo de J:

— tr r0H 0H 0H 0H .
6] =j; [a5x+a—6x+a—5u+56/1] dt+H(xrx'u'A't)6tf 2.14

a qual pode ser simplificada integrando o primeiro termo por partes para se obter:

5j=f:

o d[aH]5+aH6 + 6Adt+[ ] sx(t
T ou 0k ), x(tr)

ox  dtlox

2.15
+ H(x, x,u, 4, t)5tf

12



usando a seguinte relacao:

8x(tp) = 8xy — &ty 2.16

e substituindo na 2.15, temos:
Y it [ PR [
= |- X - X
ox t=ts 4 0x t=ts 4

tr{{oH d [0H
<) 5
to

dx
As condigbes necessarias de primeira ordem para o Otimo podem ser

oH oH 2.17
o0x +—O0u+—=4584|dt

dx dt Ju dA

encontradas fazendo a variacéo de J ser igual & zero. As condi¢bes sao:

OH d [aH]
Ox dtlox 2.18
J0H
u 2.19
J0H
EY Rl 2.20
0H
ax t= tf ax t=tf '

As condi¢Bes dadas pelas Equacgbes 2.18 a 2.21 e a condicdo inicial dada
pela Equacéo 2.6, definem um sistema de EADs de valor de contorno. A Equagéo 2.18

também é chamada de equacdo de coestado. Estas condicbes podem ser
simplificadas, expandindo os termos que incluem ¥ na Equacado 2.18 e admitindo que

as derivadas de segunda ordem sejam continuas:

a'JJ 0y 0%y 621/) 0%y azl/J
axlox ™ ] dt|a x[ﬁx]lz ] [

oxoc * oxz ™| |atax T ox? ] 0 22
Substituindo a Equacdo 2.22 em 2.18 a 2.21, estas equagbes podem ser

simplificadas:

oL .of .. 0f d 1of
T T 7 _ — = =
P Pt . [ax 0 2.23
oL % _y
AT 2.24
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f(x,x,u,t) =0 2.25

af oy 0y 1.
o) ¥ v T¢_ 7|90 _

tztf

Estas condicGes sdo uma generalizacdo das condi¢cdes necessarias, também
chamadas de equac¢fes de Euler-Lagrange, para a otimizacdo dinamica de sistemas
de EADs. E interessante notar que embora a transformacgédo 2.23 —2.25 possa ser
aplicada para qualquer EAD, a Equacéo 2.26 nao pode ser utilizada diretamente em
sistemas de EADs de indice superior. Condi¢des iniciais consistentes para EADs de
indice superior podem somente ser obtidas com o sistema estendido correspondente e
da mesma forma, a Equacgdo 2.26 deve ser aplicada somente para 0 sistema

estendido correspondente de EADs 2.23 — 2.25 (FEEHERY, 1998).

Considere o problema de otimizagédo dindmica com EAD a seguir:

e 2.27
sujeito a:
dx
P 2.28
dy
qt =v 2.29
du ]
Prinkd sin(6) 2.30
dv
-9 F cos(6) 2.31
v
tan(0) = " 232
[x(O),y(O),% t=o] =[0,1,0] 2.33

Este exemplo € uma versao do problema da braquistécrona. O indice da EAD
neste problema é igual a dois se 6 for selecionada como variavel de controle
(FEEHERY, 1998).

A condicédo de otimalidade aplicada ao problema gera o seguinte sistema de

EADs de variaveis adjuntas:

dis _
v 2.34
a2z _,

o 2.35
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dA; v
o - htiAs 2.36
dd, 12 1
ar . 52, 2.37
0 = —A3sin(0) + A4co0s(0) 2.38
A Equacéo 2.24 é reduzida a:
A3F cos(0) + A,F sin(8) + As sec?(6) = 0 2139

Para obter as condicbes de contorno para este problema, € necessario
considerar tanto o indice do sistema de EADs 2.28 — 2.33 como o indice do sistema
estendido de EADs 2.34 — 2.39 e assim determinar o grau de liberdade dindmico. O
grau de liberdade dindmico do sistema de EADs original determina o nimero de
condi¢des iniciais e o do sistema estendido de EADs determina o numero de
condicbes de contorno no final do tempo de integracdo. Apds solucao do problema

chega-se a conclusao de que o caminho 6timo é uma cicloide.

2.2. Condicbes de Contorno Associadas ao Problema de Otimizacao

Dinamica

Problemas com tempo final fixo

Se o tempo final (t;) € fixo entdo &ty € igual a zero na Equagdo 2.26. Se a
variavel de estado ndo for especificada em t¢, as condi¢cées no ponto final tém que

satisfazer a:

of oy
T _Z —_ =
['1 ox *oxl, 0 70 2.40

como 8x; € arbitrario, x5 # 0 e para satisfazer a Equagao 2.26:
af oy
AT—= +— =0
[ 0x * 0xle=t, 2.41

Problemas com o Tempo Final Livre

Para t; livre, a suposi¢éo de que 6ty = 0 ndo pode ser feita. Neste caso além

das condicdes dadas pelas Equagbes 2.23 — 2.25, para 0 caso em que se tem as
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variaveis de estado fixas no tempo final, o sistema devera atender a seguinte
condigéo:

o re_or|0f].]  _
E"‘L"‘A f—l [a]x]t=tf—0 242

Variaveis de estado especificadas no tempo final fixo

Seja o problema de otimizacdo definido pelas Equacbes 2.4 — 2.6, com

algumas variaveis de estado especificadas em t = t¢. Se x;, 0 i-ésimo componente do
vetor de estado x, é definido em t = t;, entdo a variagdo 8x;(tf) na Equagdo 2.26

deve ser nula, pois é necessario que a Equacao 2.40 seja satisfeita. A Equagéo 2.24,

OH

Pl 0, necessita de uma condi¢do adicional para o problema com restricao final. No

presente caso, du(t) ndo é completamente arbitrario, o conjunto admissivel de du(t)

€ sujeito as restrigdes:

Sxi(tr) =0 i=1,,q 2.43

Um conjunto admissivel de du(t) pode ser definido como os valores de du(t)
gue satisfazem todas as restricdes do problema.
Desde que xl-(tf) seja especificado parai = 1, -+, q, é consistente considerar

que:

¥ =9(xgin %), 2.44

As Equacdes 2.23 — 2.26 permanecem inalteradas para este caso, apenas a
condicdo de contorno em t = ty passa a ser dada por:
0 j=1,-,q

— d
Ai(ty) = _6_1/’ j=q+1,-n 2.45

2.3. Métodos Numéricos de Solucao de Otimiza¢cdo Dinamica

2.3.1. Métodos Diretos

Com o desenvolvimento dos algoritmos para a solucdo dos problemas de
Programacdo N&o Linear — NLP, Nonlinear Programming — (BIEGLER, 1984;
RENFRO et al.,, 1987; CERVANTES, BIEGLER, 1998; BIEGLER et al., 2002), a

abordagem direta para a solucao dos Problemas de Controle 6timo € a mais utilizada
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atualmente e a que tem recebido maior atencédo dos pesquisadores. Estes métodos
transformam a otimizacdo dindmica em um NLP através de parametrizacdo das
variaveis de controle e/ou de estado. Na literatura eles séo divididos em sequencial e
simultdneo (BIEGLER e GROSSMANN, 2004), apesar do método multi-shooting néo
se enquadrar nestas classificacdes, sendo uma abordagem intermediéria.

A estratégia sequencial consiste na parametrizagdo das variaveis de controle.
Neste caso, o otimizador determina o conjunto de parametros de controle e o0 sistema
de EADs ¢ integrado no tempo para obter novos valores para a funcdo objetivo e para
as restricdes. Este procedimento é repetido até a convergéncia dos parametros de
controle.

A estratégia simultdnea consiste na parametrizagdo das variaveis de controle
e discretizacdo das variaveis de estado. Como resultado, o sistema de EADs é
transformado em um sistema de equagdes algébricas e o problema de otimizacdo é
transformado em um NLP de dimenséo elevada.

Na literatura podem ser encontradas varias formas de discretiza¢do baseadas
em aproximagdes por colocagdo ortogonal (OH; LUUS, 1977; BIEGLER, 1984), por
expansdes em séries (CELIK et al., 2003) e por colocacdo ortogonal em elementos
finitos (RENFRO, 1986; RENFRO et al., 1987; CUTHREL; BIEGLER, 1987;
LOGSDON; BIEGLER, 1989, 1992). Em particular, no uso de aproximacdes em
elementos finitos, o tamanho e numero de elementos podem ser determinados
automaticamente, permitindo um melhor controle do erro de discretizagdo (LOGSDON
e BIEGLER, 1989; VASANTHARAJAN e BIEGLER, 1990).

As técnicas de discretizacdo tém natureza local (métodos das diferencas
finitas e volumes finitos) ou global (colocacdo ortogonal padrdo e em elementos
finitos). As técnicas de natureza local usualmente requerem um grande nuamero de
pontos de discretizacdo para que a solugdo final obtida aproxime bem a solugéo real
procurada. Isto, em geral, significa que sistemas de centenas ou milhares de equagdes
tém que ser resolvidos simultaneamente. O processo de geracdo das equacdes, no
entanto, € simples e pode ser automatizado com certa facilidade. Por sua vez, as
técnicas de natureza global podem permitir consideravel reducdo do tamanho da
malha de discretizacdo, embora o processo de geracdo das equacgOes discretizadas
seja significativamente mais complexo do que o caso anterior.

Os Métodos Diretos podem fornecer solu¢des sub-6timas e resultados menos
precisos quando comparados aos Métodos Indiretos. Possuem como vantagem a

solucdo rapida e como desvantagem a dificuldade na determinacéo da otimalidade.
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Um caédigo que resolve Problema de Controle Otimo através da abordagem
do método direto é o codigo DIRCOL, que € um conjunto de subrotinas desenvolvido
por Stryk (1999) e implementado em Fortran com o objetivo de resolver problemas de
otimizagdo din&mica descritos por equacdes diferenciais de primeira ordem sujeito a
restricdes de igualdade e/ou desigualdade nas varidveis de controle e/ou variaveis de
estado. O DIRCOL utiliza um método de colocacéo direto que discretiza as variaveis
de estado e de controle por aproximacdes polinomiais por partes transformando o
Problema de Controle Otimo em NLP, que € resolvido através de Programac&o
Quadratica Sequencial densa (SQP) pelo codigo NPSOL ou pelo codigo SNOPT
apropriado para sistemas esparsos (GILL et al.,, 1986, 1997). O cddigo informa
estimativas das variaveis adjuntas e dos eventos, resolve problemas com multi-fases,
através do particionamento do sistema com estimativa dos eventos em cada fase e
possui estratégia de refinamento da malha.

Cuthrel e Biegler (1987b) resolveram Problemas de Controle Otimo sujeito a
restricbes de desigualdade nos perfis de estado e de controle e com dependéncia
linear no controle, que causa arcos singulares ou perfis liga-desliga. Nestes arcos, 0
perfil de controle n&o influencia diretamente as condigcbes de otimalidade do
Hamiltoniano e a determinacdo do controle requer condi¢cdes adicionais, que podem
ser de dificil manuseio. Os autores incorporaram as equacdes algébricas com
coeficientes desconhecidos, referentes aos residuos oriundos da aplicacdo da
colocacgao ortogonal em elementos finitos utilizando os polindbmios de Lagrange como
base, como restricbes de igualdade ao NLP e os coeficientes como variaveis de
decisdo. Foram utilizadas estratégias de minimizagdo do erro de aproximacdo além
dos chamados superelementos, que sdo um nivel extra de elementos utilizados na
alocacéo adaptativa dos elementos.

Feehery e Barton (1998) utilizaram a parametrizacdo no controle em
Problemas de Controle Otimo sujeitos a restricbes nas variaveis de estado. Os autores
mostram que as EADs se tornam de indice superior durante as partes restritas pelas
variaveis de estado (flutuacdo de indice durante a trajetoria) e estabeleceram a
equivaléncia entre o Problema de Controle Otimo com restricdo de desigualdade e um
problema de otimizacdo hibrido (discreto/continuo) que contém o fendémeno de
mudanca de fase. O algoritmo desenvolvido detecta a ativacdo e a desativacdo das
restricbes durante a solucédo do Problema de Valor Inicial (PVI) e resolve as EADs de
indice superior resultante e as equacdes de sensibilidade usando o método das
Derivadas Mudas. Este método trabalha com a substituicdo de algumas (ou todas) as

derivadas temporais por variaveis algébricas mudas, removendo efetivamente estas
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derivadas da discretizacdo no tempo e resultando em um sistema completamente
determinado. Diferente do método de eliminacdo, que elimina algumas variaveis da
EAD original usando restricbes extras do sistema estendido de EAD, o método da
derivada muda adiciona variaveis de forma que o sistema estendido inteiro pode ser
resolvido. A principal vantagem do algoritmo é que n&o requer substituicbes
computacionais algébricas custosas. A chave do método é escolher um conjunto de
derivadas no tempo para serem substituidas pelas variaveis algébricas mudas. Este

método esta descrito em detalhes em Mattsson e Séderlind (1993).

2.3.2. Métodos Indiretos

Os métodos indiretos surgiram com o desenvolvimento do Célculo
Variacional, permitindo a deducdo das condi¢cdes necessarias e suficientes para a
solugdo de problemas de otimizagdo dindmica (BRYSON e HO, 1975). Os trabalhos
de Bryson e Ho (1975), Lynn et al. (1970), Lynn e Zahradnik (1987), aplicaram o
principio de Pontryagin com a geracdo das equacgbes diferenciais adjuntas e a
condicdo necesséria para a minimizacdo da funcdo Hamiltoniano, transformando o
problema original em um problema de valor no contorno em dois pontos (TPBV). Estes
TPBV podem ser resolvidos por métodos de discretizacdo como colocacdo em
elementos finitos e diferengas finitas, single e multiple shooting.

Atualmente, os métodos indiretos podem ser utilizados de modo eficiente
devido ao desenvolvimento dos programas de algebra computacional, que permite a
obtencdo automatica das equagOes diferenciais adjuntas e demais condigbes de
otimalidade. Desta forma, podem ser obtidas solu¢cdes altamente precisas e testes
feitos a posteriori podem excluir as solugdes sub-6timas (CHUDEJ; GUNTHER, 1999).

As condi¢gfes necessarias de otimalidade para problemas nos quais o sistema
dindmico é descrito somente através de equacgles diferenciais ordinarias sdo bem
estabelecidas na literatura (BRYSON e HO, 1975). As condi¢cbes generalizadas para
sistemas descritos por EADs, conforme demonstrado por Renfro (1986) e Feehery
(1998) foram apresentadas na Secdo 2.1. Os Métodos Indiretos tém uma faixa de
convergéncia restrita e apresentam dificuldades de convergéncia, apesar de garantir o
atendimento as restricbes do problema. Um coédigo que aborda o Método Indireto € o
COLDAE (ASCHER e SPITERI, 1994, 1995) que é aplicado a EADs de valor de
contorno ndo lineares semiexplicitas de indice no maximo dois e totalmente implicitos
de indice um. A COLDAE é uma subrotina geral para a solu¢do de EDOs de valor no
contorno. O método implementado € a colocacdo polinomial por partes em pontos

gaussianos, acoplado a um método de projecao de Ascher-Petzold.
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Lynn et al. (1970) e Lynn e Zahradnik (1987) aplicaram o Principio do Maximo
de Pontryagin (PMP) com a geracgéo das equac¢fes adjuntas e da condi¢do necessaria
para a minimizacao da fungédo Hamiltoniano. No primeiro trabalho, o problema de valor
no contorno puramente diferencial, resultante da otimizacdo da conversao de reacoes
consecutivas em um reator tubular com dispersao axial, foi resolvido por um método
de residuos ponderados. Esta técnica, batizada como aproximacao da trajetoria para
controle quase 6timo, foi estendida para sistemas distribuidos representados por
equac0es diferenciais parciais hiperbdlicas de primeira ordem no segundo trabalho.

San e Stephanopoulos (1984) estudaram a cinética de crescimento da
biomassa e a estratégia de alimentagéo para a otimizagéo da biomassa final produzida
em um reator batelada. Para esse caso particular a ativacdo dos arcos singulares foi
detectada, determinando assim as condigbes ao longo e na trajetoria final do arco
singular. Os mesmos autores mostraram que a escolha da variavel de controle é de
fundamental importancia para garantir a otimalidade e a viabilidade da implementagéo.
Eles encontraram solugBes sub-6timas para a operagdo do reator com taxa de
alimentagdo como uma variavel de controle e concentracdo de substrato fixa devido a
inabilidade do controlador manter baixa concentragdo de substrato no fim da fase de
producdo. Por outro lado, o uso da concentracdo de substrato como uma variavel de
controle pela manipulacdo da concentragdo mostrou ser uma alternativa efetiva. Eles
propuseram uma solucdo em dois passos, que determina primeiro a concentracdo
Otima de substrato no fermentador e depois calcula o perfil de concentracdo de
substrato na alimentagéo que resulta no perfil 6timo do fermentador.

Modak et al. (1986) apresentaram a formulagdo do problema de otimizacao
do processo de fermentacdo batelada alimentada e a obtencdo e aplicacdo das
condigbes de oOtimo, considerando que o controle singular é factivel conforme as
caracteristicas das fung@es taxas especificas de crescimento celular e de formacao de
produto. Foram consideradas trés combinacgfes diferentes de taxas representadas por
fungBes ndo monotbnicas que exibem maximos. No tipo mais comum, o crescimento
celular ndo sofre inibicdo ou repressdo e tem o comportamento expresso pela
Equacdo de Monod enquanto a formacdo de produto sofre inibicdo. Em todos os
casos, considerou-se que a vazao da corrente alimentada pode alcancar o seu valor
méximo, minimo ou singular de modo a permitir inicialmente o crescimento celular e na
sequéncia fazer com que as células produzam o produto desejado de forma Otima.
Além da dependéncia das funcdes das taxas, as sequencias 6timas séo influenciadas

pelas condicdes iniciais associadas. Uma vez identificadas as sequencias, o problema
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de otimizacdo é reduzido a um problema de determinacdes dos eventos, do tempo
final e da taxa de alimentagéo singular.

Gomes (2000) estudou a abordagem algébrico-diferencial na solucdo de
Problemas de Controle Otimo através do método indireto, utilizando o cédigo
COLDAE, e propbs um codigo que gera as equacdes necessdrias para o 6timo a partir
da aplicacéo o PMP.

2.3.3. Métodos Mistos ou Hibridos

Os Métodos Mistos ou Hibridos sdo uma combinacdo de métodos diretos e
métodos indiretos. Nesse método, os Métodos Diretos sdo aplicados a problemas mais
simplificados e os resultados servem de estimativas para os Métodos Indiretos, com
refinamento da solugao.

Stryk e Schlemmer (1994) resolveram um problema de minimizagdo de
energia e tempo de um robd industrial utilizando uma combinagdo entre o método
direto e o indireto. O método direto é aplicado com estimativas iniciais sub-6timas da
solucédo x(t), u(t). A solugdo sub-6tima fornece estimativas confiaveis das variaveis
de estado e variaveis adjuntas e da funcao identificadora de fases das restricdes no
estado e no controle. Com essas estimativas, o método multi-shooting é aplicado para
um problema de valor no contorno em mudltiplos pontos resultante das condi¢cfes
necessarias para a otimalidade.

Chudej e Gunther (1999) desenvolveram uma abordagem baseada no espaco
de estados, que transforma o Problema de Controle Otimo com restricdes nos estados
em um com restricbes no controle, aplicando-a na solucdo de um problema de
otimizacdo da trajetéria de um avido supersénico em um plano vertical sujeito a
restricbes, que possui quatro variaveis de estado e duas variaveis de controle. Desta
forma, o sistema de EADs de valor no contorno de indice superior € transformado em
um sistema de EDOs de valor no contorno com atendimento automatico das restricoes
no estado através da eliminagdo de um dos componentes do vetor de estados no arco
do contorno através da utilizacdo da restricdo no estado, levando a uma manipulagdo
analitica consideravel das equagfes. A partir de uma Funcao Identificadora de Fase
pré-definida, os autores formulam um Problema de Controle Otimo substituto sujeito a
condi¢Oes definidas em pontos interiores e nos contornos, para cada uma das fases
identificadas pelo sinal da restricio de estado. O Problema de Controle Otimo
substituto é resolvido através de um meétodo hibrido onde estimativas iniciais dos
estados e das varidveis adjuntas obtidas através do codigo DIRCOL, séo utilizadas no

algoritmo de multi-shooting MUMUS.
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Oberle e Sothmann (1999) resolveram um Problema de Controle Otimo de
tempo final livre, relativo a um processo de fermentacdo batelada alimentada que
representa a biossintese de penicilina, utilizando parametrizacdo na variavel de
controle e solucdo do NLP por um método SQP padrdo, no qual admite-se a
continuidade do controle. Aplicando a teoria de controle 6timo e resolvendo o
Problema de Valor no Contorno resultante associado a funcao identificadora de fase
(switching function) por técnicas de multiple-shooting associadas a relaxacdo dos
parametros caracteristicos das equacdes de taxa e métodos de continuagcdo, os
autores verificaram que o problema resolvido pelo método indireto satisfez a todas as
condigcbes necessarias de primeira e segunda ordens estabelecidas pela teoria,
apresentando uma solugéo similar a obtida pela abordagem direta mas com pequenos
sub-arcos bang-bang no controle.

Lobato (2004) resolveu Problemas de Controle Otimo inicialmente pelo
DIRCOL, buscando a melhor solucdo possivel fornecida pelo cdédigo, que fornece
também a estimativa dos Eventos e do perfil das variaveis adjuntas. Com a estimativa
dos Eventos e analise dos resultados obtidos, sdo construidas as Funcgdes
Identificadoras de Fases. Os Sistemas Aumentados obtidos simbolicamente, relativos
a cada fase e aos quais foi aplicado o Método da Variavel de Folga, no caso da
presenca de restricbes de desigualdade, sdo entdo caracterizados pelos codigos
estruturais e as reducbes de indices por eles indicadas sdo executadas
simbolicamente. Os problemas de valor no contorno de indice 1, referentes a cada
fase, sdo resolvidos sequencialmente pelo codigo COLDAE. Neste trabalho, ndo é
utiizada a formulacdo multifasica como entrada do cédigo DIRCOL, ou seja, o
problema é resolvido com apenas uma fase. O autor demonstra que este método
possui aplicabilidade a problemas com restricdes nas varidveis de estado e com
controle linear nas restricbes, que provocam flutuagBes no indice do Problema de

Controle Otimo Algébrico-Diferencial.

2.4. Métodos de Solucédo Analitica

Os Métodos Diretos e Indiretos ndo possuem informacdo alguma sobre a
trajetoria do vetor de variaveis de controle. Por essa razdo, infere-se um caminho
vidvel (ou ndo) para que a otimizacao possa ser realizada. Desta forma, se for possivel
conhecer antecipadamente qual seria o comportamento da variavel controlada,
poderiamos diminuir os esforgos em encontrar por otimizagéo este trajeto, por reduzir

a quantidade de varidveis a serem otimizadas. Srinivasan et al. (2003), além de
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referenciar os métodos Diretos e Indiretos aplicou uma abordagem analitica para a
solugéo do problema de otimizacdo dinamica.

Uma solugdo analitica completa para o problema de otimizacdo ndo é
possivel exceto para casos muito simples. No entanto, expressdes analiticas podem
ser computadas por partes da solugdo 6tima, que podem ser usados em ordem para:
1) entender os tipos de arcos singulares que podem constituir a solucdo, e; 2)
aumentar a eficiéncia do algoritmo de otimizacdo numérica, uma vez que através

deste podemos conhecer de anteméao a trajetéria da variavel de controle.

Variavel de Controle

—

>

Tempo '

Figura 2.3: Perfis da Variavel de Controle: AMONB - restricdo de trajetoria de valor
méximo da varidvel de controle; CMND - trajetoria 6tima; CMOND - trajetéria 6tima

com restricao

Em problemas de otimizacdo dindmica, os valores 6timos das variaveis
manipuladas sdo também determinados pelas restricdes do problema ou pela funcéo
objetivo caracteristica do sistema. Entdo, existem intervalos especificos de tempo em
que as entradas sado determinadas pelas restricbes de trajetoria (path constraints) e
outros intervalos onde elas estdo no interior da regido 6tima (Figura 2.3). O tempo em
gque ocorrem mudancas nas entradas de um intervalo para outro é chamado de tempo
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de chaveamento. Assim, a solucdo Otima € observada para controlar as seguintes
propriedades:
e As entradas podem ser descontinuas e ainda assim as entradas sédo analiticas
entre as descontinuidades (BRYSON e HO, 1975).
e Dois tipos de intervalos sdo possiveis entre instantes de chaveamento
dependendo ou ndo se a solucdo é determinada pelas restricbes de trajetéria
ativas com expressdes analiticas para as entradas podendo ser obtidas para

cada tipo de intervalos.

2.4.1. Conjunto de expressdes analiticas para as entradas 6timas
Expressdes analiticas para as entradas podem ser obtidas a partir da
condicdo necesséria de otimalidade baseada no Principio Maximo de Pontryagin
(PONTRYAGIN et al., 1963). Os resultados apresentados aqui se estendem aqueles
produzidos em Palanki et al. (1993, 1994) e Rahman e Palanki (1996) para entradas
Unicas de sistema de controle finito. Para um problema de otimizacdo, a seguinte

formulacao é proposta (Srinivasan et al., 2003):

minJ = ¢(x(t)) 2.46
sujeito a:
dx
- Fxw,  x(0)=x 2.47
S(x,u) <0, T(x(tr) <0 2 48

onde | é o indice de performance escalar a ser minimizado; x é o vetor das n-variaveis
de estado que se conhece as condic¢des iniciais x,; u € o vetor das m-variaveis de
entrada; S, o vetor das {-restricbes de trajetoria; T, o vetor das t-restricbes terminais;
F € um vetor de fungGes; ¢, uma funcéo escalar que representa o custo terminal; e t¢
o tempo final.

Para o sistema representado pelas Equacbfes 2.46 a 2.48, considere a

condi¢do necesséria de otimalidade para a entrada u;:

0H,, OF os
H, = =AT— T'—=2TF,, s, =0
i aui aui + # aui i + # i 2.49

H,, tem duas partes, lTFui parte dependente do sistema e MTSui parte
dependente das restricdes. Quando ATFui # 0 em um certo intervalo, entdo a

Equacéo 2.49 exige que u # 0 naquele intervalo. Entdo, uma restricdo dinamica (ou

de trajetoria) esté ativa, e a entrada u; pode ser inferida a partir da restricéo ativa.
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Por exemplo, quando somente os limites da entrada u; sdo considerados,
U — Uimax < 0 € U min —u; < 0, entéo posto que u = 0:

Uimax S€ATFy >0
u; =< ? sed"F, =0 2 50
Uimin S ATFy, <0

Sendo assim, para o caso ATFui = 0, é possivel obter u; como uma funcéo

de x e A a partir desta condigédo.

Entretanto, isto deve também acontecer se ATFul. € independente de u; como

é o caso de sistemas de controle afins (control-affine), F(x,u) = f(x) + G(x) - u

onde F,;, = G;(x) € independente de u.
Diferenciacao de Hy;

Quando ATFui = 0 e uy; ndo pode ser obtido diretamente desta condicdo, a

seguinte idéia é utilizada: Desde que H,, = 0 para todo t, a derivada no tempo

j
%Hui = 0, Vj = 0. Diferenciando a Equacgéo 2.49 uma vez em relagéo ao tempo:
¢
dH,,. r r 0Fy, i d as;
g = AT AT () + ) “Ja Y B 2.51
j=1

O somatorio na Equacgéo 2.51 é oriundo das restricdes de trajetéria e € igual a

zero como demonstrado a seguir. A partir de 2.49 e A"F,,, = 0, u’'S,,, = 0 durante o
intervalo que nos leva a duas possibilidades (Srinivasan et al., 2003):

(1) a restricdo S;j(x,u) ndo esta ativa e u; = 0; além disso fi; = 0 desde

que u; = 0 no final de um intervalo, e entdo os dois termos do somatorio

sao zero;

L _ as; .
(2) Sj(x,u) esta ativa. Isto implica em u; # 0 mas a_u] = (0 para satisfazer

i

a .
uTS = 0. Também, dia_ = (0 desde que = 0 no final do intervalo, e

entdo os dois termos do somatério séo zero.

Desta forma, o somatério da Equacdo 2.51 pode ser cortado. Usando as

Equacbes 2.23 — 2.26 para x e A temos:
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dH,, OF, = OF  0F, as
—M gy (ZMp - F, 4 —a) -T2 F,,
dt <ax ox 4t o ") H ox 2.52
dH,, as
i _ T T
— ATAF, — i~ F, 2.53

onde o operador A é dado por:

v OF ~o ov
_ov, 9t OV k)
Av 6xF axv + P u 2.54
=0

com u® representando o k-ésima diferenciacdo no tempo de u. O
somatorio é introduzido em 2.54 desde que, em geral, v ndo é somente uma funcao
de u, mas também de suas derivadas no tempo. O operador A representa uma
diferenciagdo no tempo de uma funcéo vetorial v ao longo das trajetérias do sistema
dindmico e é estudado na literatura de sistemas usando ferramentas de algebra de
Lie.

Continuando em um modo similar, pode ser mostrado que as sucessivas

derivadas no tempo de H,,, séo dadas por:
% =A"NF,, - uTg—iAj‘lFui =0 2.55
Note que A é um operador linear, sendo assim A?v = A(Av), e assim
sucessivamente. As derivadas em relagdo ao tempo inerente a estrutura de H,, tém
também duas partes, a parte dependente do sistema e a parte dependente das
restricdes. A diferenciacdo no tempo é repetida até que ATA/ Fy,, # 0 ou u; apareca
explicitamente em AfFui. Segundo Srinivasan et al. (2003), esta diferenciacdo da
origem a duas solugdes intrinsecamente diferentes que séo discutidas abaixo:

1) Restricdes de trajetdria ativa: se ATACiFui # 0 depois da ¢;-ésima diferenciagéo
no tempo de H, , um u diferente de zero é requerido para satisfazer a Equagéo
2.55. Isto significa que pelo menos uma das restricbes esta ativa. Apesar de
diferentes opcdes de u sdo possiveis para satisfazer %Hui =0, a nao
negatividade de u restringe esta opcdo. Além disso, dado que s6 uma das
restricbes estara ativa (a mais restritiva), g indicara a restricdo de que a entrada u;

pode ser determinada. Para calcular a entrada u; Otima, a restricdo ativa tem que

ser diferenciados ¢; vezes. Isto significa que somente aquelas restricbes que tem
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2)

um grau relativo ¢; pode ser ativa. Relembrando que o grau relativo de S(x,u) € o
nimero de diferenciacdes no tempo de S(x,u) que sdo necessarias para a
entrada u; aparecer explicitamente.

Solugcdo no interior da regido Otima: se ATA"iFul. =0 mas u; aparece
explicitamente em A"iFui, a entrada u; pode ser determinada como uma funcéo de
variaveis de estados e de variaveis adjuntas a partir das condicdes ATAJ F,, =0,
paraj=0,1,-, g;.

Se p; € a dimensdo do espaco de estados que pode ser alcangado pela
manipulacdo de u;. Isto significa que (n — p;) direcbes em x ndo sdo afetadas
pela entrada u; e, inversamente, existem (n — p;) dire¢cbes em que A ndo afeta u;.
Também, como as variaveis adjuntas entram linearmente em ATAjFui =0,

(o; + 1) variaveis adjuntas podem ser eliminadas. Assim, entre as n variaveis
adjuntas, (n — p;) podem ser eliminadas devido a independéncia mencionada
acima e a partir das (o; + 1) condi¢cbes de otimalidade. Desta forma, a entrada u;
6tima dependera de n — (n — p;) — (g; + 1) = (p; — g; — 1) variaveis adjuntas.
Assim, dependendo dos valores relativos de o; e p;, podemos fazer a seguinte
classificacéo:

e 0; < p; — 1: aentrada u; 6tima depende de (p; — o; — 1) variaveis adjuntas,
para o calculo das equagbes diferenciais necessarias para ser resolvidas.
Ent&o, a retroalimentacdo é dindmica por natureza.

e 0; = p; — 1: a entrada 6tima é independente das variaveis adjuntas. Isto leva
a uma retroalimentagéo estatica por natureza.

e p;— 1< 0g; <oo:corresponde ao sistema estar sobre uma superficie, onde o
grau relativo da superficie em relagdo a u; é igual a (g; + 1 — p;).

e g, =o00:se p; =n, a entrada u; € determinada pela restricdo de trajetéria
ativa. Se p; < n, entdo, dependendo da funcdo objetivo, a entrada u; 6étima
esta em uma restricdo de trajetéria ativa ou ndo é unica.

Apesar de uma expressao analitica esta prevista para a entrada u; 6tima, a

expressdao pode depender de u;, para j #i. Assim, um conjunto de equacgdes

dindmicas acopladas pode ter que ser resolvido a fim de determinar o vetor u de

entrada.
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2.4.2. Célculo da Entrada com Eliminacdo das Variaveis Adjuntas

Quando a entrada u; é calculada a partir das restricdes ativas ou quando ela
esta no interior de uma regido otima com og; > p; — 1, a solugdo o6tima ndo depende
das variaveis adjuntas. Para obter a entrada 6tima independentemente de 4 mesmo

que g; < p; — 1, utilizamos o seguinte critério: ao invés de parar a diferenciagdo de

. dci ) : ; -
H,, quando u; aparece explicitamente em —— H,, , € continuada até a (p; — 1)-ésima

dat%i

diferenciacdo. Entdo, usando as condicbes AfFul. =0,paraj=0,1,---, p; — 1, todas
as variaveis adjuntas podem ser eliminadas. Entretanto, as condi¢cdes de otimalidade
também dependerdo das derivadas de u; até a ordem (p; —o; —1). Assim, um
sistema de equacdes diferenciais de ordem (p; — g; — 1) necessita ser integrado para
calcular a retroalimentacdo 6tima e novas condi¢es iniciais que constituem em
variaveis de decisdo sdo adicionadas ao problema de otimizacéo (Srinivasan et al.,
2003).

2.4.3. Andlise dos tipos de arcos singulares livres de variaveis adjuntas

Embora o conhecimento das varidveis adjuntas seja crucial para determinar
se a solugdo estd em uma restricdo ativa ou no interior de uma regido o6tima, as
entradas 6timas podem ser calculadas independentemente das variaveis adjuntas em
cada intervalo. Isto nos da a ideia de analisar o sistema de equacgdes e as restricdes
de trajetéria sem envolver a funcdo objetivo ou as equagbes adjuntas para descobrir
qguais os tipos de arcos que podem existir na solucdo. Entretanto, esta andlise é
conservativa no sentido de que fornece todos os possiveis tipos de arcos que possam
ocorrer ou ndo. Por isso, embora a analise pudesse indicar a possibilidade de ter a
solucdo no interior da regido Gtima, poderia ainda acontecer que, para um dado
problema de otimizagéo, a solucao estivesse sempre determinada pelas restricbes de
trajetoria. Para Srinivasan et al. (2003), outra desvantagem € que a analise ndo
fornece a sequéncia de arcos.

1) RestricGes de trajetoria ativas: cada restricdo de trajetoria S;(x,u) é
diferenciada ao longo da trajetéria como demonstrado abaixo:
as; 05, 95,

at - ox’ Toau 2.56
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A diferenciagdo no tempo de S;(x,u) € continuada até a entrada u; aparecer em

a‘is;

atsii’

Como ¢;; = o indica que a entrada u; nao influencia a restricao S;, u; ndo

pode ser determinado a partir de S;. Por outro lado, quando ¢;; < o, a entrada u;

Sijc.
a‘is;
dtsij

obtida a partir = 0 constitui uma possivel entrada 6tima.

Solugédo no interior da regido otima: para analisar a solucéo na regiao otima, F,
€ derivado ao longo das trajetdrias (2.1) bem como em (2.55). Considere a Matriz:
M;=[Fy i AF, i i APULF, i ] 257
A derivagdo € parada quando u; aparece explicitamente em A“iFui, mas
continuada até que o rank estrutura de M’; ndo aumente mais. Na verdade, p;,
gue é a dimensédo de estado espaco que pode ser alcangado pela manipulagéo de
u;, € o rank estrutural de M ;.
O rank de M'; é uma fungéo das variaveis de estado e das entradas. A entrada u;
otima ndo sendo uma restricdo de trajetoria ativa ou, equivalentemente, estando
no interior da regido 6tima, corresponde ao rank de M’; sendo menor que seu rank
estrutural. Os quatro casos para o valor de g; discutidos acima podem ser revistos
neste contexto. Quando g; < p; — 1, M; perde rank para uma combinagéo
especifica de x,u,u, ---,u(pi‘“i‘l), enquanto que para g; =p; —1, o rank é
perdido para uma combinacao especifica de somente x e u, no entanto podemos
encontrar a entrada Otima u; através do det(M;) = 0, que, como observado
anteriormente, é funcdo das derivadas subsequentes de u;. Ja no caso de
o; > p; — 1, o rank de M; depende somente de x, e para g; = o0, M; ndo perde
rank.
Se p; = n, a entrada 6tima u; é obtida da condicdo det(M;) = 0. Se p; < n,
entdo, por uma apropriada transformacédo de estado, pode ser arranjado para que
somente os primeiros p; estados do sistema sejam influencidados por u;. Em tal
caso, 0 determinante nulo da submatriz de M; composto pelas p; primeiras linhas

pode ser utilizado para calcular a entrada 6tima.

2.5. Equacdes Algébrico-Diferenciais de indice Superior

A necessidade de resolver EADs de indice elevados em aplicagcfes préticas

na area da engenharia tem sido de certa forma controversa na literatura, visto que
muitos autores (GANI e CAMERON,1992; LEFKOPOULOS e STADTHERR,1993;
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MARQUARDT,1994; PONTON e GAWTHROP, 1991; UNGER et al, 1995) tem
defendido a reformulacdo de modelos matematicos de processo para problemas de
EDOs ou EADs de indice 1, justamente para evitar indices elevados em EADs.
A experiéncia tem provado que trabalhando diretamente com EADs é
vantajoso por diversas razdes (MURATA e BISCAIA, 1997; VIEIRA e BISCAIA, 2001):
(i) As variaveis tém significado fisico;
(i) Manipulacdes custosas sao evitadas e informacdes fundamentais, que
poderiam ser perdidas pela diferenciacéo, sao preservadas;
(i) Relacbes constitutivas, tais como relacbes de equilibrio de fase,
equacdes cinéticas e isotermas de equilibrio, sdo facilmente incluidas

e/ou modificadas assim que for necessario.

Muitos problemas de otimizagdo dindmica s@o naturalmente formados por
EADs, que por sua vez muitas vezes sdo de indice elevado, pois surgem quando o
namero de variaveis de estado independentes é menor do que o nimero de variaveis
gue tem derivadas no tempo aparecendo na EAD, ou seja, quando existem relacdes
algébricas explicitas e/ou implicitas entre as variaveis de estado. Em geral, EADs de
indice superior podem resultar de diversas fontes. Elas podem surgir de
especificagbes de variaveis de estado, ou restricbes impostas nestas variaveis, para
determinacdo das variaveis de entrada. Muitas EADs de indice elevados em
engenharia quimica resultam de um estado pseudo-permanente, equilibrio ou
hipéteses de incompressibilidade (GANI e CAMERON, 1992; LEFKOPOULOS e
STADTHERR, 1993; PANTELIDES,1988; PONTON e GAWTHROP, 1991).

Uma das primeiras alternativas promissoras para a resolugdo de problemas
de indice variavel, proposto por Feehery (1998), envolve um conjunto de ferramentas
computacionais para:

(i) deteccéo da ativacao e desativacdo das restricoes;

(i) identificacdo automéatica da variacdo do indice diferencial ao longo da

simulacéo;

(iii) geracdo, por diferenciacdo automéatica, das equacgdes de sensibilidade; e

(iv) reinicializacéo do sistema apds a deteccgéo.

Porém, cada uma das ferramentas apresentadas pode requerer um maior
esforco computacional. Feehery (1998) também demonstrou que para resolver
problemas de otimizacdo dindmica eficientemente utilizando o método de
parametrizacdo da variavel de controle exige-se um método direto para a solucao de

indices elevados.
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Apesar dos argumentos apresentados por Feehery e Barton (1998) em favor
da sua metodologia, convém enfatizar que ndo had uma unanimidade na literatura
(SCHLEGEL et al., 2005, SRINIVASAN et al. 2003) sobre qual a melhor abordagem
para tratar as restricbes de desigualdades presentes no problema de otimizagéo
dindmica, sobretudo quando estas resultem em um problema de indice variavel
(SOUZA, 2007).

Outra abordagem algébrico-diferencial da solucdo de Problemas de Controle
Otimo suijeitos a restricbes de desigualdade foi desenvolvida por Pfeifer (2007). Nesta
abordagem o sistema de equac8es algébrico-diferencial foi associado com a técnica
de parametrizacdo dos instantes em que ocorrem a ativacdo e a desativagdo das
restricbes ao longo da trajetéria desenvolvida originalmente para Problemas
Chaveados, com o objetivo de estima-los utilizando o Método Indireto de solucao. Para
isto, foi utilizada a determinacdo de Funcdes ldentificadoras de Fase que expressam a
variavel de controle analiticamente em cada fase, baseadas na condicdo de
otimalidade e na andlise fisica do problema para distinguir sequencias apropriadas de
ativacdo/desativacao das restricdes, que causam flutuagbes no indice diferencial das
equacgoes.

Ainda em 2007, Souza reescreveu o problema de otimizacdo reduzindo o
esforco computacional, tanto nas etapas de integragdo como para a otimizacédo. O
esforco computacional requerido para outros algoritmos, que pode ser atribuido as
estratégias de busca e localizacdo das descontinuidades e aos procedimentos de
reinicializacdo da integracdo, motivou a concepcdo de uma nova abordagem para
manipulacdo de descontinuidades, que podem surgir da violagdo de restricbes de
desigualdades originarias: da prépria formulacdo do modelo matematico e, de
problemas de otimizacdo (estacionaria ou dindmica), onde tais restricbes s&o
inerentes. O foco desta classe de problemas é o tratamento das descontinuidades que
ocorrem na forma implicita (ou seja, quando o tempo da violacdo das restricdes de
desigualdade s6 é conhecido depois que determinadas condi¢fes sdo satisfeitas). A
esséncia dessa abordagem é a caracterizagdo das inequacgfes através de fungfes de
regularizacéo (VIEIRA e BISCAIA JR., 2001), permitindo comutagdo automatica entre
equagdes. Os resultados obtidos ilustraram a facilidade de implementacdo da nova
estratégia que se mostrou eficiente na manipulacdo de disjuncdes, sejam elas
explicitas ou implicitas.

Na resolugdo de problemas de otimizagdo dinamica com restricbes de
igualdade (neste caso, os problemas de controle 6timo singular sdo considerados

como problemas de otimizacdo dindmica com restricbes de igualdade) e desigualdade
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aplica-se, apés a identificagdo do indice diferencial do correspondente sistema
algébrico-diferencial, uma técnica apropriada para integracdo numérica, caso 0
sistema apresente um indice menor ou igual a 1. Para a resolugdo numérica de
sistemas de indice superior, as estratégias adotadas consistem em: (i) reduzir o indice
do sistema para 1 ou 0O ou, (ii) utilizar um cédigo adequado para sistemas de indice

superior.

2.6. Funcdes de Regularizacdo na Manipulacdo de Descontinuidades

Em seu trabalho, Vieira (2001) sugere a utilizacdo de funcdes de
regularizagdo na transposicdo de descontinuidades que s&o inerentes do sistema
dindmico. Souza (2007), seguindo a sugestdo de Vieira, avaliou a potencialidade das
fungBes de regularizacdo na integracdo de modelos dindmicos com descontinuidades.
A esséncia de sua abordagem € a caracterizacdo das inequacdes através de funcdes
de regularizacdo, permitindo automatizar a comutagdo entre equagodes, dispensando a
determinagdo de novas condi¢des iniciais consistentes. Nesta nova formulacdo, a
restricdo, matematicamente representada pela Equacéo (2.58), é agora representada
por uma Unica equacao algébrica (Equacdo 2.59) que representa a soma ponderada

das duas func¢des que caracterizam a descontinuidade:

_ {gl(x, t) sef(xt) < fmax
g2 ) sef(x,t) = frax 2.58

y= [1 - Tl(f _fmax: f)] 'gl(x' t) + 77(f _fmax'f) 'gz(x: t) 2.59

onde: & é um parametro definido pelo usuario (normalmente 0 < ¢ < 1) e a funcao de

regularizacdo, n(f — fmax, €), apresenta a seguinte propriedade:

0, searg <0
1, searg = 0 2.60

n(arg, ) =|
Cabe ressaltar que a escolha da funcao de regularizacdo deve-se apenas a
facilidade e generalidade desta equagdo no tratamento das mais diversas formas

funcionais de disjuncgéao.

2.6.1. Reinicializagao e Chaveamento entre Modelos
Durante a resolucdo de problemas de controle étimo singular e nos problemas
de otimizacdo dindmica com restricBes, o indice do sistema pode variar ao longo da

trajetéria oOtima. Usualmente, a resolucdo destes problemas envolve etapas de
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identificacdo do ponto onde ocorre a descontinuidade (no caso, a variagdo do indice)
e, em seguida, a passagem para o novo sistema (chaveamento entre modelos). Como
podem ocorrer descontinuidades em algumas das variaveis, o0 novo sistema nem
sempre pode ser integrado utilizando como condi¢gdes iniciais da nova etapa as
condi¢cBes finais da etapa anterior (sistema antigo). Para superar tal dificuldade, é
necessario algum procedimento para cOmputo das novas condi¢bes iniciais
consistentes.

Para ilustrar este comportamento, considere a otimizacdo do seguinte sistema
dindmico (diferencial ou algébrico-diferencial) com dimensdo n, representado pelas
Equacdes (2.61) e (2.62) e contendo apenas uma variavel de controle e uma restricao
(neste caso, fungéo das variaveis diferenciais e algébricas do modelo dindmico):

fG,x,y,u)=0 2.61
gxy)<0 2.62

No procedimento de otimizagdo e, enquanto a restricdo esta inativa, o
comportamento do modelo € influenciado apenas pela acdo da variavel de controle,
Uu., que é a variavel de decisdo do otimizador. Esta agcdo € descontinuada quando a
restricdo de desigualdade torna-se ativa. O efeito descrito pode ser representado
matematicamente pelas Equacdes (2.63) a (2.65).

f(x,x,y,u) =0 2.63

_(9xy),  seg(xy) <O
g(x.y) —{ 0, seg(xy)>0 2.64

U, seg(x,y) <0
u —{ 2.65

“lu,  seglx,y)=0

O novo sistema de EADs formado pelas Equacgfes (2.63) a (2.65) € definido
como sistema disjuntivo, com base no fato de que apenas uma ou outra destas
restricbes pode estar ativa.

A ponderacéo é feita através de um peso que varia ao longo do processo de
integragéo, assumindo o valor O se a restricdo de desigualdade estiver inativa, 1 se

estiver ativa e um valor intermediario ao longo da transi¢do representado pelo peso 7:

n(gxy),8 gy +[1-n(gxy),O] - u-u)=0 2.66
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Desta forma, os valores das variaveis de estado obtidos no final da integracéo
da primeira etapa sdo utilizados como condi¢cbes iniciais da etapa subsequente,
eliminando em decorréncia a etapa de determinacédo de novas condicdes iniciais para
continuar a integragao.

Posto isto, cabe uma comparacéo da técnica proposta por Souza (2007) com
o trabalho de Feehery e Barton (1998): apesar de 0s autores apresentarem um
equacionamento semelhante ao proposto por Souza, 0s parametros presentes na
abordagem deles assumem apenas valores binarios, traduzindo o ligar e o desligar
das restricdes do problema. Como ocorre uma alternancia brusca entre modelos, um
algoritmo de caracterizagdo do novo sistema de EADs deve ser implementado, com as
decorrentes etapas de reducdo de indice (PANTELIDES et al., 1988) e de
reinicializacdo do sistema, o que, como visto anteriormente, ndo se faz necessario

com a abordagem de Souza.

2.7. Abordagem Analitica com Eliminacéo das Variaveis Adjuntas

Um dos inconvenientes da formulagdo do problema de controle 6timo com
base no Principio de Maximo de Pontryagin € a geracdo das equacgdes referentes as
variaveis adjuntas, o que resulta em um problema de valor no contorno de dificil
resolucdo. Uma alternativa atraente apresentada primeiramente por Vieira e Biscaia Jr.
(2001) e utlizada por Souza (2007), consiste em explorar a linearidade do
Hamiltoniano, quando possivel, em relacdo a variavel de controle, u, ou seja, para a
classe de problemas de controle afins em u. Os autores utilizam o fato do
Hamiltoniano ser linear em relagé@o as variaveis adjuntas e a variavel de controle para
esta classe de problemas, ou seja:

H=Hy(x,A) +u-w(x,1) 267
onde A(t) sdo as variaveis adjuntas e x, o vetor de variaveis de estados.

Desta forma, a expressédo para o i-ésimo componente da variavel de controle
, . R . OH

no arco singular (quando w; assume valor igual a zero, pois —— = 0 = w;(x, 4)) pode
i

ser obtida através de sucessivas diferenciacdes da fungédo w;(x, 1) até que o i-ésimo
componente da variavel de controle apareca de forma explicita.

Segundo Souza (2007), em determinadas condicdes de operacgdo, a politica
de adicdo oOtima pode encontrar uma singularidade, quando ndo é mais possivel
abordar o problema pelo método convencional de controle 6timo. Esta singularidade
ocorre para um valor do tempo ndo conhecido e o lugar geométrico em que ocorre é
chamado de arco singular. Como consequéncia, neste modo de operacdo, uma nova
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equacao algébrica referente ao arco singular deve ser acrescentada ao sistema
original, podendo resultar em uma variagdo do indice diferencial do sistema de
equacgoes.

2.8. Conclusbes sobre o Estado da Arte da Otimizacdo Dinamica de

Processos

Problemas de otimizacdo dinAmica de processos usualmente sdo resolvidos
por Métodos Simultdneos (problemas de dimensdes elevadas) ou por Métodos
Sequenciais (problemas de pequena escala). A literatura da Engenharia Quimica
possui diversos trabalhos que adotam uma destas abordagens, como os trabalhos
Kameswaran e Biegler (2006) e Biegler (2007), que vem optando pela discretizagéo
total (transformacéo total das equacdes diferenciais em equacgdes algébricas), e os
trabalhos de Schlegel e Marquardt (2006), Feehery e Barton (1996, 1998), que utilizam
a discretizacdo apenas das variaveis de controle associados a pacotes consagrados
de NLP.

O grande mérito desta dissertacdo € a resolucao analitica (portanto exata) do
problema de otimizacdo com a incorporacao automatica das restricdes as variaveis de
controle e/ou as variaveis de estado com o emprego de funcdes regularizadoras. A
abordagem associa o procedimento de eliminacdo das variaveis adjuntas, portanto
evitando a resolucdo de um problema de valor de contorno, com procedimentos
eficientes e consagrados de resolucdo numérica de equacdes algébrico-diferenciais.

O detalhamento da implementacdo da metodologia proposta nesta
dissertacdo é apresentado no préoximo capitulo, que estende a abordagem de
eliminacdo das variaveis adjuntas, acoplada ao emprego de func¢des regularizadoras,

para diferentes tipos de controle 6timo.
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CAPITULO 1lI

METODOLOGIA PARA
SOLUCAO DE PROBLEMAS
DE OTIMIZACAO DINAMICA

RESUMO

Em problemas de otimizacdo dinamica, a presenca de
restricdes de igualdade e/ou desigualdade nas variaveis de
estado podem resultar em descontinuidades ou em
flutuacdo de indice diferencial. Neste Capitulo €
apresentada a proposta de técnica de solucao de problemas
de otimizacdo dindmica usando a abordagem analitica livre
das variaveis adjuntas com o wuso de funches

regularizadoras.
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Desde os trabalhos de Bryson Jr. e Ho (1969), os problemas de otimizacéo
dindmica com indice superior séo resolvidos por técnicas rigorosas fundamentadas na
teoria de controle singular ou entdo por técnicas de aproximagdo, nas quais eram
utilizados algoritmos de pontos interiores associados a fungfes penalidade. Ja com o
avanco teodrico e numérico da abordagem algébrico-diferencial, foi possivel
reinterpretar o problema de otimizagdo dinamica, considerando as restricdes como
equacles adicionais do sistema dindmico. No entanto, um aspecto ainda pouco
analisado na literatura é o fato da forma funcional das restricbes afetar o indice
diferencial do sistema algébrico-diferencial descritivo do sistema dinamico, podendo
este indice até, existindo restricbes de desigualdade como func¢des das variaveis de
estado, variar ao longo do tempo.

Souza (2007) utilizou a parametrizagdo da variavel de controle para
encontrar, no processo de otimizagdo, os parametros nos quais a solugéo obtida fosse
aproximadamente igual a trajetdria 6tima, que inicialmente é desconhecida. Por essa
razao, foi utilizado, em seu trabalho, um sistema estendido de variaveis adjuntas para
encontrar a solu¢do do problema de otimizacdo dinamica.

No presente trabalho, todas as restricbes de desigualdade séo transformadas
em restricdes de igualdade pela introducédo de funcdes continuas apropriadas sendo
entdo detectadas automaticamente. A abordagem utlizada segue 0 mesmo
procedimento proposto por Souza (2007) para deteccdo de restricbes em sistemas
dindmicos, ou seja, as restricdbes de desigualdade s&o transformadas em novas
equacdes algébricas e o sistema de EADs resultante é integrado continuamente. Foi
utilizado o cédigo DASSLC para a resolucdo numérica de problemas com indice
diferencial superior e variavel associado a rotinas de otimizagdo contidas no MATLAB
e para as diferenciagdes simbdlicas foi utilizado o software Maple.

A seguir serdo apresentadas todas as etapas para implementar a abordagem
analitica livre de variaveis adjuntas proposta para a solucdo do problema de

otimizacdo dindmica.

3.1. Algoritmo para Resolugdo do Problema de Otimizagdo Dindmica com

Restricdes

A fim de evitar os diversos inconvenientes dos métodos de resolugéo
apresentados no Capitulo 2, tais como parametrizacdo da variavel de controle,
formulacao de sistema estendido por variaveis adjuntas e reinicializacdo da integracéo
quando ocorre uma descontinuidade e/ou variacdo de indice diferencial, neste trabalho

€ proposta uma abordagem generalizada que elimina estes inconvenientes,
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simplificando a solugdo do problema, tendo como ganho um menor custo
computacional, visto que o objetivo é encontrado rapidamente. O algoritmo proposto &
0 seguinte:

1. As equacdes diferenciais devem ser de primeira ordem e na forma explicita,
Equacéo 3.1, o que pode ser feito através de mudanca de variavel. Caso seja
possivel, reduzir o modelo eliminando equacdes linearmente dependentes do
sistema.

d—y=F(y u,t) 3.1
dt ’ :

2. Calcular F,, através da derivada parcial de F em relagéo a u:

Fu=%F(y,u,t) 3.2
3. Eliminar as variaveis adjuntas: calcular AfFu, j=1,2,---,0 até encontrar u
explicito, conforme Secao 2.4.1, com p igual ao rank estrutural de F, calcular
a trajetoria 6tima da variavel de controle u, caso a trajetéria exista:
i. Seo=p—1,amatrizM é quadrada e é dada por:
M =[E, i AE, i - i A° E,] 3.3
A trajetdria 6tima de u é dado pelo det(M) = 0.
i. Seo < p—1,deve-se prosseguir o calculo até AP~1E,:
M =[E, i AE, i i AP71E] 3.4
A trajetdria 6tima de u é dado pelo det(M) = 0, que também é funcéo
das derivadas de u de ordem (p — o — 1).
ii. Seo>p—1eo éfinito, a matriz M é dada por:
M =[E, i AE, i - i AF)] 35
A trajetoria 6tima de u € dada pelo calculo da submatriz de rank p que
contenha A’F;,.
iv. Se o = oo oudet(M) = 0 for independente das variaveis de estado e de
controle, a trajetoria viavel de u € dada pela restricao.
4. Calcular a trajetoria viavel de u quando as restricbes estao ativas, ou seja,
dsis;
atti’
Secdo 2.4.3.

5. Estabelecer condi¢ces nas quais as restricdes estejam ativas para regularizar

calculo conforme a Equacédo 2.56 e de acordo com as condi¢cdes da

a variavel de controle.

6. Definir fun¢des de regularizacdo adequadas e seus parametros.
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7. Reescrever o modelo regularizado, no qual a variavel de controle deve conter
a trajetdria 6tima e/ou restrita.

8. Caso seja necessario, reescrever a funcao objetivo, de acordo com a nova
formulacédo do problema.

9. Otimizar o problema regularizado a fim de se alcancar o objetivo proposto,
utilizando ferramentas de otimizagcédo adequadas.

Este procedimento € valido também para problemas com mais de uma
variavel de controle, podendo, neste caso, existir uma relacdo de dependéncia de uma
variavel de controle pela derivada de ordem (p; —ag; —1) de outra variavel de

controle.

3.2. Aplicacao da Técnica Proposta

A titulo de ilustracdo, esta metodologia é aplicada no problema de
maximizagdo da producéo de etanol apresentado por Hong (1986), para avaliar as
propostas de resolugdo de sistemas de indice variavel. O modelo matematico que

descreve o problema é constituido pelo seguinte sistema de equacodes:

dx;
E=H(5.P)'x1 3.6
dx,
WZS(S'P).xl 3.7
dx;
dt =u 3.8

onde xq, x, € x3 representam a massa de células, massa de produto e volume do

sistema, respectivamente.

Neste problema, é considerado que as expressfes para a taxa de
crescimento, u, e producdo especifica, &, sdo funcbes de S (substrato) e P

(concentragdo de produto), conforme apresentado:

Mo S
u(S,P) = ——5~
(1 + K—) - (Kys + S) 3.9
ip
.S
£(S,P) = 5
(1 +K_)'(K25 +5) 3.10
2p
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onde:

_ C—x1
S=5ty . 3.11
X2
p==2
s 3.12

Assim o problema de otimizacao € dado por:
max x, (tr)

3.13
sujeito as Equacdes 3.6 a 3.12

O conjunto de condigfes iniciais e 0s respectivos valores das constantes
utilizadas na resolugéo do problema sdo apresentados na Tabela 3.1 (HONG, 1986).
Tabela 3.1: Condicdes Iniciais e Constantes Utilizadas.

Variaveis Valores
Xo 1,0 g/L
So 150,0 g/L
P, 10° g/L
Vo 10,0 L
Usup 12,0L
uinf 0,0 L
Vinax 200,0 L
Kip 16 g/L
Kyp 71,5 g/L
Kis 0,22 g/L
Ky 0,44 g/L

Y 0,1
Lo 0,408 h*
9o 1,0 h?
Sr 150 g/L

c 10g

tr 62 h

Aplicando a proposta de Vieira e Biscaia Jr (2001), utilizada também por
Souza (2007), temos que a politica 6tima de controle pode entdo ser determinado
aplicando o Principio de Maximo de Pontryagin (PONTRYAGIN et al., 1963), com o

Hamiltoniano, H, representado pela seguinte equacao:

H=Hy+w-u=W@A - u+1,-€)'x;+13-u 3.14
oH

A condicao que déa origem ao arco singular, = W= 0, resulta na eliminagéo
da variavel adjunta A; da Equacgdo (3.14). Desta forma, quando a restricdo que
representa o arco singular esta ativa, a acéo de controle que conduz ao 6timo é aquela
gue maximiza o Hamiltoniano do problema definido por H, = 0 (problema de tempo

final livre), ou seja:

A u+27€) %, =0 3.15

40



Dado que a funcdo w(x,A) deste exemplo e todas suas derivadas sio
funcdes lineares de 4, assim, derivando-se uma vez a Equagéo (3.15) em relagdo a x5

a seguinte equacéo € obtida:

(2 O 12 ag) =0
b 0xg Z 0xs 1= 3.16

E possivel entdo representar as Equacbes (3.15) e (3.16) em termos do
seguinte sistema:

koo
O E]'[{] =0 3.17
0x3 0x3 2

Como consequéncia, fazendo o determinante da matriz representada pela
Equacdo (3.17) igual a zero, obtém-se a seguinte restricdo adicional:
de au
FTA 0 3.18
A Equacéo (3.18) representa a acdo de controle quando a restricdo do arco

singular esta ativa e que constitui um sistema de indice 2. A fung&o de regularizagéo
n(V?2) é tal que quando V é igual a zero i é igual a 1, caso contrario 17 € igual a zero.A

restricdo regularizada é apresentada abaixo:

de au
—) =0 3.19

(1=n(v®) (@ —u) +n(V?- (M‘a_xg—e 03

Para a metodologia de Souza (2007) sédo obtidos 0s seguintes resultados:

3000 ~
2500- 4
2000—- <
1500—- .

1000 &

Massa de Células x, (g)

500 e

0 T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

Tempo (h)

Figura 3.1: Resultados Obtidos para Massa de Células.
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Massa de Produto x, (9)

Tempo (h)

Figura 3.2: Resultados Obtidos para Massa de Produto.
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Figura 3.3: Variacdo do Volume do Biorreator com o Tempo.
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Figura 3.4: Perfil da Variacdo da Vaz&o Controlada do Biorreator.

A utilizacdo de funcBes de regularizagdo neste exemplo facilitou a resolugéo
do problema. As dificuldades inerentes a solug&o do problema de indice variavel foram
superadas sem a necessidade de manipulagdes excessivas, como as apresentadas na
literatura. Neste problema, em especial, apenas uma variavel de controle foi utilizada.
Segundo Souza (2007), o ferramental numérico pode ser estendido a mudltiplas
variaveis de controle.

Para o mesmo problema iremos aplicar a metodologia proposta nesta
dissertacdo, baseando-se na condicdo de otimalidade para uma solucao analitica
apresentada na Secao 2.4. Desta forma, podemos chegar a trajetéria 6tima da entrada

u utilizando outra abordagem. Considerando o mesmo modelo dinAmico dado pelas

Equacdes (3.6) a (3.8), obtemos a matriz M através das Equagbes (2.54), (2.55) e
(2.57):

du 1
- x;
u(S,P) - x; 0 x5
F = e(S,P) x| Fy, = |0, AF, = 65_ 3.20
u 1 “ox
L o |
[ 0%u 0%u op Ou  Op O\ 02/1_ ]
o T\ Hoxiox, T Canpox, 0x; Oxs  0x, Ox;) T axZ |
A%Fy = O¢ ou d%e 9% de ou  0e de\ 625_ 3.21
T\ o o T \Mamax, T Sx0xs  0x 0% 0xp Oxp) 1T ox2 M
0
M =[F, AF, A’F)] 3.22
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A matriz M tem posto estrutural igual a 3, mas o posto depende das variaveis

de estado. Utilizando det(M) = 0 chega-se a trajetéria 6tima da variavel de controle

Ustimo-

de  9%u ou 625]
Fv EY 1

de  9%u ou 0%
0x30x,0x3 0x30x10x3 x

Ustimo = (# € 0x3 0x,0x3 0x30x,0x3 ¥

du du de  de ;AuN\> 0e e A Ou [ de\*
(o ow e 2e (ony L M

0x, 0x30x5  0x; \Oxz)  0x, 0x30x3  0x, \0x3

ou 0de (au )2 ou 0% 0e 0%u
# 0x3 0x3 dx5 Ox3 0x2  Ox30x2

A variavel de controle regularizada, similar a aplicagcdo de Souza (2007)

anterior, segue abaixo:
(1=nV») - @ —u) +n(V?) " (U~ Ustimo) = 0 3.24

Para esta nova abordagem do problema do biorreator, obtemos os resultados
apresentados abaixo:
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1500 5

1000 B

Massa de Células x, (g)
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0 N T v T ¥ T » T b T ¥ T
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Figura 3.5: Resultados Obtidos para Massa de Células.
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Figura 3.6: Resultados Obtidos para Massa de Produto.
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Figura 3.7: Variagdo do Volume do Biorreator com o Tempo.
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Figura 3.8: Perfil da Variacdo da Vaz&o Controlada do Biorreator.

Podemos perceber claramente que na nova abordagem o volume maximo é
atingido em tempo de reacdo menor (52 horas) do que na abordagem de Souza (2007)
— 60 horas. Percebe-se, também, um comportamento similar nas duas abordagens da

acao de controle quando a restricdo esta ativa.

3.3. Conclusdes sobre a Metodologia

A metodologia proposta neste trabalho para a manipulacéo de restricbes de
igualdade e desigualdade e eliminacdo das variaveis adjuntas, através da
determinacdo da trajetéria 6tima da variavel de controle, além da implementacao
simples, apresenta 0s seguintes aspectos:

e nao é necessario o ajuste dos graus de liberdade do sistema (desta forma,
evita-se a etapa de particdo do vetor de variaveis de controle);

e a variavel de controle tem sua trajetoria 6tima determinada antes da solugéo
numérica, ndo havendo necessidade de parametrizi-la, diminuindo a
guantidade de parametros a serem otimizados.

e pelo fato de serem eliminadas as varidveis adjuntas do problema de
otimizacdo, reduzindo significativamente a quantidade de equacdes
diferenciais, a solu¢do do problema deixa de ser de um problema de valor no

contorno.
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CAPITULO IV

ESTUDOS DE CASOS

RESUMO

Neste capitulo, os estudos realizados sobre as metodologias
para resolucdo do problema de otimizagdo dindmica e a
metodologia proposta no Capitulo 3 sdo empregados em
exemplos da literatura. Os resultados obtidos validam a
metodologia proposta para a abordagem de sistemas

algébrico-diferenciais de indice variavel.
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Conforme apresentado no Capitulo 3, a solugdo do problema de otimizagéo
dindmica com restricdes de igualdade e/ou desigualdade pode ser interpretado como
um problema de integracdo sujeito a descontinuidades, onde as restricbes sao
consideradas parte integrante do modelo. No entanto, devido a forma funcional destas
restricbes, o sistema de EADs resultante pode se apresentar como indice superior
e/ou variavel, o que requer um maior esforco computacional para a resolucgéo.

O alto custo computacional, tipicamente associado com cada um dos passos
para a resolucdo do problema de indice variavel, motivou a proposta de uma nova
metodologia que redne as vantagens de funcdes de regularizagdo com codigos
numeéricos para integracdo de sistemas de EADs de indice 1 ou superior e a definicdo
prévia da trajetoria 6tima da variavel de controle, através da eliminagédo das variaveis
adjuntas do problema de otimizagdo. Assim, todas as restricdes de desigualdade e
trajetorias da variavel de controle s&o descritas por fungdes continuas apropriadas e o
sistema de EADs resultante pode ser integrado usando cddigos numéricos como
DASSL (PETZOLD, 1989) e DASSLC.

O novo procedimento foi aplicado em diversos exemplos tipicos da literatura
e 0s resultados obtidos sdo apresentados e discutidos ao longo do texto. Estes
exemplos foram divididos em quatro grupos: na Secdo 4.1, sdo apresentados dois
casos nos quais a aplicacdo da metodologia identifica que a trajetéria 6tima nao
depende da variavel de controle. Na Secdo 4.2, dois casos com trajetéria Otima
dependente da variavel de controle em diferentes ordens. Na Sec¢é&o 4.3, um exemplo
gue, durante a integracdo do modelo, a variavel de controle passa pela trajetéria 6tima
e pela trajetéria restrita em momentos diferentes e um exemplo de otimizagdo com
duas variaveis de controle. E, por fim, na Secéo 4.4, dois exemplos finais nos quais a

trajetoria 6tima da variavel de controle é fungéo de sua derivada segunda.

4.1. Problemas de Otimizacdo com Trajetéria Puramente Restrita

4.1.1. Reator semi-batelada isotérmico com restricdo de seguranca

Neste problema, proposto por Ubrich et al. (1999), a reacdo A+ B — C,
exotérmica, ocorre em um reator semi-batelada isotérmico com restricdo de
temperatura e volume, que por sua vez limita a concentragdo de B segundo o balanco

de energia abaixo:
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—AH
ch(t) =T(t) + cpmax—— 4.1
PCp

onde T, € a temperatura de falha de resfriamento; T, temperatura do reator; Cgmqy,
concentracdo maxima da espécie B; AH, entalpia de reacdo; p, massa especifica; ¢y,
calor especifico.

O objetivo é minimizar o tempo de reacao, controlando a taxa de alimentagao
do reagente B, a fim de se obter uma quantidade pré-definida do produto €. O modelo

matematico que descreve a reacao € apresentado abaixo:

dcy u
dar = —kcycp — VCA 4.2
dcg u
- —kcycp + V(CBin —Cp) 4.3
av
at =u 4.4

A concentragdo da espécie C é dada pela relagéo a seguir:

_ caoVo + ccoVo — 4V
cc = 7

4.5

Os valores numéricos sdo dados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Condicdes Iniciais e Constantes Utilizadas.

Variaveis Valores
k 0,0482 L/mol h
T 70°C
AH 60 000 J/mol
p 900 g/L
cp 4,2 J/lgK
Cp 2 mol/L
Umin 0 L/h
Umax 0,1 L/h
Trax 80 °C
Vmax l L
Necdes 0,6 mol
Ca0 2 mol/L
CBo 0,63 mol/L
Vy 0,7 L

O modelo dindmico pode ser reduzido desde que as trés equacdes sejam
linearmente dependentes, como € mostrado a seguir. O balanco de massa das
espécies envolvidas agora € apresentado em termos de numero de mols do

componente ao invés da concentracao:
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dny

ar —kcacgV 4.6
dng
P —kcacgV + cpintt 4.7
av
¢ 4.8

a Equacéo 4.6 pode ser expressa em termos de 4.5 e 4.7:
dng dny v d
W=W+C3inaz>&(n3_nA_cBinv):0 4.9

como [ =ng—ny—cgi,V=V(cg—c4—cCgin) =0, esta equacdo é invariante

(SRINIVASAN, AMRHEIN e BONVIN, 1998). Integrando a Equagdo 4.9de O at, cg €

expresso em termos das outras variaveis e condi¢des iniciais:

_ (cgo — a0 — ci)Vo + (ca + cpin)V

cg = v 4.10
Desta forma, o problema de otimizacdo pode ser expresso por:
[minJ =t 4.11
sujeito a:
dny
ar = —kcycgV 412
awv
ar v 4.13
ny = VCA 4.14
(cgo — a0 — cgin)Vo + (€4 + cpin)V
Cp = v 4.15
CAOVO + CCOVO - CAV
Cc = % 4.16
—AH
ch(t) =T() + CBmax — 4.17
PCp
Umin < u(t) < Umax 4.18
ch(t) = Tmax 4.19
V(t) < Vnax 4.20
quando V = V.4, a alimentacdo de B é cortada, ou seja, U = Uy;p-
Ne (tf) < Ncdes 4.21
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Através das Equacgbes 4.16 e 4.18 chegamos a concentragdo maxima da
espécie B, cgmax = 0,63 mol/L, que é também a concentracdo inicial de B. Assim,
uma nova restricdo surge substituindo as restricbes da Equacdes 4.16 e 4.18:

Cp (t) < CBmax 4,22

Diferenciando a Equacao 4.21 obtemos U, cg¢rito-
kcacgV

Urestrito = 4.23
Cin ~ CB CB=CBmax .

Na tentativa de se obter o arco singular, onde a trajetéria de u é 6tima,
através das Equagdes 4.6 e 4.8, a matriz M = [F,, AF,] indica que a trajetéria

6tima ndo depende da varidvel de controle e que a trajetéria 6tima é sempre

determinada pelas restri¢cdes:

R T

onde A°F,, é independente de u para ¢ — oo.

Desta forma, o problema de otimizacédo € dado pela busca do tempo em que
ocorre a ativacao da restricdo e do tempo final no qual a concentracdo da espécie C
desejada € alcancada.

Aplicando-se a funcdo de regularizagdo na variavel controlada u, temos o

seguinte:
1+ tanh (M)
n = S 4.25
2
onde & = 1075, = 0, enquanto V < V,,,, € n = 1, em caso contrario.
U=1"Unin + (1= 1) " Upestrito 4.26

O problema de otimizacdo agora é reduzido a uma integracao de sistema de
EADs de indice 1, onde o tempo no qual a concentracdo de C desejada é facilmente
encontrada. A aplicacdo da funcdo de regularizacdo excluiu a necessidade de se
encontrar o tempo no qual V = V,,,,, ts, pois a funcdo de regularizacdo suaviza esta
mudanca de modelo, ndo sendo necessario localiza-la e reiniciar o modelo com novas
condicdes iniciais consistentes. Por uma simples busca no resultado final obtemos ¢, e

tr, respectivamente, 11,44502 h e 19,80162 h, coerentes aos resultados obtidos por
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Srinivasan et al. (2003), t; = 11,44 h e t; = 19,80 h, que utilizou abordagem analitica
do sistema, e por Pfeifer (2007), t, = 11,44478 h e t; = 19,801017 h, que utilizou
funcdes identificadoras de mudanca de fase associadas a um sistema estendido por
variaveis adjuntas, sendo solucionado como um problema de valor de contorno. Os

resultados sdo apresentados a seguir (Figuras 4.1 a 4.3). As tolerancias utilizadas

relativa e absoluta no integrador foram 10° e 10°®, respectivamente.
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Figura 4.1: Evolucéo das Concentracbes de A, B e C.
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Figura 4.2. Resultados para o incremento do Volume.
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Figura 4.3: Resultados Obtidos para A¢ao de Controle.

4.1.2. Reator Batelada com Restricdo de Pressao

As seguintes reacdes gasosas ocorrem isotermicamente e com restricdo de
pressdo em um reator batelada (FEEHERY, 1998; HUANG et al., 2002)

ki
A= 2B 4.27
ka
ks
A+B-SD 4.28

O problema de otimizag&o dindmica é dado por:

s =xs(ty) 4.29

ﬂ = —k 2 U
FTEREte! + koxs + v k3x1x; 4.30

dx,

ar kyxy — kox3 — k3xix, 4.31
dt 3X1X2 4.32
N =V(x; + x5 + x3) 4.33
PV = NRT 4.34
P < Ppax 4.35
Umin < U(t) < Umax 4.36
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e as condigdes iniciais dadas por:

x,(0) = 100,0 4.37
x2(0) = 0,0 4.38
X3(0) = 0,0 439

onde x4, x, € x3 Sdo as concentra¢des das espécies A, B e D, respectivamente, P é
pressdo do reator, N € o numero de mols total, V € o volume do reator, R é a

constante dos gases, u é a taxa de alimentacdo de A puro, e ki, k, e ks séo
constantes de reacéo.

A Tabela 4.2 traz os valores dos parametros.

Tabela 4.2: Parametros e Constantes Utilizadas.

Variaveis Valores

kq 0,8 h-1

ko 0,02 m3/(mol h)

ks 0,003 m3/(mol h)

1% 1,0 m3

T 400,0 K

R 8,314 J/(mol K)
Prax 340.000,0 Pa
Umin 0,0 mol/h
Upyax 8,5 mol/h

Para este problema, assim como o anterior, se utilizadssemos métodos
convencionais, deveriamos identificar o tempo onde ocorre a ativacdo da restricdo
para que o modelo seja reinicializado com condi¢fes iniciais coerentes. A seguir, 0
problema teria que ser solucionado por discretizacao de todas as variaveis de estado e
de controle ou por um sistema estendido por variaveis adjuntas (problema de valor no
contorno) associado a uma funcéo identificadora de mudanca de fase (mudanga de
modelo). Neste exemplo, em particular, quando a restricdo esta ativa, o indice do
problema (que era igual a 0, ou seja, um sistema de EDOs), passa a ser igual a 1
(EADS).

Através da abordagem proposta nesta dissertacdo, podemos resolver este
problema sem a necessidade de se identificar o momento em que ocorre a ativagdo da
restricdo, t,, uma vez que com a utilizacédo de funcéo de regularizacdo, esta passagem
passa a ser automatizada.

Ao tentar obter o arco singular onde a trajetéria de u é Gtima atraveés das
Equagdes 4.30 — 4.32, a matriz M = [F,, AF, A*F,] indica que a trajetoria 6tima
ndo depende da variavel de controle e que a trajetdria 6tima é sempre determinada

pelas restricdes, pois u ndo aparece explicito em nenhum A°F,,, com ¢ — co:
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- u
—kyxy + kyx3 + v kyx,x,
keyxq — k2x§ — k3xqx;

k3x,x,

—k3x;

AF _1
vy

’

1

<

Il
co<|r |

—kyksx3 + k? + 2k ksx, + k3x2 + 2k kyx,
A*F, =— kyksx2 — k? + k3x2 — 2k kyx,
ksxy (koxy — kg — k3x;)

Urestrito © dado pela derivacdo da restricdo na pressao:
Urestrito = K3V X1, 441
A funcéo de regularizacéo utilizada é dada por:
P — Pmax
1 + tanh ( z )
2

4.42

‘rl =
onde & = 1075,
A variavel de controle regularizada é apresentada a seguir:

U= 1" Upestrito T (1 — 1) " Umax 4.43

Como o tempo final ndo é variavel de otimizacao, o problema de otimizacao
passar a ser uma integracdo de um sistema de equacdes algébrico linear, com
flutuacédo de indice de 0 para 1, e 0 momento em que ocorre a ativacao da restricdo
pode ser obtido por simples busca nos resultados da integracdo. Desta forma, através
dos resultados obtidos temos que t; = 0,4740 e x3(tf) = 11,7284, iguais aos obtidos
por Lobato (2004) utilizando o DIRCOL , discretizagdo total da variaveis. As Figuras
4.4 a 4.6 mostram os resultados obtidos. As tolerancias relativa e absoluta utilizadas

no integrador foram 10 e 10™, respectivamente.
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Figura 4.4: Resultados Obtidos para as Variaveis de Estado.
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Figura 4.6: A¢édo de Controle.

4.2. Problemas de Otimizacdo com Trajetéria Viavel

4.2.1. Reator isotérmico semi-batelada com reacbes paralelas e restricbes de
seletividade

Considere um reator semi-batelada, no qual ocorrem as seguintes reacdes
paralelas: A+ B — C e 2B — D, proposto por Ruppen et al. (1998) e Srinivasan et al.
(2001, 2003). O objetivo deste problema € maximizar a produgédo de C em um tempo

ja definido. A formulag&o do problema de otimizacéo é dada por:

max] =V (¢r)cc (ty) 4.44
sujeito a:

dcy u
dt = —kqcpCp — VCA: ca(0) = ¢y 4.45

dcg u
ar —kqcacg — 2kyc + % (¢gin — ¢B), cg(0) = cpo 4.46

dv
oW V() =1V, 4.47
1

Cc = v (caoVo — caV) 4.48
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1
v =5y ((ca + cpin — cp)V —
Umin < u(t) < Umax
Cp (tf) < CBf,max

Cp (tf) < CDf,max

(cao + cgin — CBO)VO) 4.49

4.50
451
4.52

onde cy sdo as concentragfes das espécies A, B, C e D, respectivamente, u é taxa de

alimentagdo do componente B, V é o volume do reator, k; e k, sdo parametros

cinéticos. Os parametros e as condicbes operacionais sdo apresentados na Tabela

4.3.

Tabela 4.3: Condicdes Iniciais e Constantes Utilizadas.

Variaveis Valores
kq 0,053 L/mol min
k, 0,128 L/mol min
Cpin 5 mol/L
Umin 0 L/min
Umax 0,001 L/min
CBf max 0,025 mol/L
CDfmax 0,15 mol/L
Ca0 0,72 mol/L
CBo 0,05 mol/L
Vo 1L
tr 250 min

De acordo com Srinivasan et al. (2003), o problema pode ser descrito em 3

fases, devido as restricbes de desigualdade nas variaveis de estado e controle. Estas

fases sdo obtidas através da analise fisica do problema e podem ser descritas

conforme abaixo:

e Primeira Fase: devemos ter u = u,,,,, para aumentarmos B o mais rapido

guanto possivel.

e Segunda Fase: limitar a quantidade de D produzida, através da solucdo

trajetoria 6tima da variavel de entrada (arco singular, U = Ustimo)-

e Terceira Fase: devemos ter u = uy,;;, para alcangarmos cg em t.

A expressdo analitica de ugs:im, Pode ser determinada utilizando a matriz

M =[F, AF, N’F,]
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—kqcacp

F=|—k,cycg — 2k,c3

1] ~¢ 1] ~¢
+ = [CBin - CB] u, F, = v [CBin - CB]:

0 iy v
1 kica(cpin — cB)
AF, = v kica(cpin — cp) + 2kyc5(2¢pin — cB)|»
0
Coy k#c2 + 4k kycycp 4.53
N2Fy = | k2c2 + 4k kyc ey + 8k2cE
v |k1¢ca 1K2C4CB 2CB
0
kica
+ V2 kicqy — 2ky(cpin — cp) (U
0
Calculando o det(M") = 0, obtemos ustimo:
_ cgV(kyca(2¢pin — cp) + 4kyCpCpin)
Ustimo = 4.54

2¢pin(Cpin — Cp)

Desta forma o problema de otimizagdo passa a ter 2 variaveis controladas
que séo o tempo de mudanga de fase entre a primeira e segunda fase, tgq, € entre a
segunda e a terceira fase, tg,. Estas mudancgas de fase provocam descontinuidades
no modelo que alteram o indice diferencial do sistema, e para evitar os supracitados

problemas aplicaremos duas fungbes de regularizacdo para suavizar esta
descontinuidade:

1 + tanh (—t }tﬂ)

— 455
M 2
1 + tanh (%)
Ny = > 4.56

onde & = 1075,
Em seguida, define-se a variavel de controle u regularizada e a adiciona ao

problema de otimizacéo:

u=1-1m1) Unagx+ 71" ((1 —1M2) * Ustimo T 12 'umin) 457
Os resultados sdo apresentados na Tabela 4.4:

Tabela 4.4: Resultados obtidos para Funcéo objetivo

Referéncia te1 tso Funcédo objetivo
Srinivasan et al. (2003) 20,25 205 0,43
Pfeifer (2007) 20,2495 205,0013 0,43058
DIRCOL 20,249041 205,00547 0,43059
Este trabalho 20,3602596 | 206,1508215 0,4317211
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As trajetérias de estado e controle sdo mostradas nas Figuras 4.7 e 4.8. As
tolerAncias relativa e absoluta utilizadas no integrador foram 10 e 107,

respectivamente, e a tolerancia utilizada no otimizador foi 107

0,8 T T T T T T T T

Concentragéo (mol/L)

¥ ¥ T T T ¥ T ¥
0 50 100 150 200 250
Tempo (min)

Figura 4.7: Concentragéo das espécies A, B e D.

—
0,0010 e .

0,0008 - U
Gtimo
0,0006 -

0,0004 =

0,0002 B

Variavel de Controle u (L/min)

u ]
0,0000 - .

s2
¥ ¥ T T T ¥ T ¥

0 50 100 150 200 250

Tempo (min)

Figura 4.8: Acao de Controle.
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4.2.2. Mistura de Catalisadores

A proposta deste problema é determinar a melhor mistura entre dois

catalisadores ao longo de um reator PFR onde ocorre uma reacdo do tipo

catl cat?2
A = B — (C capaz de maximizar a produgéo de C. As variaveis de estado x, x, € x3

representam, respectivamente, as concentracbes de A, B e C e a variavel u

cat 1

—) ao longo do reator
cat 1+cat 2

representa a taxa de mistura dos catalisadores (u =

PFR que apresenta um segmento singular que causa sérias dificuldades em sua
resolucdo (LOGSDON e BIEGLER; 1989). A reacdo A = B é catalisada por cat 1 e a

reacdo B — C por cat 2. A formulacéo deste problema € apresentada a seguir:

max /] = xs(ty) 4.58
sujeito a:

dx;

= = w(10x; —xq) 4.59
dx,

ar u(x; — 10x3) — (1 — wx, 4.60
x3=1—x1 —x; 4.61
Upin < U(t) < Umax 4.62
x1(0) =1 4.63
x2(0) =0 4.64

onde Ui, =0 € Uy = 1; t € 0 tempo de residéncia no interior do reator PFR para
um dado valor de vazdo. Desta forma, a variavel t esté relacionada ao deslocamento

do meio reacional (posi¢éo) no interior do reator.

Este problema possui trés fases distintas (segmentos do reator PFR): a
primeira fase onde u = u,,,,, favorecendo a producdo de B; a segunda onde u =
Ustimo,» definido pelo arco singular onde a reacdo A = B € deslocada a favor do
produto B que estd sendo consumido pela reacdo B — C; e a terceira fase onde
U = Upin, favorecendo a producdo de C. O objetivo é encontrar os tempos de
mudancga de fase, t5; € ts,, OU Seja, o tamanho dos trés segmentos que maximize o
produto C. Desta forma utilizaremos duas fungdes de regularizagcdo que definirdo em

gue fase a integracdo do problema se encontra:
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1 + tanh (%)

= 4.65
M1 2

1 + tanh (—t —Etsz)
2

4.66

N2 =

onde & = 1075,

Aplicando estas funcdes de regularizacao na variavel de controle, temos:

u=(1- 7]1) “Umax T 11 ((1 - 772) *Ustimo T M2 'umin) 4.67

Para definicdo de usim, aplicaremos o procedimento de eliminagdo das
variaveis adjuntas para encontrarmos a matriz M:

_ [ u (10 x, — xq) ] _ [10x2 — xl]
Tlu(x; —10x) — (1 —uw) x|’ T x99, |
4.68

— —20 80 10
AFuz[ i(l)xz]’ AzFuz[ ux; +80ux, + xz]

20uxy, +8uxy +xq

Assim a matriz M ¢ definida por [F, AF, A?F,] que é uma matriz 2 x 3.
Logo, para encontrar 0 Ug:imo € Necessério o calculo da determinante da submatriz
M;, na qual AzFu € uma das colunas, restando duas submatrizes restantes. Para a
submatriz M, = [AF, AzFu], da qual obtemos, através de sua determinante,
Ustimol-

o 20 x5 x4
6timo™ = _200 x2 — 160 x, x; + 20 x2 4.69

u

Para a submatriz M, = [F, A?F,], temos:

x? —90x32

Usr: =
6timo® = 90 x2 — 200 x, x, + 12 x2

4.70

O problema de otimizacao foi reduzido a busca dos tempos onde ocorrem as
mudancas de fase, eliminando a utilizacdo de variaveis adjuntas e sem a necessidade
de reinicializar o sistema, como ja foi visto em exemplos anteriores. A utilizacao de
gualguer uma das duas trajetorias 6timas da variavel de controle ndo interfere nos
resultados obtidos, pois 0 quando a agéo de controle esta ativa em ug¢imo, 0 perfil de
Ugrimo € igual ao uy:mo2. As tolerancias relativa e absoluta utilizadas no integrador
foram 10" e 10®, respectivamente, e a tolerancia utilizada no otimizador foi 107. Os

resultados obtidos sdo apresentados na Tabela 4.5, com tg; = 0,1363 e t;, =
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0,7252, e nas Figuras 4.9 a 4.12, onde os perfis das variaveis de estado e controle

sao plotados:

Tabela 4.5: Resultados obtidos para Funcao objetivo

Referéncia Funcédo objetivo
Vassiliadis (1993) 0,0480557
Bell e Sargent (2000) 0,0480800
Lobato (2004) 0,048047
Este trabalho 0,0480557
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Figura 4.9: Perfil da Variavel de Estado x; .
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Figura 4.10: Perfil da Variavel de Estado x,.
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Figura 4.11: Perfil da Variavel de Estado x3.
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Figura 4.12: Raz&o de mistura dos catalisadores ao longo do reator PFR.

4.3. Problema de Otimizacao

Simultaneos

4.3.1. Biorreator batelada alimentada com inibicéo e restricdo de biomassa

Em um biorreator batelada alimentada (processo descontinuo alimentado,
VISSER et al., 2000) ha entrada somente de substrato e os produtos sdo retirados
apenas no final da fermentacdo. A adi¢cdo controlada de nutrientes afeta diretamente a

taxa de crescimento da cultura e permite evitar o grande fluxo metabdlico. O processo
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descontinuo alimentado é uma estratégia tipicamente usada em processos
bioindustriais para alcancar alta densidade celular no biorreator. Assim, a operagdo em
batelada alimentada pode ser definida com a busca pela politica 6tima de adigdo de
um dos reagentes.

E com objetivo de maximizar a concentra¢éo do produto P no tempo final de
reacdo, manipulando a taxa de alimentacéo de S, limitados pela concentragdo maxima
de biomassa e limites da alimentacdo. Para este exemplo a taxa de crescimento
especifico ¢(S) tem um termo de inibic&o:

u(s) = —*n % 4.71
Kp+S+ T :

Devido a presenga de inibicdo, o valor 6timo do substrato corresponde a

du % - ~ L. L
el 0 (8" =./KnyK;). Sem qualquer restricdo, a operacdo Otima consistiria em

S = §* que aumentasse X, e consequentemente P, o mais rapido possivel. Entretanto,
com a existéncia de uma restricdo na concentracdo de biomassa, que é motivada pela
limitacao tipica de transferéncia de oxigénio em concentragdes elevadas de biomassa.
A parte interessante deste problema € que a entrada 6tima ndo pode trocar
imediatamente entre Usimo € Urestrito, POIS tornaria a dindmica interna instavel. Desta
forma, um arco adicional é requerido para diminuir a concentracao de substrato para

um valor de equilibrio S,. O modelo matematico deste biorreator é apresentado a

seqguir:
ax u
— = X——X X(0) = X,
T u(S) 7% (0) =X, 4.72
das  u®X vX u s 5) S0) =S
dt Y, Y, v omoon -0 4.73
P_x-Yp  poy=r
=V =P =P, 4.74
av
W V(0) =V, 4.75

onde S € a concentracdo de substrato, X é a concentracdo de biomassa, P, a
concentracdo de produto, V, volume; u, taxa de alimentacdo; S;,, concentracdo do
substrato na entrada; u,,, K, K; € v parametros cinéticos; e Y,, Yp, coeficientes de

producéo.
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Como este modelo apresenta uma variavel redundante, o modelo pode ser

reduzido para que os calculos sejam simplificados:

% = u(S)x; 4.76
dx,
TR 4.77
dxs
U 4.78

com x; = XV, x, = PV e x3 =V, onde a concentragcdo do substrato € obtida por

balanco de massa:

1 1 1
S= _<50V0 + Sin(x3 = Vo) — 5= (x1 — XoVp) — o (x2 — P0V0)> 4.79
X3 Y, Y,

Assim o problema de otimizac&o é definido como:

m&ax] = P(tr) 4.80
sujeito a:
Equacgbes 4.76-4.79, 4.71
Umin < U(L) < Umax 4.81
X(t) < Xiax 4.82

Segundo Srinivasan et al. (2003), este problema de otimizacdo pode ser
dividido em 4 fases:

e Primeira Fase: Inicialmente, u = u,,,, para que a concentracdo de S
aumente o mais rapido possivel.

e Segunda Fase: Uma vez que a concentracdo de substrato chega ao seu valor
otimo (S), entdo u = Uytimo € aplicado para manter S no valor S* e entao
aumentar a concentracdo de X e P o mais rapido possivel. A entrada u esta
na regiao viavel.

e Terceira Fase: A variavel de controle € reduzida ao seu valor minimo (u =
Unmin) de forma que o valor de equilibrio da concentragdo do substrato (S,)
seja alcancado rapidamente. O tempo de troca da segunda para terceira fase,
tg, deve sertal que X = X4 € S = S, ocorram num mesmo instante.

¢ Quarta Fase: Quando a biomassa chega ao seu valor maximo, X = X,,,4x, U

deve serigual a Uyegirito de forma a manter X = X0 €S = S,.
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A expressdo analitica para ugsimo, POde ser calculada a partir da perda de

rank da matriz M = [F,, AF, A®F,]tendo como base o sistema reduzido:

ou
1(S)xy 0 a_x1
F=| vx; |, F,=10], AF, = — X3 |

u 1

4.83

2 2
0x, 0x5 6x16x3 Jdx,0x5 — X
o= op ]2 |u
| e |
| 0 |

A matriz M tem rank estrutural p = 3, no entanto o rank depende das
variaveis de estado. A perda de rank pode ser analisada pelo det(M’) = 0, que ocorre

gquando:
2

opu\? ou 4S x2 >
2 (= — — 21 2
Vxl(ax?,) v (656x3) ng( 5)( ) =0 4.84

Como x; =0 e S =§;,, sdo solucdes triviais, a perda do rank ocorre para

a .,
% = 0, que corresponde a § = S* = ,/K,,,K;. Como a variavel de controle aparece em

A%F, e det(M) é independente de u uma vez que o vetor que multiplica u é paralelo
a AF,. Entdo uma derivacao adicional em relagdo ao tempo de S = S* é necessaria

para obtermos Us¢imo:

S=5"
ds u(S X vX u
—| = ——+—(S;n—5) =0

%4 uS* v
T — X
uotlmo Sln _ S* ( Yx + Yp>

Para encontrar a expressdo analitica de U,estrito, devemos diferenciar a
restricdo X = X,qx:
X = Xmax

dX

u
al,,  THOX-gX =0 4.86

Xmax X=Xmax

Urestrito = .U(S)V|X=Xmax
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Da mesma forma para calcularmos a concentragéo de equilibrio S,, devemos

também diferenciar a condicdo S = S, com X = X,,,4x:

S= SelX:Xmax

ds :u(se)Xmax VXmax . Urestrito
— = — — L — =0
de| S=Se Y, Yp + v (Sm Se)

=Xmax

_ .u(Se)Xmax _ VXmax

+ u(Se)(Sin —Se) =0

Yy Y,
S ! | umKiYpYeSin — KiXmax(hmYy — vYy)
e ZYx(VXmax +l1mKti) UmBiYpYyoin iAmax\HmTp x
4.87
232 2 [y2 . VY 2Y; Y, Sin  VEYE
memaxt P Um l'ﬁ%nXmax .urzn
2vY, Y2S;
- — PR v2v2SE
UmXmax

1

2

4Ky (VEYE  umvYeY, \
Hm Ki

Os valores das constantes e condigfes iniciais utilizadas neste exemplo s&o
apresentados na Tabela 4.6.

Xmax

Tabela 4.6: Condicdes Iniciais e Constantes Utilizadas.

Variaveis Valores
Um 0,53 L/h
K, 1,2 g/L
K; 22 g/L
Y, 0,4
Y, 1

0,5L/h
Sin 20 g/L
Umin 0L/
Umax 1L/h
Xmax 3g/L
tr 8h
Xy 1g/L
So 0g/L
Py 0g/L
Vs 2L
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Como S, = 0,3669346, obtido da Equacéo 4.87, que devera ser o valor final
de S na dltima fase, o problema passa a ser encontrar t; de forma a atender também
S(tr) = Se.

Para aplicar a regularizacdo das variaveis deveremos utilizar 3 variaveis de
regularizacéo:

1 + tanh (%)

= 4.88
N1 )
1 + tanh (S — Se)
n, = < 4.89
2
1 + tanh (ﬂ)
ns = 4 4.90
2
onde & = 1075,
A variavel de controle é dada por:
u = (1—=13)M2Ustimo T (1 — 12)Umax) + 13((1 = N1 Umin + N1 Urestrito) 491

- . . : . ds

E para que a condicdo S = S, seja garantida, aplicaremos também em —,

dt

para que seja igual a zero quando ativa, evitando-se, assim, instabilidade no processo
de otimizagéo:

as S)X X
E=(1—TI1) (—&—V—+E(5in—5)) 4.92

Y, Y, V

ApOs encontrar o perfil otimizado da variavel de controle u, para ty, = 3,8781,
obtemos P(t;) = 6,0835 g/L. Os tempos de transicdo entre a primeira e segunda
fase, t1_,,, € entre a terceira e quarta fase, t;_,, sdo obtidos por simples busca e s&o
coerentes aos tempos relatos por Srinivasan et al. (2003) como podemos observar na
Tabela 4.7 e nas Figuras 4.13 e 4.14. No entanto para P(tf), o valor apresentado na
referéncia ndo estd coerente com o perfil que a mesma apresenta como solucao
Otima, que se obtém P(tf) = 6,49 g/L. Contudo, este valor é obtido com a violacdo da

restricéio S(t;) = S, pois S(t;) = 0,2480 g. O valor apresentado por Srinivasan et al.

(2003) para P(tf) € 0 mesmo apresentado por Visser et al. (2000) para esta mesma
formulacdo do problema, porém com parametros, condi¢des iniciais, tempo final e

ndmero e sequéncia de fases diferentes. Portanto, a diferenca do valor de P(tf)
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apresentado na Tabela 4.7 ndo deve ser considerada como relevante, devido a nao

coeréncia deste valor com a solugcdo apresentada por Srinivasan et al. (2003). As

tolerancias relativa e absoluta utilizadas no integrador foram, respectivamente, 10° e

10® e a tolerancia utilizada no otimizador foi 10™.

Tabela 4.7. Comparacao entre resultados obtidos.

ti52 ts t34 P(tf)
Srinivasan et al. (2003) 0,862 3,83 5,385 8,2 g/L*
Este trabalho 0,861 3,8781 5,429 6,1 g/L

* este valor ndo deve ser considerado nesta avaliagéo, por contradizer com a solug&o apresentada pela referéncia.

Concentragéo (g/L)

S*

—— X
—— S
e P

‘max

4

Tempo (h)

Figura 4.13: Perfis de Concentracdo da Biomassa (X), Substrato (S) e Produto (P).
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Figura 4.14: Acao de Controle.
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4.3.2. Reator semi-batelada n&o-isotérmico com reacdes em série e restricado

de remocéo de calor

Areacdo A + B —» C — D semi-batelada exotérmica opera em um reator com
uma camisa de resfriamento para que a temperatura possa ser ajustada rapidamente
(Srinivasan et al., 2003). O objetivo deste problema é maximizar a producdo de C no
tempo final, manipulando a taxa de alimentacdo de B e a temperatura do reator (T),
por esta razdo o balango de energia ndo é apresentado no modelo matemético que é
apresentado a seguir:

dcy u
dar = —kqcacp — VCA' ca(0) = cyo 4,93
dcg u
ar —kicqcp + % (cgin — CB), cg(0) = cpo 4.94
dce u
at = kycacp — kycc — VCC' cc(0) = cco 4.95
av
i V(0) =V, 4.96

comk, = kloe_%, k, = kz()e_%- Onde cy séo as concentracdes das espécies A, B, e
C, respectivamente; T é a temperatura do reator; u é taxa de alimentagdo do
componente B com concentracdo cg;,; V € o volume do reator; q,, € a taxa de
producédo de calor; k;, € k,, S0 os fatores pré-exponenciais; E; e E,, energias de
ativacdo; constantes dos gases; AH; e AH,, entalpias de reacao.

O modelo reduzido é dado por:

dx,

dr = —kqx,Cp, x1(0) = Vycao 4,97
dx,
o ko (xy — x3), x2(0) = Vy(ca0 + cco) 4.98
dx;
dr =1u, x3(0) =V, 4,99

onde x; =Vcy,x, =V(cu+cc),x3=Ve

s = (cpinx3 + %1 + Vo(Cro — Ca0 — Cin)) 4.100
3

E a formulacao do problema de otimizacéao é:
ulhax ] = cc(tr)V (ty) 4.101
sujeito a:

Equacbes 4.97 a 4.100
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Tmin < T(t) < Tmax'
Umin < u(t) < Umax»
4,102
(—AHkicacgV + (—AHR)kzccV < Grxmaxs
V(tf) < Vmax

Os parametros e as condi¢des operacionais sao apresentados na Tabela 4.8.

Tabela 4.8: Condicdes Iniciais e Constantes Utilizadas.

Variaveis Valores
k1o 4 L/mol h
koo 800 L/h
E, 6E3 J/mol
E, 2E4 J/mol
R 8,31 J/mol K
AH, -3E-4 J/mol
AH, -1E-4 J/mol

Umin 0L/h
Umax 1L/h
Tinin 20°C
Tmax 50 °C
Vinax 1,1L
Qrxmax 1,5E5 J/h
Ca0 10 mol/L
Cgo 1,1685 mol/L
cco 0 mol/L
Vo 1L
Cin 20 mol/L
tr 0,5h

Os tipos de arcos sdo obtidos pela determinagcdo das matrizes M, e My

para as duas variaveis de entrada:

—kycycgV
F = _k2CCV )
u
0 kica(cpin — cB)
F,=o|, 4F,= 0 ,
1 0
5 k%CECBin ElT 2u
A°F, = k1kch(f39in —cg)| T RTZ vV AFy, 4.103
1% ElkchCB
FT = W E2k2CC )
0
v 0 vi [Eikicace(Ey — 2RT)
AFT = _W klszACBO(El - Ez) - R2T4 EZkZCC(%Z - ZRT) + RTZ AFu
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Ao verificarmos a matriz M, = [F,, AF, A*F,], observamos que o seu rank
estrutural € igual a 3, no entanto € independente de u, sendo definida pelos seus
valores de contorno e pela restricdo. Derivando restricdo da taxa de producéo de calor,
Urestrito © Obtido:

(—AHy)k%cacp(cq + cp) — (—AH)ky (kycacp — kacc)

Urestrito = (—AH;)kics(cpin — CB)
‘ 4.104
VT (—AH;)E1kicocp + (—AH,)Ezkpcc
RT?2 (—AHl)kch(cBin - CB)

Para a matriz M, como T aparece explicito em F; (o = 0), deveriamos
obter AF; e A*F e a trajetoria 6tima para F seria funcéo de sua derivada segunda
(pr =3, pr —ar —1 = 2), conforme a Secéo 2.4.2. No entanto, a matriz perde rank
em AF; (pr = 2) ndo sendo mais necessario a obtencéo de A%F;. Assim a trajetoria
6tima é calculada pelo determinante das duas primeiras linhas de M = [F AFr],
gue é funcéo da derivada primeirade T (pr —or —1 = 1):

ATstimo _ RT2k1CACB _ RTZ(CBin — Cp) u
dt E,cc cg(Ey—E) V

4.105

Segundo Srinivasan et al. (2003), a condicéo inicial de cg € tal que q,,(0) =
Qrxmax, © Urestrito € aplicado para que se mantenha esta restricdo. Uma vez que o
volume maximo é atingido, a alimentacé@o € anulada e a temperatura inicial € maxima
para favorecer a reagdo. Assim, este problema pode ser dividido em trés fases:

e Primeira fase: inicialmente, ambas variaveis de controle estdo em suas
restricoes.

e Segunda fase: somente a restrigdo da producdo de calor estd ativa e a
variavel de controle T esta em sua trajetodria 6tima.

e Terceira fase: mantém-se a trajetéria 6tima de T com a restricdo do volume
ativa.

Desta forma, somente o tempo de chaveamento entre a primeira e segunda
fase, tr, é a varidvel de otimizacdo, na qual o objetivo é assegurado. O tempo de
chaveamento entre a segunda e terceira fase, t,, € obtido por simples busca nos

resultados. Assim as fungdes de regularizacdo sdo dadas por:
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1 + tanh (—V — gm‘”)

m= )
1 + tanh (t _EtT)
M2 = )

onde § = 107°,

As variaveis de controle regularizadas séo:
u= (1 - 771) *Upestrito T 11 * Umin
d_T _ dTétimo
PR PT:

4.106

4.107

4.108

4.109

Os resultados obtidos sdo coerentes com os obtidos por Srinivasan et al.

(2003), e sado apresentados na Tabela 4.9 e nas Figuras 4.15 e 4.16 a seguir. As

tolerancias relativa e absoluta utilizadas no integrador foram 10" e 107,

respectivamente, e a tolerancia utilizada no otimizador foi 10

Tabela 4.9: Comparacao entre resultados obtidos.

tr ty ne(tr)
Srinivasan et al. (2003) 0,06h | 0,3185h | 2,02 mol
Este trabalho 0,048 h | 0,3131 h | 2,0167 mol
'tu ¥ T T T T
0,5 T -
3
= 04 i
=)
o
S 03+ .
5
(@S]
o 0,2 4
©
2
:g 0,14 4
> u,
0,0 4 tu
0,0"I0:1'l‘0j2"'033v"0,l4ll'0,5
Tempo (h)

Figura 4.15: Perfil da Variavel de Controle u
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Variavel de Controle T (°C)

0,0 0,1 0,2 0,3 04 0,5
Tempo (h)

Figura 4.16: Perfil da Variavel de Controle T.

4.4. Problemas de Otimizacdo com Trajetéria Viavel Estendida

4.4.1. Problema de Controle Otimo com Restricdes de Desigualdade nas

Variaveis de Estado

Este problema foi originalmente apresentado por Jacobson e Lele (1969) e

consiste na minimizagdo da variavel de estado x; no tempo final (t; = 1),

manipulando a varidvel de controle u(t) que estd limitada entre -3,0 e 20,

respectivamente. O problema completo é apresentado abaixo:
gl(ltr)ll = x3(tr)
sujeito a:

dx,

E=x2, x1(0)=0

dx,
— = —x, +u(t), x2(0) = -1

dt
u(t)?

dx; )
— =x{+xi+ ,
e 1 T2 T 00

2

1 1
g(xz,u, t) =x2(t)—8-(t—z) +§S 0

Umin < u(t) < Umax
Primeiramente, vamos calcular Ustimo atraves da

M =[F, AF, A%F,]:
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4.110

4111

4112

4113

4114

4.115
matriz



—x, + u(t) 1
F = u(t)z ) Fu = u I’
2 2 _
1 -1 4,116
1 2 1
AF, = , 1 dul’ A°F, = 1 d%u
— +__ — R —
Xy 100 4t 2u+2xq + 100 422

A matriz M possui posto estrutural p = 3 e como u aparece explicitamente

em F, (o0 = 0), a trajetoria 6tima de u € funcdo de sua derivada segunda, conforme
. ~ . d
visto na Secéo 2.4.2. Desta forma, como as condi¢des iniciais tanto de u quanto de d—I:

sdo desconhecidas, elas passam a serem variaveis passiveis de otimizacdo. Desta
forma calculando a det(M) = 0, temos:

d*u 2000k, + Y= 0
— Xy + Xy —u) = 4.117

Definindo uma nova variavel de controle w, obtemos as equagbes que

definem a variavel de controle u:

du

=" u(0) = uy 4.118

dw

2 = W 20000 +x —w), w(0) =wo 4.119
A ativacdo da restricAo provoca no sistema, além da descontinuidade, uma

mudanca do indice diferencial do problema, que passa a ser de indice 2. Desta forma,

a restricdo sera convertida em uma funcdo algébrica regularizada apenas nas

variaveis de controle u e w. A partir da derivacdo e manipulacéo da restricdo obtemos

Urestritor Wrestrito € SUas derivadas:

) 13
Urestrito = 8(t + t) + 7

durestrito

dt = Wrestrito = 16t + 8 4,120

dWrestrito

=16
dt

Para o uso da regularizacdo neste exemplo, precisamos apenas de uma

variavel de regularizacéo:
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1 + tanh (M)

= 4.121
7 2
onde & =5-107%,
As equac0Oes 4.118 e 4.119 regularizadas sdo apresentadas a seguir:
du
2= A=m-w+n-(16t+8) 4.122
dw
—r = @ =m) - (w=2000x; +x, —w)) + 7 (16) 4.123

Desta forma, um problema que foi resolvido por Souza (2007) utilizando perfil
inicial da variavel de controle discretizada em 14 elementos, com tempo de cada
intervalo variavel, ou seja, um total de 27 variaveis de otimizag&o, por esta abordagem
pode ser solucionado com apenas 2 variaveis de otimizacdo e sem flutuacdo de

indice, uma vez que o indice foi reduzido a zero. Os valores encontrados sdo u, =
14,0130, wy = —199,5608 e x5(t;) = 0,170436, no qual Vassiliadis (1993) obteve
x3(tr) = 0,17989 e Souza (2007), x3(t;) = 0,1706. Os resultados s&o apresentados

nas Figuras 4.17 a 4.20 e as tolerancias relativa e absoluta utilizadas no integrador

foram 10" e 107, respectivamente, e a tolerancia utilizada no otimizador foi 10°®.

16 T ' R ]
144, ——X, A
1,24 4 -
104 %, s
0,8 \ P
0,6 % S
0.4 ‘-‘ P ]
0,2 e, P ]
0,0 TN e
_0,2_: // \\ // ]

0,4

06l / ]
0,8 ]
-1,0 -

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Tempo

Variavel de Estado x, e Restricdo g

Figura 4.17: Resultados Obtidos para Variavel de Estado x,.
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Variavel de Estado X,

—
0,1704 -

0,4

Tempo

0,6

0,8

1,0

Figura 4.18: Resultados Obtidos para Variavel de Estado x5.

Variavel de Controle u

min

restrito

6timo

0,2

T

0,4
Tempo

0,6

0,8

Figura 4.19: Resultados Obtidos para Variavel de Controle u.
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Variavel de Controle w

Tempo

Figura 4.20: Resultados Obtidos para Variavel de Controle w.

4.4.2. Oscilador de Van der Pol com Restricdo de Desigualdade na Variavel de
Estado

Este problema foi apresentado por Vassiliadis et al. (1994b) e consiste na
minimizac&do da variavel x; no tempo final (t; = 5), manipulando a variavel de controle
u, limitada entre -0,3 e 1,0. O problema ainda apresenta uma restricdo de
desigualdade na variavel de estado x; que pode elevar o indice diferencial do sistema

para 2. A formulagdo completa do problema é dada a seguir:

minJ = x3(ty) 4.124
sujeito a:

dx; )
T (1-—x5)x;—x,+u, x,(0)=0 4.125

dx,
E = X1 x,(0) =1 4,126

dxs

— = x2+x24+u?,  x3(0)=0 4.127
gx) =-x-04<0 4.128
Umin < u(t) < Umayx 4.129
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Como nos exemplos anteriores, através da matriz M = [F, AF, A®F,]

vamos calcular Ug¢imo:

(1—x3)-x—x,+u 1
F = X1 , Fu: 0],
x? + x2 + u? 2u
—1+ [ —2x5+x5 ] 4.130
— 1—x3
AF, = ! dul’ AZFu:| 2 d>
—2x 20 l4x2—2u+2—uJ

Como a matriz M também possui posto estrutural p = 3 e como u aparece

explicitamente em F,, (logo, o = 0), a trajetoria 6tima de u é funcdo de sua derivada
. L du . L, L.
segunda e as condic¢des iniciais tanto de u quanto de - Sao variaveis passiveis de

otimizacdo. Desta forma, calculando a det(M) = 0, temos:

2

d“u
Tzt 2x,(1+x2(1—x2) =0 4.131

Definindo uma nova variavel de controle w, obtemos as equagfes que

definem a variavel de controle u:

du _ (0) =

i w, u = Uy 4,132
dw ) )
— = —2x,(1 + x#(1 — x3)), w(0) = wy 4.133

dt

O indice diferencial do problema passa a ser de indice 2 quando a restricao
esta ativa. Desta forma, a restricdo serd convertida em uma funcdo algébrica
regularizada apenas nas variaveis de controle u e w. A partir da derivacdo e
manipulacdo da restricdo obtemos U, ¢stritor Wrestrito € SUAS derivadas:

Urestrito = X2 — (1 — x%) T X1

durestrito

— — 2
dt = Wrestrito = 2xl X2 + X1

4134

dWrestrito 3
— L0 = 243
dt
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Para o uso da regularizacdo neste exemplo, precisamos apenas de uma

variavel de regularizacao:

1 + tanh (@)

= 4.135
7 2
onde & = 1074,
As Equacdes 4.118 e 4.119 regularizadas séo apresentadas a seguir:
du )
o = =mwn Qxfx, +x) 4.136
dW 2 2 3
2 = A=m- (C260 + 271 - x3))) + 1 (2x1) 4.137

Este problema também foi resolvido por Souza (2007) utilizando perfil inicial
da variavel de controle discretizada em 14 elementos, com tempo de cada intervalo
varidvel. Como no exemplo anterior, nesta abordagem o problema pode ser

solucionado com apenas 2 variaveis de otimizagdo e sem flutuacdo de indice. Os

valores encontrados sdo u, = —0,164412, w, = 2,137116 e x5(t;) = 2,973315,

cerca de 0,5% maior do que Souza (2007), que obteve x3(tf) = 2,9591. Essa

diferenca nos valores se deve a tolerancia do integrador utilizado, que se mostrou ser
inadequado para este problema especificamente. Os resultados sdo apresentados nas
Figuras 4.21 a 4.23. As tolerancias relativa e absoluta utilizadas no integrador foram

10®e 10®, respectivamente, e a tolerancia utilizada no otimizador foi 108

Variaveis de Estado

_0v5 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5

Tempo

Figura 4.21: Resultados Obtidos para Variaveis de Estado.
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Variavel de Controle u

Tempo

Figura 4.22: Resultados Obtidos para Variavel de Controle u.

0,5

Variavel de Controle w

0,0 4

0,5

Tempo

Figura 4.23: Resultados Obtidos para Variavel de Controle w.
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CAPITULO V

CONCLUSOES

RESUMO
Este capitulo apresenta sumariamente as conclusdes da

aplicacdo da metodologia proposta nesta dissertacao.
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A abordagem algébrico-diferencial de problemas de otimizagdo dinamica ja
vem sendo considerada em sua resolugdo numérica com vantagens consideraveis.
Pois permite em sua formulacdo a inclusdo automatica das restricbes algébricas do
problema, evitando a tarefa tediosa de manipulacbes das equacbes de modo a
transformar o problema original em um problema de natureza puramente diferencial.
Vantagens da abordagem séo bem evidenciadas na revisé@o bibliografica apresentada
na dissertacdo, onde se podem verificar os diversos avancos na busca da soluc¢ao do
problema de otimizacdo dinAmica bem como metodologias consagradas na resolucéo
dos mesmos e as dificuldades inerentes as suas aplicagbes. Um novo aspecto
inerente a formulag&o algébrico-diferencial do problema de otimizagcdo dindmica é a
possibilidade de, devido & possivel existéncia de restricbes de desigualdade das
variaveis de estado e/ou de controle do problema, ocorrer ao longo da trajetéria 6tima
variagdo do indice diferencial do sistema, denominado no presente trabalho de
sistemas algébrico-diferenciais com indice flutuante. Sistemas desse tipo vém sendo
tratados através de técnicas de reducdo do indice diferencial que, além de
demandarem manipulacdes algébricas das equacbes do sistema, produzem
descontinuidades em sua estrutura obrigando a reinicializagbes dos procedimentos
numéricos cada vez que uma das restricdes é atingida.

Neste trabalho propds-se uma nova sistematica nos estudos de otimizacao
dindmica de sistemas descritos por equacdes algébrico-diferenciais, destacando-se no
procedimento dois aspectos implementacionais. No primeiro, automatiza-se a
eliminacdo das variaveis adjuntas da formulacao rigorosa do problema de otimizagéo
dindmica dando origem a restricbes algébricas ou diferenciais que estabelecem a lei
de controle 6timo correspondente. O segundo aspecto de implementacdo da
metodologia se relaciona a regularizacdo das descontinuidades advindas da variagdo
do indice diferencial do sistema ao longo da trajetoria Otima. Nesta etapa, sao
empregadas metodologias analiticas associadas a funcdes regularizadoras que
permitiram transpor as descontinuidades sem a necessidade de reinicializagcdo do
sistema, conforme apresentado no Capitulo 3.

A contribuicdo mais significativa deste trabalho foi a implementagdo de uma
técnica de eliminacdo das varidveis adjuntas associadas a formulacdo rigorosa de
problemas de otimizag&o dindmica acoplada ao emprego de fun¢gbes de regularizacao
das restricbes de desigualdade relativas as variaveis de controle e de estado do
problema. A aplicagdo do procedimento a diferentes exemplos ilustrativos
demonstraram sua simplicidade implementacional, além de manter a dimensédo do

problema original. A busca dos perfis temporais 6timos se limitou ao emprego de
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técnicas simples de otimizagéo, tipo line search. A natureza inerentemente algébrico-
diferencial da nova formulacdo apresenta as limitacbes inerentes a este tipo de
abordagem, exigindo a determinacdo de condic¢des iniciais consistentes.

A aplicacdo da metodologia a alguns exemplos classicos permitiu validar a
técnica proposta e confrontar os resultados encontrados com os reportados na
literatura. Tendo sido demonstrada, em todos os casos estudados, a sua plena
abrangéncia. Nos casos abordados, obteve-se sucesso nas solucBes 6timas e 0s
valores obtidos foram ora concordantes ora superiores aos resultados apresentados
pela literatura.

Baseados nos resultados obtidos, as seguintes conclusdes foram obtidas ao
aplicar a metodologia proposta: (i) viabilizagdo da resolugdo continua do sistema
mesmo apos a ativagdo das restricdes de desigualdade, evitando o procedimento
tedioso de reinicializagdo do sistema com novas determinacdes de condi¢fes iniciais
consistentes; (i) a metodologia é de facil entendimento e implementacdo, se
comparada a outras técnicas de manipulacdo de restricbes em problemas de
otimizagao dinamica.

Um dos aspectos mais importantes observados foi a capacidade apresentada
pela metodologia desenvolvida em automatizar a passagem do problema de
otimizacdo propriamente dito ao problema de simples simulacdo, comandado pela
ativagdo da restricdo atingida. Associando o conhecimento da trajetoria 6tima de u ao
uso de funcdo regularizadora, podemos ainda perceber que: (i) nos casos onde a
restricdo esta no interior da regido de busca ou durante toda a trajetéria (Casos 4.1.1 e
4.1.2), o problema de otimizagdo dinamica transforma-se em uma simula¢ao dinamica,
ou uma “simples” integracdo, pois ndo ha necessidade de parametrizar a variavel de
controle; (ii) nos casos onde a restricdo esta no final do intervalo (Caso 4.2.1), ou seja,
o problema ainda é de valor no contorno, devemos determinar o tempo de
chaveamento para atendé-la; (iii) nos casos onde existe uma sequéncia de fases
(Casos 4.2.2, 4.3.1e 4.3.2), que podem ser definidas por otimizacdo, também devemos
determinar o tempo de chaveamento para atender a funcdo objetivo; (iv) e, finalmente,
nos casos onde a trajetéria 6tima de u € funcdo de suas derivadas (Casos 4.4.1 e
4.4.2), temos que determinar suas condi¢des iniciais através de otimizacdo, que para
os dois casos estudados, a aplicacdo do procedimento ocasionou na transformacéao do
sistema de EADs em um de EDOs.

Aspectos como a obtencdo de estimativas iniciais para a otimizacdo e o
desempenho do integrador ndo fizeram parte das andlises realizadas, visto que o

principal foco desta dissertacdo foi a construgcdo de um algoritmo que pudesse ser
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aplicado a diversos problemas de otimizacao dindmica, deixando a cargo do usuério a
escolha do integrador e o método de otimizacgdo, ressaltando que o integrador deve
ser capaz de solucionar problemas de indice diferencial superior. Outro aspecto que
deve ser mencionado é relacionado a dimensdo dos exemplos ilustrativos, pois a
aplicagdo com sucesso da metodologia limita-se a problemas de dimensdes néo
elevadas, pois a determinacdo das expressdes analiticas das trajetorias Otimas em
problemas que possuam um numero elevado de variaveis de estado e controle torna-
se inviavel.

A seguir sdo apresentadas sugestfes para trabalhos futuros:

e Aprimoramento do algoritmo, principalmente em problemas cuja trajetéria
otima é funcdo das derivadas da variavel de controle, apresentando uma
grande sensibilidade as condi¢des iniciais;

e E aplicagdo em outros integradores e rotinas de otimizagéo.

¢ Implementagéo de diferenciagdo automética e simbdlica ao procedimento;

O aprimoramento do algoritmo pode tornar a metodologia menos sensivel aos
parametros de integradores e rotinas de otimizacdo, que ndo foram foco desta
dissertagdo, permanecendo na maioria dos casos constantes. Somente quando
ocorria algum erro na integragdo ou na otimizacdo, estes parametros foram
modificados.

A incorporagdo de diferenciacdo automatica e simbdlica na metodologia
podera tornar a aplicagcdo ainda mais simples, pois transporta a analise e a solugéo, o
gue ainda é realizado em etapas diferentes da resolucdo, para apenas um ambiente

de programagcao.
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Apéndice A
Inicializagdo Consistente de EADs de indice superior

Caddigos para integracdo numérica de sistemas de EAD requerem condi¢des
iniciais consistentes para fazer a integracao iniciar com sucesso. Se a integracao é
iniciada a partir de um valor inicial inconsistente, a diferenca entre o valor inicial
consistente e o valor inicial arbitrario, representara uma contribuicdo constante ¢, para
o erro local na primeira etapa de integracdo. Visto que o erro local ndo desaparece
mas aproxima-se do valor de &, quando o tamanho do passo de integracdo €
reduzido, as varias estratégias de controle do erro implementadas nos cédigos de
integragcdo de EAD provavelmente falharao.

Muitos métodos rigorosos para inicializacdo de sistemas de EAD tém sido
relatados, mas eles sdo em geral dificeis de aplicar. Por causa da inicializagédo
rigorosa frequentemente requer a solu¢cdo de um sistema algébrico ndo-linear, as
vezes sobre-determinado, estes algoritmos devem falhar devido a problemas de
convergéncia. Entdo, aproximacdes simplificadas e mais robustas séo
consideravelmente interessantes na simulagdo numérica de modelos de EADs. Neste
contexto Vieira e Biscaia (2001) propuseram uma aproximacdo direta para a
inicializacdo de sistemas de EADs, que é baseada na hipétese de que a resposta
dindmica de um modelo matematico pode ser aproximado pela reposta para
perturbacBes descontinuas de um sistema similar, inicialmente em regime
permanente.

Um algoritmo para encontrar uma inicializagdo consistente de EAD utilizando
critério estrutural foi proposto por PANTELIDES (1988). O algoritmo detecta a
presenca de uma EAD de indice elevado e indica que equacdes devem ser
diferenciadas para obter uma condi¢do inicial consistente, ficando estabelecido que
isto pode ser feito a partir de uma informacdo puramente estrutural. Um sistema semi-
explicito geral ndo apresenta problemas de inicializagdo consistente se a matriz
Jacobiana do sistema de equacgbes for ndo singular. As restricbes adicionais ao
sistema de equacdes seguem o principio de que um sub-conjunto de equagfes deve
ser diferenciado se e somente se o grupo de linhas da matriz correspondentes a estas
equacOes forem linearmente dependentes e se existirem linhas linearmente
independentes dentro de sub-conjuntos deste grupo.

As condic¢es iniciais de um sistema de EADs na sua forma geral:
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fl,x,y,t) =0 21
sao definidas pelo vetor (X, xo, Yo) €m t,, € ndo por (xg, Vo)-
Uma condicdo necessaria mas ndo suficiente para que estas condicbes

iniciais sejam consistentes € que elas satisfagcam ao sistema:

f (%0, X0, Y0, t0) = 0 2.2

Por exemplo, € necessario que as condi¢Bes iniciais (xlo,xzo,fclo,fczo)
satisfacam as seguintes EADs de indice 1 (PANTELIDES, 1988):
X1+ x, = a(t) 213
x; +x3 = b(t) 2.4
onde a(t) e b(t) séo fungdes continuas e diferenciaveis.
Entretanto, para que exista a consisténcia, elas devem satisfazer também a
equacao resultante da diferencia¢cdo da segunda equagao:

5('1 + szxz == b(t) 25

Portanto, mesmo os sistemas de indice 1, podem apresentar problemas de
inicializacdo, que séo inerentes a todos os sistemas de indice superior. Em outras
palavras, enquanto a inicializagdo da maioria dos sistemas de indice 1 & similar & das
EDOs, todos os sistemas de indice superior e alguns sistemas de indice 1 apresentam
dificuldades, como as mostradas. Além disto, é preciso localizar e evitar as
diferencia¢cfes de equacgbes que ndo trazem informacdes adicionais. O que se busca,
portanto, sdo formas de extrair dos sistemas informacdes fundamentais que estao nele
contidas, mas que ndo sao aparentes. Os atuais cddigos numéricos de solucédo de
EADs frequentemente falham ou se tornam extremamente ineficientes se os valores

iniciais séo inconsistentes (Pfeifer, 2007).
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