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do surgimento de uma nova familia de métodos. Neste trabalho, sao propostas mo-
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The idea of using future ponits to the formulation of numerical integration
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method showed great advantages, with improvement in stability and order, besides
rising a new family of methods. In the present work, modification in two popular
integration methods for ODEs, the Adams-Moulton method and the Runge-Kutta
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Capitulo 1

Introducao

A modelagem matematica de processos de Engenharia Quimica e de diversas
outras areas da Ciéncia e Engenharia muitas vezes recai em sistemas nao lineares
de equacoes diferenciais e, muito frequentemente, em sistemas algébrico-diferenciais,
que requerem resolucao numérica.

Sistemas de equagoes algébrico-diferenciais podem apresentar uma dificuldade
de resolucao consideravelmente maior do que sistemas de equagoes diferenciais or-
dinarias. Nao existe cédigo atualmente que seja capaz de resolver todos os pro-
blemas que envolvem equacoes algébrico-diferenciais de indice superior, porém ha
varios cédigos computacionais disponiveis para certas classes de sistemas de EADs.

Neste trabalho foram desenvolvidos e testados métodos que utilizam pontos
futuros para a integragao de sistemas de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs)
e Sistemas de Equagoes Algébrico-Diferenciais (EADs). Os métodos propostos sao
baseados nos tradicionais métodos de Runge-Kutta implicito e Adams-Moulton. A
ideia baseou-se na proposta de |CASH| (1980)) , que utiliza pontos futuros (chamados
por ele de super-futuros) no método BDF, gerando uma nova familia de métodos de
integracao.

Para o desenvolvimento dos novos métodos, determinaram-se os coeficientes
utilizados para métodos com passo fixo e avaliou-se a ordem e a regiao de estabilidade
de cada metodo. Também foram feitas comparacoes de desempenho com os métodos

tradicionais, utilizando exemplos da engenharia quimica.



O Capitulo 2 discorre sobre trabalhos recentes na area de métodos de inte-
gracao numeérica, softwares computacionais tradicionais e abrange a fundamentagao
teodrica sobre EDOs rigidas e sistemas de EADs.

O Capitulo 3 mostra a metodologia utilizada para o desenvolvimento dos
métodos, como foram computados os coeficientes e regides de estabilidade dos
métodos. Além disso, sao apresentados os sistemas de EDOs e EADs utilizados
para fazer a comparacao entre os métodos desenvolvidos com os ja existentes.

O Capitulo 4, referente aos resultados, descreve as ordens calculadas e mostra
os graficos de erros de truncamento locais e mostra comparacoes do desempenho de
cada método utilizado.

No Capitulo 5 é feito um resumo das conclusoes dos resultados obtidos.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs)

Sistemas de EDOs na forma explicita para problemas de valor inicial, sao

escritos como:

y =1f(ty), t<a (2.1)
y(a) =1y, (2.2)
Para problemas de valor de contorno, estes sistemas sao escritos como:

y =f(t,y), a<t<b (2.3)
g(y(0),y(b)) =0 (2.4)

Em ambos os casos, y € R™ é o vetor de varidveis dependentes, y’ € R" é
o vetor das derivadas de y em relacao a t, f € R" é um vetor de funcoes de y e
t, n é a dimensao do sistema e t é a varidvel independente (geralmente o tempo).
Usualmente o valor inicial a é considerado 0. Nos casos em que f nao depende
explicitamente de ¢, o sistema é chamado de autonomo.

O simples fato de Problemas de Valor no Contorno (PVC) apresentarem duas

informagoes em diferentes pontos do intervalo ja aumenta a dificuldade de resolugao



em relagao aos Problemas de Valor Inicial (PVI). Além disso, as solugoes analiticas
de PVC raramente podem ser obtidas, o que dificulta a prova da existéncia de
uma solugao unica para o problema. Coédigos numéricos para a solugao de PVIs
estao disponiveis em grande quantidade e utilizando os mais variados métodos de
integracao. Ja para PVCs tal quantidade é mais restrita, sendo, por isso, ainda

topico de muitas pesquisas(ASHER e PETZOLD, (1997)).

2.1.1 Rigidez

Uma definicao matematica rigorosa do conceito de rigidez nao é um consenso
ainda, porém tal falta de definicao nao se mostra um problema real, pois a presenca
de rigidez em um sistema é facilmente identificivel na maior parte dos casos obser-
vando, por exemplo, as constantes de tempo associadas ao modelo. Ha inclusive um
coeficiente chamado razao de rigidez (Stiffness Ratio), SR, que representa a razao
entre o maior e menor médulo da parte real dos valores caracteristicos da matriz
jacobiana e que usualmente é utilizado para classificar a rigidez de um sistema de
EDOs. Sistemas com SR ~ 20 nao sao rigidos, SR ~ 10® sao rigidos e SR ~ 10°
sao considerados muito rigidos (SECCHI, [1992). Uma classificagao dada por DAHL-
QUIST (1963) a problemas rigidos é que eles possuem “processos no sistema com
constantes de tempo significativamente diferentes entre si”.

Sistemas muito rigidos causam problemas na integracao com métodos que
possuem pequenas regioes de estabilidade absoluta, exindo que se utilize passos
muito pequenos para a solucao convergir em todo o intervalo. Por isso, métodos
implicitos sao preferiveis para tais tipos de problemas, ja que permitem, por exemplo,
maiores passos e o processo de integracao torna-se mais eficiente. Além disso, dentro
de um mesmo problema, é comum que haja regioes rigidas e regioes suaves ou nao
rigidas da solucao. HAIRER et al. (2008)) descrevem com detalhes dois métodos de
detecgao automatica de rigidez no sistema: pelo erro local de truncamento, estimado
a partir do uso de dois métodos de ordens diferentes para o calculo da solucao; ou

computando o valor caracteristico dominante da matriz Jacobiana do sistema.



A andlise de estabilidade dos métodos de integracao é um dos principais fo-
cos do estudo relacionado a EDOs rigidas, pois estas apresentavam problemas na
resolucao por métodos mais tradicionais (Runge-Kutta explicito e Adams). Tal es-
tudo levou ao desenvolvimento de conceitos como regiao de estabilidade absoluta,
estabilidade-A, estabilidade-L, estabilidade-0, estabilidade-AN, estabilidade D, esta-
bilidade nao-linear, estabilidade-G, estabilidade-B, estabilidade-BN, estabilidade-S,
dentre varios outros. Os conceitos de estabilidade absoluta, estabilidade-A e -L sao
apresentados na Segao por terem um carater mais pratico. (OLIVEIRA| (1990))

apresenta outros conceitos mais especificos.

2.2 Sistemas de Equacoes Algébrico Diferenciais

(EADs)

Sistemas de equagoes algébrico-diferenciais (EADs) podem ser escritas em sua

forma implicita como:

F(t,y(t),y'(t),x(t)) = 0 (2.5)

sendo x € R™ o vetor de varidveis algébricas e F € R"™ é o vetor de funcoes
dependentes do vetor de varidveis diferenciais y(t) € R™ e varidveis algébricas
x(t) € R™, e sua dimensao é n; + ny = n.

Assim, sistemas de EDOs s@ao um caso particular de sistemas de EADs. Ne-
nhum codigo computacional disponivel atualmente para obter solugoes aproximadas
das EADs é capaz de resolver todos os problemas sem que haja alguma manipulagao
no sistema. E desejavel e até vantajoso trabalhar com sistemas em sua forma origi-
nal (ASHER e PETZOLD, [1997)) e muito trabalho tem sido feito com esse enfoque
nas ultimas trés décadas. Explicitar o sistema com o intuito de obter cada deri-
vada das varidaveis dependentes gera perda de informagoes devido a diferenciagao de

equacoes algébricas; o sistema gerado pode perder o sentido fisico que cada equacgao



representa; a matriz jacobiana do sistema gerado pode perder sua esparsidade, o que
podera causar perda na eficiéncia computacional no processo de resolugao do sis-
tema algébrico nao-linear; um sistema muito grande pode ser invidavel de manipular
a fim de obter todas varidveis em sua forma diferencial. De fato, existem siste-
mas que sequer podem ser reescritos em formas explicitas (BRENAN et al., [1996]).
Além disso, modelos para a simulagao de problemas reais, por exemplo em processos
quimicos, apresentam-se na forma de EADs que podem ser gerados automaticamente
por programas de modelagem e simulagao, o que novamente representara melhor a
interpretagao fisica do problema (SECCHI| 1992)) .

As restrigoes algébricas de um sistema de EADs podem podem aparecer de
forma explicita ou implicita nas equagoes. Quanto maior o indice das EADs, mais
restrigoes algébricas “escondidas” (na forma implicita) existirao. Isto pode gerar
problemas de integragao, inclusive em sua inicializacao.

Todo sistema de EDOs de primeira ordem com n varidveis dependentes neces-
sita de condigoes iniciais que podem ser arbitradas. No caso das EADs, as condigoes
iniciais devem respeitar também as restricoes implicitas do sistema, fazendo com

que menos variaveis possam ter suas condicoes iniciais arbitradas.

2.2.1 Indice diferencial de EADs

O conceito de indice diferencial é um dos mais simples para caracterizar sis-
temas de EADs. Este é definido como o ntimero minimo de vezes que todo ou parte
do sistema de EADs pode ser diferenciada em relacao a ¢ para tornar o sistema
completamente diferencial (ou um sistema de EDOs), denotado por v.

Por exemplo:



Ao diferenciar a equacao algébrica, obtém-se:

y=g@t) =2 (2.8)

Ainda é necessario diferenciar esta equacao mais uma vez, para tornar o sis-

tema completamente diferencial. Portanto:

2 = (1) (2.9)

v =z (2.10)

' =q"(t) (2.11)

Portanto o indice diferencial do sistema ¢é igual a 2. Assim, sistemas de EDOs
sao EADs de indice 0.

Se um sistema da forma apresentar sua matriz Jacobiana com respeito
a y’ e x singular,pelo menos um dos valores caracteristicos serd nulo. A presenca
de pelo menos um outro valor caracteristico nao nulo resulta em um ntimero de
condicionamento k = oo e indica um problema de indice superior (maior que 1).
Problemas com indice v > 1 sao mais dificeis de serem resolvidos porque o nimero

de condicionamento da matriz de iteracdo BRENAN et al.| (1996) comporta-se como:

k= h', h—0 (2.12)

onde para passos de integracao pequenos, a solucao numérica torna-se dificil, ou
mesmo impossivel (SECCHI, 1992).

A solucdo numérica de sistemas de indice superior geralmente utiliza uma
das duas estratégias: (i) utilizacdo de um cddigo adequado para sistemas de indice
superior; (ii) reduc@o do indice do sistema (VIEIRA, [1998).

A forma mais tradicional de resolucao de sistemas de EADs é através da



reducao de indice. O procedimento para tal é diferenciar as restrigoes algébricas
tantas vezes quanto forem necessarias até se obter o sistema puramente diferencial
ou pelo menos de indice 1. [VIEIRA (1998)) aponta como mais uma desvantagem de
tal procedimento a possibilidade de o sistema resultante apresentar mais solucoes

que o sistema original e que isso pode afetar a convergéncia do método.

2.2.2 Tipos basicos de EADs
EADs Lineares com coeficientes constantes

Essa é a classe mais bem entendida dentre as existentes e também a mais

simples. Podem ser representadas genericamente por:

AY'(t) + By(t) = g(t) (2.13)

onde A e B sao matrizes quadradas.

Se A é um parametro complexo, entao A\A + B é chamada “matriz pen-
cil”(BRENAN et all [1996). Um sistema de EADs como ([2.13]) sé possui solugao

caso AMA + B seja um pencil regular.

EADs lineares com coeficientes variantes no tempo

Caso as matrizes A e B sejam dependentes apenas da varidvel independente,

tomando a forma:

A)y'(t) + B(t)y(t) = g(t) (2.14)

tem-se EADs lineares com coeficientes variando no tempo. Sao sistemas geralmente
estudados para analise de pequenas perturbagoes em torno de solucoes estacionérias

periddicas, por exemplo em circuitos elétricos RF (BRUIN| 2001)).



EADs semi-explicitas

Aparecem sob a forma:

y'(t) = £(y(t),x(t),t) (2.15)

0 =g(y(t),x(),1) (2.16)

Sao sistemas de indice 1 se % for nao singular. Caso contrario serao de indice

superior.

EADs na forma de Hessenberg

Sistemas de EADs na forma:

y'(t) = f(y(t),x(t),1) (2.17)
0=g(y(t),1) (2.18)

9g

a_f ~ .
By Oz for nao singular.

sao ditos de Hessenberg de indice 2 se
As equagoes algébricas nao dependem explicitamente das varidveis algébricas.

Diferenciando (2.18)) é possivel encontrar a restri¢ao implicita:

Og(y(0). 1)

dy (y(t),x(t),t) = 0 (2.19)

Sistemas semi-explicitos na forma de Hessenberg de indice 2 podem ser resol-
vidos por métodos para sistemas de indice 1.

Sistema de EADs na forma:

z' (t) = h(z(t),y(t),x(t),t) (2.20)
y'(t) = £(z(1),y(t),t) (2.21)
0 =g(y(t),t) (2.22)

09 Of dh

By 0z O3 for nao singular.

sao ditos de Hessenberg de indice 3 se



e apresenta as seguintes restrigoes implicitas:

g
oy = ° (2.23)
g , Og (Of of

Para um maior aprofundamento sobre o estudo e caracterizacao de EADs, sao

recomendados os livros de HAIRER et al.| (2006) e BRENAN et al.| (1996).

2.2.3 Condicoes Iniciais Consistentes

Cada uma das restrigoes algébricas implicitas exemplificadas anteriormente
naturalmente devem ser respeitadas nas condig¢oes iniciais do problema. Isto significa
que diversos problemas envolvendo EADs podem apresentar restri¢ées implicitas que
limitam a escolha das condigoes iniciais, o que pode causar instabilidade no processo
de integracao, caso tais condicoes inciais nao sejam precisas.

Um conjunto de condigoes iniciais é dito consistente se representa uma solugao
para o sistema estendido de EADs no tempo inicial de integracao VIEIRA| (1998)).

H&a codigos computacionais especificos para a caracterizacao de sistemas
algébrico-diferenciais quanto ao indice, que ajudam na inicializacao de tais siste-
mas, como o INDEX1.0 (MURATA| 1996)) e os pacotes ALGO e PALG (Unger et
al., 1995). Mais detalhes sobre condigdes iniciais consistentes podem ser encontrados

no trabalho de [VIEIRA (1998)).

2.3 Procedimento de Resolucao de Sistemas de

EDOs Rigidas / EADs

Os métodos mais populares para a integragao de sistemas de EDOs ou sistemas

de EADs sao abordados a seguir.
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2.3.1 Solugao do Sistema Algébrico Nao-Linear

A utilizagao de métodos implicitos para sistemas de EDOs rigidos ou de EADs
requer o uso de um método iterativo para a solucao do sistema algébrico nao-linear
formado. O método de Newton-Raphson modificado é o mais utilizado para o pro-
cesso iterativo. Tal método diferencia-se do processo tradicional apenas por manter
a matriz Jacobiana constante pelo maior tempo possivel, para reduzir o custo com-
putacional.

Como parte da resolucao do sistema algébrico nao-linear pelo método Newton-
Raphson, é necessario resolver sistemas algébricos lineares, que sao usualmente feitas
usando a decomposi¢ao LU da matriz Jacobiana e posterior resolucao dos sistemas
triangulares por substituicao direta e reversa.

Dessa forma, resolve-se o sistema de equagoes formado:
F(t,y)=0 (2.25)
Pelo método Newton-Raphson modificado:

yéerl) _ y7(1m) _ OszlF(an,y(m)) (2.26)

n

onde J é a matriz de iteracao do sistema discretizado e o é um fator de controle de
convergéncia do método de Newton-Raphson. BRENAN et al| (1996) explica com
mais detalhes o calculo de tal parametro para os métodos de multiplos passos.

Para os métodos BDF, a matriz de iteracao ¢ dada por:

OF OF

J=-— Rl
dy —l—c]ay/

(2.27)

onde ¢; é um fator que depende da ordem do método e do tamanho do passo da
iteragao anterior.
A montagem da matriz de iteracao do sistema, caso seja feita numericamente,

torna-se a etapa mais lenta do processo de integracao e por isso é preferivel trabalhar
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com a Jacobiana analitica quando possivel.

2.3.2 Integracao

H&4 uma grande variedade de métodos numéricos para integragao, muitas vezes
classificados em dois grandes grupos: os métodos de passo Unico e os métodos de
multiplos passos. O primeiro utiliza apenas informagoes do ponto anterior y; para o
calculo do passo seguinte y;,1. Os métodos tipo Runge-Kutta sao os mais utilizados
para tal classe. Ja os métodos de multiplos passos de ordem k utilizam informacgoes
dos pontos anteriores y;_,, n = 0...k, para o calculo de y;; ;. Os métodos mais
populares sao os tipo Adams e os tipo BDF.

A integracao de sistemas rigidos de EDOs ou sistemas de EADs necessitam
de métodos que mantenham a estabilidade numérica ao longo da integracao, o que
¢ uma caracteristica dos métodos implicitos. Métodos explicitos, mesmo de alta
ordem e com diversas técnicas de aperfeicoamento do codigo, como variagao de passo,
mudanca de ordem, sofrem diversos problemas numéricos ao confrontarem problemas
com alta rigidez. A tentativa de correcao através da diminuicao de passo, com o
objetivo de aumentar a acuracia e garantir a estabilidade pode tornar o método

extremamente lento e ineficiente.

Métodos tipo Runge-Kutta

Os métodos de integracao tipo Runge-Kutta totalmente implicitos
apresentam-se como métodos robustos de alta ordem para a solugao de sistemas
de EDOs rigidas por suas propriedades de estabilidade-A para qualquer nimero de
estagios. Métodos tipo Runge-Kutta baseados na quadratura de Gauss possuem
ordem igual a 2s, sendo s igual ao nimero de pontos de quadratura utilizado. Os
métodos baseados na quadratura de Radau, que utilizam além dos pontos internos
de quadratura a extremidade superior do intervalo, possuem ordem 2s + 1.

Esta familia de métodos necessita, da solucao de um sistema algébrico nao-

linear de tamanho n.s, sendo n igual ao numero de equacoes do sistema. Para
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problemas com um numero muito grande de equacoes, tal classe de métodos pode nao
ser a mais eficiente. Apesar disso, hd um enorme esforgo por parte dos pesquisadores
em tornar a implementacao dos cédigos como um todo cada vez mais eficientes,
diminuindo a limitacao do uso de tais métodos.

Uma das vantagem dos métodos Runge-Kutta ¢é a facilidade de variar o passo
de integracao. Devido ao método necessitar apenas da informacao da solucao no
passo anterior para avangar, basta utilizar algum critério de variagao de passo para
que a solugao chegue mais rapidamente ao ponto final. Como sao métodos estaveis
mesmo para problemas com alta rigidez, o tamanho do passo nao é uma limitagao
na integracao, apenas na acuracia da solucao.

A férmula geral para os médotos tipo Runge-Kutta é:

gi = hf(ty + cih, yx + Zaijgj) 1=1..s (2.28)
=1
Yrt1 = Yk + Z b;g; (2.29)
=1

Geralmente os coeficientes a;;, b; e ¢; sao organizados em uma tabela chamada
“arranjo de Butcher”. Caso a;; # 0 para ¢ > j, o método ¢é implicito. A construcao
de métodos tipo Runge-Kutta implicitos dependem diretamente da escolhas dos
coeficientes do arranjo de Butcher e boas propriedades de estabilidade do método

dependem diretamente da escolha desses coeficients.

Métodos de Multiplos Passos

Os Métodos Lineares de Multiplos Passos sao representados de forma genérica,

quando aplicados a EDOs, por:
k k
Yni1 = D Ynj1 0> Bif (Ynji1) (2.30)
j=1 J=0

onde em qualquer caso a; # 0 e o e ; sao constantes e o método é implicito caso

Bo # 0.
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Tais métodos sao caracterizados por dois polinomios:
k
p(¢) = ¢" =D ay¢"
j=1
k
a(Q)=>_ B¢t
j=0

Estes polindmios - também conhecidos como “Polindmios Gerado-
res” (HAIRER et al., 2008) tém um papel importante na analise dos métodos lineares
de multiplos passos, tanto na determinacao dos coeficientes, quanto na analise de

estabilidade dos métodos.

Familia de Métodos tipo Adams

Os métodos tipo Adams para a integracao de equagoes diferenciais apareceram
no final do século XIX, em problemas apresentados por Bashforth (1855), e suas
resolugdes dadas por Adams (1883). Por se tratar de um método de multiplos
passos, necessita-se obter os primeiros k£ passos, o que inicialmente foi feito com
aproximagoes por série de Taylor (HAIRER et al., [2008)).

A férmula geral para os métodos tipo Adams é:

k
Yn+1 = Yntk T h25jf(yn—j+1) (2.31)

J=0

Caso fy = 0 tem-se o caso explicito (chamado de Adams-Bashforth). Caso
contrario, o método serd implicito e é conhecido como Adams-Moulton.

Os polinémios caracteristicos dos métodos de Adams implicitos sao:

p(Q) = ¢ = D ai¢t (2.32)
o(¢) =3 B¢ (2.33)

Tais férmulas podem ser usadas para determinar as regioes de estabilidade do

14



método para cada ordem.
As féormulas sao obtidas integrando um polinémio interpolador que aproxima

a funcdo f(t,y(t)) em:

oltwin) = ult) + | () de (2.31)

O polinémio que substitui a funcao f(t,y(t)) interpola os pontos {(t;, f;)|i =
n—k+1,..,n+ 1} para o caso implicito. Aqui sera descrito a construcdo para o
método implicito, mas que pode ser utilizado com adaptagoes para o explicito ou
outros métodos de multiplos passos como Nystrom, Milne-Simpson. Representando

o polinomio em termos de diferencas retrogradas:
vofn = fna vj+1fn = Van - ijn—l
Segue que o polinomio pode ser escrito entao por:

pl0) =it + ) = -1 () 9 (2.35)

=0 J

Essa é a férmula de interpolacao de Newton, publicadas em 1771 (HAIRER

et all 2008). A substituigao de f(t,y(t)) em (2.34) por (2.35)) gera a nova férmula:

k
Yn+1 = Yn + h Z ’Yjvjfn—i-l (236)

J=0

Os coeficientes devem satisfazer:

Y = (—1) /01 (_S; 1) ds (2.37)

As formulas obtidas apds o computo dos coeficientes é da forma geral:

Ynt1 = Yn + M(Brfr1 + . + Bofr-rs1) (2.38)
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Como métodos Adams-Moulton s6 sao A-estaveis até no maximo ordem 2 e
acima disto nao sao («)A-estdaveis, tais métodos nao sao usuais para resolver EDOs
rigidas ou EADs. Porém, como sera mostrado mais adiante, a utilizacao de um ponto
futuro aumenta tal limite de ordem méxima para 4, o que torna uma alternativa

vidvel.

Familia de métodos tipo BDF

Os métodos tipo BDF foram apresentados apenas em 1952 por |[CURTISS e
HIRSCHFELDER)] (1952)). Da mesma forma que os métodos tipo Adams, necessitam
de informacoes em pontos anteriores para o calculo do ponto atual.

O primeiro algoritmo que permitia variagao de ordem e do tamanho do passo
foi baseado em métodos tipo BDF (OLIVEIRA| [1990)). O c6digo computacional
DIFSUB, desenvolvido por Gear (1970) e aprimorado por Hindmarsh (1974), foi
responsavel pela popularizagao do método, ja que era capaz de resolver com sucesso
problemas considerados rigidos.

O método BDF baseia-se em uma aproximagao polinomial das solugoes
numéricas calculadas anteriormente.

A equacao geral para os métodos BDF ¢é a , com todos os a; # 0 e o
método BDF tradicional é implicito, com todos os [ nulos, exceto o .

Os métodos BDF de k passos possuem ordem k e sao A-estaveis até ordem
2, como provado por Dahlquist (1963), que propds tal teorema. Porém, sao (a)A-
estaveis até ordem < 7, caracteristica que tornou os métodos tipo BDF bastante
populares. O conceito de estabilidade (a))A serd abordado mais adiante.

Em geral, os codigos computacionais que utilizam o método BDF para inte-
gracao utilizam ordem variavel, sendo a ordem maxima igual a 5.

Para tratar de sistemas de EADs na forma implicita como foi feito por  GEAR]

(1971):

k+1
n - —0 YilYn—j
Ynt = 20 Y ’“) —0 (2.39)

F (tna Yn+1, hﬁo
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2.4 Erro de Truncamento Local

Um dos conceitos mais importantes na anélise de erro é o erro de truncamento
local (etl). Tal erro é fungao da diferenca entre a aproximagao numérica de quaquer
método em determinado ponto e sua solucao real, e do tamanho do passo utilizado

na aproximacao numérica (BRUIN| [2001)):

p = Y\n) — Yn
c I

Tal expressao expandida em série de Taylor com h = 0 torna-se:

drtly(t)
dtp+1

drt2y(t)

etl = Cyh? o

+ Cpi b + ... = O(RP)

com p > 0 é um inteiro e C,, # 0 é uma constante. Assim, um método linear

de multiplos passos é de ordem p, caso
etl = O(h?)

Assim, se h tende a zero, o erro local de truncamento também tende a zero,

caso p > 1 . Tais métodos sao considerados consistentes caso p > 1.

2.5 Técnicas de Variagao de Passo

Variacao do passo de integracao é muito importante para um bom cédigo de
integracao, visto que passos fixos podem demorar muito para finalizar a integracao
de um sistema que possui poucas regioes com rigidez.

A utilizacao de variacao de passo estd diretamente ligada a estimativa do
erro de truncamento local. Como nao é possivel saber exatamente qual é este erro,
algumas técnicas sao utilizadas para aproximar seu valor e tal estimativa permite
controlar o tamanho do passo, tornando o método mais eficiente. O controle do erro

local também tem papel fundamental na solucao de sistemas de EADs de indice
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superior.

Em geral, ha duas maneiras de se calcular tal erros, seja calculando o valor
da solucao com métodos de ordens diferentes; ou entao calculando a solugao com
diferentes tamanhos de passo.

A reducao do tamanho do passo também é importante para manter a esta-
bilidade do método de integracao. A seguir sao descritas algumas técnicas para os

métodos tipo Runge-Kutta e de multiplos passos.

2.5.1 Meétodos Tipo Runge-Kutta

Tradicionalmente, técnicas de variagao de passo para métodos Runge-Kutta
explicitos sao feitas com dois métodos de diferentes ordens com a mesma matriz de
a;;j e vetor ¢; do arranjo de Butcher, mudando apenas o os pesos b;. O método de
menor ordem é dito “método embutido ” A diferenca entre as solugoes gera uma esti-
mativa para o erro de truncamento que pode ser utilizado como critério de variacao
de passo.

Outra forma de calcular o erro de truncamento local é utilizando a técnica de
extrapolacao de Richardson. Tal estratégia consiste em calcular a solugao com um
método de ordem p utilizando um passo 2h (ou h), obtendo y; e em seguida realizar
duas integragoes com o passo h (ou g), para obter uma estimativa de solugao mais
precisa, obtendo ys».

Com tais valores, y; e ys, é possivel obter uma solucao extrapolada de ordem
p + 1 através da expressao:

Y2 — U1
2r —1

Yer = Yo + (2.40)

Para métodos implicitos a mesma técnica pode ser utilizada. Porém, como os
métodos calculados com base nas quadraturas possuem uma ordem otima para certa
quantidade de estagios, busca-se por um método de menor ordem para embutir. Isso

é possivel caso a matriz A de coeficientes tenha pelo menos um valor caracteristico
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real. Mais detalhes podem ser encontrados em HAIRER et al.| (2006)).

Comparando-se os dois métodos, para problemas nao-rigidos ou explicitos
os métodos embutidos sao mais eficientes. Porém, em problemas rigidos, ambos os
métodos requerem elevado esfor¢co computacional devido especialmente ao niimero de
avaliacoes da matriz jacobiana e das decomposicoes LU necessarias para a resolucao
dos sistemas algébricos formados.

No caso dos métodos embutidos sao necessarias duas decomposicoes LU, duas
avaliagoes da matriz jacobiana e 2s avaliagoes da funcao; ja para o método de Ri-
chardson sao necessarias 3 decomposicoes LU, duas avaliagoes da jacobiana e 3s
avaliagoes da fungao (OLIVEIRAJ 1990).

Tendo encontrado o erro de truncamento local e escolhido o critério de variacao
de passo, a aplicacao é direta para métodos tipo Runge-Kutta, ja que sao métodos

de passo simples.

2.5.2 Meétodos de Multiplos Passos

A variacao de passo para os métodos de multiplos passos é mais complexa do
que para métodos tipo Runge-Kutta. As estratégias consistem tradicionalmente em

duas possibilidades:

1. Utilizar um polinomio interpolador para aproximar as solucoes dos passos an-

teriores a valores igualmente espacgados;

2. Interpolar as solugoes anteriores nos pontos com espacamentos diferentes e

calcular novos coeficientes para a préoxima solucao.

Para os métodos tipo Adams e BDF a estratégia para pontos com diferentes

espacamentos ¢ utilizar a formula de interpolacao de Newton. Para Adams:

[y

j_

t)y=>"

]:O 1=

(t—toi) fltnstur, .- - tnj] (2.41)
0
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em que & f[ty,tn_1,...,tn_j] é o vetor de diferengas divididas de ordem j:

0" f[tn] = fn (2.42)

) J—1 . — 51 )
= (2.43)
n n—j

p(t) substitui entao, a integral da equacao (2.34)) e novos coeficientes sdo determi-
nados. Para o método BDF a diferenca é que a interpolacao é em y, ao invés de f
em (12.43)).

A forma mais tradicional para estimar o erro de truncamento local para tais
métodos é calcular a solugao com duas ordens diferentes, apenas retirando o ultimo

termo da interpolacao.

2.6 Estabilidade

2.6.1 Passo Unico

Dos varios tipos de estabilidade listados anteriormente, alguns se destacam
pela praticidade e/ou necessidade de estar presente nos métodos, para determinados
tipos de sistemas.

O estudo sobre a estabilidade de métodos numérios foi amplamente desenvol-
vido por Dahlquist, a partir do ano de 1959. Seus estudos basearam-se principal-

mente no comportamento dos métodos ao integrar a equagao teste ([2.44))

y'(t) = My(t), e C, t >0, y(to) = Yo (2.44)

Seu estudo focou principalmente nos métodos de multiplos passos, mas pode
ser estendido para métodos tipo Runge-Kutta. Trabalhos independentes de Ehle
(1968) e Axelsson (1969) investigaram a estabilidade-A para os métodos Runge-
Kutta implicitos e Wright (1970) estudou os métodos de colocagao. A escolha de

tal equacao teste é 1til por sua simplicidade e capacidade de generalizacao para
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sistemas nao lineares rigidos, porém, (OLIVEIRA| (1990)) sugere que para outros

conceitos como Estabilidade nao-Linear, um estudo mais detalhado é necessério.
Assim, Dahlquist (1963) definiu como métodos A-estéveis aqueles que nao

tém restri¢oes de estabilidade para y'(t) = Ay(t), Re(\) <0 e h > 0. Aplicando-se

qualquer método Runge-Kutta na equagao (2.44) resulta em:

Yy = R(2)Yn,  z2=hA (2.45)

onde R : C — C representa uma fungao polinomial ou racional com coeficientes
reais. R(z) é chamada de funcdo de estabilidade do método. Tal fungao determinard
a regiao de estabilidade do método que, caso preencha todo a regiao a esquerda da
ordenada no plano imaginario, serd considerado um método A-estavel. Para que ele

seja A-estavel, portanto, requere-se que:

[R(z)| <1

para qualquer valor de z.
Um outro conceito muito importante é o de Estabilidade-L, utilizado principal-
mente nos métodos Runge-Kutta. Para que um método seja considerado L-estavel,

deve ser A-estdvel além de:

Yn+1
Yn

lim
Re(h\)——o0

—0 (2.46)

De fato, é muito importante que um método seja L-estavel e nao apenas A-
estavel, pois na auséncia da caracteristica supracitada, os componentes rigidos do
sistema podem ser amortecidos muito vagarosamente, o que compromete a eficiéncia
do método. (HAIRER et al., 2006])

Para cada método Runge-Kutta hd uma fungdo R(z). Para os métodos

explicitos, [ASHER e PETZOLD) (1997) fazem a demonstragdo para delinear as
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regioes. Para os métodos Runge-Kutta implicitos, com s estagios, tem-se:

gi:hf(tn—l—cjh,ynjtiaijgj), i=1,...,s (2.47)
j=1

Yntl = Yn + XS: b;g; (2.48)
j=1

Que leva a:

R(z) =1+ 2" (I —2z4)™"1 (2.49)

sendo:

b" = (by,....,bs)  A=(ay);;-, 1=(1,...,1)"

Assim, é possivel construir as regioes de estabilidade de cada método, consi-
derando o principio de maximizagao do médulo (OLIVEIRA| [1990), considerando

|R(z)| = 1, ou seja, encontrando as raizes de |R(z)| — 1 = 0. Para a construcdo do

0

grafico pode-se substituir 1 por €? e encontrar a rafz para cada valor de 6.

2.6.2 Multiplos Passos

Para os métodos de multiplos passos, tem-se a equacao generalizada:

k k
Ynt1 = D QY g1+ Bifa i (2.50)
=1 =0

Ao aplicd-la na equacao teste de Dahlquist ' = Ay, com A € C, chega-se a

equacao:
k k
Y1 = D lnji1+PAY  Bitn i (2.51)
j=1 §=0

Considerando a equagao inicial (2.6) em termos dos polindémios caracteristicos,
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onde y,, = (", obtém-se:

k
p(Q) = " = D ai¢t (2.52)
k
o(¢) = B (2.53)

Dessa forma, tem-se que:

&) (2.54)

O método sera estavel para todos os valores em que as raizes da Eq.
sejam em moédulo menores ou iguais a 1. Ele serd A-estavel caso sua regiao de
estabilidade compreenda todo o lado esquerdo do plano imaginario.

Para tracar as regioes de estabilidade absoluta, deve-se encontrar os valores
de z com ¢ = € com 6 variando de 0 a 27. Assim, sdo encontradas as regioes para
métodos como BDF, Adams, EBDF e Adams Estendido.

Dahlquist (1963) mostrou que métodos lineares de multiplos passos sao
estaveis apenas para ordem < 2 . Para aproveitar o uso destes métodos com
maiores ordens, criou-se um conceito mais relaxado de estabilidade, chamado de

() A-estabilidade, cuja defini¢do dada por [BRUIN] (2001)) é:

Um Método Linear de Miltiplos Passos € (o) A-estdvel, 0 < o < 5 se

S 2 8o ={mwlarg(—p)| < o, p # 0}

A Figura [2.1) representa S,.
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m

Re

Im

Figura 2.1: Regiao de Estabilidade (o)A

Métodos com estabilidade («)A sdo estaveis para todo Re(z) < 0 e 0 <
Im(z) < a, z = hA. As regides de estabilidade dos métodos BDF e Adams sao

mostradas no Apéndice [A]

2.7 Método EBDF

Uma maneira de transpor a chamada “barreira de Dahlquist”foi proposta por
CASH| (1980), para a solugdo de sistemas rigidos de EDOs e EADs. Dahlquist
(1963) provou que métodos lineares de multiplos passos s6 sdo A-estéveis até ordem
2. [CASH] (1980)) propos uma nova classe de métodos acrescentando um ponto a mais
da derivada, sendo este um ponto “super-futuro ”.

O método EBDF esté descrito nas etapas a seguir. Considera-se que todas as
solugoes aproximadas de y,_; foram computadas para 0 < j < k, sendo k igual ao
nimero de passos do método.

Primeiro passo com BDF: Computar a solucao do passo n pelo método

BDEF":

k
> bjyn_; = hBif, (2.55)

J=0

Tal solucao sera chamada de 3751").

24



Segundo passo com BDF:

k
> sya—ior = hBifun (2.56)

J=0

Aqui, y, = }7,(1”). E da mesma forma que antes, esta a solucao encontrada ¢é

(n)

yn—i—l'
Etapa de computo EBDF'"
frihin = f(}_’gﬁngrl) (2.57)
Passo EBDF:
k —
Z yn—j = hBty + hfpi1fnia (2.58)
§=0

A solugao de tal sistema leva a solucao de y,. Este algoritmo estd descrito
em |CASH| (1980). O computo dos coeficientes a; e fj, pode ser feito resolvendo o

sistema formado por:
Z afjw = wh k"t (2.59)
J

com w = 0,1,...,k + 1. Este método possui ordem k+1 (CASH] [1980), sendo
k o nimero de passos e é A-estavel até ordem 4 para sistemas de EDOs, porém,
segundo |[CASH| (2000), ha suspeitas que tal método sofra reducdo de ordem em
sistemas de EADs de indice superior. A reducao de ordem é um fenomeno que
fora antes observado apenas em métodos tipo Runge-Kutta, em sistemas de EDOs
considerados muito rigidos, onde seu menor valor caracteristico tende a zero e o
sistema aproxima-se de um sistema de EADs. Tal fenomeno nao é observado nos
métodos BDF.

Como foi visto, sao necesséarios trés estagios para o calculo de um passo e,

portanto, trés vezes mais esforco computacional, sendo o computo da matriz jacobi-
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ana do sistema a etapa mais critica do processo. Porém, as regioes de estabilidade
maiores e a ordem maior para o mesmo nimero de passos sao vantagens que nao se
deve negligenciar.

O esforco computacional para o computo da matriz jacobiana para o processo
de iteracao Newton-Raphson pode ser bastante diminuido ao se utilizar o método
quasi-Newton, onde a matriz é mantida constante durante varios passos de inte-

gracao. A forma original do método Newton-Raphson consiste em:

A , df(vO\ 1
YUt — ) (%) fy?),  j=0,1,2,... (2.60)

onde y° é a primeira aproximacio para a solucdo procurada. O computo do valor
de y,,+1 do segundo passo serve de aproximacao para o passo seguinte e a jacobiana
utilizada no primeiro passo do método pode também ser utilizada no segundo, o
que diminui significativamente o esfor¢co computacional do método. (CASH| (1980)
propos ainda uma outra modificacao em no método EBDF que permite utilizar a

mesma jacobiana no terceiro passo.

2.7.1 Método MEBDF

A proposta de modificagao do método EBDF consiste apenas em alterar os
dois 1dltimos passos.

Etapa de computo EBDF":

fri1 = f(f’fﬁ&l) (2.61)
£, = £(3\") (2.62)

Passo MEBDF:

k
Z ¥n—j = hBiE, + h(Bi — Bi)Eur1 + Bt (2.63)

J=0

A ordem de tal método matém-se idéntica a anterior, porém a estabilidade é
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ainda superior, como pode ser verificado na Tabela [2.1]

Tabela 2.1: Angulos de estabilidade para os métodos (ME)BDF (HAIRER et al.,
2006)

k 1 2 3 4 ) 6 7 8

a para BDF | 90° 90° 88° 73° 51° 18° - -
a para EBDF | 90° 90° 90° 87,6° 80,2° 67,7,2° 49°  20°
a para EBDF | 90° 90° 90° 88,4° 83,1° 74,5° 62° 42,9°

Atualmente tal método esta entre os mais favoraveis para a solucao de sistemas
de EDOs rigidas e EADs de indice superior. Neste trabalho foram implementados
os métodos MEBDF com nuimero de passos de 1 a 5, com passos fixos.

As Figuras 2.2] 2.3] 2.4 e 2.5 mostram os desenhos das regides de estabilidade
com 1 a 5 passos para os métodos BDF e 1 a 6 passos para os métodos MEBDF,

onde é possivel ver a vantagem do uso do ponto futuro.

= k=3

©

Re

Figura 2.2: Regioes de estabilidade do método BDF com 1 a 3 passos.
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0 Re 6

-6

Figura 2.3: Regioes de estabilidade do método EBDF com 1 a 4 passos

15

-15

Re 20

Figura 2.4: Regioes de estabilidade do método BDF com 4 a 6 passos

/D k=6 k=1

S

-6
-6 10

Figura 2.5: Regioes de estabilidade do método EBDF com 5 a 7 passos



2.8 Estudos e Aplicacoes dos métodos para re-
solucao de EDOs rigidas e EADs na literatura

Os métodos mais populares para a solucao de sistemas rigidos de EDOs sao
o Runge-Kutta implicito e o BDF. Apesar disso, varios outros métodos vém sendo
propostos, muitas vezes utilizando como base um dos dois métodos e modificando-os
a fim de melhorar a estabilidade e a ordem do método.

Uma importante classe de métodos baseada no método BDF é a desenvolvida
por [CASH| (1980)) , descrita por ele como método BDF estendido, ou EBDF. Tal
familia de métodos faz uso de um ponto - o qual ele se refere como “super-futuro”- a
frente do que esta sendo calculado para realizar a integracao. Portanto, estende-se o
conceito do método BDF de utilizacao dos pontos anteriores para o calculo do atual.
Tal modificacdo torna a ordem de um método de k passos igual a k+1 e o método
A-estavel até ordem igual a 4.

CASH (1983) propos em seguida uma modificagdo no método que havia pro-
posto, chamando-o de MEBDF (Modified EBDF) que aumenta a estabilidade do
método e diminui o custo computacional do procedimento de integracao. O método
serd descrito de forma mais detalhada na secao 2.3.

PSTHOYIOS) (1995)) explorou o conceito proposto por (CASH| (1980) e desen-
volveu métodos com 2 pontos “super-futuros”, o que aumenta a ordem maxima dos
métodos de miltiplo passos A-estaveis para 6. [PSIHOYIOS (2006)) desenvolveu uma
formula geral para as funcoes de estabilidade de tais métodos e desenvolve a equagao
para o erro de truncamento do método com 2 pontos futuros.

HIJJATTI et al.| (2004) propuseram um método chamado A-EBDF (Adapta-
tive EBDF) para a solugao de sistemas rigidos de EDOs. Tal método é baseado na
mesma técnica utilizada em outro chamado A-BDF, este que seria uma aplicagao
combinada dos métdos BDF implicitos e explicitos, proposta inicialmente por FRE-
DEBEUL| (1998)). Em ambos os casos, as regides de estabilidade dos métodos A-

aumentaram em relacao as da forma original, sendo que o A-EBDF apresentou os
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melhores resultados.

BRUIN| (2001)) aplicou o método MEBDF a sistemas de equagoes algébrico
diferenciais para equacoes de circuitos elétricos de até indice 2 e comparou os resul-
tados com o método BDF.

SOARES e SECCHI (2005) propuseram alternativas para inicializagao e
solucao de equacoes algébrico-diferenciais de indice até 3 e descreveram os algo-
ritmos sugeridos.

EBADI e GOKHALE] (2009) desenvolveram um método que chamam de BDF
Hibrido, utilizando um ponto fora do passo, ou seja, um ponto intermediario entre
um x, € T,.+1 no computo da primeira derivada da solugao, obtendo ganho na ordem
e estabilidade.

D’AMBROSIO et al| (2011) trabalharam com o método MEBDF (CASH]|
1980)) propondo uma modificagao que chamaram de perturbagao, dando origem aos
métodos Perturbed MEBDF e Fully Perturbed MEBDEF. A técnica aumenta ainda
mais a estabilidade para os casos onde a ordem do método é > 4, tornando o método

de ordem 5 praticamente A-estavel.

2.9 Pacotes computacionais tradicionais para in-

tegracao de sistemas de EDOs e EADs

Sistemas de equacoes diferenciais rigidos tém sido foco de bastante estudo
nas ultimas quatro décadas. Em 1952, CURTISS e HIRSCHFELDER| apresentaram
uma definicao pragmatica do que os diferenciavam de sistemas de equagoes dife-
renciais nao rigidos. Segundo eles, “equacoes rigidas eram as que alguns métodos
implicitos, em particular o BDF, funcionavam melhor, geralmente muito melhor,
do que métodos explicitos”. Sabe-se que a matriz jacobiana do sistema ¢ um dos
principais responsaveis pelas dificuldades de resolugao de tais sistemas.

Cédigos computacionais recentes para a solucao de sistemas de EDOs rigidos

dividem-se na utilizagao dos métodos de multiplos passos e métodos de passo tinico

30



(principalmente Runge-Kutta). Dentre os mais famosos que utilizam o método BDF
pode-se citar o DIFSUB, de GEAR (1971) e o LSODE de HINDMARSH (1980).
Ja cédigos que utilizam o Runge-Kutta, pode-se citar o DIRK, de ALEXANDER
(1977), o SIMPLE, de N¢RSETT & LIEM (1986), o STRIDE, de BUTCHER, BUR-
RAGE & CHIPMAN (1979), dentre varios outros.

Sistemas de equagoes algébrico-diferenciais comecaram a ser estudados com
mais profundidade em inicio dos anos 70, apds o famoso artigo de GEAR/ (1971)),
onde pela primeira vez foi demonstrado com sucesso uma maneira de resolver nume-
ricamente sistemas algébrico-diferenciais utilizando o método BDF. O proéprio codigo
citado anteriormente, DIFSUB, também tratava de EADs de indice 1. Seguindo a
ideia proposta por Gear (1971), diversos outros pacotes computacionais surgiram no
decorrer da década seguinte, em sua grande maioria tratando de sistemas de indice
1 semi-explicitos, utilizando diferentes métodos como a féormula “one-leg ”de dois
passos por Liniger (1979); e até métodos que utilizavam Runge-Kutta explicito para
a regido nao rigida e BDF para a rigida (Soderlind, 1980) (BRENAN et al. (1996])).

Com o avanco no estudo sobre EADs, na década de 1980 novos codigos
comegaram a surgir, dos quais destacaram-se DASSL (PETZOLD| [1983) e o LSODI
(Hindmarsh, 1983), ambos baseados no método BDF.

Ainda nessa década, uma nova familia de métodos para integracao tanto de
EDOs quanto EADs surgiu, com a proposta de (CASH| (1980) . Em seu artigo,
ele propoe a utilizacao de um ponto “super-futuro ”para a interpolacao do método
BDF, chamndo-o entdo de EBDF (Extended Backwards Differentiation Formulae).
Tal método apresenta maior estabilidade e ordem (em relagao ao nimero de passos)
que o BDF tradicional, chegando a ser A-estavel até ordem 4.

Atualmente ha uma variedade de cédigos computacionais e métodos para a
solugdo de DAEs, dentre eles DASSL (Petzold, 1983), PSIDE (van der Houwen &
de Swart, 1997), MEBDFTI (Cash, 2000) ¢ DASSLC (Secchi, 1992), sendo o primeiro
destes capaz de resolver sistemas de até indice 1 e os outros até indice 3 com algumas

restricoes. O codigo DASSLC pode ainda resolver sistemas de indices maiores que
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3, porém sem garantia de estabilidade.
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Capitulo 3

Metodologia

Os métodos implementados neste trabalho foram feitos em linguagem compu-
tacional C, com o auxilio do software Matlab para os resultados graficos.

Baseando-se na proposta feita por |[CASH| (1980) de modificagdo do método
BDF, adicionando pontos futuros a sua estrutura, foi proposta a aplicacao de tal
metodologia para os métodos Adams-Moulton e Runge-Kutta implicito. Foram
calculados os coeficientes dos métodos propostos, realizada a andlise de estabilidade
e o célculo de seus erros de truncamento locais para sistemas nao rigidos, tomando
como referéncia a solucao de ' = y, com o objetivo de determinar a ordem dos
métodos.

Foram também implementados métodos tradicionais BDF, MEBDF e Runge-
Kutta Implicito para comparacao dos resultados com os novos métodos propostos.

Foram calculados os coeficientes dos métodos propostos, para niumeros de
passos iguais a 1 até 5 no método de Adams-Moulton Estendido (AME) e para 3 e
4 estdgios no método de Runge-Kutta Estendido.

Além disso, foram implementados os métodos BDF, MEBDF e AME para a
resolucao de EADs semi-explicitas de indice 1 para comparar o desempenho de tais

métodos nesse tipo de sistema.
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3.1 Runge-Kutta Estendido

Propo-se a utilizagao de um ponto futuro para métodos implicitos tipo Runge-
Kutta. Para isto, considera-se na quadratura o ponto seguinte a extremidade do
intervalo original. Portanto, a quadratura é feita no intervalo 0 a 2, considerando
como pontos de quadratura as raizes de um polindmio ortogonal no intervalo entre
0 e 1 e considerando o ponto 2.

Para calcular os coeficientes do “arranjo de Butcher”, para dois pontos in-
ternos, por exemplo, considera-se a integral: [ = fol f(z)dz. Aproximando por
quadratura de Gauss, tem-se: I, = wif(x1) + waf(x2) + wsf(1) + waf(2) sendo
w1, Wo, W3 € Wy 0S PESOS € Ty € Ty as abesissas do método.

O célculo dos parametros pode ser feito utilizando a funcao teste

1 k=0
fx 11—z k=1
(1—2)2—2)2*?% k=23,4,5

que tem a integral exata:

Ix(z) = /0 fr(x)dr = % E=1

e a integral numérica é:

w1 + wa + w3 + wy k=0
Ié\/um(x) = wl(l —Zlfl) —I—CUQ(l —ZL'Q) — Wy k=1

wi(l—x1)(2 — xl)xlf*Q +wa(l —mz9)(2 — avg)xlz‘?f2 k=23,4,5

Pode-se, entao, construir a Tabela para calcular os pesos e as abscissas.
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Tabela 3.1: Etapa de calculo dos coeficientes do Runge-Kutta Estendido

k I e

0 1 w1 + Wy + w3z + wy

1 % wi(l — ) +wa(l —x9) —wy
2 % o1+ 09

3 % 0121 + 0929

4 = 0173 + 0915

) % o123 + 091

sendo 01 = w1 (1 —x1)(2 — 1) € 09 = wa(l — 22)(2 — x3).

Faz-se I}, = I}"" para k = 0,1,...,5 e resolve-se o sistema nao linear obtido,
considerando que as abcissas s@o raizes do polinomio ps(z) = (z — z1)(x — 22).
Para o exemplo em questao, as raizes sao r = %(19 F V141). Apds encontrar as
abscissas, calculam-se os pesos da quadratura através das igualdades o1 + g9 = % e

_1 = ‘
0171+ 09T = 7 para wy e wp e os valores de w3 e wy sao encontrados pelas igualdades

da tabela referentes a k = 0 e k = 1, respectivamente. Os valores encontrados sao:

25(129485 — 1260v/141

w1 =

7422304
~25(129485 + 12601/T41
w2 = 7422304
2
“3 = 164
1
Wy = ———
4 3852

Finalmente, para calcular os coeficientes a;; considera-se a aproximagao de

t_hti , e interpola-se o valor

y(£) a um polinomio de quarto grau py(§), sendo & =
de %‘ a um polinomio de terceiro grau passando pelos pontos de quadratura e as
duas extremidades superiores (1 e 2). A integracdo do polinomio resultante gera
o polinomio de quarto grau que para cada ponto de quadratura ou extremidades

geram o conjunto de coeficientes procurado e o arranjo de Butcher da Tabela [3.2]
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Tabela 3.2:

Coeficientes do método Runge-Kutta Estendido com 2 pontos de qua-

dratura

19—/141 | 298817/141+12066357  1380851+/141—14293029 3807+/141-9853 109-4371/141
50 23688001/141+56089800  2368800v/141—56089800 1025000 240075000
19++/141 | 1380851/1414+14293029  298817+/141-12066357  _ 3807+/141+9853  109+43711/141
50 2368800+/141+56089800  2368800+/141—56089800 1025000 240075000

1 25(129485—21601/141) 25(129485+2160+/141) 21 1

7422804 7422804 164 3852

2 11875+/141+88125 11875+/141—88125 62 310

11844+/141+280449 11844+/141—280449 41 963

25(129485—21601/141) 25(129485+2160+/141) 21 1

7422804 7422804 64 3852

O mesmo procedimento pode ser adotado para outras quantidades de pon-

tos de quadratura. O arranjo de Butcher para apenas um ponto de quadratura é

mostrado no Apéndice [AT]

Foram implementados os métodos de Runge-Kutta RadaullA, Runge-Kutta

Estendido com 1 e 2 pontos de quadratura.

3.2 Método Adams-Moulton Estendido / Modifi-

cado e Estendido

Baseando-se no método EBDF proposto por [CASH| (1980), modificou-se o

método de Adams-Moulton para integracao de sistemas de EADs. Seguindo o mesmo
procedimento, de utilizar um ponto futuro para a aproximacao numérica da solugao
no ponto atual, cria-se uma nova familia de métodos, aqui chamada de Adams-
Moulton Estendido (AME).

Para o calculo dos coeficientes do métodos, utilizou-se o procedimento descrito
a seguir.

Considera-se a equacao padrao:

tn—l <t < tm y(tn—l) = Up—1
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O método AME apresenta a seguinte forma:
Yn = Yn—1 t h Z 5n,jfn—j+l (31)
=0

Substituindo a equacao padrao na férmula do método obtém-se:

dy ()
dx

Up = Up—1 + D Z Bn.j = Up-1+ hz Brg fFlijs iyl
=0 =0

t—ti_1 ~ _ ok dy k-1 _ dt  dy _ dy
—= e a equagao teste y(z) = 2" = ¥ = k-2 . = h

Considerando z = = 4.4 -

para k=0,....,m+mn— 1.
k
Tem-se entao: h‘% . E(1—=5)F 1 y(wimj) = uimj = <%> = (1—5)k

Chega-se entdo no sistema [3.2] que ao ser resolvido gera os coeficientes dos

métodos AME e AMEM.

m n—1
o= kY (1-F=1  k=01,..m+n-1 (3.2)
j=1 J=0

A Tabela[3.3] a seguir mostra os coeficientes do método para ntiimero de passos

1ab.

Tabela 3.3: Coeficientes da familia de métodos Adams-Moulton Estendido

ko Brs1 Br Bri—1 Br—2  DBr—s  Bi-a
1 3
1 2 2 - - - -
_ 1 38 5 _ _ _
2 12 12 12
2 1 113 _1 ]
7Ry, 21 21
19 36 46 T4 1
720 720 720 720 720
521 67 102 _ 28 77 _ 1
1440 1440 1440 1440 1440 1440

Os métodos implementados foram os com ntimero de passos de 1 a 5. As
regioes de estabilidade da familia de métodos obtida também foram melhoradas em

relacao aos métodos Adams-Moulton originais, como visto nas Figura [3.1] e [3.2] bem
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como a ordem.

Da mesma forma que o EBDF pode ser melhorado com uma modificacao
na terceira etapa, o método proposto AME pode ser modificado para que durante o
processo de integragao a matriz de iteragao possa ser mantida nas 3 etapas. Portanto,
chama-se aqui tal método de Adams-Moulton Estendido e Modificado (AMEM).

O método AME segue os mesmos passos de resolucao do EBDF descrito an-
teriormente. Estima-se a solucao no tempo atual e a solucao no tempo seguinte
(ponto futuro) e em seguida recalcula-se a solu¢do no tempo atual utilizando as
informagoes estimadas. Novamente, considera-se que todas as solugoes aproximadas
de y,—; foram computadas para 0 < j < k, sendo k igual ao nimero de passos do
método.

Primeiro passo com AM: Computar a solucao do passo n pelo método

AM:
k
Yo =Yn1+hY Bifu; (3.3)
j=0
Tal solucio serd chamada de ..
Segundo passo com AM:
k
Ynt1 =Yn+h Z Bitn—j (3.4)
j=0
Aqui, y, = }7,(1”). E da mesma forma que antes, esta a solucao encontrada é
Yo

Etapa de computo AME:

fur1 = £(712) (3.5)
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Passo AME:
k
Yn=Yn-1+ hz Bitn—j+1 (3.6)
=0

Da mesma forma que o método MEBDF, o AME precisa de duas etapas de
resolucao dos sistemas nao-lineares formados, o que exige a utilizacao do método
Newton-Raphson e o computo da Jacobiana, caso nao conhecida, necessita ser feito.
Pode-se naturalmente fazer a modificacao do método AME, da mesma forma como
foi feita para o EBDF, gerando entao o método AMEM, que mantém a jacobiana
constante nas 3 etapas.

Modificando-se apenas o tltimo passo do método AME, obtém-se o AMEM:

Passo AMEM:

Yo = hBifn + h(Be — Bu)fuss + PBrsafont (3.7)

A ordem de tal método matém-se idéntica a anterior, porém a estabilidade é
ainda superior, como pode ser verificado na Tabela [2.1]

Em comparagao com as regioes de estabilidade do método Adams-Moulton,
é possivel concluir que o método desenvolvido neste trabalho (AME) torna-se
() A-estavel até ordem 4, como o método MEBDF, e atinge tal ordem com 2 passos
anteriores, o atual e um super-futuro. A utilizacao de uma derivada a mais diminui
a estabilidade do método, que apresenta comportamento semelhante ao método

Adams-Moulton tradicional a partir de 3 passos.
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-10 0 10

Figura 3.1: Regioes de Estabilidade do método AME

Re

Figura 3.2: Regioes de estabilidade dos métodos Adams-Moulton com 1 a 6 passos

3.3 Relacao dos Sistemas de EDOs Utilizados

Diversos sistemas de EDOs sao utilizadas como padrao para testes numéricos.

Os seguintes problemas foram utilizados para testar os métodos:

Problema I:

Natureza: Modelo Cinético de Robertson
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Equagoes Cinéticas:

k1=0,04

A B+C

ko=104

9B k3=3x107 C

Balango de massa em um reator em batelada, sendo ¥y, y» € y3 as concentragoes
de A, B e C, respectivamente.

Referéncia: Robertson (1967); Seinfeld et al. (1970); Caillaud & Padma-
nabhan (1971); Michelsen (1976); Chan et al. (1978).

Razao de Rigidez: ~ 10*

Sistema de Equagoes:

dyl 4
— =—0,04 10
It 04y + 107y0y3
d
2 = 0,04y; — 10"yays — 3 x 10793
dy, 7,2
— =3x10
i X 10 Y5
Condigoes Iniciais:
yi(to) =1
Ya(to) = 0
y3(to) = 0

Tempo de integracao:
0 a 10° segundos;
O problema de Robertson é um dos mais conhecidos para a andlise de

métodos que tratam de problemas rigidos.

Problema II:

Natureza: Modelo Cinético de Bjurel
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Referéncia: Bjurel et al.(1970) Sistema de Equagoes:

dy:

— =3 — 100

di Y3 Y1Y2

d

% = Y3 + 2y4 — 100y1y2 — 2 104y§

dys

—_— = 100

gt Ys + Y1Yo

dyy 4 2

—/ = — 10

i ys + 107y5

Condigoes Iniciais:

yi(to) =1
Ya(to) = 1
ys(to) =0
Yya(to) =0

Tempo de integracao:

0 a 10 segundos;

Este problema apresenta valores caracteristicos que variam de 0 a valores
da ordem de 10%, o que o torna um problema rigido. Assim como o problema de

Robertson, é um sistema que representa reacoes quimicas.

Problema III:
Natureza: Modelo Cinético de Gear
Referéncia: Gear (1969)

Sistema de Equagoes:

d

ST — 0,013y, — 1000y

dt

dyg

22 = 92500

i Y2Ys3

d

% = —0,013y; — 1000y1y5 — 2500925
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Condicoes Iniciais:

y1(to) =1
Ya2(to) =0
ys3(to) =0

Tempo de Integragao:

0 a 50 segundos;

Este problema apresenta valores caracteristicos que variam de 0 a valores da
ordem de 103, o que o torna um problema rigido. Tal sistema também representa a

cinética de reagoes quimicas.

Problema IV:
Natureza: Equacao de Van der Pol
Referéncia: Davis (1962, p.358)

Sistema de Equagoes:

dyr _

dt Y2

dy

d_t2 =n((1 = y))y2 —
w =20

Condicoes Iniciais:

y1(to) =2

Ya2(to) =0

Tempo de integracao:
0 a 10 segundos;
O sistema de equagoes representa um oscilador e, portanto, apresenta valores

caracteristicos complexos que dependem em grandeza do valor de u. Para o valor
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do parametro utilizado em questao, o problema é considerado rigido.

3.4 Relacao dos Sistemas de EADs Utilizados

Para testes e comparacoes em sistemas algébrico-diferenciais dos métodos
AMME, foram utilizados 3 sistemas, sendo dois deles modelos utilizados na En-
genharia Quimica. Todos os sistemas utilizados sao de indice 1 semi-explicitos.

Neste caso, para inicializar os métodos optou-se por nao utilizar o método
Runge-Kutta, mas sim realizar a integracao com um passo reduzido e aumenta-
lo junto com a ordem. Como dito anteriormente, os métodos estendidos com um
passo (ordem 2) sao idénticos. Assim, foram utilizados os métodos de ordem 3 para
comparagcao.

Os seguintes problemas foram utilizados para testar os métodos para a

integragao de sistemas algébrico-diferenciais (indice 1):

Problema I

Natureza: Modelo de um processo de carga/circuito-aberto/descarga galva-
nostatico

Referéncia: Wu & White (2001)

Sistema de Equagoes:

phovdy, 101 0,5F 0,5F
wWodt . F ((2(1 yl)exp( BT (y2 — ¢1) 2y, exp RT (42 = 1)

iapp = 101 ((2<1 B (OI%F@Q _ ¢1>) 2y exp (—(%F(yg _ @)))

+ 02 (exp (%(yz - @)) — exp (—%(yz - ¢2))>
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Constantes:

F = 96487; R=8.314; T = 298.15; pho = 3.4;
W =927 V=1x10"% ¢ =0,420; ¢, = 0, 303;

i01=1x10"% 402=1x 107 dapp =1 x 107

Condicoes Iniciais:

Y1 (to) = O, 05

yg(to) = 0, 38

Tempo de integragao:

0 a 4000 unidades de tempo;
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Problema II
Natureza: Biorreator baseado no modelo de Monod,;

Sistema de Equagoes:

_ Mma;rs
P K, + 5+ (K.52))
B
T B(u— D)

ds Bpu

Condicoes Iniciais:

B(tg) =1
S(tg) = 0,5
Constantes:
0,53 0,3
maxr — ’—,D: ’_7Km :0712a
a h h

K, =0,4545,Y = 0,4; 295 = 4;

Tempo de integracao:

0 a 10 horas;
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Problema IIT

Natureza: Modelo do Péndulo em Coordenadas Cartesianas

Sistema de Equagoes:

2 4yt = L2
Para o sistema reduzido a indice 1, a dltima equacao ¢é substituida por:
v§+v§—gy—TL2:O

Constantes:

Condigoes Iniciais:

x(tg) =1 y(to) =0

v (tg) =0 vy(to) =0

Tempo de integracao:

0 a 10 segundos;
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Capitulo 4

Resultados e Discussao

Neste capitulo sao feitas as andalises dos métodos com pontos futuros desenvol-
vidos, bem como a comparacao entre tais métodos com os ja existentes. Em seguida
sao mostrados testes comparativos em diversos problemas tradicionais de EDOs com

rigidez e sistemas de EADs semi-explicitos de indice 1.

4.1 Runge-Kutta Estendido

Para cada um dos métodos Runge-Kutta foi calculada a ordem, através da
variacao do tamanho do passo, indo de 0,0125 a 0,2 , fazendo a analise do erro de

truncamento local, comparando-se a solugao integrada com a solucao analitica da

EDO:

dy _

- _ 0) = 1
= y,  y(0)

Na Figura4.1]é mostrado o grafico do logaritmo do erro de truncamento local
contra o logaritmo do tamanho do passo, com coeficientes angulares dos métodos:
Runge-Kutta Estendido com um ponto de quadratura (RKE3), Runge-Kutta Es-

tendido com dois ponto de quadratura (RKE4) e Runge-Kutta Radau ITA (RK5),

respectivamente, 4, 5 e 5.
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—— RKE3
—o— RKE4
o RK5
-4
-6
G
% 8
o
10+
12+
14 | | | | | |
-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

log(h)

Figura 4.1: Erro local de truncamento em funcao do tamanho do passo para os
métodos RK Radau ITA e RK estendidos.

A constante do erro de truncamento do método RKE4 é menor do que a
do Runge-Kutta Radau ITA. Isso é esperado, ja que a utilizagao de 2 pontos de
quadratuda mais as duas extremidades superiores torna o método de 4 estagios.
Apesar de nao haver ganho de ordem com a utilizacao de um ponto futuro para o
método Runge-Kutta implicito, o mesmo mantém-se A-estavel, como pode ser visto
na Figura [4.2]

Quanto ao método RKE com 3 estagios, sendo um ponto de quadratura e
duas extremidades superiores mostrou-se com menor ordem quando comparado ao
tradicional Runge-Kutta Radau ITA, também com 3 estagios. Assim, em relagao ao

desempenho computacional, o iltimo mantém-se superior.
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Figura 4.2: Regioes de Estabilidade dos Métodos Runge-Kutta Estendidos com 3 e
4 estégios e do método Radau ITA.

4.2 Adams-Moulton Estendido

Como nos métodos MEBDF, para um método AME com k passos, a ordem
é igual a kK + 1. A ordem pode ser verificada da mesma forma que para o método
Runge-Kutta Estendido: através da andlise dos erros locais em funcao do tamanho
do passo.

Na [4.3] ,ais erros foram comparados com o método MEBDF proposto por
CASH (1980)), tanto na forma apenas “estendida”’, quanto na forma “modificada e
estendida”, onde a matriz de iteracao € mantida constante nas 3 etapas que compoem
o método. Pode-se verificar que para esta equagao, os métodos AME e AMME
possuem um erro local um pouco menor e que as ordens de ambos os métodos sao
iguais as do MEBDF.

Outra observagao que pode ser feita é que os métodos EBDF e AME (bem

como MEBDF e AMME) com 1 passo (ordem 2) sdo idénticos.
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k=1

k=2

k=3

-2 -3 -4.5
—o— AME Ordem 2 —e— AME Ordem 3 —o— AME Ordem 4
—AMME Ordem 2 AMME Ordem 3 ——AMME Ordem 4
<22 © MEBDF Ordem 2 aslL® MEBDF Ordem3 © .5 © MEBDF Ordem 4
-24
-5.5
-4 °
-26 °
-6
-4.5
-2.8
— -_— —_— ‘6‘5
2 2 3
= 3 - -5 = o
g g ° g
-7
-3.2
-5.5
75
-34
_6 o
-8
-3.6
°
-6.5
38 -85
-4 -7 -9
-2 -1.5 -1 0.5 -2 -1.5 -1 0.5 -2 -1.5 -1 -0.5
log(h) log(h) log(h)

Figura 4.3: Erro local de truncamento em funcao do tamanho do passo para os
métodos AME, AMME e MEBDF.

4.3 Solucoes e analises das EDOs

Para os sistemas de EDOs apresentados, foi utilizado o método Runge-Kutta
Radau ITA (5% ordem) para a inicializagdo dos primeiros k pontos utilizados nos
métodos MEBDF e AMME. A razao disto é que como foram comparados os métodos
com ordens 3 e 5, deve-se garantir que os pontos anteriores tenham ordem pelo menos
igual a ordem méxima dos métodos de multiplos passos.

Para nao tornar a andlise demasiadamente prolixa, omitiu-se os graficos de
ordem 4, pois ele é A-estavel, como o de ordem 3. Optou-se por comparar um
método AMEM A-estavel com um método MEBDF de mesma ordem A-estavel; e
comparar um método AMEM com regiao de estabilidade limitada com um método

MEBDF (a)A-estével de mesma ordem. Como os métodos MEBDF e AMEM com
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um passo (ordem 2) sdo idénticos, eles ndo foram utilizados para comparagao.

Problema I (Robertson)

Solugao no tempo considerado:

—Variavel 1
—Variavel 3

07+

06

05+

Variaveis1e2

04+

02+

0.1+

6}0
o
N
(=]
-
M
w
N
(4]

Tempo

Figura 4.4: Solugao das variaveis 1 e 3 - Problema I

Variavel 2

1 2 3 4 5
Tempo

L
t:-|3 2 -1 0

Figura 4.5: Solucao da variavel 2 - Problema I
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ELT de Métodos de Ordem 3 - Problema I (Robertson)

12X10 ; ‘
elt AMEM3
---- elt MEBDF3
1 | -
0.8- .
3
506/ 1
s
S
>
04" .
02" .
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo

Figura 4.6: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 3 da varidvel 1 -
Problema I

6 X 107
—elt AMEM3
----elt MEBDF3
5 | 4
at .
N
3
33 1
g
©
=
2 . -
1 -
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo

Figura 4.7: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 3 da variavel 2 -
Problema I
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5
1X10 T T T

—elt AMEM3
0ol ----elt MEBDF3 |

Variavel 3
4 [ e o I o
w -3 [ (-] ~ (-]

o
N

0.1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo

Figura 4.8: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 3 da varidvel 3 -
Problema I

ELT de Métodos de Ordem 5 - Problema I (Robertson)

1.4

—elt AMEM5
—=—elt MEBDF5

Variavel 1

Tempo

Figura 4.9: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 5 da variavel 1 -
Problema I
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x 10

‘ —elt AMEM5
161 ——elt MEBDF5| |

14- .

12- b

Variavel 2

1 1 1 1 L 1 1 1 1 L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Tempo

Figura 4.10: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 5 da variavel 2 -
Problema I

x10°
27 _
—elt AMEM5
o elt MEBDF5
1.8 .
1.6/ .
N
4
&
5 1.4 b |
>
\
12) s .
|
\
T e
1 Il Il Il Il L L

1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
Tempo

Figura 4.11: Ampliagao do gréafico dos ETL para os métodos de ordem 5 da variavel
2 - Problema I
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T
—elt AMEM5
< elt MEBDF5

-
T

Variavel 3

e
©
T

0.6~
0.4

0.2

Figura 4.12: Comparagao dos ETL para os métodos de ordem 5 da variavel 3 -
Problema I

Neste problema, o erro de truncamento local da variavel 1 manteve-se menor
para o método AMEM tanto de ordem 3 quanto 5, durante todo o tempo inicial de
integracao, apesar de estar muito proximo do da solucao com o método MEBDF,
como visto nas Figuras e[d.9] J4 a Figura [4.10] mostra que para a varidvel 2
0s erros sao muito parecidos e para a variavel 3 o erro é menor para o método
AMEM apenas nos instantes iniciais, até ficar maior apds o instante proximo de
5 s. Porém, para o caso do método MEBDF de terceira ordem, foi possivel integrar
no intervalo com um tamanho de passo maior do que com o0 AMEM: h,0p = 1071
e hmez = 1072 respectivamente. Portanto, neste problema, o método MEBDF de

ordem 3 foi superior ao AMEM de ordem 3.
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Problema II (Bjurel)

Solugao no tempo considerado:

— Variavel 1
Variavel 2

0.7} b

0.6 b

0.5+ b

Variaveis 1 e 2

0.2+ b

0.1F b

0 1 2 3 4 5 6 7
Tempo

Figura 4.13: Solucao das variaveis 1 e 2 - Problema II

0.5 T

— Variavel 3
Variavel 4

0.45}".

e
0
a

Variaveis 3 e 4
o

e N ©

N (3] w

e
'y
(3

e
-

0.05

0 | 1 1 1 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7

Tempo

Figura 4.14: Solugao das varidveis 3 e 4 - Problema II
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ELT de Métodos de Ordem 3 - Problema II (Bjurel)

—o—elt AMEM3
-elt MEBDF3

251

1.5} %

Variavel 1

Figura 4.15: Comparagao dos ETL para os métodos de
Problema II

45 5

ordem 3 da variavel 3 -

0.045-

=—glt AMEM3
----elt MEBDF3

0.04+-

0.035-

0.03-

0.025 -

Variavel 2
o
(=]
N
T

g

[=]

Pt

[
T

o

o

—h
T

0.005 -

Il
25 3
Tempo

15 2

Figura 4.16: Comparacao dos ETL
Problema II
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3 x 10
—<—elt AMEMS3
‘‘‘‘‘‘‘ elt MEBDF3
250
i
1
“.
2 “3 |
i
(2] “‘
3 3
AL |
g kY
g \
S Y
|
\\
1
Ay
S
Ay
N,
N,
AY
0.5 . |
G! — T —
0 05 1 15 2 25 ’ - 4
Tempo

Figura 4.17: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 3 da variavel 3 -
Problema II

T T T
i —elt AMEM3
------- elt MEBDF3
0.02
0.015 1
<
g
8
s
> 0.01- B
0.005
of b -
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45
Tempo

Figura 4.18: Comparacao dos ETL para os métodos de
Problema II

ordem 3 da variavel 4 -
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ELT de Métodos de Ordem 5 - Problema II (Bjurel)

12X10 , ,
elt AMEMS
—o— elt MEBDF5
-
g |
3
&
-
N — ‘ ‘ .
o o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Tempo

Figura 4.19: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 5 da variavel 1 -
Problema II

x10*

10~

T
—elt AMEM5
—<—elt MEBDF5 ||

Variavel 2
D
T
55t ‘;WOO&@%W o—O6——6—6—5—
1

1 1 1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
Tempo

Figura 4.20: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 5 da varidvel 2 -
Problema II
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x10

1.2 : :
——elt AMEM5
<—elt MEBDF5
©
s ,
K]
b
>
0‘ 7 . L
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Tempo

Figura 4.21: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 5 da variavel 3 -
Problema II

—elt AMEM5
——elt MEBDF5

rd= 4

Variavel 4
Y
T
L

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
Tempo

Figura 4.22: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 5 da variavel 4 -
Problema II

61



No problema 2 é possivel verificar nas Figuras[4.19] [£.20] [4.21] e [4.22] que todas

as varidaveis mantiveram, ao longo de todo o intervalo de integracao considerado,
erros menores para o método AMEM de ordem 5. Portanto, para este problema,
claramente o método AMEM teve um desempenho favoravel em relacao ao método

MEBDF de ordem 5.

O tamanho de passo maximo para o método MEBDF ordens 3 e 5 foi de 1074,

enquanto o AMEM de mesmas ordens chegou a 1073,
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Problema IIT (Gear)

Solugao no tempo considerado:

1.4

I I
—Variavel 1
--=-Variavel 2

Variavel 1

1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tempo

Figura 4.23: Solucao das variaveis 1 e 2 - Problema III

£
x10
0 T T T
0.5} 8
K1 i
1.5} §
2}

Variaveis 3

-4 1 L L L 1 1 L

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tempo

Figura 4.24: Solucao da variavel 3 - Problema III
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ELT de Métodos de Ordem 3 - Problema III (Gear)

10

—elt AMEM3
——elt MEBDF3

Variavel 1
~
T

4 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Tempo

Figura 4.25: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 3 da variavel 4 -
Problema III

3.2X10 ‘
—elt AMEM3
—<—elt MEBDF3
3+ o4
-
P
o N
2.8 oo |
e ad
*77’)9/0/0/ 4

o~ 2.6 7 /O,Q’X‘X B
% o
= 7
g /

24+ d B

2.2+ B

2 | -
1 .8 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
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Figura 4.26: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 3 da variavel 4 -
Problema III
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—e—elt MEBDF3
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2.6 B
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224 —
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©
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1.8 1 1 1 1 1 1 1
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Figura 4.27: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 3 da variavel 4 -
Problema III

ELT de Métodos de Ordem 5 - Problema III (Gear)

1.7

—elt AMEMS
—<—elt MEBDF5

1.6+ J

1.4+

1.3+

Variavel 1

1.2+

0.9 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Tempo

Figura 4.28: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 5 da variavel 4 -
Problema III

65



5.2x10

—elt AMEM5

—<—elt MEBF5

4.8~

46~

Variavel 2

10 15 20 25 30 35 40
Tempo

Figura 4.29: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 5 da variavel 4 -
Problema III

35X10 :
—elt AMEMS
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Figura 4.30: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 5 da variavel 4 -
Problema III
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No problema apresentado por Gear, o método AMEM mostrou-se superior
quando utilizados métodos de ordem 3. Porém foi inferior, apresentando erros mai-
ores do que os do método MEBDF para os métodos de quinta ordem. A razao deste
comportamento estd ligada a estabilidade dos métodos. Os métodos de ordem 3 sao
ambos A-estaveis. Ja o método MEBDEF de ordem 5 apresenta uma regiao de esta-
bilidade muito maior, ja que é (a)A-estavel, enquanto a regiao estavel do AMEM é

limitada.
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Problema IV (Van der Pol)

Solugao no tempo considerado:

25

N

2 |
g
0.5 :
A+ i
1.5+ :
-2+ —
-2.5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6
Tempo
Figura 4.31: Solucao de y; - Problema IV
40

Variavel 2

Tempo

Figura 4.32: Solucao de ys - Problema IV
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ELT de Métodos de Ordem 3 - Problema III (Van der Pol)

4
gXx10 : ‘
— elt AMEM3
----elt MEBDF3
7, .
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5k
-
3
340
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i
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Tempo

Figura 4.33: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 4 da variavel 4 -
Problema III
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----elt MEBDF3
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Figura 4.34: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 4 da variavel 4 -
Problema III
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ELT de Métodos de Ordem 5 - Problema IV (Van der Pol)

x10

o elt AMEM5
0.9l elt MEBDFS5 ||

0.8 1

0.7+ b

0.6 b

0.5~

Variavel 1

0.4~

0.3~
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Figura 4.35: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 4 da variavel 4 -
Problema III
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Figura 4.36: Comparacao dos ETL para os métodos de ordem 4 da variavel 4 -
Problema I1I
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Finalmente, no problema oscilatério de Van der Pol, os erros foram muito
semelhantes para ambos os métodos, com um acumulo constante de erro. Para
valores cada vez maiores da constante p esse erro cresce mais rapidamente, tornando-
se necessario dimunuir bastante o tamanho do passo para manter a estabilidade
numeérica, mesmo para métodos A-estaveis. A utilizacao de passo variavel ajuda a
realizar a integragao mais rapidamente.

No caso dos métodos AMEM e MEBDF de ordem 5, vé-se claramente nos
graficos de regioes de estabilidade, que o MEBDF é mais estavel que o AMEM. Um
ponto que vale ser destacado é que os graficos de regioes de estabilidade sao feitos
utilizando como base a solucao da EDO:

dy_

=\
a VY

Isto significa que as regioes nao sao exatamente precisas quando altera-se o
sistema em que se estd trabalhando. E portanto deve-se tomar cuidado ao generalizar

o uso de tais regioes de estabilidade.
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4.4 Solucoes e analises das EADs

Problema I (Circuito Galvanostatico)

Solugao no tempo considerado:

I

0.1

500

1000

1500 2000 2500 3000 3500 4000
Tempo

Figura 4.37: Solucao de y1 - Problema I
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Figura 4.38: Solucao de y2 - Problema I
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Neste problema foi possivel obter a solucao com o método AMME, apresen-
tando problema no computo do primeiro ponto calculado com ordem 3. Mesmo
diminuindo razoavelmente o tamanho do passo (1073), o método apresentou
problemas de convergéncia. Ja& o método MEBDF integrou sem problemas com

tamanho de passo maximo igual a 10.

Problema IT (Biorreator)

Solugao no tempo considerado:

065
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055;
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045}

04t
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035+

03f
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02+
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Figura 4.39: Solucao do Substrato - Problema II
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Figura 4.41: Solucao da Biomassa - Problema II

No problema II, a integracao do sistema com o método AMME de ordem
3 nao foi satisfatério e para o tamanho de passo igual a 1 a solucao desestabiliza

no terceiro ponto de integracao (o segundo passo é calculado com

Figura 4.40:
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2). J4 o método MEBDF fez a integragao completa, com tamanho de passo igual a 1.

Problema III (Péndulo)

Solugao no tempo considerado:

Tempo

Figura 4.42: Solucao das variaveis X e Y - Problema III

15 I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo

Figura 4.43: Solucao das variaveis Vx e Vy - Problema III
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Figura 4.44: Solugao da varidavel Tensao - Problema III

Finalmente, no problema do péndulo o método AMME mostrou-se mais pre-
ciso e estavel. A seguir compara-se as solugoes dos dois métodos de ordem 3 com

tamanhos de passo fixos 0,1 e a solucao mais exata com tamanho de passo 1073,

1.5 .
MEBDF
- AMEM
1 % | — Analitico
0.5/
x 0F
-0.5
.‘|v
-1.5! L L 1 L L L L Il L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tempo

Figura 4.45: Comparagao da solugao de X entre os métodos AMME e MEBDF
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Figura 4.46: Comparagao da solugao de Y entre
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Figura 4.47:
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Comparagao da solucao de V, entre os métodos AMME e MEBDF
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Figura 4.48: Comparacao da solugao de V,, entre os métodos AMME e MEBDF
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Figura 4.49: Comparacao da solugao da Tensao entre os métodos AMME e MEBDF
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Capitulo 5

Conclusoes

Os métodos desenvolvidos apresentaram desempenhos satisfatorios.  Os
métodos Runge-Kutta estendidos aumentaram a ordem em relagao aos métodos
tradicionais com o mesmo nimero de pontos de quadratura; porém o aumento do
numero de estdgios em relacao aos métodos com mesmo nimero de pontos de qua-
dratura prejudica o desempenho computacional, caracteristica ja difundida na lite-
ratura.

Com relacao aos métodos AME e AMEM, pode-se verificar uma grande me-
lhora em relagdo ao método Adams-Moulton e BDF. As regioes de estabilidade do
método AME mostraram que o método mantém estabilidade A até ordem 4 (3
passos). Porém tal estabilidade passa a ter o comportamento da estabilidade dos
métodos Adams-Moulton de ordem 3 em diante, a partir do AMEM de ordem 5.
Os métodos integraram bem os sistemas de EDOs rigidas. O uso hibrido do método
Runge-Kutta com os métodos de multiplos passos mostrou-se muito ttil, pois inicia-
liza os passos necessarios para os métodos de multiplos passos com alta ordem. Isto
evita problemas de reinicializagao em sistemas que apresentam descontinuidades,
por exemplo, e permite que os métodos de multiplos passos iniciem com alta ordem
e grandes tamanhos de passo.

Para os sistemas de EADs, o método AMEM de ordem 3 mostrou-se inferior
nos problemas I (Circuito Galvonostético) e II (Biorreator), porém apresentou-se

mais exato e estdavel para o problema III (Péndulo), em relacio ao MEBDF de
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mesma ordem e tamanho de passo.
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Apeéendice A

Coeficientes

A.1 Runge-Kutta Estendido

Tabela A.1: Coeficientes do método Runge-Kutta Estendido com 1 pontos de qua-
dratura

3 | 237 _am 81
10 595 1400 3400
1|20 13 1
357 42 102
9 | 200 22 20
357 21 51
250 13 _ 1
357 42 102
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A.2 MEBDF

Tabela A.2: Coeficientes da familia de métodos Adams-Moulton Estendido

k 5k+1 Br 07 (67 Oy (0%} (8% aq Q)
1 3
1 -5 5 - - - - - 1 -1
_4 22 _ _ _ _ _28 S5
2 23 23 1 23 23
3 _ 18 150 _ _ _ 1 _ 279 99 _ 17
197 197 197 197 197
4 1u 1644 _ _ 1 4008 2124 728 111
2501 2501 2501 2501 2501 2501
5 _ 600 8820 _ 1 26550 18700 9600 2925 294
14919 14919 14919 14919 14919 14919 14919
6 1200 21780 1 77940 68540 46800 21375 5756 690
39981 39981 39981 39981 39981 39981 39981 39981
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