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Resumo da Dissertacao apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

ANALISE E CARACTERIZACAO DE DINAMICA CAOTICA EM REATORES
CONTINUOS DE POLIMERIZACAO VIA RADICAIS LIVRES EM SOLUCAO

Nayher Andrés Clavijo Vallejo

Margo/2017

Orientadores: Jose Carlos Costa da Silva Pinto

Priamo Albuquerque Melo Junior

Programa: Engenharia Quimica

Apresenta-se um estudo detalhado sobre a dinamica cadtica em reatores
continuos de polimerizagao via radicais livres. Nesta dissertacao de mestrado
observou-se numericamente, que esta classe de reatores pode apresentar uma di-
versa quantidade de comportamentos dinamicos complexos nao lineares. Foi mos-
trado que grande parte dessas dinamicas encontra-se em faixas paramétricas onde
sao operados reatores industriais. Os resultados obtidos, a partir das simulagoes do
reator, utilizando um modelo matemético genérico para representar esse sistemas,
possibilitaram a realizacao de uma anélise geral dos fendomenos dinamicos encontra-
dos. Durante o estudo foram consideradas dois modelos: o primeiro representava o
comportamento de uma reacao de polimerizagao sem dinamica no sistema de res-
friamento, enquanto o segundo modelo representava o comportamento do reator
considerando a dinamica de uma camisa de resfriamento. Ao longo do trabalho
foi mostrada a influencia da dinamica da camisa do reator no surgimento do com-
portamento cadtico. Os comportamentos cadticos encontrados foram localizados no
espaco paramétrico e caracterizados. Finalmente, o trabalho discute as condigoes
mais favoraveis operacionalmente para encontrar o comportamento cadtico experi-

mentalmente.
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Department: Chemical Engineering

A detailed study about the chaotic dynamics of continuous free-radical solution
polymerization reactors is presented. In this dissertation, it was found numerically
that this class of reactors can show highly complex nonlinear behavior. It has been
shown that most of these dynamic features are found in parametric regions where
industrial reactors can be operated. Results obtained from reactor simulations us-
ing a generic mathematical model for this particular polymerization system made
it possible to carry out a general analysis of the reactor dynamics. During this
work, two models were considered: the first model represents the polymerization
reactor dynamics operated without cooling system, while the second model repre-
sents the reactor dynamics when the dynamics of a cooling jacket is also considered.
Throughout this work, it was show that the cooling jacket dynamics influences on
the emergence of the chaotic behavior. The chaotic behavior was located in the para-
metric space and characterized. Finally the work discusses the most experimental

systems favorable operation conditions for finding the chaotic behavior.
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Capitulo 1

Introducao

Golpe con golpe yo pago, beso con
beso devuelvo, esa es la ley del
amor que yo aprendi, que Yo

aprendi

Pastor Lopez

O estudo da dinamica de processos e sistemas evolutivos é uma area que en-
volve muitos aspectos cientificos, tecnoldgicos, sociais, economicos e até filosoéficos.
Deste modo, o estudo de sistemas dinamicos e ciéncias da complexidade tem gerado
areas de pesquisa e desenvolvimento para as quais converge uma grande variedade
de linhas multidisciplinares. Uma destas areas de pesquisa é a Dinamica Nao Li-
near, que estuda os fenomenos fisicos descritos matematicamente por equagoes nao
lineares. Em particular; o comportamento de sistemas nao lineares nao esta sujeito

ao principio de superposicao como ¢é no caso dos sistemas lineares.

Essa condicao de nao linearidade tem sido encontrada num grande nimero
de sistemas naturais e em fenomenos fisicos, economicos e sociais. A descricao
matematica destes sistemas é inerentemente ligada a auto-interacao, ao efeito sobre o
mesmo sistema de um estado anterior (frequentemente esta propriedade é conhecida
como retroalimentagao ou ”feedback”). A retroalimentacao é encontrada quando um
sistema possui causalidade circular. Isso incorpora uma mudanga epistemolégica em
que todos os elementos se influenciam uns aos outros, e em que todo comportamento
é ao mesmo tempo causa e efeito. As apari¢oes de instabilidades manifestadas por
oscilagoes ocorre, em particular, quando existe uma diferenca de tempo entre a causa
e o efeito do fendmeno.(MARION]| [1999)

Existem dois tipos bdsicos de retroalimentacao. A primeira é a retroali-



mentacao negativa, que se relaciona com a propriedade de autorregulacao ou ho-
meostase do sistemas, para conseguir e manter a estabilidade nas interagoes. A se-

gunda ¢ a retroalimentacao positiva, que leva a perda de estabilidade ou equilibrio.
(BRIGGS e PEAT], [1999)

Em diversos casos, a nao linearidade é a responsavel pelo surgimento dos com-
portamentos complexos e imprevisiveis nos sistemas dinamicos. Estes comportamen-
tos tém sido foco de estudos nas tultimas décadas, uma vez que eles permitem explicar
fenomenos e situagoes que podem parecer contra-intuitivos e aleatérios (MARION]
1999). Tal vez o comportamento complexo mais interessante que se encontra dentro
dos estudos de dinamica nao linear é o caos. O caos é um comportamento relacionado
com a alta imprevisibilidade observada em certas dinamicas oscilatérias, existindo
uma teoria vinculada a este comportamento conhecida como Teoria do Caos. A Te-
oria do Caos fala sobre a existéncia de sistemas dinamicos que sao extremadamente
sensiveis a mudancas nas condicoes iniciais; ou seja, uma pequena mudanga sobre
uma condicao inicial pode modificar a dinamica futura em grande medida, sendo que
o resultado obtido se encontra totalmente distante do previsto inicialmente. Essa
propriedade divergente, caracteristica do comportamento cadtico, tem sido foco de

discussoes conjunturais em torno da natureza determinista de alguns fendémenos.

(STROGATZ, 2014)

Em certa medida, pode-se dizer que o caos surge como uma prova ou ar-
gumento contra a visao do determinismo Laplaciano, que sentenciava que se eram
conhecidas as velocidades e posigoes de todas as particulas do universo num instante,
era possivel predizer seu futuro e passado (BATTERMAN]| [1991). Esse paradigma
acaba concluindo que a despeito da complexidade e imprevisibilidade pratica do uni-
verso fisico, o universo evoluciona dinamicamente sob principios e regras totalmente
predeterminadas, de forma que o acaso é s6 um fenomeno aparente. No caso do caos;
existe uma regra oU lei totalmente determinista que descreve a dinamica, mas com
alta divergéncia por causa da alta sensibilidade as condigoes iniciais.O paradigma
anterior diria que as condigoes iniciais teriam que ser definidas com uma alta precisao
(tecnicamente com precisao infinita); para isso, teria que existir um conhecimento

infinito sobre as medidas, o que evidentemente é impossivel de obter.(DELEUZE e
GUATTARI, [1991)

Outra caracteristica destacada do comportamento cadtico é o surgimento de
uma ordem espontanea a partir da evolucao da dinamica. Essa ordem ¢é manifestada
no aparecimento de padroes geométricos ou numéricos que se repetem constante-
mente. Esses padroes tem usualmente natureza fractal e sao encontrados em grande
variedade de sistemas dinamicos. A principal particularidade desses padroes é a

propriedade de auto-semelhanca, ou alguns deles apresentando uma estreita relagao



com caracteristicas fisicas de organismos vivos e ecossistemas TAYLOR e TINSLEY
(2009). Alem disso, a geometria fractal guarda uma estreita relagdo com a auto-
organizacao de sistemas autonomos. Basicamente; o padrao fractal se manifesta com
o surgimento de estruturas espaco-temporais que formam uma ordem, em funcao das
interagoes locais de pequenas partes dos componentes de um sistema inicialmente
em desordem. Esse processo de auto-organizacao pode ser espontaneo e nao neces-
sariamente controlado por agentes externos ao sistema. Normalmente se desenvolve
pelas flutuagoes aleatérias que sao amplificadas pela retroalimentacao positiva do
sistema. A Teoria do Caos discute o fenomeno da auto-organizacao em termos de

ilhas de previsibilidade imersas em um mar de caos imprevisivel. (KISAK] 2016)

Embora o comportamento cadtico pareca um tanto distante da realidade do
mundo fisico, existe uma grande variedade de sistemas fisicos e fendomenos da na-
tureza que apresenta este comportamento. De fato, esse comportamento ja foi ob-
servado em uma vasta gama de situagoes reais (BERTUGLIA e VAIO, [2005). Em
alguns casos, favorecer o surgimento do caos pode ser benéfico; em outros nao. Mas
em qualquer das duas situagoes, é importante conhecer e identificar o comporta-
mento, seja para favorecé-lo ou para suprimi-lo (BLEKHMAN et al) 1995). No
entanto, o estudo do caos nao se limita a essas duas variantes, existindo também

um potencial enorme a ser explorado.

No caso particular da Engenharia Quimica, existe uma alta aplicabilidade
dos comportamentos dinamicos nao lineares, ja que sao conhecidas diversas reagoes
quimicas e processos de separacao que potencialmente podem apresentar este com-
portamento. E por isso que a modelagem e simulagao desses processos é importante,
para que seja possivel prever o surgimento de tais dinamicas, o fatores que as con-
duzem e as repercussoes no processo quimico. (DOHERTY e OTTINO, 1988)

1.1 Importancia da dinamica cadtica nos proces-

sos de polimerizacao

A édrea do estudo das reagoes quimicas é de grande importancia na Engenharia
Quimica. Particularmente, as reacoes de polimerizacao sao diversas e regidas por
complexos mecanismos cinéticos. A modelagem destes mecanismos de reacao fre-
quentemente resulta em sistemas de equagoes diferenciais (parciais e ordindrias) com

fortes nado linearidades. (POJMAN e TRAN-CONG-MIYATA| 2011])

Os reatores de polimerizacao tém comportamentos nao lineares intrinsecos,

que resultam em multiplicidade de estados estaciondrios e instabilidades dinamicas



(POJMAN e TRAN-CONG-MIYATA, 2011). Normalmente essas condigoes de ins-
tabilidade se manifestam com o surgimento de oscilagoes e bifurcacoes. Por isso,
os CSTRs (reatores continuos de mistura perfeita) (que sdo os reatores onde nor-
malmente ocorrem as reagoes de polimerizagao via radicais livres) tém sido objeto
frequente de estudos dinamicos, visando a uma melhor operacao e ao controle do

processo de polimerizacao.

Especificamente no caso das reagoes de polimerizacao via radicais livres, sabe-
se que esses sistemas sao susceptiveis a exibir um amplo espectro de comportamentos
dinamicos complexos, tais como, multiplicidade de estados estacionérios, oscilagoes

periddicas e aperiddicas, oscilagoes quase-periddicas e caos.(PINTO e RAY), [1995b)

PINTO)| (1994) mostrou também que é possivel obter polimeros com cara-
teristicas e propriedades diferentes dos polimeros obtidos através dos processos con-
vencionais, quando se opera o reator continuo sob regime cadtico e condigoes os-
cilatérias. Além disso, observou que os fenomenos mais importantes que ocorrem
durante o processo de polimerizagao e induzem o aparecimento de comportamento
oscilatério sao o acoplamento termo-cinético, a reducao de volume e o efeito gel ou

efeito Trommsdorff.

O acoplamento termo-cinético pode ser explicado pelo fato de que as velo-
cidades de reacao aumentam com a temperatura de forma exponencial. Como as
reacoes de polimerizacao sao exotérmicas, o aumento da taxa de reacao implica um
aumento da temperatura do sistema. Esse aumento da temperatura, por sua vez,
provoca um novo aumento da taxa de reacao. Esse efeito é fonte de realimentacao
positiva, s6 sendo contido quando todo o monomero é consumido, o que provoca
uma diminuicao das taxas de reacao e a consequente diminuicao da temperatura do
sistema. Porém, em um processo com adicao continua de reagentes, a concentragao
do monomero volta a aumentar e a realimentacao positiva segue seu ciclo. Eventu-
almente, a disponibilidade de reagente torna-se tao grande, que a reagao sofre nova

aceleragao, com repeticao desses ciclos indefinidamente (RODRIGUES) 2011).

Outra fonte ou mecanismo de retroalimentagao positiva nas reagoes de poli-
merizagao ocorre com o volume e a quantidade de polimero produzida. Na maioria
dos casos acontece que o polimero é mais denso que o monomero, considerando
esse mecanismo de retroalimentacao, uma reacao de polimerizacao resulta neces-
sariamente na diminuicao do volume de reacao do sistema. Essa diminuicao no
volume permite um aumento relativo das concentracoes das espécies reagentes, o
que contribui com o aumento das taxas de reacao. O aumento das taxas de reagao
resulta em maior producao de polimeros, acelerando a taxa de contracao de volume,

terminando em uma retroalimentacao positiva constante e ciclica . Esse efeito de



retroalimentagao por diminuicao de volume pode ser desconsiderado quando a con-
centracdo de monomero é baixa e reduz a taxa de producao de polimero (PINTO,

1994).

Finalmente, o efeito gel pode ser definido como um aumento das taxas de
reacao observadas quando a concentracao de polimero é elevada, mesmo a tempe-
raturas baixas. A alta concentracao de polimero no meio reacional impede a livre
movimentagao das moléculas e, consequentemente, reduz a frequéncia com que as
cadeias reativas se encontram, diminuindo as taxas de terminacao e aumentando o
numero de espécies reativas dentro do sistema. A elevacao da quantidade de espécies
reativas provoca aumento das taxas de producao de polimero, acentuando o efeito

gel em novo mecanismo de realimentagao positiva (RODRIGUES, 2011)).

Historicamente tém sido reportados diversos casos de comportamentos osci-
latérios em reatores de polimerizagao, tanto experimentalmente como teoricamente.
A quantidade de comportamentos nao lineares complexos, periédicos e aperidédicos
encontrados é extensa (POJMAN e TRAN-CONG-MIYATA| 2011). O comporta-
mento cadtico nesses sistemas sé foi mostrado teoricamente. A particularidade se
justifica quiza no fato de que as regices paramétricas e operacionais em que o caos
é previsto sao muito estreitas, de tal forma que um pequeno deslocamento no valor
de uma varidvel pode afastar o estado operacional do reator da faixa em que os
fenémenos complexos ocorrem. RODRIGUES) (2011])

A importancia que carrega os estudo dos comportamentos nao lineares nos re-
atores de polimerizacao radica na relacao que tem esses fenomenos com a seguranca
de processo e com a qualidade do produto. Usualmente nas industrias, dinamicas
complexas, caos e oscilagoes sao usualmente indesejaveis, uma vez que este compor-
tamento pode levar a ocorréncia inesperada de fendmenos de exting¢ao ou ignigao
da reacao. No caso da extin¢ao, pode ocorrer perda de produtividade; No caso de
ignicao, pode ocorrer perda de controle da temperatura do reator, pelo efeito conhe-

cido como “run away” comprometendo a seguranca do processo. (MELOJ 2000)

Outro aspecto relevante se relaciona a necessidade de projetar reatores de
polimerizagao considerando as possiveis dinamicas, ja que muitas dessas reagoes
estao associadas a fenomenos de instabilidade e possivel operagao descontrolada do
reator, que pode causar acidentes e falhas nos equipamentos. Alguns relatos de
acidentes ocasionados por operacoes conduzidas sob regimes instaveis podem ser
encontrados na literatura GUSTIN e LAGANIER] (2005)).

No entanto a operacao de reatores com comportamento oscilatério e cadtico
pode também apresentar aspectos positivos, como possibilitar a formacao de um

polimero com caracteristicas especiais e operar o reator em outros estados em que é



possivel obter maior rendimento da reagao no processo (PEREZ-POLO e PEREZ-
MOLINA| 2013]).

1.2 Motivacao

Os plasticos constituem parte importante da vida moderna, ja que sao empregados
em ampla variedade de produtos de uso cotidiano e sao usados em muitos processos
industriais. A expansao da producao e consumo dos plasticos esta associada & grande
versatilidade de propriedades que esses materiais oferecem e algumas caracteristicas
apresentadas, como baixo custo, alta resisténcia mecanica, baixo massa especifica,
alta deformacao elastica, entre outras. Por isso os plasticos tém substituido uma
grande variedade de materiais tradicionais em diversas aplicagoes tecnoldgicas e
industriais, como no caso do papel, dos metais e do vidro (SALDIVAR-GUERRA e
VIVALDO-LIMA| 2013]).

Os plasticos sao polimeros constituidos por moléculas de elevada massa mo-
lar (macromoléculas), formadas pela reagdo de moléculas menores (mondémeros).
Os materiais poliméricos sao desenvolvidos a partir da sintese de macromoléculas
mediante reagoes de polimerizacao, sendo que a distribuicao de massas molares
do polimero formado esta diretamente relacionada com as propriedades fisicas e
quimicas finais do produto. Os polimeros mais conhecidos e demandados na atuali-
dade sao os polietilenos,polipropilenos, poliestirenos,poliésteres e poliuretanos que,
dada a alta demanda, sdo conhecidos como polimeros commodities (RODRIGUES]

2011).

A demanda continua por esses materiais gera a necessidade de melhoramento
continuo nas propriedades dos produtos, de intensificacao dos processos produtivos
e de melhora dos aspectos ambientais associados a producao consumo e disposi¢ao
final. Conforme foi publicado pela Plastics Europe Market Research Group o con-
sumo de plasticos em base per capita atingiu a média de aproximadamente 139 kg
por habitante no 2015 para os principais blocos econémicos e os estados NAFTA.
A producao mundial de plasticos no ano 2015 foi de 322 milhdes de toneladas, in-
crementando quase 4% em relacdo ao 2014. América Latina contribui com 4,4%
da producao mundial, enquanto China é o principal produtor, aportando 27,8% da
producao mundial (PLASTICSEUROPE, 2016)). No Brasil, a produgao no ano de
2015 foi de 6,5 MTon aumentando 1% em respeito ao ano de 2014 (ABIPLAST),
2015).

Outro aspecto que deve ser destacado é que a grande maioria dos polimeros

tem grande estabilidade quimica por causa dos elevados tempos de biodegradabi-



lidade que apresentam (AMANCHUKWU et al., 2015). Essa propriedade causa
repercussoes fortes, ja que o acimulo desses materiais tem se intensificado por conta
da demanda crescente de plasticos, tornando a destinagao apropriada dos residuos
de materiais poliméricos um aspecto urgente na industria, proporcionando novos de-

safios de pesquisa e desenvolvimento em reciclagem,reutilizagao e degradagao (RO-

DRIGUES|, 2011)).

A sintese de polimeros pode ser feita por dois mecanismos cinéticos basicos:

i polimerizacao por adicao: quando as moléculas do monomero sao adicionadas
individualmente a uma cadeia de polimero que cresce com a repeticao da reacao

(polimerizagao via radicais-livres idnica, transferéncia de grupo Ziegler-Natta);

ii polimerizacao por condensacao: quando as cadeias poliméricas em crescimento
reagem entre si, resultando no aumento do tamanhos aos saltos (OECHSLER,
2016)).

A polimerizagao via radicais-livres é uma das técnicas de polimerizagao mais
importantes e usadas na industria dos plasticos. Especificamente, a polimerizagao
via radicais-livres constitui um grande conjunto de rotas quimicas que permitem
obter polimeros vinilos e outros polimeros de alta relevancia no mercado mundial,
tais como poliestireno, polimetacrilato e polietileno. Normalmente, essas reagoes de
polimerizagao sao desenvolvidas em CSTRs, de forma que o comportamento desse

processo constitui um area de estudo importante para a industria dos polimeros
(SALDIVAR-GUERRA e VIVALDO-LIMA, 2013).

E importante perceber que as reagoes de polimerizacao apresentam alta exo-
termicidade, elevadas energias de ativacao e forte influéncia do efeito gel, o que faz
que uma das dificuldades inerentes a operacao dos reatores de polimerizacao seja
a dissipacao de calor. Por essa razao pode ser conveniente conduzir essas reagoes
em solucao, na presenca de algum solvente. A utilizacao do solvente tem a funcao
diminuir as taxas de reacao e da geragao de calor. Adicionalmente, o solvente ajuda
os processos de mistura dentro do reator, j4 que torna menor a viscosidade do meio
reacional. Desse modo, a inclusao do solvente facilita o controle térmico no reator.
Contudo, a escolha do solvente constitui um aspecto de grande importancia, uma vez
que a reacoes de transferéncia de cadeia para o solvente podem ocorrer, resultando
em materiais de baixa massa molar (OECHSLER] 2012).

As condigoes de operacao devem assegurar a obtencao de um produto com
propriedades que garantam os requerimentos finais, tais como massas molares

médias, distribuicoes de massa molares, composicao de copolimero, comprimento



de sequéncias de cadeias, etc. Cabe notar que a operacao de reatores de polime-
rizacao é bastante complexa, dependendo de varios aspectos, tais como a natureza
quimica dos monomeros, mecanismos de polimerizacao, estado fisico do sistema e
configuragao do reator (OECHSLER/ 2016).

Todas as justificativas anteriores tornam o estudo e a analise de reatores de
polimerizagao uma area de grande importancia industrial, sendo indispensavel ana-
lisar a grande variedade de fenomenos que podem acontecer no processo, incluindo

a inter-relagao das variaveis e as repercussoes sobre o produto final.

Uma das ferramentas mais usadas na engenharia moderna para a andlise dos
processos quimicos é a modelagem e a simulagao. A simulacao de processos quimicos
constitui uma ferramenta importante na engenharia e projeto de processos industri-
ais, sendo usualmente requerida para solucionar balancos de massa e energia para
os processos, calcular dimensoes de unidades ou equipamentos de processo, e final-
mente determinar os custos de operacao. No entanto, os alcances e vantagens da

simulagao de processos podem ser ainda mais amplos (KELLNER et al., [1999)).

A simulacao de processos pode ser definida como um conjunto de técnicas para
avaliar de forma rapida um processo, com em base a uma representacao matematica.
As solugoes dos modelos mateméaticos sao obtidos com auxilio de programas de
computador e permitem ter um maior conhecimento sobre o comportamento do
processo. O modelo carrega a maior responsabilidade pelo sucesso de uma simulagao,
porque o modelo faz uma representagao matematica do fenémeno e a qualidade da
representacao depende da capacidade de reproduzir qualitativa e quantitativamente
as observacoes existentes sobre o fenomeno. A simulagao resolve as equacoes do
modelo usando métodos numéricos que sao incorporados em softwares especializados.
A modelagem e a simulagao dos processos quimicos tém grande importancia para
a compreensao dos fenomenos que governam o comportamento dos processos e as
operacoes reais, permitindo fazer analises de plantas quimicas e realizar atividades

comuns em diversas ramificagoes da industria quimica:

e deteccao de etapas limitantes no processo produtivo;

e predicao dos efeitos pela mudanca nas condicoes operativas e capacidade da

planta;
e otimizacao das variaveis de operacao;

e otimizacao do processo quando as propriedades da matéria prima estao sujeitos

a variacoes em suas caracteristicas;

e analises de novos processos para novos produtos;



avaliacao de alternativas para reduzir o consumo energético;

analises de condigoes criticas de operagao.

Otimizacao do processo para reduzir a producao de residuos e poluentes;

formacao de operadores e engenheiros de processos;

automatizagao do processo;

Muitos processos quimicos apresentam ou sao susceptiveis a apresentar flu-
tuagoes no comportamento dinamico. Usualmente essas flutuagoes sao atribuidas
ao efeito de perturbacoes sobre o sistema de controle do processo. Essas flutuacoes
convertem-se frequentemente em problema, podendo ser ignoradas quando hé pouca
repercussao sobre o processo ou tratados mediante o uso de técnicas estatisticas, para
evitar dificuldades operacionais associadas as incertezas das medidas. Em qualquer

destas duas opcoes, frequentemente sao ignoradas as causas dessas flutuagoes.

Os constantes avancos na Teoria do Caos, Dinamica Nao Linear e Termo-
dinamica de Nao Equilibrio tém resultado em ferramentas valiosas para a analise e
o estudo destes fenomenos. Na maioria dos casos, essas analises nao sao triviais, ja
que a previsibilidade desses fenomenos é muito complexa. Portanto, a modelagem
e a otimizacgao de processos que apresentam estas complexidades requerem o uso de

ferramentas matematicas avancadas.

Pode-se pensar que os processos ou sistemas que apresentam instabilidades
sao pouco usuais, mas existe na Engenharia Quimica uma grande variedade de sis-
temas que podem apresentar flutuacoes ou instabilidades dentre os quais se encon-
tram os osciladores quimicos (cabe aclarar que nao todos os sistemas complexos que
apresentam instabilidades, e que nem todos os sistemas cadticos estao associados
exclusivamente a osciladores quimicos, existindo uma grande variedade de sistemas

dinamicos que se encontram relacionados aos fenomenos de transporte) (DOHERTY

¢ OTTINO, [1988).

Frequentemente na Engenharia Quimica projetam-se equipamentos em estado
estaciondario, ignorando-se a dinamica inerente ao processo e comprometendo dire-
tamente a conceitualizacao e a implementacao de um sistema de controle. Adicio-
nalmente, instabilidades estao frequentemente presentes em processos industriais, e
embora instabilidades sejam muitas vezes indesejadas, o movimento cadtico oferece
uma possibilidade de controle de um sistema baixo a acao de perturbagoes muito

pequenas ou mudancas minimas na variavel selecionada como atuadora ou contro-
ladora (PEREZ-POLO ¢ PEREZ-MOLINA| 2012b)). Particularmente, o controle de



processos cadticos e sincronizagao do caos tem ganhado forga nas ultimas décadas
(DOHERTY e OTTINO, |1988).

Finalmente o estudo dos efeitos nao lineares na operacao e dinamica dos reato-
res de polimerizacao via radicais livres se justifica porque resultam no aparecimento
de instabilidades estaticas e dinamicas. Instabilidades estédticas estao relacionadas
a saltos repentinos da temperatura e conversao, de baixos para altos valores ou
vice-versa (“ignigao” ou “extin¢ao” do reator de polimerizagao), & medida que varia
um parametro operacional em um sistema continuo. Por outro lado, instabilida-
des dinamicas dao origem a oscilagoes (periddicas ou aperiédicas) de temperatura e

conversao (OECHSLERI [2016]).

Em primeira medida, a andlise da dinamica nao linear torna-se importante
toda vez que ela permite realizar a identificacao e o mapeamento das regides ope-
rativas onde ocorrem os fenomenos complexos caracterizados pela alta instabilidade
ou pela presenca de solugoes estacionarias estaveis. O mapeamento constitui uma
ferramenta importante para o projeto de reatores de polimerizacao e a seguranca de
processos, ja que torna possivel localizar as condi¢oes operacionais que representam
um risco. Contudo, embora os estados instaveis de operacao de um reator possam
estar associados a riscos e outros aspectos de seguranga. Existem casos em que a
operagao em estado instavel é também atraente, em especial quando é possivel con-
trolar as instabilidades térmicas. Além disso, a operacao em condigoes oscilatérias
pode permitir a obtencao de produtos com propriedades totalmente diferentes as ja

conhecidas.

Como se sabe que os efeitos térmicos exercem papel determinante no surgi-
mentos dos comportamentos nao lineares e o caos nas reagoes de polimerizagao, o
estudo da influéncia das variaveis operacionais e fisico-quimicas que interferem na
dinamica térmica pode permitir a identificagao do surgimento desses fendmenos, em
funcao de varidveis normalmente controlaveis durante a operacao. Particularmente
neste presente trabalho é estudado o efeito da camisa de resfriamento sobre o re-
ator. |PINTO e RAY] (1995b]) mostraram que o surgimento dos comportamentos
complexos pode estar ligado as variacoes nas condigoes operacionais da camisa e na

natureza da troca térmica.

Dado o interesse crescente pelo estudo destes fenomenos, é justificada e re-
levante a analise dos efeitos operacionais que favorecem o aparecimento destas
dinamicas. Além disso, este tipo de estudo pode determinar as condigoes ou faixas
de operacao em que é possivel encontrar o comportamento cadtico experimental-
mente, lembrando que ainda nao existe um relato experimental na literatura de este

fenomeno acontecer nas reagoes de polimerizacao. Isso tem contribuido um objetivo
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na engenharia de polimerizagao moderna, dada a relevancia ja mencionada desses
fenomenos sobre aspectos de seguranca de processos, qualidade de produto, geragao

de novos polimeros e controle de processos.

De acordo com tudo o que foi anteriormente argumentado, pode-se certa-
mente dizer que este foco de pesquisa é de importancia para a indudstria moderna.
Além disso, o estudo destes sistemas envolve a necessidade de desenvolver técnicas
numeéricas e metodologias que permitam estudar a natureza destes fenomenos e
caracterizar as principais propriedades dessas dinamicas com auxilio de modelos

matematicos do processo.

1.3 Objetivos

Considerando que os efeitos térmicos sao determinantes na dinamica nao linear
intrinseca nas reacoes de polimerizagao via radicais livres, e dado que existem poucas
referéncias e estudos ao respeito, o presente trabalho tem por objetivo central estudar
a influéncia dos efeitos da camisa de resfriamento na analise da dinamica nao linear
e surgimento do caos em reagoes de polimerizagao via radicais livres conduzidas em

reatores do tipo tanque agitado.

Entre os objetivos especificos perseguidos por este trabalho, enumeram-se:

i Desenvolver um estudo de modelagem que permita determinar as condigoes ope-
racionais que potencialmente podem causar o comportamento cadtico em reato-

res de polimerizacao em solucao de mistura perfeita;

ii Implementar uma metodologia de busca que permita localizar as regioes pa-

ramétricas onde podem ser encontrados comportamentos nao lineares;

iii Determinar as regioes paramétricas do modelo onde se encontra o comporta-

mento cadtico;

iv Implementar metodologias de continuac¢ao paramétrica que permitam identificar

possiveis rotas do caos;
v Caracterizar os comportamentos caéticos observados;

vi Aplicar a metodologia de andlise de séries temporais como alternativa para a

caracterizagao de comportamentos oscilatérios;

vii Estabelecer a influéncia de cada parametro operacional estudado sobre a

dinamica do sistema;
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1.4 Estrutura

Este primeiro capitulo discute alguns aspectos importantes da dinamica nao linear e
o0 caos, a relevancia da dinamica oscilatoria e cadtica nos processos de polimerizagao,
assim como também sao apresentados os fatores que motivam a realizacao deste
trabalho, relacionado a investigacao dos efeitos térmicos da camisa de resfriamento
sobre o comportamento dinamico de reatores de polimerizagao via radicais livres em
solugao. Em seguida, no Capitulo [2| apresenta-se a revisao da literatura em torno a

trés topicos determinantes:

i observacao e estudo de comportamentos nao lineares em sistemas de polime-

rizagao;
ii analise de series temporais;

iii metodologias de busca de solucoes periddicas e aperiédicas em sistemas
dindmicos, considerando uma abordagem deterministica (baseada na Teoria da

Orbita Periédica) e uma abordagem estocastica,;

No Capitulo |3| é apresentada a modelagem genérica do reator de polimerizacao
via radicais livres. Posteriormente é descrita a fundamentacao tedrica da analise de
sistemas dinamicos nao lineares e as respectivas técnicas numéricas usadas para a

caracterizacao. Finalmente, a metodologia usada neste trabalho é apresentada.
Os resultados obtidos e a respectiva discussdao sao mostrados no Capitulo [4]

Os resultados encontram-se separados em:

i estudo da dinamica complexa no reator;

ii caracterizacao dos comportamentos cadticos;

iii continuacgao paramétrica;

iv analise nao linear de series temporais;

v localizacao de regioes cadticas;

vi metodologias para a busca de solucoes periddicas e aperiddicas em sistemas

dinamicos continuos;

No Capitulo [5] apresentam-se as principais conclusées do trabalho, com uma
andlise mais global dos resultados obtidos. Além disso, também sao apresentadas

algumas sugestoes para trabalhos futuros.
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As referéncias bibliograficas utilizadas durante a realizacao desta pesquisa

estao dispostas ao final deste documento.

As atividades referentes ao desenvolvimento deste trabalho de pesquisa fo-
ram realizadas no Laboratorio de Modelagem, Simulagao e Controle de Processos
(LMSCP) do Programa de Engenharia Quimica do Instituto Alberto Luis Coimbra
de Pés-Graduagao e Pesquisa de Engenharia (PEQ/COPPE), pertencente a Univer-
sidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ). Este trabalho foi financiado pelo Conselho

Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico (CNPq).
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Capitulo 2
Revisao Bibliografica

Todos somos machos hasta que la

cucaracha vuela.

John Rambo

Na atualidade, sao numerosos os trabalhos relacionados com dinamica nao li-
near em reacoes de polimerizacao. Particularmente, o interesse crescente tem surgido
nas ultimas quatro décadas; quando foram reportados os primeiros estudos envol-
vendo sistemas fisicos reais. No correspondente a area de polimeros, tem sido repor-
tada uma extensa quantidade de trabalhos de modelagem e simulagao que tém como
objetivo representar qualitativa e quantitativamente os comportamentos dinamicos
proprios desses sistemas. Na Secao [2.1] é apresentada uma revisao referente ao es-
tudo de comportamentos dinamicos complexos em sistemas de polimerizagao. Na
Secao [2.2] por sua vez, apresentam-se os principais trabalhos relacionados a ana-
lise de séries temporais, os quais fornecem uma forma alternativa de caracterizagao
de sistemas dinamicos. Na Secao sao apresentados varios trabalhos com foco
no desenvolvimento de técnicas numéricas para a procura de solucoes oscilatérias e
complexas em sistemas dinamicos. Estas, por sua vez, podem ser classificadas como
técnicas baseadas em abordagens deterministicas e técnicas baseadas em abordagens
estocasticas. Finalmente, na Secao [2.4] sao apresentadas as consideracoes finais do

capitulo.
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2.1 Estado da arte da dinamica nao linear em sis-

temas de polimerizacao

A maior parte dos trabalhos que podem ser chamados de pioneiros na area da
dinamica nao linear em reagoes de polimerizacao foram os desenvolvidos por W.
Harmmon Ray e seu grupo de colaboradores na Universidade de Wisconsin. FEles
conseguiram usar de maneira sistematica técnicas matematicas de bifurcacao para o
estudo dinamico das reacoes de polimerizacao, contribuindo significativamente com
a compreensao dos fenomenos complexos e o estudo de mecanismos de reacao dos

sistemas de polimerizacao.

A primeira evidéncia tedrica da existéncia de multiplicidade de estados es-
taciondrios foi descrita por HOFTYZER e ZWIETERING| (1961). Esses autores
desenvolveram um modelo para a reacao de polimerizacao de etileno via catélise

Ziegler-Natta. O modelo apresentava cinco diferentes estados estacionarios.

Posteriormente, |JAISINGHANI e RAY| (1977) foram os primeiros a fazer
uma apresentacao metddica do tema. Os autores estudaram as polimerizagoes
de metacrilato de metila (MMA) e estireno e verificaram a possivel existéncia de
multiplas solucoes estacionarias e bifurcacoes para solugoes peridédicas. Contudo,
foram SCHMID'T et al|(1984) os primeiros a encontrar uma evidéncia experimental
do fenomeno de multiplicidade em reatores continuos de polimerizacao em solucao,
utilizando como mondémero o metacrilato de metila. Seus dados experimentais e

modelos também indicaram a ocorréncia de ciclos limites no sistema estudado (RO-
DRIGUES] 2011)).

A conhecida sequéncia de trabalhos de Ray e colaboradores comegou em 1981,
quando Schmidt e Ray desenvolveram um modelo da reacao de polimerizacao de
MMA para estudar a influéncia do efeito gel na dinamica de um reator CSTR ope-
rado em condigoes isotérmicas. [SCHMIDT e RAY|(1981) mostraram a existéncia dos
comportamentos de histereses e ignicao, caracteristica da condigao de multiplicidade

de estados estacionarios.

No mesmo ano, Ray e colaboradores publicaram o segundo trabalho da
sequéncia onde estudaram os possiveis tipos de dinamica num mecanismo de reagao
de copolimerizagao via radicais livres. HAMER et al.| (1981) aplicaram a metodo-
logia de estudo para o caso especifico da homopolimerizacao de MMA e a copoli-
merizacao de acetato de vinila e MMA, quando acharam as condicoes paramétricas
para que o reator apresentasse multiplicidade de estados estacionérios e bifurcagoes
do tipo Hopf. Esse trabalho foi o primeiro a mostrar a existéncia de ciclos limites

estaveis para a homopolimerizacao e copolimerizacao em solugao conduzida em um
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CSTR.

BALARAMAN et al.| (1982)) estudaram a polimerizacao via radicais livres da
acrilonitrila e estireno, observando até tres diferentes estados estacionarios, cen-
trando o foco de estudo na existéncia experimental de ramificagdes isoladas (isolas)

de estados estacionarios para a polimerizacao de MMA.

O terceiro e quarto trabalho da sequéncia mostraram o estudo experimental
da polimerizagao de acetato de vinila em um CSTR. Os trabalhos presentam um
estudo de bifurcacao do modelo matemaético proposto para o reator de laboratério,
usando as técnicas e métodos de continuacao paramétrica. Os autores observaram

a existéncia de isolas, curvas estacionarias do tipo S, e varios tipos de bifurcagoes
periddicas (SCHMIDT et al.l |1984)(TEYMOUR e RAY) |1989).

CHOI (1986) ja tinha identificado regides com cinco estados estacionarios para
um modelo de polimerizacao de MMA e também mostrou a existéncia das isolas
tomando o tempo de residéncia do reator como parametro de bifurcacao. Posterior-
mente CHOI e RAY]| (1988)) publicaram um trabalho sobre a modelagem da reagao
de polimerizacao de propileno em um reator continuo empacado CSBR , tomando a
fase do propileno gasosa e mostrando a existéncia de estados estacionarios instaveis
na faixa de temperaturas de operacao de interesse pratico. Mostraram também
que o reator se estabiliza rapidamente por meio da acao do sistema de controle de

temperatura.

ADEBEKUN et al.| (1989) desenvolveram um trabalho tedrico sobre a homo-
polimerizacao em solucao de metacrilato de metila e mostraram a existéncia de
multiplos estados estacionarios. Experimentalmente foi encontrada uma variedade
de ramos isolados de solugoes estaciondrias que podem existir para certas condigoes

operacionais do reator.

KIM e CHOI (1991) estudaram a homopolimerizac¢ao de estireno em dois re-
atores em série, utilizando uma mistura de dois iniciadores monofuncionais com
diferentes estabilidades quimicas. Por intermédio de simulagoes, foram observadas
oscilagoes cadticas e cinco diferentes estados estaciondrios neste sistema, mostrando
que o comportamento dinamico de reatores continuos de polimerizacao em solucao

pode ser muito complexo.

O quinto trabalho da sequéncia de trabalhos de Ray foi desenvolvido em 1991
mostrou a existéncia experimental de ciclos limites na dinamica da reacao de po-
limerizacao de acetato de vinila. O estudo encontrou as faixas de parametros em
que o comportamento periédico aparece. Além disso, mostraram a sensibilidade e o

comportamento das bifurcagoes do reator experimentalmente.(TEYMOUR e RAY),
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1992h).

Posteriormente Teymor e Ray no sexto trabalho modelaram a dinamica do
reator de polimerizacao de acetato de vinila num reator de escala industrial, obser-
vando estruturas complexas, tais como orbitas periddicas estaveis, isolas, oscilagoes
periédicas nao homogéneas, cascatas de duplicagao de periodo e caos (TEYMOUR]
e RAY) |1992a). A dinamica cadtica do modelo do reator em escala industrial e sua
caracterizagao foram estudadas,e foram calculados os expoentes de Lyapunov, os
mapeamentos de Poincaré, e os mapas de iteracao. Foi determinado que coexistiam
duas rotas para o caos: a primeira mostra na que o comportamento cadtico resul-
tava de fenomenos quase periddicos e histerese; a segunda resulta de uma cascata
de duplicacao de periodo. O estudo mostrou a presenca de numerosas janelas de
periodicidade, em que o comportamento cadtico desaparecia e emergia por meio de

um mecanismo de intermiténcia.

FREITAS FILHO et al. (1994) fizeram um estudo em que o reator de polime-
rizacao foi descrito genericamente, sem definir um sistema especifico de reagoes. O
objetivo principal desse trabalho foi expor a generalidade da presenca de multiplici-
dade de estados estacionarios, mostrando que pelo menos cinco estados estacionarios
podem ser sempre obtidos em sistemas continuos iniciados por radicais livres em re-
atores de polimerizacao em massa. Os parametros do modelo foram identificados
como parametros operacionais e fisico-quimicos e foram variados dentro de um inter-
valo especificado pelas condigoes e reacoes de polimerizacao mais representativas na
industria. Essa metodologia permitiu desenvolver um analise de bifurcacao do mo-
delo que pode ser associado a qualquer polimerizacao via radicais livres. O trabalho

foi posteriormente aprofundado por MELO et al. (2001a).

Pinto e Ray continuaram com o sétimo e oitavo trabalho da serie, em essa
oportunidade eles desenvolveram um modelo matematico para descrever o compor-
tamento dinamico de reatores continuos de copolimerizacao em solugao e mostraram
resultados tedricos e experimentais acerca da existéncia de multiplicidades de estados
estaciondarios, oscilagoes auto-sustentadas e caos em certas condi¢oes operacionais.
No sétimo trabalho PINTO e RAY|(1995a)estudaram o comportamento dinamico de
reatores continuos de polimerizagao em solugao via radicais livres, usando acetato de
vinila (VA) e metacrilato de metila (MMA) como comonomeros. A estabilidade de
copolimerizagoes em solugao via radicais livres mostrou-se extremamente sensivel
a mudancas de composicao na alimentacao do sistema. Pinto e Ray desenvolve-
ram ainda um modelo matematico com o objetivo de descrever o comportamento
dinamico de reatores continuos de copolimerizagao em solucao via radicais livres e
fazer uma avaliagao preliminar de alguns parametros cinéticos, realizando um estudo

dos diagramas de bifurcacao. Esse modelo foi capaz de predizer mudangas na esta-
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bilidade da homopolimerizagao de VA, mesmo quando quantidades muito pequenas
de MMA foram adicionadas ao sistema. Os resultados tedricos encontrados pelos

autores foram confirmados experimentalmente.

Posteriormente PINTO e RAY]| (1995b) utilizaram o modelo desenvolvido an-
teriormente para o estudo das bifurcagoes de forma mais aprofundada, considerando
uma faixa do espaco dos parametros compativel com o valor das variaveis opera-
tivas nos reatores industrias . Eles mostraram que as regioes onde estao presentes
as oscilacoes sao reduzidas continuamente, quando se aumenta a composicao na
alimentacao do comonomero MMA, levando as oscilagbes para regices de alta con-
centragao de iniciador e amplas faixas de tempo de residéncia. Contudo, os autores
verificaram que instabilidades praticamente desapareceram, quando a concentracao
na alimentagao do comonéomero MMA alcangou 5% em volume. Novas estruturas de
bifurcacao foram apresentadas e uma atencgao especial foi dada ao papel da restrigao
de ebulicao. Além disso, foi mostrado que restricoes de ebulicao induzem o apareci-
mento de diferentes tipos de érbitas homoclinicas, em que ciclos limites comegam e
terminam em solugoes estacionarias. (RODRIGUES, 2011))

PINTO)| (1995)) mostrou as condigdes operacionais de um reator industrial que
podem levar ao surgimento de novas estruturas e comportamentos dinamicos muito
mais complexos que os observados em reatores experimentais. Diferentes tipos de
solugoes dinamicas e comportamentos oscilatorios foram detetados em regioes dis-
tintas do espaco de parametros, dentre eles oscilacoes toroidais, caos e ciclos de
Shilnikov. Essas novas estruturas dinamicas observadas tém somente importancia
tedrica para o reator analisado, uma vez que as oscilacoes instaveis estao confinadas
em faixas muito estreitas de condigoes operacionais. Contudo, foi verificado que, ao
aumentar a concentracao do comonomero MMA na alimentacgao, induziu-se o apare-
cimento de estruturas dinamicas mais complexas e reduziu-se a regiao onde solugoes
oscilatérias ocorrem, o que contribuiu para a estabilizacao do sistema global. Dessa
forma, pode-se constatar que o sistema é estéavel globalmente nas condigoes anali-
sadas, quando concentracoes do comonémero MMA alcancaram 5% em volume na

alimentacgao do sistema.

PINTO e RAY]| (1996)) validaram o modelo com resultados experimentais ob-
tidos para a copolimerizacao de VA e MMA. Os autores estenderam o modelo para
de permitir a andlise dos efeitos dinamicos induzidos pela presenca de inibidores no
ambiente reacional. O estudo tedrico experimental, permitiu concluir que a esta-
bilidade dos reatores continuos de polimerizacao em solucao apresenta uma grande
dependeéncia e sensibilidade a influéncia de pequenas quantidades de inibidores pre-
sentes na corrente de alimentagao do reator, podendo induzir o desenvolvimento de

operacoes instaveis, em particular, comportamento oscilatorio e condicoes de mul-
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tiplicidade de estados estacionarios. Foi verificado também que a presenca desses
inibidores influencia a multiplicidade dos estados estacionarios do sistema, causando
uma modificacao das bacias de atracao da condigao estacionaria desejada, que even-

tualmente pode levar a mudancas na operacao do reator.

Diversos estudos foram também desenvolvidos na area de controle automatico,

considerando os modelos que geravam dinamicas complexas.

Em 1996 foi publicado um trabalho (QAMMAR et al}1996) em que foi possivel
mostrar o efeito do controle linear e nao linear aplicado no comportamento cadtico
do modelo da reagao de polimerizagao desenvolvido por TEYMOUR e RAY]| (1992b).
Os autores mostraram que era possivel controlar a reagao usando um controlador
simples de acao proporcional. Adicionalmente, testaram outras técnicas de controle,
tais como controle discreto e controle preditivo baseado no modelo. Encontraram
que o melhor desempenho de controle era obtido com o controlador preditivo baseado
no modelo. Além disso, mostraram que para cada estrutura de controle existia uma

estrutura fractal para alguns valores nos parametros de controle.

DE SOUZA et al| (1996) estudaram o controle da reagdo de homopolime-
rizacao de acetato de vinila, e encontraram problemas tipicos como a estabi-
lizacao de condicoes estaciondrias instaveis e a reducao da sensibilidade do pro-
cesso as perturbacgoes externas. Os autores mostraram que o tradicional contro-
lador proporcional-integral-derivativo PID (proportional integral-derivative control-
ler) nao foi capaz de controlar o processo em todos os casos analisados e, que em um
dos casos estudados foi encontrado comportamento cadtico transiente. Mostraram
que o uso de controladores PID para controlar o comportamento oscilatorio natural
dos reatores de polimerizagao nao é aconselhavel. RODRIGUES| (2011))

DE SOUZA et al|(1996) mostraram também que, quando uma rede neuronal
artificial ANN foi utilizada como um modelo interno do processo em um controlador
preditivo nao linear (NLPC) foi possivel realizar a predigao da resposta do processo
e das multiplicidades de estados estacionarios com um erro menor. DE SOUZA
et al.| (1996) mostraram que o NLPC foi capaz de controlar o processo em todas
as condicoes analisadas. Os autores concluiram que o NLPC pode constituir um
esquema de controle 1til para eliminagao do comportamento oscilatério intrinseco

de um reator de polimerizacao instavel em malha aberta.

Um conjunto de fenomenos nao lineares interessantes e que pode ser encontrado
em sistemas poliméricos foi mostrado no trabalho de POJMAN] (2009). O autor
constatou que todos os trabalhos publicados empregaram uma de duas estratégias

basicas:
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1 utilizaram o mecanismo feedback intrinseco e as nao linearidades naturais dos

sistemas de reagoes poliméricas;

ii acoplaram um sistema nao linear a descri¢ao de um sistema polimérico. O autore
acreditava que os desafios para o futuro era identificar mecanismos feedback
adicionais em reagoes poliméricas e examinar o acoplamento existente entre os
mecanismos de reagoes nao lineares e as propriedades dos polimeros, para assim

poder explorar o enorme potencial desses sistemas.

RUSSO e BEQUETTE| (1998)) estudaram a operabilidade de um reator de
polimerizagao de estireno, considerando uma camisa de resfriamento. A anélise
da dinamica do reator, a multiplicidade global e os outros fendmenos encontrados
foram caracterizados em termos do ntimero de Damkolher para a decomposicao do

iniciador e o calor adimensional de reacao.

WASHINGTON et al.| (1999) apresentaram um trabalho em que conseguiram
experimental e teoricamente observar comportamentos oscilatérios na reagao de po-

limerizagao de acrilonitrila, acoplada a uma reacao do tipo Belousov-Zhabotinsky.

GAMBOA-TORRES e FLORES-TLACUAHUAC, (2000) avaliaram a
dinamica de um modelo de um CSTR em que duas reacoes exotérmicas irreversiveis
de primeira ordem aconteciam em série. O foco do estudo se estabeleceu na in-
fluéncia dos efeitos térmicos do reator sobre o aparecimento de estruturas comple-
xas e o comportamento dinamico caético. Os autores usaram a Teoria da Catastrofe
para estudar os parametros operacionais que podem gerar multiplicidades, formagao
de isolas e bifurcacoes. Além disso, foi incluida uma camisa de resfriamento no re-
ator, permitindo avaliar os efeitos operacionais relacionados com a troca térmica
e o comportamento nao linear do CSTR. Os autores mostraram que, quando era
incluido a camisa no modelo, era possivel observar comportamentos dinamicos mais

complexos que no caso sem camisa.

Muitos estudos a respeito do comportamento de bifurcagoes de reatores de
polimerizagao do tipo CSTR tém mostrado um grande nimero de respostas nao
lineares. Essas respostas nao lineares sao, na maioria das vezes, multiplos estados
estacionarios e comportamento oscilatorio auto-sustentado, que também tém sido
confirmados experimentalmente. Continuando o trabalho feito por FREITAS FI-
LHO et al| (1994) e procurando aprofundar no caracter da modelagem, MELO
et al| (2001b) investigou as respostas oscilatérias auto-sustentadas e verificou que
podem também ser consideradas como uma resposta genérica do reator, indepen-
dentemente do sistema quimico analisado. Foi realizada uma andlise do comporta-

mentos oscilatorio da polimerizacao em solugao via radicais livres usando técnicas
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de continuacao paramétrica. Os autores confirmaram que a existéncia de compor-
tamento oscilatério auto-sustentado nao depende do sistema de reagoes especificas
e que respostas oscilatérias auto-sustentadas podem ser também consideradas como
uma caracteristica dinamica genérica desta classe de reatores de polimerizagao. Os
autores chamaram a atencao para o fato de que as respostas oscilatérias ocorrem
em amplas faixas de tempo de residéncia e temperatura de reacao, onde ha grande

interesse comercial.

OURIQUE et al| (2002) implementaram um estudo de otimizacao usando
uma técnica estocastica, para determinar as regioes paramétricas onde diferentes
fenomenos dinamicos complexos podem ocorrer. Particularmente, essa metodologia
permitia identificar conjuntos de parametros que geram comportamentos oscilatorios
periédicos, comportamentos oscilatorios com periodo duplo e eventualmente com-
portamentos com maior periodicidade e caos. O algoritmo proposto foi composto

por duas etapas fundamentais:

1. a avaliacao aproximada das regioes onde as solugoes desejadas podem ser en-

contradas;

2. refino das solugoes encontradas

Na primeira etapa, o procedimento numérico buscava solugoes que minimi-
zavam uma funcao objetivo, que media a distancia entre o padrao das solugoes
calculadas e o padrao das solugoes desejadas. Na segunda etapa foi realizado um
procedimento de refino, que também permitiu a busca de solugoes instaveis, que
podem coexistir com os demais atratores estaveis. Os autores concluiram que a me-
todologia permite realizar a busca sem anélise de bifurcagoes preliminar, evitando o
uso de procedimentos de continuacao paramétrica. O algoritmo proposto por OU-
RIQUE et al.| (2002) foi utilizado para revelar as regides do espago de parametros,
em diferentes sistemas quimicos dinamicos, onde podem ser encontradas solugoes
oscilatérias complexas, partindo-se do pressuposto de que nenhuma informagao pre-

liminar estava disponivel.

MELO et al.| (2003) encontraram outras respostas nao lineares em outro tipo
de reator. Especificamente, estudaram o comportamento dinamico e as bifurcagoes
do reator loop de polimerizagao. A modelagem matematica considerou a operagao
de uma bomba de reciclo e as partes externas do reator. No estudo, varias com-
binagoes de parametros operacionais foram feitas, encontrando respostas nao lineares
ja conhecidas, como multiplicidade de estados estacionarios e oscilacoes periddicas
simples auto-sustentadas. Contudo, outros comportamentos ainda mais complexos e

caos foram determinados em condigoes de recirculagao baixas. Sob certas condigoes
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operacionais, os autores verificaram que sete estados estacionarios podiam ser pre-
ditos pelo modelo do reator. Esse trabalho mostrou ainda que esses fenomenos
complexos podem também ser encontrados em outros tipos de sistemas de polime-

rizagao.

Uma analise de bifurcagoes para polimerizagoes continuas nao lineares via radi-
cais livres, sujeitas a formagao de gel, foi apresentada por PAPAVASILIOU e TEY-
MOUR]J (2005). Foram mostradas outras formas de bifurcacao, exibindo curvas em S
e na forma de cogumelo e multiplas estruturas de isolas. Até trés transicoes criticas
de gel sob condi¢oes nao-isotérmicas foram localizadas em todos os trés ramos de
estados estaciondrios. Esses resultados indicaram que existia uma etapa transiente
para a gelificacao e que ela aparecia mediante o aumento ou diminuicao do tempo
de residéncia no reator, sob os mesmos parametros e condi¢oes experimentais. Além
disso, multiplas condi¢oes em que as fragoes de gel eram iguais foram determinadas
mediante uma andlise de bifurcacgoes, indicando que as propriedades dos materi-
ais podem ser muito diferentes em condigbes similares de operagao. A relevancia
pratica dessa descoberta é que podem existir grandes diferengas no comportamento
do inchamento e fluidez encontrados em diferentes condi¢oes de operacao do reator.
Os estudos realizados neste trabalho nao conseguiram encontrar ciclos limites que

levassem ao desaparecimento do gel.

LEMOINE-NAVA et al.| (2006) estudaram o comportamento dinamico com-
plexo da reac¢do de polimerizagao de estireno mediada por nitréxido (NMRP) em
um CSTR. A anélise de bifurcacao foi desenvolvido considerou varios parametros de
bifurcacao; vazao de agua de resfriamento, temperatura da corrente de alimentagao,
temperatura da agua de resfriamento, concentragao de monomero na corrente de
alimentacao e tempo de residéncia. Baseados nos diagramas de bifurcacao, foi re-
alizada uma avaliacao sobre a pertinéncia e o potencial de certas varidveis serem
manipuladas para eliminar perturbagoes. A conversao do mondémero, a massa mo-
lar média, a polidispersao, a temperatura do reator e da camisa refrigerante foram
analisados como varidveis de principal interesse. Na maioria dos casos, os autores
encontraram comportamento de histerese, multiplicidade de estados estacionarios e

isolas.

ZAVALA-TEJEDA et al| (2006 estudaram o comportamento dindmico em
um reator CSTR usada na producao de poliuretano, realizando uma analise extensa
de bifurcacoes. Neste trabalho, foi abordado o efeito do potencial de manipulagao
das variaveis de projeto sobre o comportamento nao linear do reator. Além disso,
foi discutido o impacto do controle feedback sobre o padrao de multiplicidade de
estados estaciondarios. Outro resultado a destacar, foi a alta influéncia do sistema

de controle sobre o surgimento de novas estruturas e comportamentos nao lineares,
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aumentando a sensibilidade do processo em malha fechada. O estado estacionario
foi validado experimentalmente e verificou-se que o ponto de operacao nominal em
malha aberta era instavel, como consequéncia das limitagoes impostas ao processo

pela necessidade de operar o reator em uma conversao intermedidria de monomero.

PAKRAVESH e SHOJAEI| (2011) estudaram diversos problemas de otimizagao
do reator de polimerizacao de acetato de vinilo em regime oscilatério, mostrando

que a operacao dinamica pode ser vantajosa.

KATIME et al. (2011)) propuseram um mecanismo empirico de polimerizagao
que apresenta periodicidade e ciclos limites. O modelo de partida estava baseado
num oscilador com duas varidveis, combinando o termo autocatalitico com o de-
nominador binomial de Michaelin. Com esse modelo, foi possivel representar trés

sistemas de polimerizacao que apresentam comportamento periodico.

PEREZ et al. (2002)) desenvolveram um estudo aprofundado sobre a dinamica
da reacdo de producdo de propileno glicol. PEREZ et al. (2002) estudaram a
produgao de propileno glicol em um reator CSTR, analisando dinamicas regular,
auto-oscilatéria e cadtica que podem ocorrer sob condigoes especificas de operagao.
Um reator possui comportamento regular quando atinge um estado estacionéario com
valores de temperatura e concentragao constantes. Os autores mostraram que, em
certos intervalos de temperatura e concentragao na corrente de entrada do reator,
existe uma pequena regiao em que o reator apresenta um estado auto-oscilatério,
sem que tenha ocorrido nenhuma perturbacao periédica externa. Eles mostraram
também que uma variagao periddica na vazao de fluido refrigerante na camisa do
reator, a depender dos valores da amplitude e frequéncia, pode conduzir o reator a
ciclos limites e caos. Os autores mostraram também que um CSTR em que ocorre
uma reac¢ao exotérmica irreversivel de primeira ordem pode ser operado com uma

estratégia que permite dinamicas regulares, auto-oscilatorias e cadticas.

PEREZ-POLO e PEREZ-MOLINA|(2012b) aplicaram uma técnica de controle
nao linear ao modelo desenvolvido por PEREZ et al. (2002). Estudaram a resposta
do sistema a uma perturbagao senoidal na vazao de fluido da camisa, com geragao
do comportamento cadtico em funcao dos parametros do sistema de troca térmica
do reator . As oscilacbes cadticas foram encontradas por meio da aplicacao dos
diagramas de bifurcacao para diferentes parametros do modelo. Posteriormente foi
deduzida uma lei de controle nao linear para aplicar ao reator. O comportamento

caodtico foi caracterizado mediante o célculo dos exponentes de Lyapunov.

FLORES-TLACUAHUAC et al.| (2005) desenvolveram uma anélise sobre a
dinamica nao linear no processo de polimerizacao de estireno. As bifurcagoes fo-

ram localizadas usando técnicas de continuacao paramétrica, que também permi-
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tiram encontrar comportamentos dinamicos complexos tais como multiplicidade de
estados estaciondrios e comportamentos oscilatérios. O estudo foi continuado por
LOPEZ-NEGRETE DE LA FUENTE et al| (2006), mas considerando o efeito de

um iniciador bifuncional.

KATIME et al| (2010) determinou uma estrutura empirica minima para que
um modelo de polimerizacao possa gerar um comportamento dinamico oscilatério.
Subsequentemente, quatro modelos com dinadmica oscilatéria foram propostos, apa-
recendo sempre um termo autocatalitico que induzo ao surgimento de ciclos limites

KATIME et al] (2014).

GALLUZZO e COSENZA| (2011) estudaram uma aplicacao de controle
feedback-feedforward usando dois controladores FLC (Fuzzy Logic Controllers) no
modelo do reator desenvolvido por PEREZ et al. (2002). Os autores obtiveram os

diagramas de bifurcagao como fungao dos parametros de controle.

PEREZ-POLO e PEREZ-MOLINA|(2012a)) apresentaram um estudo do reator
CSTR para a produgao de propileno glicol, considerando uma estrutura de controle
proporcional integral (PI) para controlar temperatura e volume no reator. Analisa-
ram as respostas do modelo a perturbacoes nas vazoes de entrada e os parametros
dos controladores. Finalmente, os autores demostraram a existéncia do comporta-
mento cadtico do reator e a rota carateristica associada a formacao de uma orbita
homoclinica. A presenca do caos foi mostrada rigorosamente mediante o calculo dos

exponentes de Lyapunov correspondentes.

PEREZ-POLO e PEREZ-MOLINA (2013) reportaram uma estratégia para
incrementar a conversao do reator estudado por PEREZ-POLO e PEREZ-MOLINA
(2012a) mediante a indugao de oscilagoes, manipulando os parametros das equagoes

dos controladores PI.

Mais recentemente, outros trabalhos tém investigado o controle do compor-
tamento oscilatério (ZHANG et al.| (2015)ZHANG et al.| (2016)) e acoplamento de
polimerizagao com outros sistemas quimicos oscilatérios (KATIME et al.|(2015),FU-

RUE et al|(2016) ).

Finalmente OECHSLER et al. (2017) estudou o efeito dos fenémenos de mis-
tura nas reacoes de polimerizacao via radicais livres e a influéncia sobre os fendmenos
nao lineares. O autor mostrou que multiplos estados estacionarios e oscilagoes po-
dem ocorre em decorréncia de efeitos de segregacao em reatores de polimerizagao

nao isotérmicos com DTR (distribuigdes de tempo de residencia) ideal.
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2.2 Séries temporais nao lineares

Uma série temporal é um conjunto de observacoes ordenadas no tempo, nao ne-
cessariamente igualmente espacadas, que apresentam dependéncia serial, isto é, de-
pendéncia entre instantes de tempo. A notacao usada aqui para denotar uma série
temporal € s1, 52,53, ..., sT, que indica uma série de tamanho 7". Uma grande quan-
tidade de fenomenos de natureza fisica, biolégica, economica, dentre outros. pode
ser enquadrada nesta categoria. A forma tradicional de analisar uma série temporal
¢ por meio da sua decomposi¢ao em componentes de tendéncia, ciclo e sazonalidade.
(HEGGER et al., |1999)

A tendéncia de uma série indica o comportamento “de longo prazo”; isto é,
se ela cresce, decresce ou permanece estavel, além de indicar a velocidade destas
mudancas. Os ciclos sao caracterizados pelas oscilagoes de subida e de queda nas
séries, de forma suave e repetida, ao longo da componente de tendéncia. Como os
ciclos relacionados a atividade economica ou ciclos meteorolégicos. A sazonalidade
corresponde as oscilagoes de subida e de queda que sempre ocorrem em um deter-
minado periodo do ano, do més, da semana ou do dia. A diferenca essencial entre
as componentes sazonal e ciclica é que a primeira apresenta movimentos facilmente
previsiveis, ocorrendo em intervalos regulares de tempo, enquanto os movimentos
ciclicos tendem a ser irregulares (HEGGER et al., [1999).

Os objetivos principais no estudo de uma série temporal sao KANTZ et al.
(2012):

e andlise e modelagem da série temporal: descrever a série, verificar suas carac-

teristicas mais relevantes e as possiveis relagoes com outras séries;

e previsao na série temporal: a partir de valores histéricos da série (e possivel-
mente de outras séries também) procura-se estimar previsdes de curto prazo
(forecast), sendo que o numero de instantes a frente para o qual é feita a

previsao é chamado de horizonte de previsao.

A analise das séries temporais tem uma grande importancia para a caracte-
rizagao dos processos dinamicos, quantificagao do caos (usando exponentes de Lya-
punov e entropias Kolmogorov-Sinai) e pesquisa da rota do caos. De forma geral,
pode-se dizer que existe um grande nimero de referéncias em relacao a analise de
séries em sistemas dinamicos. Num nivel introdutoério destacam-se os trabalhos de
KAPLAN e GLASS| (1995)), que esta dirigido para um ambito mais interdisciplinar

e proporciona um bom entendimento dos fundamentos da dinamica. O referencial
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tedrico é completamente descrito por (OTT| (2002), BERGE et al| e por SCHUS-
TER e JUST (2006). Material mais avangado pode ser encontrado no trabalho de
KATOK e HASSELBLATT (1997). A sequéncia de artigos de pesquisa resumidos
por |OTT et al.|(1994) aborda alguns dos aspectos mais relevantes para a Teoria do
Caos, como a sincronizacao do caos, o controle do caos e analise de series temporais

cadticas.

A andlise de series temporais nao lineares estd baseada no paradigma tedrico
descrito em dois trabalhos representativos, o primeiro desenvolvido por ABARBA-
NEL e GOLLUB; (1996) e o segundo por KANTZ e SCHREIBER]| (2004). Enquanto
o primeiro trabalho, considera uma definicao de caos rigorosa para a andlise das
series, o segundo trabalho da mais énfase a aplicacoes praticas em series temporais

admitindo a existéncia de caos deterministico a priori.

Muitas referencias relacionadas a area de analise de séries temporais podem ser
encontradas nos trabalhos de GRASSBERGER et al| (1991), ABARBANEL et al.
(1993), ABARBANEL| (2012), KUGIUMTZIS et al.| (1994) e LILLEKJENDLIE
et al.| (1994). Aplicagdes de anélise de séries temporais sobre medidas de sistemas
dinamicos reais, em que o determinismo é mais improvavel no senso estrito, sao
revisados por SCHREIBER| (1999) . Além dos trabalhos anteriores destaca-sem
ainda os textos de MAYER-KRESS (2012),CASDAGLI| (1992),BELAIR et al.| (1995))
e KANTZ et al.|(2012).

2.3 Técnicas para a busca de solucoes periddicas

e aperiodicas em sistemas dinamicos

Todos os estudos anteriores mostram que uma grande diversidade de comporta-
mentos dinamicos pode ser encontrada na polimerizacao via radicais livres. No
entanto, encontrar o intervalo especifico de condi¢oes operacionais que possam le-
var ao regimen oscilatério da reacao é uma tarefa muito importante nestes estudos.
Por esse motivo, varios trabalhos relacionados ao desenvolvimento de algoritmos de

busca de solucoes periddicas e aperiddicas tém sido concebidos ao longo do tempo.

Encontrar uma orbita periédica simples implica resolver um problema de valor
de contorno SEYDEL| (2009). As metodologias existentes podem ser organizadas
principalmente em duas classes. A primeira usa o método de propagagao e fecha-
mento, em que as equacoes de movimento sao integradas de uma condicao inicial
até a mesma condicao por um periodo esperado. Usando um método iterativo,

as condigoes iniciais podem ser integradas até que se obtenha uma érbita fechada.
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MILLER e YORKE] (2000) desenvolveram uma modificacao deste método, em que
incluiu uma fungao iterativa para estimar as condigoes iniciais (ponto periédico e o

periodo da o6rbita).

MESTEL e PERCIVALJ (1987) apresentaram um método similar para encon-
trar Orbitas periddicas instaveis. Especificamente, os autores avaliaram uma funcao
de Greens, baseados em principios de cédlculo variacional, considerando que o tempo
de execugao varia linearmente com a longitude da 6rbita. (CHEN et al| (1987) de-
senvolveu uma técnica para construir orbitas periddicas longas a partir de érbitas
periddicas curtas em mapas discretos. Os autores mostraram que para sistemas
dinamicos que apresentam orbitas homoclinicas e heteroclinicas existe uma relagao

natural entre as orbitas de diferentes longitudes.

NUSSE e YORKE] ((1989) geraram o conhecido procedimento PIM triplo (Pro-
per Interior Maximum) para encontrar trajetérias cadticas numericamente. Essas
trajetérias se encontram no espaco de estados e sao determinadas por integracao
numérica usando um refinamento numérico definido por trés pontos e uma funcgao
de escape. DEUFLHARD| (1984)) propds um algoritmo Gauss-Newton para o calculo
de érbitas periddicas em sistemas de equacoes diferenciais autonomas nao lineares.
Baseado na Teoria de Floquet, o algoritmo desenvolvido apresenta uma convergéncia

quadratica na vizinhanca da solucao.

A segunda classe de métodos usa técnicas numéricas para calcular érbitas
peridédicas sem integrar numericamente trajetorias longas. Dentro dessa classe po-
dem ser encontrados trés grupos diferentes de técnicas. O primeiro grupo foi pro-
posto por BARANGER et al.| (1988) e é conhecido como o método monodronico, que
consiste no refinamento e aproximagao da solu¢ao usando uma variante do método
de Newton-Raphson. SIMONOVIC| (1999) apresentou algumas variaces do método

monodronico para tornar a técnica mais eficiente.

Os métodos de ”Shooting”formam o segundo grupo, estes usam integracao
numérica e com um algoritmo de calculo de raizes para calcular segmentos de uma
trajetéria aproximada. Organizando os finais desses segmentos, uns com outros e
com as condigoes de contorno, é construida a érbita periddica. A principal desvanta-
gem deste método ¢ a forte dependéncia do grau de condicionamento do problema.
Surgem entao os métodos ” Multi-Shooting” que resolvem o problema do ntimero de
condicionamento, mas requer do calculo de um elevado nimero de problemas de
busca de raizes (CHOE e GUCKENHEIMER] 1999).

O terceiro grupo usa os métodos globais, os quais basicamente projetam as
equacoes diferencias dentro de um espaco dimensional finito de curvas que satisfazem

as condigoes de contorno. Na atualidade, existem varios softwares que incluem
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métodos globais para continuagao paramétrica, como é o caso do AUTO, que usa
métodos de colocacao para esse fim [LUMLEY] (2001)).

CHOE e GUCKENHEIMER! (1999) desenvolveram um algoritmo de método
global que usa diferenciacao automatica para melhorar a precisao do céalculo das
derivadas para sistemas de alta dimensado. Posteriormente, [TADI| (2005) testou o
algoritmo para varios sistemas dinamicos, observando as vantagens relacionadas a

convergencia.

Algumas modificagoes desses métodos tém sido propostas. SEYDEL (1987)
incorporou modificagdes no método monodronico ao reduzir os requerimentos de
memoria no armazenamento de dados. [FEENY et al| (2001) usou o método do
balango harmoénico (HBM) para resolver as equagoes no dominio da frequéncia.
LAN e CVITANOVIC (2004)) propuseram um método variacional para encontrar
orbitas periddicas instaveis para fluxos generalizados, incluindo sistemas com uma

elevada dimensao.

Em geral, os métodos anteriores tém uma alta precisao para o calculo de
orbitas periddicas, mas no caso das orbitas aperiddicas ou cadticas é necessario
considerar um critério de classificacao, usando expoentes de Lyapunov, entropia
de Kolmogorov-Sinai ou dimensao de correlagao. Também é importante notar que
matematicamente o comportamento cadtico surge de uma orbita com periodo vir-
tualmente infinito; ou seja, isso implica o calculo de orbitas longas e os métodos

anteriores podem nao constituir a melhor solucao.

Além das categorias anteriores existe um grupo de metodologias que possuem
um carater estocdastico. Estes métodos sao interessantes e apropriados para resol-
ver problemas que apresentam uma alta dimensao, derivadas nao determinadas ou
descontinuidades. OURIQUE et al|(2002) usou a PSO (Particle Swarm Optimiza-
tion) para determinar as regides paramétricas onde é possivel encontrar oscilagoes
periddicas, oscilagoes periddicas duplas e caos. O critério de busca esta baseado
na deteccao dinamica de ponto extremos nas trajetorias. O algoritmo foi avaliado
com dois sistemas dinamicos, observando que a metodologia, embora seja simples,
permite realizar o calculo destas orbitas sem precisar de uma analise de bifurcagao
prévio. (GOTTHANS et al|(2012) desenvolveram e implementaram dois algoritmos
que usam PSO para encontrar solucoes cadticas em sistemas dinamicos genéricos. O
critério de deteccao estd baseado no calculo dos expoentes de Lyapunov. PARSO-
POULOS e VRAHATIS (2003)) usaram PSO e uma técnica de deflexdo para encon-
trar solugoes periddicas em vérios sistemas dinamicos. |GAO et al.|(2012) propos um
algoritmo de colonia de abelhas para detectar érbitas periddicas instaveis. |[ABAD

e ELIPE (2014) estudaram estratégias numéricas evolutivas para calcular érbitas
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periédicas em sistemas dinamicos.

2.4 Consideracoes finais

Conforme bem discutido na literatura, observa-se que as diferentes modelagens dos
fenomenos relacionados as reacoes de polimerizacao via radicais livres inerentemente
acabam em expressoes matematicas com alta nao linearidade. Como consequéncia
das nao linearidades, surgem comportamentos dinamicos complexos que sao de in-
teresse na industria, ja que estes comportamentos exercem uma repercussao direita

sobre a seguranga no processo de polimerizacao e a qualidade do polimero produzido.

Dentro dos comportamentos complexos, destaca-se o caos, que representa um
comportamento aperiédico, a principio imprevisivel e deterministico. Como foi mos-
trado, existem varios trabalhos tedricos que revelam a existéncia do caos em sistemas
de polimerizacao. No entanto, nao existe uma evidéncia experimental do fenéomeno
cadtico em sistemas de polimerizagao, embora outros fenomenos nao lineares, como

ciclos limites tenham sido observados experimentalmente.

Por outro lado, alguns trabalhos tedricos mostram que, para o caso das reacoes
de polimerizacao, o comportamento cadtico existe em regioes paramétricas muito
estreitas, de maneira que uma possivel observacao experimental teria que garantir

a operabilidade durante a reagao com uma altissima exatidao.

Um aspecto importante nos estudos de dinamica nao linear é a caracterizacao
dos fenomenos nao lineares, especialmente o caos. Dessa caracterizacao é de grande
importancia, porque permite identificar o fenomeno, provar que tem procedéncia
deterministica, encontrar as estruturas dinamicas e geométricas que lhe dé origem,
qualifica-lo e quantifica-lo. Em esséncia, é a caracterizacao do caos quem permite
chamar o fenomeno observado como caos ou nao. Para isso deve ser considerada
também a analise de series temporais, que agrupa um conjunto de técnicas numéricas
que permite realizar de forma alternativa uma caracterizacao do sistema dinamico
baseado na reconstrucao de um espaco, partindo de uma série temporal finita. Como
foi descrito anteriormente, estas ferramentas encontraram grande uso em pesquisas

multidisciplinares, sendo entao de aplicabilidade genérica.

A revisao bibliografica também destacou as técnicas numéricas e metodologias
para a busca de solucoes de natureza nao linear em sistemas dinamicos continuos.
Basicamente essas técnicas podem ser classificadas em metodologias deterministicas
e metodologias estocasticas. As primeiras estao baseadas na Teoria da Orbita

Periddica e geralmente propoem um problema de otimizagao. As ultimas realizam
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uma busca no espacgo paramétrico de forma aleatoria, seguindo alguma funcao de
probabilidade. Geralmente as metodologias estocasticas sao computacionalmente
mais demandantes que as metodologias deterministicas. A importancia que estas
técnicas tém na area de dinamica nao linear é um aspecto a ressaltar, ja que represen-
tam um procedimento metddico para encontrar as regioes paramétricas e temporais
onde fenomenos nao lineares e caos ocorrem. Particularmente, este trabalho sao

usadas e desenvolvidas técnicas de procura de natureza estocastica.

Os argumentos anteriores mostram que a modelagem e simulacao de sistemas
dinamicos nao lineares, a caracterizacao de sistemas dinamicos, a analise nao linear
de séries temporais e as metodologias de procura de solugoes nao lineares sao as-
pectos que estao intimamente correlacionados e constituem um rol importante de

temas para o estudo de sistemas dinamicos.
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Capitulo 3

Metodologia e Fundamentos

tedricos

“Pienso que cualquier ley que hay
en la Constitucion o en la vida ya
estdn hechas ... yo, por ejemplo
soy surfista y pienso que la mejor
forma de afrontarlo es esperar la

”

ola.

Miss Venezuela 2012

O estudo de comportamentos nao lineares implica o uso extensivo de meto-
dologias numéricas, em especial quando se trata com sistemas dinamicos continuos.
Estas ferramentas permitem avaliar os comportamentos dinamicos e seu nascimento
em relacao a parametros préprios do modelo, sendo possivel determinar o papel que
tem determinados efeitos exercem durante a reacao sobre a dinamica e a estabi-
lidade do reator. Este capitulo tem por objetivo apresentar algumas das técnicas
numéricas utilizadas para simulacao, procura, identificacao, caracterizagao e anélise
de comportamentos dinamicos nao lineares. Inicialmente na Secao [3.1] é descrita a
modelagem genérica do reator de polimerizacao via radicais livres que é estudada
ao longo de este trabalho. Em seguida, é apresentada a fundamentacao tedrica na
Secao [3.2] relacionadas a anédlise de sistemas dinamicos nao lineares e &s respecti-
vas técnicas numéricas de caracterizacao. Os fundamentos e aspectos relevantes da
técnica de continuagdo paramétrica sdo expostos na Segao [3.3] Posteriormente séo
apresentadas as ferramentas para a analise nao linear de séries temporais na Secao
.4 Em seguida, o algoritmo inicial de busca de solugoes oscilatérias é explicado na

Secao [3.5] Finalmente a metodologia usada neste trabalho é apresentada na Secao
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3.6l As consideragoes e comentérios finais sao apresentados ao final do capitulo, na
Secao |3.7]

3.1 Modelagem matematica

Conforme mostrado por FREITAS FILHO et al| (1994), o modelo do reator de
polimerizagao via radicais livres é descrito pelo mecanismo de reagao classico
de radicais livres aplicado a um reator continuo CSTR. O mecanismo cinético
para esta reacao de polimerizacao inclui as etapas de iniciagao, propagacao e as
correspondentes etapas de terminacao:

J R
R+ M P

R* (
(

P, + M B, Py (Propagacao)
(
(

Iniciacao)
Iniciacao)
P + P; Kte, Iy Terminagao por combinagao)

P+ P LN I + I (Terminacdo por desproporcionamento)

Na etapa de iniciag¢ao, o iniciador (I) é decomposto, gerando dois radicais li-
vres (R*). O radical reage com uma molécula de monomero (M), dando origem a
uma espécie altamente reativa P;. Na etapa de propagacao ocorre o crescimento
da molécula polimérica, por adicao a um macro-radical P; de tamanho j de uma
molécula de monémero (M), gerando um macro-radical de tamanho j+1. O modelo
considera que a reatividade do macro-radical P; nao depende do tamanho j, depen-
dendo somente da ultima unidade adicionada a cadeia. Isso significa que a constante
de propagagao é invariante para qualquer tamanho de cadeia j (FREITAS FILHO
et al., (1994).

A etapa de terminacao ocorre quando dois macro-radicais reagem, destruindo
os centro ativos. A terminacao pode ocorrer por dois mecanismos. O primeiro cor-
responde a terminagao por combinacao onde é produzida uma molécula de polimero
morto; o segundo coresponde a terminagao por desproporcionamento, que gera duas

moléculas de polimero morto.

O modelo matematico considera que a reacao acontece em um CSTR; ou seja,
que as propriedades no reator nao sofrem variagoes espaciais, pois considera-se mis-
tura perfeita. Alem disso, considera-se que o volume que ocupa a mistura reacional

é controlado e constante. A Figura [3.1| esquematiza o reator CSTR estudado.

O modelo matematico é descrito pelos balanco de masa global, balango de

masa do iniciador, balan¢o de masa do monémero e balanco de energia do reator:
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Figura 3.1: Esquema do reator CSTR

V% = QoPo — 4P (3.1)
vA i, - i - Ky (3.2
W — g, — qa) - K PV (3.3

pCpVC;—f = 000oCpo(T, = T) + K,[P][M]V(=AH,) — UAx(T —T;)  (3.4)

Onde p é a massa especifica da mistura no reator, a é fracao de volume de
mondmero na alimentacao, [I] é a concentracao de iniciador, [M] a concentragao

de monomero e T é a temperatura do reator. Considerando valida a suposicao

de estado quase-estaciondrio para a concentracao de radicais livres
(2001a)) é possivel reescrever a concentragao total de radicais [R] em funcao de [I] :

P = (Qf%m)/ (35)
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O modelo considera que a mistura reacional ocupa um volume constante e
que a capacidade térmica do sistema é também tomada constante. Neste traba-

lho também é considerada a dinamica da camisa de resfriamento do reator, na forma:

dr,  F UAs
i S, T+ T-T, 3.6

Em que T} é a temperatura da camisa, F; ¢ a vazao de fluido de resfriamento

e V; é o volume da camisa.

Expressando as constantes de terminagao de cadeia em termos de uma

constante global de terminacao:

Kt — Ktc + th (37)

As seguintes variaveis e parametros adimensionais podem ser definidas:

V= [[f]]]o (38)

m = [[]\]\4/[]]0 (3.9)
1%

0 = - (3.10)

- g (3.11)

B = 5&2{/ (3.12)

A dinamica induzida pelo balango de massa global Eq.(3.1]) pode ser desprezada
conforme as observagoes de MELO et al| (2001b). Como consequéncia, a seguinte
relacao é obtida:

— == = (1—ex) (3.13)
o P
Finalmente as equacoes adimensionalizadas sao descritas como apresentadas

abaixo:
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Balanco de massa do iniciador

dy

AFE,
il 1—(1—ex)y—yexp <— T —I—D) (3.14)

Balango de massa do monomero

dm

At

AE
= 1—(1—ex)m—my*exp (— Tl

+ D+ A) g %? (3.15)

Balango de energia do reator

dr AF1
= {(To —T)—GBlexp(D)(T; — T) — aG (my0’5exp (—T +D+ A) g "
(3.16)
Balango de energia da camisa de resfriamento
i1,
% - Cl (TFJO—T}) —|—02 (T-j}) (317)
Nas Eqs.(3.14)-(3.17) podem ser identificados os seguintes parametros:
Parametros operacionais:
D = In(Kyb) (3.18)
2o
A= K 1
In | Kpo Kok (3.19)
s
Bl = 3.20
Gk (3.20)
EV
cl1 = -2 3.21
W, (3.21)
Parametros fisico-quimicos:
AH
-G = . 3.22
. (322)
0.5AF, — 05AFE; — AE
— AE, = ! d P (3.23)
R
—AFE,
_AE, = Rd (3.24)
AV
co = YArV (3.25)
picp;iViqo
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Em que D ¢é uma medida do tempo de residéncia do reator e da constante de
decomposicao do iniciador; A indica uma medida da concentragao de iniciador na
alimentacao; B1 representa a capacidade térmica do reator; C'1 é a relagao do tempo
de residéncia do reator com o tempo de residéncia da camisa de resfriamento; —G
¢ uma medida da exotermicidade da reacao; AFE; representa a cinética de polime-

rizacao e AF, representa a sensibilidade do iniciador a mudancas na temperatura.

Destaca-se a natureza dual do parametro D, que relaciona uma propriedade
fisico-quimica com uma condicao operacional. Esse parametro apresenta uma alta
importancia, ja que gera um grau de liberdade ao fixar o sistema de polimerizagao

(iniciador, monomero) ou a condi¢ao operacional (tempo de residéncia do reator).

O efeito gel é o fendomeno que causa a reducao da taxa de terminacao de
forma que os radicais livres nao sofrem terminacao. Como consequéncia, a reagao
é acelerada, levando ao aumento das massas molares médias e da conversao em um
intervalo de tempo curto. Quando a reagao comeca , o meio reacional estd composto
essencialmente do liquido alimentado. A medida que a polimerizacao avanca, a
concentracao de polimero aumenta, aumentando a viscosidade do meio reacional,
até que um determinado nivel de conversao seja alcancado e as taxas de reagao
se tornam limitadas pela difusao, ja que a mobilidade das moléculas de polimero
fica limitada pela alta viscosidade do meio reacional. Este fendmeno caracteriza
o aparecimento do efeito gel. FEstes efeitos somados levam a auto-aceleracao da
reacao e a um comportamento mais complexo do reator, pois as moléculas tém seus
movimentos translacionais diminuidos, tornando menor a frequéncia de colisoes entre
as moléculas, o que deixa a etapa de terminagao da reagao limitada (RODRIGUES]

2011)).

FREITAS FILHO et al|(1994) mostraram que o fenémeno do efeito gel pode

ser vinculado & taxa de terminacao reescrevendo a Eq. como:

K, = K| (3.26)

onde:

g=(1-ax)! (3.27)

e K] representa a taxa de terminagao em auséncia do efeito gel. Na Eq/3.27]
o efeito gel é descrito pelo parametro A, que pode depender da temperatura e com-
posicao da mistura no reator. Contudo, seus valores sao usualmente confinados

dentro de uma faixa bem definida.
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Considerando as equagoes anteriores pode-se construir os seguintes modelos

que sao objeto de estudo em este trabalho:

e Modelo Polym3: Constituido pelas equagoes Eqs. (3.14H3.16)), com quatro
parametros fisico-quimicos (G, AFE;, AF; e A ) e quatro parametros opera-
cionais (D,A, Bl e «). Este é exatamente o mesmo modelo estudado por
RODRIGUES| (2011]).

e Modelo Polym4: Constituido pelas equagoes Egs.(3.14H3.17)), que basicamente
adiciona o balanco de camisa de resfriamento ao modelo anterior. O novo
modelo possui os mesmo parametros fisico-quimicos e adiciona os parametros

C1 e C'2 aos parametros operacionais do modelo Polym3.

No equacionamento proposto por RODRIGUES (2011) (Modelo Polym3),
observa-se que o balanco de energia contém um termo relacionado com a troca
de calor do reator e uma camisa. No entanto, esse balanco considera que o fluido da
camisa mantém sua temperatura constante durante toda a dinamica do reator (que
implica que a vazao de fluido dentro da camisa é suficientemente alta). Por outra
parte, observando as condicoes iniciais e defini¢oes paramétricas das simulagoes ela-
boradas previamente, é possivel observar que os autores consideraram a temperatura
da camisa igual a temperatura inicial do reator, o que simplifica o equacionamento
do balanco de energia e garante condicoes adequadas para que o efeito exotérmico

domine a dinamica térmica do reator.

3.2 Fundamentos tedricos preliminares

3.2.1 Definicao de sistemas dinamicos

No sistemas dinamicos o mundo é observado como uma evolu¢gao no tempo. As
observagoes sao expressas matematicamente e guardadas como mudancgas ao longo
do tempo. Dadas informagoes suficientemente detalhadas e a compressao das leis
naturais subjacentes, é possivel observar o futuro a partir do presente como um

espelho.

Para o sistema solar, acompanhar a latitude e longitude na esfera celeste é
suficiente para especificar completamente o movimento aparente do planeta. Todos
os valores possiveis para as posigoes e velocidades dos planetas formam o espaco de
fases do sistema. De modo mais geral, um estado de um sistema fisico, no instante

de tempo dado, pode ser representado por um tnico ponto em um espaco abstrato
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chamado espaco de estados M. Quando o sistema muda, o ponto se converte em um
ponto representativo no espaco de estados. A evolucao da totalidade desses pontos

é referida como um fluzo ou dinamica.

Se existir uma lei f definida que expressa como esse ponto representativo se
desloca em M, o sistema dinamico é deterministico. Para um sistema dinamico
deterministico, a lei de evolugao toma um ponto do espaco de estados e o mapeia
em exatamente um ponto. O espaco de estados pode ser ampliado, com o objetivo

de obter um espaco suficientemente grande para determinar uma regra de evolugao.

— fl(x)

Figura 3.2: Trajetéria tracada pela lei de evolucao f!. Comecando desde um ponto
r no espago de estados, depois de um tempo ¢, o ponto esta em f*(z)

Para um sistema deterministico, quase todos os pontos tém um unico futuro,
assim como as trajetorias nao podem cruzar. E dito " quase” porque existe um con-
junto de medidas singulares (tipos de cunha, cuspides,dentre outros) para os quais
a trajetoria nao é definida. Tais medidas singulares permitem dividir o espaco de
estados, de modo que a dinamica pode ser compreendida melhor. (CVITANOVIC
et al. 2016)

Localmente, o espaco de estados M parece com R?, que indica que a evolucao
dinamica é um problema de valor inicial, com d pontos suficientes para determinar
o que acontecerda depois de um tempo determinado t. O espaco local de vetores
lineares (espago tangente) em algum ponto do espago de estados x € M pode ser
concebido como uma fungao continua. Globalmente, o espaco de estados pode ser
mais complicado que uma wvariedade tal como um toro, um cilindro o algum outro
objeto geométrico continuo. Por wvariedade, entende-se um espaco d-dimensional
suave, que parece com um vetor R? s localmente. Por exemplo em um espaco de
estados de um sistema Hamiltoniano autonomo o fluxo esta confinado a uma hiper-
superficie curva de energia constante. Considerando que d > 1 do M, pode-se referir
um ponto r € M como x; onde ¢ = 1,2,3,...,d. Se a dinamica ¢ descrita por um
conjunto de equagoes diferencias parciais (PDEs) o espago de estados é uma fungao
espacial de dimensao infinita. A lei de evolugao f : M — M diz onde um ponto

x estd em M depois de um intervalo de tempo t.

O par (M, f) constitui um sistema dinamico. Para efeitos de estudo, os sis-
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Figura 3.3: Fluxo: A evolucao da lei f! pode ser usada para mapear a regiao M;
do espago de estados dentro da regiao f*(M;)

temas dinamicos sao considerados como suaves. Por suave entenda-se que a lei de
evolucao f! pode ser derivada quantas vezes seja preciso. Outras notacoes indicam
o ponto x como f(x,t) para lembrar que f é uma fungao de duas varidveis: o tempo
e a posicao no espaco de estados. Note-se que o tempo é relativo e nao absoluto,
uma vez que sO o intervalo de tempo é requerido. Isso decorre do fato de que um
ponto no espaco de estados determina completamente toda a evolugao futura, e nao
é necessario saber nada além do intervalo de tempo. O tempo pode ser uma variavel
real (¢t € R), em cujo caso a lei de evolucao é chamada de fluzo, o pode ser uma

variavel inteira (¢ € Z) na qual a lei de evolugao é chamada de mapa.

Os sistemas dinamicos se manifestam geralmente por meio das suas drbitas.

Dado um estado inicial o em um tempo inicial tg, o fluxo ou mapa:
ft): x, — x(x0,1)

transporta o estado inicial até o estado x(t) transcorrido um tempo t. Essa
evolugao traga a sequéncia de pontos z(t) = f*(x) que definem a drbita que passa
pelo ponto xy = x(0). Analogamente pode-se referir respeito a evolugao da regiao
M, do espaco de estados. Considera-se a lei f aplicada em uma regiao, variedade ou
"objeto geométrico suave’nao deformado (referencial o inicial) M; até uma regiao
deformada (final) M; = f*(M;), o movimento é descrito por: f': M; — Mg
tal que todo x¢ que pertence a M; é mapeado em um x = f*(zy) que pertence a My,
como é representado na Figura 3.3, em que z nota um estado na regiao deformada

e xo representa um estado na regiao nao deformada.

O subconjunto de pontos M,, C M que pertencem a trajetéria de tempo

infinito de um ponto xg é chamada de drbita de xo. Nos fluxos, as érbitas sao curvas
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continuas suaves; nos mapas sao sequencia de pontos. Trajetoria se refere a um
conjunto de pontos ou segmentos de curva tragados de z(t) sobre um intervalo de
tempo infinito ¢. Orbita refere-se A totalidade de estados que podem ser atingidos por
o com um espaco de estado M foliado pelas uniao de tais 6rbitas. Por exemplo,
M, indica a drbita que coleta os pontos ao longo do tempo e que se inicia em
zo = x(0). Sob evolugao temporal, um segmento de trajetéria pode ser mapeado em
outro segmento de trajetéria, mas os pontos dentro de uma 6rbita sé sao deslocados;
a orbita considerada como um conjunto é inalterada. Assim, uma orbita é uma nogao

dinamicamente invariante.

Sao apresentados a seguir alguns exemplos de sistemas dinamicos continuos
que serao tomados como ”benchmarks”para validar as técnicas de caracterizacao

usadas neste trabalho.

e Sistema de Lorenz:

T oly — )
t=vx)=|9y |=| pr—y—22 (3.28)
Z xy — Bz
e Sistema de Rossler:
T=—-y—z (3.29a)
y=x+ay (3.29b)
Z=b+z(x —c) (3.29¢)

3.2.1.1 Classificagao de 6rbitas

Conforme descrito por CVITANOVIC et al. (2016)), as orbitas podem ser classifica-

das em trés tipos basicos:

i estacionéria: f’(x) = x para todo t;

ii periddica: fi(x) = fi7»(x) para um periodo minimo 7T);
iii aperiédica: f*(z) # f*(z);

A orbita periddica ou ciclo p é o conjunto de pontos M,, C M varrido por uma
trajetoria que retorna ao ponto inicial em um tempo finito. Um ponto que pertence

a uma Orbita periddica é chamado de ponto periddico.
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Orbitas periddicas e pontos de equilibrio sao exemplos de conjuntos nao er-
rantes preservados na dinamica. A dinamica também pode preservar variedades
invariantes compactas de alta dimensao, como toros (comummente associado ao
comportamento quase-periodico) e familias de solugoes relacionadas com a simetria
continua do sistema. Outros exemplos sao proporcionados pelas variedades estaveis e
instéveis (varridos por curvas semi-infinitas, originando-se a partir de um equilibrio
ao longo de cada vetor caracteristico de estabilidade) ou as Orbitas ergddicas de
tempo infinito. CVITANOVIC et al. (2016)

Pode-se redefinir a classificagao proposta dividindo os movimentos aperiédicos
em dois subtipos: os que nunca retornam e os que retornam. Um ponto (z € M) é
chamado de ponto errante se existe uma vizinhanga aberta M, de x para o qual a

orbita nunca retorna.

fix) & Mo V> tin (3.30)

Em algumas areas essa dinamica e referida como transiente.

Para tempos muito mais longos do que um tempo tipico de 'retorno’, é 1til
relaxar a nogao de periodicidade exata e substitui-la pela nocao de recorréncia. Um
ponto recorrente ou nao errante existe se, para uma vizinhanca aberta Mg de = e

algum tempo t,,;,, existe um tempo ¢ tal que:

fi(x) € Mo (3.31)

Em outras palavras, a 6rbita de um ponto nao errante retorna a vizinhanga M,
frequentemente. O conjunto nao errante de f é notado por 2, definido pela uniao
de todos os pontos nao errantes de (z € M). O conjunto nao errante ¢ determinante

para o entendimento do comportamento ao longo prazo do sistema dinamico.

Se existe um volume de espaco de estado conectado que se mapeia em si mesmo
sob a evolugao futura, o fluxo é globalmente contraido dentro de um subconjunto de
(x € M) chamado atrator. O atrator pode ser tinico ou pode coexistir com outros
conjuntos atratores, cada um com sua prépria base de atra¢ao (conjunto de todos os
pontos que levam ao atrator por evolugao temporal futura). O atrator pode ser um
ponto fixo (né estével), uma drbita periédica (ciclo limite),uma érbita aperiédica ou
uma combinacao dos mesmos. Um caso interessante é o atrator aperiddico recorrente
chamado de atrator estranho (no senso estrito, diagnosticar um atrator de estranho

requer testes nao triviais de transitividade e cadeias de recorréncia) (KANTZ e
SCHREIBER, 2004)).
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De forma inversa, se existe um conjunto nao errante {2 encerrado por um
volume de espaco de fases My no qual todos os pontos dentro de My, mas nao
dentro de {2, eventualmente saem de My, pode se chamar ao conjunto nao errante
{2 como repulsor. No senso geral, o conjunto nao errante {2 é a uniao de todos os
conjuntos invariantes explicados anteriormente: pontos fixos repulsores/atratores,
atratores estranhos, repulsores dentre de outros (CVITANOVIC et al., 2016]).

Para um tempo infinitesimal, os fluxos podem ser definidos por equacoes di-
ferenciais. Uma trajetéria representada por uma curva suave imersa no espaco de

fases ¢ representada por:
2t +71) = f""(x0) = f(f(20,1),7) (3.32)

A tangente da curva no ponto x(t) pode ser expressada a derivada temporal

da lei de evolugao como:

dx

T lr=0=0rf(f(20, ), 7)|r=0 = (1) (3.33)

Considerando todas as dérbitas possiveis podem ser obtidos os vetores Z(t) em

qualquer ponto x € M, gerando um campo vetorial que é campo de velocidades:

z(t) = v(x) (3.34)

No caso particular, observa-se que a definicao do fluxo foi dada para um campo
vetorial que é independente do tempo. Em cada ponto do espaco de estados, indica-
se o vetor local para a dire¢ao em que a drbita evolui. A magnitude do vetor v(x) é
a velocidade no ponto x e a dire¢ao e magnitude de v(z) pode mudar ponto a ponto.
Em alguns casos quando o espaco de estados é uma variedade complexa ja nao se
pensa no campos vetoriais como conjuntos incorporados no espaco de estado. Em
vez disso, concebe-se que para cada x no espaco de estados existem planos tangentes
diferentes T'M, ligados entre si. Dessa forma, o campo vetorial existe na uniao de

todos esses planos tangentes, cuja uniao é chamada de fibra tangente.

TM=JTM, (3.35)

zeM

O vetor de velocidades v é sempre tangente a dérbita, excepto nos pontos de

equilibrio.
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v(z,) =0 (3.36)

x, também ¢é referido como ponto estaciondrio, ponto fixo, ponto invariante,
zero de vetor v, solucao estacionaria ou estado estacionario. Por outro lado, a 6rbita

que passa por xy no tempo t = 0 pode ser obtida pela integracao da equacao [3.34!
t

z(t) = fi(xo) = zo +/ v(x(r))dr, x(0) = xg (3.37)
0

Nos fluxos ou sistemas autonomos, para os quais o campo vectorial v; é es-
tacionario, nao existe uma dependéncia explicita a respeito do tempo, sao notados

CO1mo:

dy

& —uly.7) (339

3.2.2 Transporte de vizinhancas pelo fluxo

Além de descrever a trajetéria de um ponto em particular do sistema dinamico, é
importante determinar o tamanho da vizinhanga de x(t) para conhecer a deformagao
que a vizinhanca inicial de z( sofre ao longo do tempo. Para isso deve-se supor que
o fluxo é localmente suave e descrever a geometria local da vizinhanga, estudando o
fluxo linearizado em torno a x(t). Pontos préximos, alinhados ao longo das dire¢éoes
estdveis (diregoes de contragdo) permanecem na vizinhanca da trajetéria z(t) =
ft(xg). Outros pontos saem da vizinhanga ao longo das diregoes instdveis (dire¢oes

de expansdo), que sdo muito importantes em sistemas hiperbdlicos.

A medida que um enxame de pontos representativos avanca, ele transporta
e distorce as vizinhancas. A deformacao de uma vizinhanca infinitesimal é melhor
compreendida considerando uma trajetéria que se origina perto de xy = z(0), com
um deslocamento infinitesimal inicial dz(0). O fluxo entdo transporta o desloca-

mento dz(0) ao longo da trajetéria x(zg,t) = f(x0).

3.2.2.1 Matriz A

O sistema linear de equacoes de variagao para o deslocamento de uma vizinhanca
infinitesimal = + dx é derivada a partir das equagoes de fluxo, Eq. (3.34), usando

uma expansao em series de Taylor de ordem linear:

T+ 0x; = vi(x + 0x) ~ v;(x) + Z gv’ . (3.39)
Lj
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O deslocamento infinitesimal dx é transportado ao longo da trajetéria x(zo, t)

com uma variagao temporal dada por:

d ov;
d—éxz To, t Z 8x] () | a=a(wo,t) 05 (0, T) (3.40)

Notando que ambos deslocamentos dependem sé da posicao inicial xy e do
tempo t, pode-se abreviar a notagao a x(xg,t) — x(t) — = e ox;(xo,t) — 0x;(t) —
ox:

i = vy Z Aij(2)d; (3.41)

O conjunto anterior de equagoes descreve a dinamica da fibra tangente (Eq.
x(zo,t) € TM, levando por extensdo o espaco tangente d-dimensional dx €
T M, para cada ponto x € M no espaco de estados d-dimensional M C R¢. A
matriz de estabilidade ou matriz de gradiente de velocidade (CVITANOVIC et al.,
2016):

0v;(x)
331:]-

Descreve a taxa de deformacao instantanea de uma vizinhanca infinitesimal
de z(t) ocasionada pelo fluxo. O enxame de pontos vizinhos de x(t) sdo instantane-
amente deformados pela acdo da matriz de estabilidade (especificamente A é uma

taxa de deformagao tensorial).

3.2.2.2 Matriz J

Expandindo por series de Taylor um fluxo em um tempo finito até a ordem linear:

Ffl(@wo + 6x) = ftx0+zaft‘r° e (3.43)

Encontra-se que a vizinhancga linearizada, é transportada pela Matriz Jacobi-

ana:

ox(t);
0x(0);

ox(t) = J'(xo)dxo, Jj(z0) = J(zo) =1 (3.44)

A matriz Jacobiana é avaliada em um segmento de trajetéria que comeca no

ponto zy = x(ty) e termina no ponto z1 = x(t1), t; > to. Como a trajetéria x(¢)
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¢ deterministica, um ponto inicial x5 e o tempo ¢ transcorrido sao suficientes para
determinar J. O mapa ou lei de velocidade f! é admitido invertivel e diferencidvel,
de modo que J! existe. Para tempos muito curtos J¢, se mantém perto de 1, pelo
qual detJ! > 0. Por continuidade, detJ! permanece positivo para todos os tempos

t. No entanto, para sistemas ou mapas discretos, det.JJ! pode ter mudancas de sinal.

J descreve a deformagao de uma vizinhanca infinitesimal em um tempo finito
t de uma base que se co-desloca ao longo da trajetéria. A Figura (3.4 ilustra o
transporte das bases ao longo da trajetéria. A deformacao da base inicial em xq
em uma base nao ortogonal em xz(t) é descrita pelos valores caracteristicos e veto-

res caracteristicos da matriz Jacobiana do fluxo linearizado (CVITANOVIC et al.,
2016).

._‘\ X(t)

v(t)

v(0)

x(0)

Figura 3.4: Por um tempo finito a base local formada pelos vetores caracteristicos
¢ transportado ao longo da érbita e deformado pela matriz Jacobiana J¢.Como J*
nao é auto-adjunta, uma base ortogonal é mapeada em uma base nao ortogonal.
Adaptado de (CVITANOVIC et al/ (2016)

Jtel) — Aje(j), j=1,2..d (3.45)

Onde A; representa o k — esimo valor caracteristico (multiplicador de estabi-
lidade) da matriz Jacobiana em um tempo finito £. O simbolo A*) corresponde ao

k — esimo expoente de estabilidade, com parte real p*) e fase w®.

Ap =™ A® = ) 4,0 (3.46)

Como J' é uma matriz real, os seus vetores caracteristicos sao reais ou sao
pares complexos conjugados. A fase w* descreve a velocidade de rotacao no plano

estendido pelo par de vetores caracteristicos { Re(e®), Im(e*))} com um periodo

de rotagao dado por T' = % CVITANOVIC et al. (2016)
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As trajetorias préximas separam-se exponencialmente com o tempo ao longo
das direcoes instaveis, aproximando-se ao longo das direcoes estdveis e mudando sua
distancia ao longo das direcoes marginais a taxas mais lentas do que as exponenciais,
correspondendo aos autovalores da matriz Jacobiana com magnitude maior que,
menor que ou igual a 1, respectivamente. Na literatura, as dire¢oes marginais sao
também chamadas de direcoes neutras, indiferentes ou centros. Por outro lado, as

direcoes estaveis sao chamadas de ”assintoticamente estaveis”.

Supondo que sdo conhecidas as equagoes de fluxo Eq.(3.34]), a partir da Eq.
(3.42) é conhecida a matriz A. Portanto, é conhecida a velocidade de deformagcao
instantanea da vizinhanca. Daqui é preciso relacionar a matriz A com a matriz J

para determinar a deformacao em um intervalo de tempo finito. Relacionando as

derivadas de Eq. (3.41) e Eq. (3.44)):

d 4" t
E5m(t) = Eéxo = Adz(t) = AJ 6xg (3.47)

Assim, os elementos da matriz jacobiana [d x d] satisfazem as equagoes lineares

tangentes.

%Jt(xo) = A(x)J (z0), z=f'(z0), Jz0) =1 (3.48)

Para fluxos autonomos, a matriz de gradientes de velocidade A depende ape-
nas de z, nao do tempo, enquanto J! depende tanto da posicao espacial de estado
como do tempo. Dada uma rotina numérica para integrar as equagoes do movi-
mento, basta estender a integracao d-dimensional e integrar d? elementos de J'(x)
simultaneamente com as equagoes de fluxo f(zo). Resumindo, para calcular a ma-
triz J! basta conhecer a matriz A, que providenciard d? equacoes a mais para serem
integradas com as equacoes do fluxo.(CVITANOVIC et al., [2016)

3.2.3 Estabilidade local

As caracteristicas topoldgicas de um sistema dindmico (singularidades, drbitas
periddicas e as formas pelas quais as Orbitas se entrelagam) sao invariantes sob
uma mudancga continua de coordenadas. Os equilibrios e as érbitas periédicas sao
conjuntos invariantes, no sentido de que o fluxo s6 desloca pontos ao longo de
uma orbita peridédica, mas a drbita peridodica como o conjunto de pontos periddicos
permanece inalterada no tempo. Também existem quantidades que dependem da
nocao de distancia métrica entre pontos, mas, no entanto, nao mudam de valor sob
uma mudanga pequena de coordenadas. Quantidades locais, tais como os valores

caracteristicos de equilibrios e orbitas periddicas, e quantidades globais, tais como
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expoentes de Lyapunov, entropia métrica e dimensoes fractais sao exemplos de pro-
priedades de sistemas dinamicos independentes da escolha do sistema de coordenadas

(CVITANOVIC et al. [2016).

3.2.3.1 Equilibrio

Inicialmente, considere-se um ponto de equilibro z, (EqJ3.36|). Expandindo em torno
de z,, sabendo que a matriz A = A(x,) é uma constante,e integrando f'(z) =

z, + eA(z — z,) obtém-se:

Ji=eM Jl=Jz,), Ay=Alzy) (3.49)

A equacao anterior se aplica nao sé para pontos de equilibrio, mas também
para fluxos lineares. Como o ponto de equilibrio é estacionario, o tempo nao tem
nenhum papel, e os valores caracteristicos e vetores caracteristicos da matriz A

avaliados no ponto de z,

Aqe(j) — \Del) (3.50)

q

descreve a vizinhanca linearizada no ponto de equilibrio x, com expoentes de

estabilidade /\((Ij ) = u((]j )+ z‘wéj ) independentes de qualquer escolha de coordenadas.

e se todos os ) < 0 com w = 0, o equilibrio é estavel (né estavel);

e se algum pY) < 0, e outro ) > 0, o equilibrio é hiperbélico (ponto sela);

e se todos os u) > 0 com w = 0, o equilibrio ¢ repulsor (né instével);

e se algum ) = 0, existe uma singularidade especial (simetria ou bifurcacio);

Os vetores caracteristicos da Equagao (3.50]) sao também vetores caracteristicos

da matriz Jacobiana Jiel) = exp(tA)e.

3.2.3.2 Orbita periédica

Uma virtude das érbitas periddicas é que elas sao topologicamente invariantes. Um
ponto fixo continua sendo um ponto fixo para qualquer escolha de coordenadas, e
uma orbita peridédica permanece periddica em qualquer representacao da dinamica.
Qualquer reparametrizagao de um sistema dinamico que preserve a topologia, pre-

serva as relagoes topoldgicas entre as Orbitas periddicas. Assim, a mera existéncia
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de oOrbitas periddicas basta para organizar parcialmente a disposicao espacial de
um conjunto nao-errante. O fato de que os autovalores do ciclos sao metricamente
imvariantes determinam os tamanhos relativos das vizinhangas em um conjunto nao-
errante (CVITANOVIC et al., [2016).

Considerando a propriedade de multiplicabilidade da matriz Jacobiana, tem-
se que para a repeticao r-ésima de um ciclo primdrio (ciclo limite com um periodo

tinico) p de periodo T

T (@) = JT(FIT (@) ST (T (@) I (@) = Jy(a)” (3.51)

Onde J,(z) = J¥(x) é a matriz Jacobiana para um tnico percurso do ciclo
primdrio p, z € M, em qualquer ponto do ciclo, e f™?(x) = z quando f*(z) volta a
x cada T

Figura 3.5: Para um ciclo primario p, a matriz Jacobiana é chamada de matriz
de Floquet e representa a vizinhanca esférica infinitesimal o € M, esticado den-
tro de um elipsoide sobreposto ao longo do vetor caracteristico ¢/ de .J,(z) dado
pelo multiplicador de Floguet |A;|. A magnitude do raio do elipsoide é invariante
sob reparametrizagoes nao lineares das coordenadas do espago de estados e é uma
propriedade intrinseca do ciclo p.

A dependéncia periddica dos campos vetoriais T-periddicos, tal como o fluxo
linearizado através de uma Orbita periddica é descrita pela Teoria de Floquet. A
matriz Jacobiana avaliada na dérbita periddica é chamada de matriz de Floquet [d x d]
ou matriz monodronica [(d—1) x (d —1)], em que os seus valores caracteristicos
A; sao conhecidos como Multiplicadores de Flogquet e os )\,(Jj = ;L((]j )+ iwéj ) sdo os
Ezpoentes de Floquet. A velocidade de contragao e expansao (repulsao) por unidade

de tempo é dada pelas partes reais dos expoentes de Floquet (é importante notar que
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um expoente de Floquet nao é um expoente de Lyapunov avaliado em um periodo

de um ciclo primério p):

W) — %pm Ay (3.52)

Quando A; é real, ¢ importante considerar o sinal do j-ésimo multiplicador de
Floquet 0@ = ﬁ € {+1,—1}. Se cl) = —1 e |A;]| # 1 a dire¢iio caracteristica cor-
respondente é chamada de inversamente hiperbolica. Considerando que os multipli-
cadores de Floquet estao em ordem decrescente de magnitude |A;| > |Ag| > ... > |A4]
e por consequéncia que os expoentes de Floquet conservam essa mesma ordem,
pode-se classificar os multiplicadores de Floquet em trés grupos e,m,c (de ex-

pansao,marginais, de contragao):

erpansao : {Ae =N, Al >1 A= A9 /L}(,j) > 0 (3.53a)
marginal : {Am =AMl =1 A= A9 uz(f) =0 (3.53b)
contracao : {Ac =AMl <1 A=A ) <0 (3.53¢)

A estabilidade de uma érbita periddica de um fluxo ou a estabilidade de um

ponto fixo de um mapa é dada pelo seguinte critério:

e estdvel a perturbagoes tangentes ao ciclo se todos |A;| < 1.( as partes reais de
todos os expoentes de Floquet, excepto o expoente longitudinal ou marginal

sdo estritamente negativos 0 > u™ > p?);

e hiperbdlico, sela ou instavel a perturbagoes fora da variedade estavel, se algum

|A;| > 1 e outro [Aj] < 1 (um conjunto de p) > pminy > 0);
e cliptico, neutro ou marginal, se todos |A;| = 1(u¥) = 0);

e parcialmente hiperbélico, se /) = 0 para um subconjunto de expoentes além

do expoente longitudinal;

e repulsor ou instdvel a qualquer perturbagao, se todos |A;| < 1 (todos os ex-
poentes de Floquet, além do expoente longitudinal, sao estritamente positivos

A regiao de valores de parametros para os quais a Orbita periddica é estavel
e chamada de janela de estabilidade. O conjunto de pontos iniciais que estao as-

sintoticamente atados a M, quando o tempo tende a infinito, ¢ chamada de base
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de atracao da ciclo limite p. Ciclos repulsores ou hiperbdlicos sao instaveis a per-
turbagoes genéricas. Se todos os expoentes de Floquet (além dos longitudinais) de
todas as dOrbitas periddicas de um fluxo estao afastados de zero, o fluxo é chamado
de hiperbdlico; caso contrario, é chamado de fluxo nao hiperbdlico. Um fluxo ou
mapa confinado suave é genericamente nao-hiperbodlico, com elipsoidalidade parcial
ou marginalidade apenas na presenca de simetrias continuas, ou para determinados

valores de parametros de bifurcacao.

A presenca de valores caracteristicos marginais indica uma simetria continua no
fluxo (que se deve explorar imediatamente para simplificar o problema), ou uma nao
hiperbolicidade no fluxo. Nesse caso (tipico dos valores dos parametros para os quais
ocorrem bifurcagoes), é preciso ir além da estabilidade linear, lidar com subespagos de
Jordan e taxas de crescimento sub-exponencial. Para solucoes invariantes ao fluxo,
tais como Orbitas periddicas, a evolug¢ao do tempo é em si uma simetria continua;
portanto, uma orbita periddica de um fluxo sempre tem um multiplicador marginal
de Floquet. A invariancia continua que da origem a esse multiplicador marginal de
Floquet ¢ a invariancia de um ciclo sob uma translagao temporal de seus pontos ao

longo do ciclo (CVITANOVIC et al., 2016).

3.2.4 Mapeamento de Poincaré

No método da secao de Poincaré, registram-se as coordenadas de uma trajetéria
sempre que a trajetoria atravessa um espago prescrito. O mapa pode ser tao com-
plicado quanto a trajetéria que corta através de uma hipersuperficie curvada. Uma
seccao de Poincaré nao é uma projecao em um espaco de menor dimensaomas uma
mudanca local de coordenadas em uma direcao ao longo do fluxo, enquanto as co-
ordenadas restantes sao transversais a ele. Nenhuma informacao sobre o fluxo é
perdida, reduzindo-o ao conjunto de pontos na seccao de Poincaré e aos mapas de
retorno que os conectam; A trajetoria espacial completa pode sempre ser recons-
truida pela integracao a partir do ponto mais proximo da seccao. A reducao de um
fluxo continuo para uma secao Poincaré é uma poderosa ferramenta de visualizagao.
Mas, o método das segoes é mais do que uma visualizacao; é também uma ferra-
menta fundamental da dinamica para desvendar completamente a geometria de um

fluxo cadtico (CVITANOVIC et al., 2016).

3.2.4.1 Seccao de Poincaré

Um fluxo de tempo continuo decompoe o espaco de estado no “espa-

guete” Lagrangeano da Figura [3.2] em uma uniao de drbitas unidimensionais nao
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intersectadas. Qualquer ponto de uma érbita pode ser usado para rotular a orbita.
O espago de estados assim é reduzido a um ”subproduto”de um espacio P (d — 1)-
dimensional, com pontos ; € P e as correspondentes érbitas unidimensionais M,
nas quais o fluxo apresenta uma sequéncia de translagao no tempo. Uma vez que uma
secao é definida, uma descrigao ” Lagrangeana”do fluxo é substituida pela formulagao
”Euleriana”, com o campo de velocidades de trajetéria-tangente v(Z),&; € P per-
mitindo passar entre o espaco de tempo discretizado P e o espacgo de estados M.
A importancia de esta dinamica transversa esta associado ao fato de que descreve

como trajetérias proximas sao atraidas/repelidas entre si.

Sucessivas trajetdrias sao intersectadas com a sec¢cdo de Poincaré (uma hiper-
superficie (d — 1)-dimensional, imersa no espago de estados M), tal como é descrito
na Figura . O Mapa de retorno de Poincaré P(z), é definido como um mapa

(d — 1)-dimensional da forma:

i =P)=f9%), i,ieP (3.54)

“U(x)=0

Figura 3.6: Uma trajetéria z(t) que intersecta uma se¢ao de Poincaré P nos tempos
t1,ta,t3 € fecha um ciclo em (%1, %9, %3), &1 = x(tx) € P de longitude topoldgica
3 em relacao a secao. Em geral, as intersecoes nao sao normais a segao. Observe-
se também que a interseccao z nao conta, ja que estd na direcao oposta as outras
intersecgoes (CVITANOVIC et al., 2016).

Em que 7(%) é a fungao de retorno dos tempos entre interseccoes da trajetéria
que comeca em Z. A escolha da secao da hiper-superficie P é arbitraria. No entanto,
é dificil definir uma secao pela que cruzem todas as trajetorias de interesse, mas mui-
tas vezes sO é necessaria uma secao local, uma hiper-superficie finita de codimensao
1, interceptada por um enxame de trajetorias proximas a trajetéria de interesse. Tal

superficie pode ser especificada implicitamente através da funcdo U(x) que é zero
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sempre que um ponto x esteja na seccao de Poincaré.

geP iff U@) =0 (3.55)

O gradiente de U(x) avaliado em & € P tem uma fungao dupla. A primeira o
fluxo deve perfurar a hiper-superficie P , em lugar de ser tangente a ele. Um ponto
préximo & + dx estd na hiper-superficie P se U(Z + dz) = 0. Um ponto préximo
na trajetoria é dado por dx = vdt; entao, um ponto transversal é assegurado pela

condigao de transversalidade:

(0-VU) =Y v(2)o;U(&) £0, 9;U(&) = %U(i), rep (3.56)

=1

A segunda, é que o gradiente VU define a orientacdo da hiper-superficie
P. O fluxo é orientado também e uma Orbita periédica pode perfurar duas ve-
zes, atravessando-o em qualquer direcao, como na Figura [3.6| Entao, a seccao de
Poincaré precisa uma condi¢ao de orientagdo complementaria a sua defini¢ao (CVI-

TANOVIC et all, 2016):

d
Bna1 = P(in) Uldppr) =U(Ea) =0 ne€ 2" Y v(@)0U(#) >0 (3.57)
j=1
Desta forma, o fluxo em tempo continuo z(t) = f'(x) é reduzido a uma

sequéncia de tempo discreto de x,, trajetérias orientadas e transversais a P.

3.2.4.2 Borda da Segao

Uma seccao capta orbitas vizinhas, desde que as corte transversalmente. O método
falha no momento em que o campo de velocidade no ponto Z* nao perfura a secgao.
Nesta localizacao, a velocidade é tangente a seccao e, assim, ortogonal ao vetor

modelo normal n:

n-v(ix) =0 Ix€S (3.58)
Para um fluxo, tais pontos formam uma borda de sec¢ao (d — 2)-dimensional

S € P. Se um ponto modelo é um ponto de equilibrio z,, nao existe dinamica

nesse ponto ja que a velocidade desaparece (v(z,) = 0) e nao pode ser usado para
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definir um vetor modelo normal a seccao. Em lugar disso, orienta-se P de modo
que os vetores caracteristicos instaveis sao transversais a sec¢ao. Pelo menos o vetor
caracteristico contraente mais lento é tangente a secc¢ao, assegurando que o fluxo seja
transversal a seccao P em uma vizinhanca aberta do ponto modelo (CVITANOVIC
et all 2016).

3.2.4.3 Escolha da melhor seccao de Poincaré

Uma seccao de Poincaré deve ser tal que capture a maior quantidade de érbitas do
fluxo no espaco de estados. Nao existem leis determinadas que permitam escolher
a melhor seccao de Poincaré. A escolha depende muito das observagoes sobre a
dinamica do sistema. CVITANOVIC et al| (2016) resume algumas dicas heurfsticas
para escolher a melhor seccao de Poincaré. Destaca-se o uso de seccoes lineares,
seccoes que passem nos pontos de equilibrio, seccoes que incorporem pelos vetores
caracteristicos contraentes, seccoes que consideram simetrias continuas no fluxo,

entre outras.

3.2.4.4 Calculo da seccao de Poincaré

Considere-se um sistema dinamico continuo da forma Eq., cujo mapa
f™(x,) = @, + [v(z(7))dr nao pode ser integrado analiticamente. A metodolo-
gia consiste em integrar numericamente trajetorias transversas a hiper-superficie.
Usando um passo pequeno no integrador numeérico, é possivel observar o valor da
funcao U, a medida que transcorre a integracao. Uma mudanca de sinal na funcao
U vai indicar que a trajetéria atravessou a hiper-superficie (lembrando que U(z) = 0

indica a existéncia de um ponto na sec¢ao de Poincaré).

Seja t, o tempo imediatamente anterior a mudanca de sinal de U, e ¢, o tempo
logo apds ele mudar de sinal. O método para pousar exatamente na seccao de
Poincaré consiste em converter uma das coordenadas espaciais em uma variavel de

integracao na trajetéria entre ¢, e t,. Usando:

dry dry  dzy B
d_xlﬁ = d—xlvl(l’, t) = Uk(l',t) (359)

Pode-se reescrever as equagoes de movimento Eq. (3.34) na forma:

At 1 dva (3.60)
diL‘l Ulj.“’ dxl U1 ’
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Note-se que x; agora é a variavel independente de integracao e integra a rotina
desde x(t,) até o valor de x; na hiper-superficie, determinado pela condigao de
interseccao:

Uz)=(@—-2)-n=0, z€P (3.61)

Aqui, a seccao de Poincaré é um plano P especificado por um ponto modelo
Z¢ e um vetor modelo n normal, que é perpendicular ao plano. Assim, é garantido

que o ponto final dessa integragao ¢ um ponto no plano de Poincaré.

3.2.4.5 Informacao nos mapas de Poincaré

Como foi mencionado anteriormente, os mapas de Poincaré oferecem informacao
relacionada ao comportamento de atragao/repulsao de trajetérias proximas entre si.
A seguir sao apresentadas varias se¢oes de Poincaré para o sistema de Rossler (Eq.

3.2.1)).

Figura 3.7: (Esquerda)Sequéncia de secgoes de Poincaré do atrator estranho do
sistema de Rossler. Os planos foram definidos através do eixo z, orientados
a:(a)—60°,(b)0°,(c)60° e (d)120° no plano (x-y). (Direita)Vistas das trajetdrias
tipicas do fluxo de Rossler com as seccoes de Poincaré superpostas. (ICVITANOVIC|

et al} pOTS)

Na Figura (3.7) observa-se um processo no qual o fluxo estd se expandindo,

correspondente aos quadros a e b. Posteriormente segue um processo de dobra
do fluxo descrito no quadro c.Por tltimo, um processo de mistura de fluxo d. Na

Figura |3.8| sao apresentados os correspondentes mapas de retorno. Observa-se que
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Figura 3.8: Mapas de retorno r,, — r,.1 para distancia radial das sec¢oes de Poincaré
da Figura3.7 (CVITANOVIC et all, 2016)

os mapas a e d conformam uma fungao 1-1 ou injetora. Nos quadros b e ¢ aparecem
modos multimodais e nao invertiveis de projegoes (R, z,) — (Rpi1, 2nt1) dentro do

sub-espaco unidimensional (R,,) — (Ry+1)-

Obtidos os mapas de retorno do fluxo, estes podem ser interpolados, obtendo
fungoes similares a mapas ou sistemas dinamicos discretos. Assim, a dinamica inici-
almente continua pode ser estudada como uma dinamica unidimensional
NOVIC et all, 2016).

Considerando que existe uma funcao que descreve a dinamica discreta dos

mapas de retorno da forma:

Tpp1 = P(2n) = T2y, Tpi1,2, €P (3.62)

Onde 7(z,) é o tempo entre uma intersecgao e outra. A equacgao (3.62)) repre-

senta a funcao de retorno do primeiro iterado.

Representando o n-ésimo-iterado do mapa f como:
fia)=fo fr )= f(f* (@), [fz)=u2 (3.63)

A trajetéria de x no conjunto finito de pontos no tempo n na oérbita M,:
{z. f(2), f2(@), ... f"(2)}

E o subconjunto de M que pode ser atingido pelas iteragoes de f. Um ponto
periédico (ponto ciclico) z, que pertence a uma 6rbita periédica (ciclo) de perfodo

n € a solugao de :

f(xg) = f(f(flag)..) =x,, k=0,1,23,...,n—1 (3.64)
Por exemplo na Figura a oOrbita estd constituida por quatro pontos
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Figura 3.9: O fluxo x(t) representado por um mapa de retorno de Poincaré da forma
Tpr1 = f(z,). Observa-se que a érbita de Z; é periddica e contém quatro pontos
periédicos (#1,d2,43,44) (CVITANOVIC et al., 2016).

periédicos T1,29,T3,24.

Nas Figuras ¢é possivel observar a propriedade caracteristica de esticar e
dobrar que é natural em sistemas cadticos. Esse processo de esticar (para separar
exponencialmente as érbitas) e dobrar (para que a regiao do espago de estados se
mantenha finita) é também conhecido como transformagao do padeiro. Além de
gerar a condi¢ao necessaria para um sistema cadtico, a transformacao do padeiro é
também responsavel pela estrutura tipo conjunto de Cantor do atrator, que faz com
que seja um atrator estranho. De fato, esse conjunto invariante que se dobra repeti-
damente sobre si mesmo esta formado por um ntumero infinito de capas de espessura

nula para os sistemas dissipativos, ja que possuem volume nulo. Esse conjunto infi-

nito de capas é o responsavel pela estrutura fractal do atrator (ICVITAN OVIC et al.|,
2016). A Figura ilustra esquematicamente o processo anteriormente descrito.

3.2.5 Definicao de caos

Matematicamente um sistema dindmico (M, f*) é cadtico se possui as seguintes
caracteristicas DEVANEY] (1992)):

i E sensivel respeito as condigoes iniciais: pequenas desviagoes das estimativas ini-
ciais sobre os valores da funcao podem incrementar consideravelmente os desvios
ao iterar a fungdo. (M, f*) é sensivel a condigdes iniciais se existe um niimero
9 > 0 (chamada constante de sensibilidade) tal que, para todo z € M e todo
e >0, existe y € M com d(z,y) < € e existe n € N tal que d(f"(x), f"(y)) >0
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Figura 3.10: Ilustracao esquematica da transformacao do padeiro no atrator de
Rossler

i B topologicamente transitivo: se (M, f*) é topologicamente transitivo, M nao
pode se decompor em dois conjuntos invariantes disjuntos com interior no nulo.
Se f' possui uma 6rbita densa entao (M, f*) é topologicamente transitivo. Se
dados dois subconjuntos abertos quaisquer U e V' € M, existe k € N tal que
fHU)NV #£0, entdao (M, f!) é topologicamente transitivo.

iii Seus pontos periédicos sao densos em M: Um sistema cadtico deve possuir uma
componente de imprevisibilidade, uma componente de irreduzibilidade e uma
componente de regularidade (pontos peridédicos densos). Os pontos periddicos
de (M, f*) sao densos se para qualquer subconjunto aberto U € M sempre

existe um ponto periédico em U

Posteriormente foi mostrado que a sensibilidade as condigoes iniciais se deduz
a partir das outras duas propriedades. Depois se mostrou que todo sistema dinamico
definido em um intervalo por uma fungao f topologicamente transitiva é cadtico.
Finalmente a definicao mais recente diz que um sistema dinamico é cadtico se para
quaisquer conjuntos abertos U e V' existe uma orbita peridédica que visita ambos

conjuntos (SCHUSTER e JUST] 2006)).

A defini¢ao de caos que melhor se ajusta ao dominio e objetivos de este trabalho
é a apresentada por STROGATZ (2014)):

Caos é um comportamento aperiédico ao longo prazo em um sistema dinamicos

deterministico que exibe sensibilidade as condigoes iniciais.

i comportamento aperidédico ao longo prazo significa que existem trajetérias em
um tempo infinito, nas que nao se estabelecem pontos fixos, ciclos limites ou

orbitas quase-periddicas;
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ii determinista significa que o sistema nao tem aleatoriedade nem ruido; o com-
portamento irregular aparece unicamente como consequéncia da nao linearidade

do conjunto de equagoes;

iii sensibilidade as condigoes iniciais significa que o sistema possui trajetérias
proximas que se afastam a uma taxa exponencial; ou seja, o sistema possui

pelo menos um expoente de Lyapunov positivo.

Outra propriedade que é caracteristica dos sistemas cadticos é a relacionada
com a medida de entropia do sistema. Particularmente, um elemento que também
define a divergéncia da érbitas é a entropia de Kolmogorov-Sinai, que tem uma
relacao direita com os expoentes de Lyapunov e a perda de informagao do sistema
quanto a definicao dos estados futuros. O conjunto invariante de trajetérias ca-
racterizadas na dinamica cadtica possui entropias de Kolmogorov-Sinai positivas.
Portanto, se um sistema deterministico é localmente instével (expoente positivo de

Lyapunov) e o fluxo se mistura globalmente (entropia positiva), pode-se chamar de

cadtico (Figura [3.11)).

(a) w (b)

Figura 3.11: A dinamica de um sistema caético é (a) em qualql}er lugar localmente
instavel e (b) com fluxo globalmente misturado (CVITANOVIC et all 2016)).

A definigdo de atrator estranho esta associada a estrutura geométrica com-
plexa. Um atrator estranho é definido como um atrator que nao pode ser construido
ou representado pela uniao de um numero finito de variedades topoldgicas suaves.
Em muitos casos, a geometria de um atrator cadtico pode satisfazer a definicao de
atrator estranho, mas também essa definicao pode ser satisfeita por atratores nao

cadticos.

Os atratores estranhos se caracterizam por apresentarem uma dimensao frac-
tal ou dimensdo de Hausdorff nao inteira. A origem do caos em sistemas dissipati-
vos em muitos casos é semelhante e esta relacionado a coexisténcia de muitas tra-
jetorias periddicas instaveis, como uma parte de eixos heteroclinicos e homoclinicos.

Usualmente os atratores caodticos estao associados a series temporais aperiddicas
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cuja dinamica tem forte dependéncia a perturbagoes das condigdes iniciais (CVITA-
NOVIC et all 2016).

3.2.6 Expoentes de Lyapunov

Uma ferramenta que constitui um diagndstico fundamental para a caracterizagao
da dinamica de determinado sistema é a observagao do comportamento ao longo
prazo e a sensibilidade as condigoes inicias. Desse modo, se todos os pontos na
vizinhanga da trajetéria convergem para a mesma Orbita, o atrator é um ponto
fixo ou um ciclo limite. No entanto, se existem duas trajetérias z(t) = f'(xg) e
z(t) 4+ dz(t) = f'(xo + dxo) inicialmente préximas que se afastam exponencialmente
com o tempo, e em um tempo finito sua separacao atinge um tamanho accessivel
dentro do espago de estados, diz-se que o comportamento é cadtico (STROGATZ,
2014).

A sensibilidade as condicOes iniciais pode ser quantificada por:

lox(®)]| ~ e [|ol| (3.65)

Onde X representa a taxa de separacao das trajetorias no sistema, sendo cha-
mado de expoente de Lyapunov representativo. No limite, quando o tempo tende a
infinito, o expoente de Lyapunov é uma medida global da taxa média com que as

trajetérias proximas divergem, em média sobre o atractor estranho.

71 . A . Sx(t . ;. e .
A média de crescimento da distancia % entre trajetérias inicialmente

proximas ¢ dado pelo expoente de Lyapunov representativo, que pode ser estimado

para um tempo longo ¢ como:

1 (o]
A= 5] (3.66)

Usando a Equagao (3.66]), tomando uma separagao inicial dx(0), medindo a
distancia entre duas 6rbitas proximas até ||0x(t1)|| ser significativamente grande,
: — p loz(t)]] [[62(0)]
posteriormente salvando tA = In TIOIE reescalando dz(t1) pelo fator Tz

petindo esse processo até finalmente atingir o tempo finito ¢ das integracoes das

€ re-

orbitas, obtém-se o expoente de Lyapunov representativo:

t—o0

o1
A= Jim Xi:m (3.67)
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A Figura (3.12)) ilustra o procedimento descrito anteriormente.

oXp

OX1

x(0)

Figura 3.12: O célculo do expoente de Lyapunov representativo para um tempo
determinado requer que se mantenha a separacao das orbitas proximas dentro do
intervalo do fluxo linearizado

O problema de medir a taxa de crescimento da distancia entre dois pontos é
que, a medida que os pontos se separam, a medicao é cada vez menos uma medida
local. No estudo de séries temporais experimentais, esta pode ser a unica opgao.
No caso particular em que sao conhecidas as equagoes de movimento, uma melhor

maneira ¢ medir a taxa de crescimento de vetores transversais a uma determinada

orbita.
Dadas as equacoes de movimento, para dx é conhecida a relacao gj?gé)) pela
J
definicao da matriz Jacobiana:
ox;(t ox;(t
i Ol 0xi) T4 (o) (3.68)

0x(0)—0 5[[‘](0) n (51‘](0)
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Entao, linearizando as equacgoes de variacao com que ¢é calculada a matriz J:

w(t) = fHxo) dx(wo,t) = J*(w0)07 (w0, 0) (3.69)

Obtém-se:
Mzo) = lim %m% = lim Qltzn(ﬁTJtTJtﬁ) (3.70)
Nesta formulagao, é definido um vetor inicial de orientacao n = Hgi_gn' Se

nao se preocupa com a orientacao do vetor de separagao entre uma trajetéria e
sua perturbacdo, mas apenas com a magnitude, pode-se interpretar ||Jt(5:1co\|2 =
5xg(JtTJt)5x0 como um erro de correlacao da matriz. Em mecanica do continuo,
o tensor direito de Cauchy-Green J*J é o objeto natural para descrever como as
vizinhancas linearizadas se deformam. Na Teoria dos Sistemas Dinamicos, os alon-

gamentos caracteristicos sao chamados de tempos-limites de Lyapunov ou expoentes

caracteristicos (CVITANOVIC et al., [2016).

1 1
Mo, 7, t) = i | J*a]| = 2—tln(ﬁTJtTJtﬁ) (3.71)

A orientacao inicial n pode ser expandida na base caracteristica do tensor de
alongamento. Considerando que para tempos longos J'n é dominada pelo maior

multiplicador de Floquet A;, o expoente de Lyapunov representativo é dado por:

Awxg) = tlrilo% {in |7 e(l)H + In|Ai(xo, t)| + O ’672(/\17/\2)t|} = tli{g)% |A1(z0,1)]
(3.72)

Onde A;(z0,t) é o maior valor caracteristico de J*(xg). As equagoes podem ser
integradas com precisao por um tempo finito. Portanto, o limite de tempo infinito
da Eq pode ser estimado apenas a partir de um conjunto finito de avaliagoes

de %In(n”JT J'A) como uma fun¢ao do tempo ¢.

3.2.6.1 Espectro de Lyapunov

Considerando um sistema dinamico continuo cujas orbitas estao imersas em um
espaco de estados finito, a metodologia do calculo dos expoentes de Lyapunov con-
siste em acompanhar o comportamento ao longo prazo de uma esfera infinitesimal

de condigoes iniciais. Por causa, das deformagoes locais préprias do fluxo, a esfera
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eventualmente se converte em um elipsoide. O expoente de Lyapunov é calculado
por cada dimensao e depende da longitude do eixo principal do elipsoide. Para
obter as trajetérias é preciso considerar o sistema linearizado, de fato, os eixos prin-
cipais do elipsoide sao definidos pela evolucao das equacgoes linearizadas Eqgs.

(equagoes de variagao), de um vetor ortonormal alinhado com a trajetéria dinamica.

Para implementar, é necessario integrar o sistema de equagoes linearizadas de
dimensao d(d + 1). Com as equagoes linearizadas na base de vetores ortonormais
iniciais, obtém-se o conjunto de vetores {vy,vs...,v4}. Posteriormente é aplicado
um procedimento de Reortonormalizacao de Granm-Schmidt para obter os seguintes

vetores ortonormais, apés integragao em um intervalo de tempo (WOLF et al., 1985):

s U N (vg, v1) V1 i U= (Un, Un—1) Up—1" — oo — (Up, 01°) 01
1 =T 9yt = =
lv1]]” lva — (v, v1Y 01" " lvn = (Un, V1) V1t — oo — (U, 01 01|
(3.73)

Onde (,) denota o produto interno Euclidiano. O conjunto ortonormal ob-
tido serve como novo conjunto de condigoes iniciais para a integragao seguinte do
sistema linearizado. O procedimento de reortonormalizacao Gram-Schmidt nunca
afeta a direcao do primeiro vetor em um sistema. Entao este vetor tende a seguir
na direcao que cresce mais rapidamente no espaco tangente. A longitude do vetor
v, é proporcional a 2M* pelo que é possivel obter o primeiro expoente de Lyapunov.
Baseados na construgao de vy , a diregdo de v, muda no processo (lembrando que
s6 o primeiro vetor esta alinhado na diregdo de maior crescimento), notando que v
e vy' estao no mesmo subespaco de v; e vo. A area definida pelos vetores v e vy
é proporcional a 22t Clomo vy e vy sa0 ortonormais, pode-se determinar A,
direitamente a partir da taxa média de crescimento da projecao do vetor vy no vetor

/02‘.

Aplicando este procedimento ao longo das d dimensoes, pode-se concluir que
o subespaco formado pelos d vetores nao é afetado pelo processo de reortonorma-
lizacdo. A evolucao do volume de dimensao d é proporcional a 2 Z?Zl Ait. A projecao
dos vetores evoluidos para a nova base ortonormal atualiza corretamente as taxas de
crescimento de cada um dos eixos principais, fornecendo estimativas dos expoentes
de Lyapunov (WOLF et al., 1985).

Para um sistema unidimensional, o espectro de Lyapunov claramente consiste
em um unico valor de expoente. Para sistemas discretos; o expoente é positivo
para regime caodtico, zero para orbitas marginais estaveis e negativo para drbitas
periédicas. Para um sistema dinamico continuo unidimensional, o expoente de Lya-

punov sempre serd negativo. Para sistemas dinamicos continuos pelo menos tridi-
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x(t) + J&x

Figura 3.13: Deformagao da esfera de condigoes iniciais através do fluxo linearizado

mensionais, os possiveis espectros seguem a forma (CVITANOVIC et al., 2016):

(+,0, —) para um atrator estranho

(0,0, —) para um toro

(0, —, —) para um ciclo limite

e (—,—,—) para um ponto fixo

3.2.7 Bifurcacgoes

Uma bifurcacao é definida como uma mudanca qualitativa no comportamento
dinamico de um sistema por uma perturbagao ou mudanca em um parametro do

sistema. Considere-se um sistema dinamico autonomo da forma:

i=f(x,)), z€R" AeRP (3.74)

Onde f ¢é uma lei dinamica suave. Uma bifurcacao aparece em um determi-
nado parametro A = Ay quando o estado para um parametro \; (préximo a Ag) é
topologicamente nao-equivalente em relagao ao estado com valor de parametros Ag.
A Teoria de Bifurcagoes pode ser dividida em dois grupos distintos de resultados.
A Teoria Local de Bifurcacoes, também chamada de Bifurcagoes Locais, trata das

mudancas nas trajetorias do espaco que ocorrem nas vizinhancgas das solugoes do
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sistema dinamico. A Teoria Global de Bifurcagoes ou Bifurcagoes Globais trata de

mudancas ocorridas com as trajetorias numa faixa extensa do espaco.

A Teoria de Bifurcagoes classifica as singularidades ou bifurcacoes de acordo a
sua codimensao (nimero de condigoes de igualdade necessarias para caracterizar a

bifurcagao):

3.2.7.1 Bifurcacoes de codimensao 1

As bifurcagoes de codimensao 1 podem ser classificadas assim (CVITANOVIC et al.,
2016):

1. Equilibrio:

e Bifurcacgao tipo Ponto Limite: Em um sistema da forma da Eq. [3.74; este
tipo de bifurcacao ocorre quando o equilibrio tem um valor caracteristico

(A = 0) zero na sua matriz de estabilidade A.

e Bifurcagao de Hopf: E o nascimento de um ciclo limite a partir de um
equilibrio do sistema Eq. (3.74). Essa bifurcagdo aparece quando o
equilibrio muda sua estabilidade via par de valores caracteristicos comple-

xos conjugados. A bifurcagao de Hopf pode ser supercritica ou subcritica.
2. Orbitas periddicas:

e Bifurcagao tipo Ponto Limite Periédico:indica o aparecimento da multi-
plicidade de solugoes periddicas e de ciclos limites, em que as amplitudes
dos ciclos aumentam o diminuem bruscamente, a medida que o parametro
¢é variado. Ocorre quando um multiplicador de Floquet cruza o circulo

unitario no eixo real em +1.

e Bifurcagao de Duplicagao de Periodo: Numa duplicacao de periodo, o
ntmero de maximos e minimos da orbita periédica dobra. E importante
notar que uma rota do caos caracteristica surge do aparecimento de uma
cascata de bifurcagoes de duplicagao de periodo. Ocorre quando um

multiplicador de Floquet cruza o circulo unitario no eixo real em -1.

e Bifurcagao tipo toro ou Neimark-Sacker: E o nascimento de uma curva
fechada invariante desde um ponto fixo em um sistema discreto. Acontece
via mudanca de estabilidade de valores caracteristicos complexos conju-
gados com modulo unitario. Quando acontece em um mapa de Poincaré

de um ciclo limite, a bifurcacao gera um toro bidimensional invariante.

3. Bifurcagoes Globais:

64



e Bifurcagao Homoclinica de equilibrio
e Tangeéncias homoclinicas de variedades estaveis e instaveis de orbitas
periddicas

e Bifurcagao Heteroclinica de equilibrio.

3.2.7.2 Bifurcagoes de codimensao 2

Existem cinco tipos diferentes de bifurcagoes de codimensao 2 (KUZNETSOV|
2013):

1. Bifurcacao de Bautin ou Bifurcagao generalizada de Hopf: E uma bifurcagao
de um equilibrio que tem um par de valores caracteristicos imaginéarios puros e
o primeiro coeficiente de Lyapunov da Bifurcagao de Hopf é zero. Esse tipo de
bifurcacao separa os ramos subcriticos e supercriticos da bifurcacao de Hopf.
Para valores de parametros préximos, o sistema tem dois ciclos limite que

colidem e desaparecem através de uma bifurcacao de érbitas periddicas.

No caso multidimensional com n > 2, a matriz de estabilidade Ay tem:

(a) um par de valores caracteristicos imagindrios puros, A; 2 = Hiwp;
(b) ng valores caracteristicos com parte real negativa;
(¢) n, valores caracteristicos com parte real positiva.

Em que ng + n, + 2 = n. De acordo com o Teorema da Variedade Central,

existe uma familia de variedades invariantes W* e W* préxima ao origem.

2. Bifurcagao Bogdanov-Takens: E uma bifurcacdo de um equilibrio que tem
um valor caracteristico zero de multiplicidade 2. Para valores de parametro
préximos, o sistema tem dois equilibrios (uma sela e um equilibrio nao sela)
que colidem e desaparecem. O equilibrio nao sela sofre uma bifurcacao de
Hopf gerando um ciclo limite. Este ciclo degenera em uma érbita homoclinica

a sela e desaparece por meio de uma bifurcacao homoclinica.

No caso multidimensional com n > 2, a matriz de estabilidade A tem:

(a) um par de valores caracteristicos zero, A; o = 0;
(b) ns valores caracteristicos com parte real negativa;

(¢) n, valores caracteristicos com parte real positiva.

3. Bifurcagao Cuspide: E uma bifurcagao de um equilibrio que tem um valor

caracteristico zero e um coeficiente quadratico de bifurcagao sela-né zero. Na
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bifurcacao cuspide, dois ramos da bifurcacao sela-né encontram-se tangenci-
almente formando uma parabola semictiibica. A existéncia de uma bifurcacao
cuspide implica a presenca do fenomeno de histerese. No caso multidimensio-

nal com n > 2, a matriz de estabilidade Ay tem:

(a) um valor caracteristico zero, \; = 0;
(b) ng valores caracteristicos com parte real negativa;

(¢c) m, valores caracteristicos com parte real positiva.

Bifurcagao zero de Hopf ou Bifurcacao de Gavrilov-Guckenheimer: E uma
bifurcacao de um equilibrio que tem um valor caracteristico zero e um par de
valores caracteristicos imaginarios puros. O ponto de bifurcacao encontra-se
na interseccao tangencial das curvas de bifurcacoes de no-sela e bifurcagoes de
Hopf. Dependendo do sistema, um ramo de bifurcagoes de toros pode emanar
do ponto de bifurcacao zero de Hopf. Essa bifurcacao também pode implicar
o nascimento local do comportamento cadtico. No caso multidimensional com

n > 3, a matriz de estabilidade Ay tem:

(a) um valor caracteristico zero, Ay = 0 e um par de valores caracteristicos

imagindrios puros A3 = £iwo;

(b) ns valores caracteristicos com parte real negativa;

(¢c) n, valores caracteristicos com parte real positiva.
Bifurcacao dupla de Hopf: E uma bifurcacao de um equilibrio tem dois pares de
valores caracteristicos imaginarios puros. O ponto de bifurcacao encontra-se na
interseccao tangencial das curvas de bifurcacoes de Hopf. Genericamente dois
ramos de bifurcagoes tipo toro aparecem a partir da bifurcacao dupla de Hopf.

Essa bifurcacao também pode implicar o nascimento local do comportamento

caodtico e esta associada ao movimento quase-periddico.

No caso multidimensional com n > 4, a matriz de estabilidade Ay tem:

(a) dois pares de valores caracteristicos imagindrios puros A\; o = Fiw,(0) e
)\374 = :EZMQ(O),

(b) n, valores caracteristicos com parte real negativa;

(¢c) m, valores caracteristicos com parte real positiva.
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3.3 Continuacao paramétrica

Geralmente, no estudo de sistemas dinamicos nao lineares é recorrente o uso de
técnicas de continuacao paramétrica para monitorar as mudancas de estabilidade dos
pontos de equilibrio e detectar condi¢oes de multiplicidade de estados estacionérios
em funcao de um dos parametros do sistema dinamico. De modo bem simplificado,
a técnica baseia-se no principio de que, ao fornecer uma solucao estacionaria do
sistema de Equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) descrito pela Equagao ((3.34)),
certo parametro denominado parametro de continuagao ¢ variado, de modo que si-
multaneamente computam-se as respectivas solugoes estacionarias. Ao se detectar
a ocorréncia de um ponto singular, acrescenta-se a equacao que caracteriza a singu-
laridade (ou seja det(A) = 0) e utiliza-se um segundo parametro como parametro
de continuagao para observar como as solucoes singulares dependem dos parametros
analisados. Este procedimento é conhecido como continuacao a dois parametros

(OECHSLER) 2012).

O algoritmo bésico da técnica de continuacao paramétrica é apresentado por
SEYDEL| (2009). Partindo de uma solucao estacionaria da Eq. , denotada
POI (Zeqr; Aeqr ), O problema de continuagao consiste no computo do ramo de solugoes
estacionarias dentro do intervalo do parametro de continuacao. Ou seja, a técnica
consiste em calcular as proximas solugoes vizinhas (Zeg2, Aeg2),(Tegs, Aegs) & solugao

estaciondria inicial.

O j-ésimo passo da técnica de continuagao se inicia a partir de uma apro-
ximagao da solugao (Zeq(j), Aeq(j)) da Equagao (3.34) no equilibrio e o computo da

proxima solucdo (Teq(j+1); Aeg(j+1)), isto é:

(Zeq(s)s Aea(s)) = (Teq(it1)s Aeq(i1)) (3.75)

Com o auxilio de métodos do tipo predi¢ao-correcao, o computo da iteracao

j+1 é dividido em duas etapas:

(Teg(i)s Aeq()) Predicao (Teq(j+1), Aeq(j+1)) COTTECA (Teg(j+1), Aeq(j+1)) (3.76)

A etapa de predicao fornece, portanto, uma estimativa inicial para as etapas

de refinamento da solugao, conforme observado na Figura (3.14):

Admitindo-se f(z,\) como a funcdo dos equilibrios do sistema dinamico

(£ = 0) e considerando-a continua e diferencidvel no espago de varidveis de es-
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(x)

>

Figura 3.14: Ilustragao do método de predicao-corregao. SEYDEL (2009)
tado e parametros, poder-se calcular a solugao predita (Teq(j11), S\eq(jﬂ)) a partir da

f(z, A) = 0 rescrita na forma:

_ _ — af(xe 7)‘6 ) \
= 0= Zeg(j4n) ~Tegy) = =A™ =T a4~ Aeq()

(3.77)

Of (Teq, Aeg) Of (Tegqs Aeq)
ox e oA\

A etapa de refinamento consiste na resolugao do sistema dado por f(z, \) =
0, tomando (Zeq(j+1), S\Sq(ﬂl)) como estimativa inicial. Todavia, este procedimento
apresenta problemas de convergéncia em pontos especiais, como, por exemplo, os
pontos limites, em que a matriz de estabilidade A é singular,impossibilitando o
computo de sua inversa. Portanto, para evitar a ocorréncia de singularidades, utiliza-
se 0 Método da Continuagao do Comprimento de Arco, em que a fungao f(x,\)

depende também do comprimento de arco do ramo estaciondrio (OECHSLER), 2012)).

3.4 Analise nao linear de séries temporais

Uma série temporal representa a evolugao de uma varidvel de estado (dependente)
em fungao da variavel independente (tempo) (s, = s(x,)). A andlise nao linear de

séries temporais constitui parte importante da caracterizagao e estudo de compor-
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tamentos dinamicos. De forma diferente a visualizacao do espaco de estados natural
da dinamica do sistema, essas técnicas sugerem um estudo baseado em um espaco
de estados 1merso que ¢é reconstruido a partir das observacoes de uma tnica série
temporal. Do ponto de vista experimental ou na pratica industrial, este tipo de
analise apresenta grandes vantagens ja que implicaria a medi¢ao de s6 uma variavel

de estado e nao demandaria a existéncia de uma modelagem matemética do processo
ou fenémeno (HEGGER et al 1999).

A técnica mais importante de reconstrucao de espacgos de estados é o método
dos atrasos. Basicamente, sao construidos vetores de medidas em um espaco imerso,

que sao gerados a partir dos valores do tempo de atraso das medidas escalares {s,}

{Sn} = (Snf(mfl)n Sn—(m—2)75 -+ Sn) (378)

Em que o nuimero de elementos m é denominado como a dimensao de incor-
poracdo ou dimensao imersa e T € o tempo de atraso. A técnica de reconstrucao de
espagos de fases se fundamenta no teorema proposto por TAKENS| (1981) e SAUER]
et al.| (1991). O teorema resumidamente afirma que, se a sequéncia ou série {s,}, a
analise consiste de medidas escalares de um sistema dinamico deterministico, entao
o atraso de tempo exibe uma imagem 1-1 do conjunto original {z}, sempre e quando

seja garantido uma dimensao m suficiente.

Especificamente o Teorema de Takens proporciona as condigdes com que um
sistema dinamico cadtico pode ser reconstruido a partir uma sequéncia ou série
de observacoes do estado do sistema. A reconstrucao preserva as propriedades to-
poldgicas do sistema, que sao invariantes sob mudancas nas coordenadas, mas nao

conserva a forma geométrica das estruturas e variedades no espaco de fases.

Considerando o espacgo de estados como uma variedade v-dimensional M, a
dinamica estd dada por uma transformacao suave f : M — M. Supondo que a
dinamica f possui um atrator B com dimensao boz-counting dg e usando as ideias do
Teorema de Imersao de Whitney, B pode ser construido dentro do espaco Euclidiano
k-dimensional com : k£ > dp; ou seja, existe um difeomorfismo ¢ de mapas B dentro
de R¥, tal que todo o derivado de ¢ cobre todo o espaco. O Teorema de Takens
ou Teorema de Atraso usa uma funcao de observagao para construir a funcao de
imersao. Uma funcgao de observacao o tem que ser duas vezes diferencidvel e associar
um numero real a qualquer ponto do atrator B. Também, o derivado da funcao deve
ser completo, e nao apresentar simetrias especiais dentro dos seus componentes. O
Teorema de Atraso expressa que a fungao Or(z) = (a(z),a(f(x)),...,a(f*1(x)))

¢ uma imersao ou incorporacao de um atrator estranho.(KANTZ e SCHREIBER)
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2004)

3.4.1 Parametros de imersao

Existe uma ampla bibliografia relacionada a escolha adequada dos parametros de
imersao m e 7 para obter uma reconstrucao satisfatéria do espago. Particularmente,
neste trabalho sao usados os critérios de funcao de autocorrelacao e informacao
mutua para a escolha do tempo de atraso 7, e o critério de falsos vizinhos para a

determinacao da dimensao de do espago imerso.

3.4.1.1 Funcgao de autocorrelacao

A autocorrelagao é uma medida de correlacao linear que guarda uma resposta ou
comportamento consigo mesmo. Representa, portanto, a similitude entre as ob-
servacoes como uma funcao de tempo que transcorre entre cada observagao. Nor-
malmente é usada como uma ferramenta matematica para a busca de padroes de

repeticao e pode ser definida como:

1 Y@ —T)(wi, — @)
Clr) = N-—71 o?(x)

(3.79)

Em que 7 é o tempo de atraso, N é o numero total de dados na série temporal,
T é a media dos dados, e o é o desvio padrao. A funcao de autocorrelacao encontra-
se limitada entre os valores —1 e 1, sendo eles indicativos de correlacao perfeita
(seja positiva ou negativa). 0 indica a auséncia de correlagao entre as medidas. Um
bom tempo de atraso 7 é aquele no qual se apresente correlacao aproximadamente
nula. Geralmente observa-se que pequenos tempos de atraso levam a elementos
vetoriais fortemente correlacionados, enquanto que atrasos grandes levam a dados
nao correlacionados os quais podem estar aleatoriamente distribuidos no espaco
imerso (KANTZ e SCHREIBER), 2004).

3.4.1.2 Informacao mitua

O tempo de atraso da fun¢ao de informagao mutua foi sugerido como uma ferramenta
para estabelecer o atraso adequado para a reconstrugao de atratores no espaco de
estados. FRASER e SWINNEY] (1986) estudaram o método da informacao mitua
para a reconstrucao do espaco cadtico de varios sistemas dinamicos continuos e
desenvolveram um algoritmo para determinar o tempo de atraso da funcao baseados

nas entropias do sistema. Concluiram que o método da informacao mutua permite

70



nao s6 quantificar a coeréncia do espago mas também quantificar o caos. Também
validaram o critério de Shaw, em que o primeiro minimo da fun¢ao de informacao

mutua proporciona o melhor critério para a escolha do tempo de atraso 7.

Na Teoria da Informagao, a informagao mitua de duas varidveis aleatorias é a
quantidade de dependéncia mitua entre as duas varidveis (a informagao mutua se
mede em bits quando a escala do logaritmo é 2) e se expressa formalmente para as

variaveis X e Y como:

p(z,y)
I(X,Y) = / / p(z,y)log——~dxdy (3.80)

y Jx p(2)p(y)
Em que p(z,y) é a funcdo de densidade de probabilidade conjunta de X e
Y, p(x) e p(y) correspondem as fungoes de distribuigao de probabilidade de X e Y
respectivamente. Observe-se que a informagao mutua é igual a zero s6 se X e Y sao
variaveis independentes, ja que p(z,y) seria igual a p(z)p(y). A informac¢ao mutua

nunca é negativa, mas é simétrica I(X,Y) = I(Y, X).

FRASER]| (1989) mostraram a relacao entre a informagao mitua e a entropia

informéatica:

I[(X,Y)=H(X)—-H(X|Y) (3.81)

Em que H(X]Y) é a entropia condicional das varidveis X e Y. Note-se que
informacao mitua I(X,Y) é a redugao da incerteza de X por conta do conhecimento
ou informacao de Y. A informagao de uma variavel consigo mesma é a entropia

daquela variavel.

3.4.1.3 Falsos vizinhos

O método para determinar a dimensao de imersao minima m foi proposto por KEN-
NEL et al|(1992), supondo que existe uma dimensao minima de imersao mg para
uma determinada série temporal {s;}. Isso significa que o atrator reconstruido no
espago imerso mg-dimensional é imagem um para um do atrator no espago original.
Assim, os vizinhos de um determinado ponto sao mapeados no espaco imerso, e dado
que é admitido que a dinamica é suave, as vizinhancas dos pontos em um espaco sao
mapeadas nas vizinhancas de novo (a forma e o didmetro das vizinhangas mudam
conforme os expoentes de Lyapunov). Supondo que se deseja incorporar um espago
m-dimensional dentro de um espago mop-dimensional, tal que m < mg, a projecao

ja nao conservaria as propriedades topologicas, Os pontos sao projetados em vizi-
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nhancas de outros pontos aos quais eles nao pertenceriam em dimensoes mais altas.
Esses pontos, sao chamados de falsos vizinhos. Se a dinamica é aplicada, os fal-
sos vizinhos nao sao mapeados na imagem da vizinhanga.(KANTZ e SCHREIBER)
2004)

O ideia do algoritmo basicamente se resume a seguir: para cada ponto S
procura-se um vizinho proximo s_]> no espago m-dimensional. Posteriormente,

calcula-se a distancia ||5] — 57|, iterando ambos os pontos e calculando:

|Sip1 — 5j+1‘
IS —5] (3:82)

Se R; excede uma tolerancia definida Ry, esse ponto é marcado como um ponto
que possui falsos vizinhos. O critério sugere que existe uma dimensao suficiente do
espaco imerso se a fracao de falsos vizinhos é zero ou suficientemente pequena, tal

que RZ > Rtal‘

3.4.1.4 Componentes Principais

Normalmente, séries temporais de dados com alta frequéncia de amostragem contém
alta redundancia por causa da alta correlagoes lineares entre as medidas. Nesse
contexto, a anélise de componentes principais (PCA) constitui uma opgao para

reduzir dados multivariados em uns poucos modos ou conjuntos principais.

O PCA é um procedimento matematico que usa uma transformacao ortogonal
para converter um conjunto de observacoes de varidveis possivelmente correlacio-
nadas em um novo conjunto de variaveis independentes nao correlacionadas linear-
mente, considerando que todos os conjuntos de vetores de atraso existem no espaco
imerso R™, formando uma nuvem irregular. Nesse espacgo existem diregoes nas que
a nuvem nao se expande substancialmente e o PCA conduz ao calculo de uma série
de sub-espacos unidimensionais ordenados, de acordo com a relevancia dos seus da-
dos. A ideia é introduzir um novo conjunto de vetores de base ortonormal no espaco
imerso, tal que as projecoes em um numero dado de diregoes conserve a maxima
fracao da variedade dos vetores originais. As diregoes principais desejadas podem ser
obtidas como vetores caracteristicos da matriz simétrica de covariancia dos maiores

valores caracteristicos. A matriz de covariancias (mxm) pode ser obtida na forma:

N—m+1

Z Sn—m+iSn—m+j (383)

=1

1

Cij = <(5)z‘> (S>j> = N——ﬂl—l—l
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Onde Cj; ¢ uma matriz simétrica real; ou seja, os valores caracteristicos da
matriz sao reais e os vetores caracteristicos sao ortogonais. Os valores caracteristicos
¢; sao o quadrado do comprimento dos semieixos do hiper-elipsoide a qual se encaixa

a nuvem de pontos. O vetor caracteristico esta alinhado a direcao dos eixos.

3.4.1.5 Mapas ou secgoes de Poincaré

Mapeamentos de Poincaré também podem ser construidos a partir de uma serie
temporal. A seccao de Poincaré guarda as intersecgoes das trajetorias no espaco
imerso. A determinagao da superficie 6tima de Poincaré é determinada de um modo
aproximado e simples em rela¢ao ao apresentado na Segao [3.2.4 A superficie pode
ser definida pela derivada temporal da série temporal igualada a zero, que indicaria
a coleta de todos os pontos de maximos e minimos da série temporal, pelo que se
poderia construir um mapa de Poincaré representativo com esse pontos. Lembrando
que os intervalos de tempo entre interseccoes constituem uma medida observavel do
espaco de estados, para séries temporais com alta frequéncia de minimos e maximos,
recorre-se ao estudo dos intervalos de tempo entre picos, de modo que se esse inter-
valos de tempo sejam construidos de uma forma que gerem os intervalos de tempo
de uma seccao de Poincaré adequados para refletir a estrutura deterministica do

processo (se existir).

Consequentemente, no espaco reconstruido a partir dos vetores
(s(t),s(t),s(t),...,) as intersecdes com a superficie $, = 0 estdo precisamente
dadas a partir dos pontos de maximos e minimos. Estes pontos podem ser
interpretados como uma funcao de medicao especial que se projeta sobre o primeiro
componente de um vetor aplicado aos vetores de estado dentro da superficie. A
afirmacao anterior é possivel pelo fato de que o tempo derivado da série temporal

pode ser também uma coordenada no espaco de fases reconstruido (KANTZ e
SCHREIBER/ 2004).

3.4.1.6 Mapas de recorréncia

Dado um sistema dinamico deterministico que se encontra em um espago com uma
dimensao de imersao suficiente, define-se uma recorréncia como o retorno de uma
trajetéria do espago de estados a uma vizinhanca em um ponto no qual a trajetéria
ja tinha visitado previamente. Tais recorréncias existem para todo tipo de compor-
tamentos dinamicos que nao sao transientes. Um ponto fixo é trivialmente recorrente
durante a dinamica. Um ciclo limite apresenta uma tnica orbita que é recorrente

por cada revolucao que realiza; ou seja, cada ponto da orbita retorna para si mesmo
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depois de uma revolucao. Um sistema cadtico retorna arbitrariamente a uma pe-
quena vizinhanca de alguns dos pontos. Em um sistema transiente, a trajetéria
nunca retorna a um estado prévio. Dai que as condigoes iniciais de um sistema
dindmico estao fora do conjunto invariante (KANTZ e SCHREIBER, [2004]).

Um método para a visualizagao das recorréncias e identificacao qualitativa do
comportamento sao os mapas de recorréncia, que podem ser calculados a partir da

matriz simétrica:

M;; = O(e —|s; — s4|) (3.84)

Em que © é uma fungao degrau ou Heaviside, € é a tolerancia a ser escolhida e
s; ¢ um vetor de atraso de alguma dimensao de imersao. Basicamente se a trajetoria
no espaco de fases reconstruido retorna em um tempo ¢ a uma vizinhanca de raio
e (associada a um ponto qualquer da drbita) em que esteve em um tempo j, a
matriz M;; = 1; de outra forma (se a trajetdria ndo é recorrente a essa vizinhanca)
M;; = 0, de tal forma que ¢ possivel representar um mapa atribuindo, segundo seu
valor, pontos pretos ou brancos em todo o plano de indices (i vs j). A rotina de
calculo varre a série temporal completa e marca para cada par de indices um ponto
preto quando o par correspondente do vetor de atraso estd a uma distancia < e,
de tal forma que os pontos pretos num mapa representam a recorréncia de uma
determinada érbita. No caso ergddico, os pontos debem cobrir uniformemente o
plano, enquanto que em uma situacao de nao-estacionariedade, o comportamento
se expressa por a concentragao de pontos ao longo da diagonal (ECKMANN et al.,
1987)).

Em um sistema dinamico se espera que dois pontos préximos no espaco tenham
imagens também préximas entre elas (embora esta proximidade dependa da instabi-
lidade do sistema), del tal forma que é esperado que no diagrama de recorréncia os
pontos pretos aparecam em segmentos curtos de linhas que sao paralelas a diagonal.
No caso que sejam encontrados pontos isolados no diagrama o mapa pode ser inter-
pretado como uma recorréncia associada ao ruido dentro dos dados o a uma dimensao
de imersao insuficiente. Por outro lado, se existem pontos isolados, pode-se dizer
que o caracter determinista do sistema esta ausente ou é muito fraco. Normalmente
o nimero de linhas no mapa de recorréncia aumentam com o aumento da dimensao

de imersao, ao tempo que os pontos isolados no mapa tendem a desaparecer.
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3.4.1.7 Expoentes de Lyapunov a partir da serie temporal

O algoritmo de calculo dos expoentes maximos ou representativos de Lyapunov foi
proposto por ROSENSTEIN et al|(1993) e KANTZ (1994)), sendo obtida uma média

do crescimento exponencial das distancias.

Dado um ponto s,y da série temporal, sao selecionados todos os pontos vizi-
nhos com distancia menor de €. Posteriormente, é calculada a média das distancias
de todos os vizinhos a trajetéria correspondente como uma fun¢ao no tempo. O
logaritmo da média da distancia ao tempo An contém todas as flutuagoes deter-
ministicas através das projecoes e a dinamica. Repetindo o anterior procedimento
para diferentes valores de ng, as flutuacoes das velocidades efetivas de expansao

podem ser medidas. Entao pode-se calcular:

N
1 1
S(An) - N Z ln( 9 Z ’Sno—i-An - 3n+An|) (385)
19Csno)ll | 502

no=1

Onde Sian) € o fator de estreitamento, s,, ¢ o vetor de imersao, ¥(s,,) ¢

a vizinhanca de s,, de diametro €. Assim, San) ¢ calculado como uma funcao
da dimensao minima de imersao e o raio de vizinhanca €. Finalmente o expoente
representativo de Lyapunov é obtido como a inclinacao da reta do grafico do fator

de estreitamento contra tempo.

O procedimento para o célculo do espectro de Lyapunov usando as séries tem-
porais é naturalmente mais complexo que o calculo do expoente representativo de

Lyapunov. Uma explicacao e detalhes do algoritmo podem ser encontrados por

SANO e SAWADA] (1985) e ECKMANN et al] (1987).

3.4.1.8 Dimensao de correlagao

Existe uma ampla variedade de métodos para determinar a auto-semelhanca de sis-
temas dinamicos. Do ponto de vista matematico, a dimensao de Hausdorff é o
conceito mais natural para caracterizar esse tipo de geometrias. Particularmente, a
dimensao correlagao de proposta por GRASSBERGER e KANTZ| (1985) é a ferra-

menta mais 1til para a caracterizagao desses sistemas.

Basicamente os quantificadores de dimensao de correlagao se baseiam na se-
guinte ideia: seja uma cobertura de uma parte do conjunto invariante por uma

D

esfera de raio € com peso p(€) tal que p(e) = €”, onde D depende da forma em

particular com que é definido o peso da funcao. Define-se a soma de correlagao
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como o conjunto de dados x,, em algum espaco vetorial de uma fracao de todos os

pares possiveis de pontos que se encontram a uma distancia menor ou igual que €

(KANTZ e SCHREIBER], 2004)).

€O = =g 2 2 Ol Iz =) (3.86)

i=1 j+itl1

Em que © ¢é uma fungao Heaviside:

0, <0
O(z) = (3.87)
1, x>0

A soma s6 considera os pares z; e z; que estao a uma distancia menor do que
¢ . No limite, quando N — oo e para valores pequenos de €, é esperado que C' se
comporte como uma lei de potencias C(€) ~ ¢, pelo que a dimensao de correlacio

esta determinada por:

_ 0InC(e,N)
d(N,e) = Bl (3.88)
D =lim lim d(N, ) (3.89)

Como observacgao geral, é importante notar que a dimensao de correlagao é uma
ferramenta para quantificar a auto-semelhanca, quando se sabe que essa propriedade

existe para o sistema dinamico em particular.

3.4.1.9 Entropias

Conforme propoe a Teoria da Informacao, a entropia fornece um valor sobre a quanti-
dade de informacao necessaria para localizar um sistema em um determinado estado.
Por analogia com o conceito termodinamico, a entropia se define como a quantidade

de informagao que o sistema perde ao longo do tempo (HEGGER et all [1999).

Existem véarios tipos de entropia de informagao, destacando a entropia gene-
ralizada ou entropia de Renyi, que caracteriza a informacao que é necessaria para
especificar x quando é conhecida a densidade de probabilidade d—g A definicao é
dada quando o espago ao qual pertence x é coberto com caixas disjuntas g; de com-
primento < € . Tomando p; = f@i du(z) como a fragdo média contida na j-ésima

caixa, entao define-se a entropia de Renyi como:
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~ 1
Hy(pe) = 1= qanpz (3.90)
J

Em que g representa a ordem da entropia de Renyi para a particao p.. No
caso em que ¢ = 1, é obtida a entropia de Shanon (KANTZ e SCHREIBER, [2004):

I-_Nfl(pe) = — ijlnpj (3.91)

Outra entropia importante no estudos dos sistemas dinamicos é a entropia
de Kolmogorov-Sinai, que é uma entropia de ordem 1, mas que diferentemente da
entropia de Shanon, define uma distribuicao ponderada dos elementos de partigao
que cobrem o espaco. O algoritmo de célculo e definicao matematica dessas entropia
sao presentados por [KANTZ e SCHREIBER (2004). Destaca-se a relagao direita
encontrada entre os expoentes de Lyapunov e a entropia de Kolmogorov-Sinai, que

pode ser deduzida a partir da Teoria Ergddica e conhecida como a identidade de
Pesin (KANTZ e SCHREIBER], 2004]):

his = Y A (3.92)

: A >0

Sendo a entropia de Kolmogorov-Sinai definida como a somatoria de todos os

expoentes de Lyapunov positivos.

3.5 Algoritmo de busca de solucoes periddicas e

aperiodicas

Um processo importante durante a analise e estudo de sistemas dinamicos nao linea-
res € a busca de solugoes complexas e oscilatérias. Normalmente o processo de busca
é realizado com o auxilio de técnicas de continuacao paramétrica. No entanto, para
sistemas de alta dimensao e um grande nimero de parametros, o procedimento de
continuagao pode resultar extensivo e demandante. Além disso, a busca de solugoes
oscilatérias com muitos periodos e caos nao ¢é eficiente pelas continuacoes sucessivas

que se realizam em torno das diferentes bifurcagoes encontradas ao longo do processo
(MELO, 2000).

OURIQUE et al.| (2002)) desenvolveram um algoritmo de busca de solugoes

complexas para sistemas continuos que usa sucessivas simulagoes dinamicas para
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Tabela 3.1: Malha multidimensional de parametros

Parametro Intervalo de valores

D 35; 45

A -9; -13

Bl ~1.0E-20;-6.0E-20
C1 0.1; 3.0

C2 0.01; 0.2

avaliar os diferentes comportamentos que o sistemas apresentam em funcao dos
valores dos parametros préprios do sistema. Posteriormente RODRIGUES| (2011))
adaptou o algoritmo para a busca de solugoes oscilatérias do modelo Polym3 (Egs.
3.1443.16]).

Neste trabalho é usado (inicialmente) o mesmo algoritmo de procura de
solucoes para o modelo Polym3 e o modelo Polym4, com o objetivo de localizar

novas solugoes periddicas e caodticas.

O algoritmo de busca consiste no procedimento descrito a seguir: Inicialmente
¢ definido um tempo de integracao para as ODEs e o niimero de iteracoes do algo-
ritmo. Posteriormente é declarada uma malha de valores para os parametros. Neste
trabalho, a malha de valores é definida para os parametros operacionais do reator
na Tabela . As ODEs sao integradas para umas certas condic¢oes iniciais. O
perfil de temperatura ou série temporal da temperatura do reator 1" é acompanhada
ao longo de cada integracao com o objetivo de procurar picos de oscilacao. Depois
sao procuradas oscilagoes de periodo duplo dentro das séries de temperatura T e
finalmente sao guardados os valores de parametros que originaram esse comporta-
mento oscilatorio. O procedimento se repete para o nimero de iteragoes definidas.

O diagrama de fluxo na Figura (3.15]) ilustra o procedimento anteriormente descrito.

Na Tabela (3.1) mostra-se os intervalos dos parametros operacionais, que
encontram-se dentro de una faixa de valores de sistemas reais em que normalmente
os reatores sao operados (RODRIGUES] 2011)).

Vale ressaltar que na metodologia a dinamica inicial ou transiente é descon-
siderada, de forma que a andlise de picos comega a partir de transcorrido um 10%
do tempo total de integracao. A exploracao de picos de oscilagoes ocorre no perfil
de temperatura do reator, ja que a escala dessa varidvel permite uma melhor iden-
tificagdo dos minimos e maximos do perfil. |RODRIGUES (2011) mostrou que os
calculos dos valores maximos de temperatura exibem grandes erros de amostragem
por limitacoes na integracao e a natureza da cinética térmica. Levando isso em
consideracao, a rotina de calculo realiza uma exploracao em busca de minimos nas

séries temporais de temperatura do reator que exibem uma forma abaulada, o que
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Definir um tempo t de
integracdo e o numero
de iteracdes do
algoritmo

Manter os pardmetros
fisico-quimicos fixos
(AE1,AE2,A,G)

A
Definir os parametros
operacionais
aleatoriamente dentro
de uma faixa
multidimensional
definida (D,A,B1,C1,C2)

v

Integrar o sistema de
ODEs parao tempo t

‘f
g

Figura 3.15: Algoritmo de busca de solugoes especias (]RODRIGUES|7 |2011D.

| CondigBes inicias
~ coerentesparao  ——P
. sistemade ODEs
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Tabela 3.2: Definicao dos valores dos parametros fixos para o modelo Polym3

’ Parametro ‘ Valor ‘ Unidade ‘
AFE; 9661.66 K
AFEs 14294.3 K
€ 0.36 adimensional
G -1012.48 K
A 0.686329 | adimensional
« 0.628893 | adimensional
T 298.15 K
T; 298.15 K

reduz os erros de amostragem.

3.6 Metodologia

A metodologia empregada em este trabalho para o estudo do comportamento cadtico

do reator de polimerizagao via radicais-livres pode ser dividida nas seguintes partes:

3.6.1 Simulacoes dinamicas

A primeira parte da metodologia esta relacionada com a implementacao e simulagao
dos modelos Polym3 (Egs. [3.1443.16]) e Polym4 (Eqs . As equagoes dos
balancos de energia e massa foram implementadas em Python 2.7® usando o método
LSODA PETZOLD| (1983) incorporado no pacote Scipy. Os intervalos de valores
dos parametros termo-cinéticos foram definidos com base nos valores de sistemas de

polimerizagao reais, que podem ser obtidos da literatura BRANDRUP et al.| (1989).

Os valores dos parametros fixos dos modelos Polym3 e Polym4 foram mantidos
constantes para todos os estudos desenvolvidos neste trabalho, como mostrado nas
Tabela e Tabela respectivamente. Esses valores foram fixados conforme
ao caso 32 obtido por (RODRIGUES| [2011), que correspondia a uma dinamica

oscilatéria aperiodica.

As condicgoes iniciais para a integracao do modelo Polym3 foram inicialmente
as condicoes iniciais naturais do sistema: yg = 1.0, mg = 1.0 e Ty = 298.15. Poste-
riormente e observando que as trajetorias eram atraidas por uma singularidade, as
condicoes iniciais foram mudadas para yo = 0.1, mg = 0.1 e Ty = 400.15 para efeitos

de visualizacao do fluxo.

As condigoes iniciais para a integracao do modelo Polym4 para todos os estudos
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Tabela 3.3: Definicao dos valores dos parametros fixos para o modelo Polym4

’ Parametro ‘ Valor ‘ Unidade ‘
AF; 9694.12 K
AFEs 14003.5 K
B1 2.96373e-20 K
€ 0.3 adimensional
G -1390.32 K
A 2.0648300 | adimensional
« 0.569287 adimensional
T 298.15 K
T; 297.15 K

neste trabalho foram fixadas em: yo = 0.1, mp = 0.1, Ty = 350.15 e Tjo = 300.15.
Finalmente, o vetor do tempo de integracao adimensional foi de 0.0 a 200.00 com
200000 pontos.

Os valores dos parametros apresentados nas Tabelas [3.2] e [3.3] estao definidos

com base nos casos de oscilagoes aperiédicas encontrados por RODRIGUES (2011)).

3.6.2 Procura de solugoes nao lineares

A procura de solugdes nao lineares foi realizada conforme descrito na Segao [3.5]
com uma malha multidimensional de parametros definida na Tabela [3.1] Foram
realizadas 500000 iteracoes. As integracoes numéricas foram realizadas de acordo
as condigoes definidas na Se¢ao [3.6.1] A tolerancia definida para a identificagao de
oscilagoes com periodo duplo foi de 1.0 para a variavel de estado T'. Dada a alta
demanda de processamento computacional da rotina, o algoritmo foi implementado
em linguagem FORTRANg usando o método de integracao DASSL (PETZOLD|
1989)).

3.6.3 Procura de 6rbitas periédicas curtas

A procura de solugoes periddicas é tao importante como a procura de solucoes os-
cilatérias aperiodicas. Particularmente, existe uma grande fundamentagao para o
célculo de 6rbitas periddicas (Teoria da Orbita Periddica e Teoria de Floquet) (CAS-
TELLI e LESSARD, [2013).

Basicamente o procedimento consiste na busca de solucoes (z,7T), z € R,

T € R que satisfazem a condicao de érbita periddica:
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[ (z) = fi(x), T>0 (3.93)

Supondo que a condicao de érbita periddica é satisfeita também para x + Ax
e T + At, com x e T como chutes iniciais bem proximos da solucao, ou seja, Ax e

At pequenos. Aplicando a solucao dada pelo método de Newton:

0=a2+ Az — fT2 (2 + Ax) (3.94)

Expandindo em termos de Ax e At:

r+ Ar~ fT(z)+ J"(2) Az +v(z(T))A (3.95)

O segundo termo da Equagao (3.95) vem das variagdes com respeito a Az e

corresponde a definicao dos elementos ij da matriz Jacobiana.

Ofi

0w ;
j J

Ar; = J'(z)Ar, i _ Jij (3.96)
al’j

O terceiro termo vem das variagoes respeito ao At e corresponde a definicao

do fluxo ou velocidade:
of (x)
oT

Escrevendo na forma matricial e considerando as variaveis de correcao Ax e

At

(J' () = D)Az 4+ v(x(T))At =z — fT(z) (3.98)

Observa-se que existem dois problemas na resolucao da Equagao . O
primeiro consiste em que se tem que resolver nao sé para Az, mas também para At.
O segundo problema esté relacionado com o expoente de Floquet marginal do ciclo
o qual resulta no condicionamento do termo (J7(x) —1I) como ndo invertivel, j& que
existe um valor caracteristico zero. Dai que o termo (J¥(z) — ) é mais dificil de

inverter, a medida que a solucao é mais proxima.

A formulagao do problema é dada com a formulagao de uma restricao da va-
riacao de Az as direcoes transversais ao fluxo. Essa restricao pode ser naturalmente

definida pela secgao de Poincaré:
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A Az =0 (3.99)

A formulagao final do problema pode ser dado matricialmente:

- o

Em que J7(z) — I é uma matriz dzd, v(z(T)) uma matriz drl, 7 um vetor

Ax

JT(z) =T v(z(T))
At

0

3

lzd, Az e x — f'(r) sdo d-dimensionais e At é unidimensional.

JH(z) =1 v(2(T))
n 0

=N

Renomeando a matrizes: [

(

r — f1(z)
0

Az
At

=F

O método consiste em resolver para D: D = N~'E atualizando os chutes
iniciais para cada iteracao: * — x4+ Az e T — T + At até que o vetor de erro

x — fT(x) seja menor que a tolerancia definida (z — f7(z) ~ 0).

Finalmente o chute inicial para o algoritmo de calculo é dado pelo ponto

periédico encontrado no mapa de retorno da secao de Poincaré, tal como foi ex-

plicado na Secao [3.2.4.5]

3.6.4 Continuacao paramétrica

Para realizar a continuacao paramétrica dos modelos Polym3 e Polym4, foi usado
em principio o software de continuagao paramétrica AUTO — 07P (DOEDEL et al.,
2007). O AUTO é um pacote computacional escrito em FORTRAN® de cédigo
aberto e empregado para o estudo de sistemas dinamicos nao lineares e de bifurcagoes
de sistemas de equacoes diferenciais ou algébricas. O método utilizado pelo software
¢ o método cléassico de continuagao ao longo do pseudocomprimento de arco do ramo
de solugodes, discutido na Secao [3.3] , sendo possivel a realizacao de continuagao
paramétrica de todos os tipos de solucgoes, incluindo pontos estacionarios e orbitas
periédicas. Entre as habilidades do AUTO, destacam-se:

e computo de ramos de solugoes estacionarias;

e localizacao de pontos e computo automatico de ramos de bifurcacao;
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e localizacao de pontos de bifurcacao de Hopf e continuagao a dois parametros

desses pontos;
e localizacao de pontos limites e continuagao a dois parametros desses pontos;
e computo de ramos de solugoes periddicas estaveis e instaveis;

e localizacao de pontos especiais, bifurcagoes com periodo duplo e bifurcacao

tipo toro ao longo de ramos de solucoes periddicas;

e continuacao a dois parametros de bifurcacoes com periodos duplos.

O AUTO foi desenvolvido para realizar continuacao de curvas de solucoes
estaciondrias empregando a técnica de predi¢ao-corre¢ao explicada na Secao [3.3
Inicialmente o usuario deve fornecer um estado estacionario e escolher um ou mais
parametros de continuacao do modelo matematico a ser investigado. O programa
¢é capaz de obter os ramos de solugoes estacionarios, detectando o aparecimento de
pontos singulares, tais como pontos limites (LPs) e pontos de bifurcagao de Hopf
(HBs) (Segao [3.2.7.1)). A partir dos HBs o AUTO consegue fazer continuagao de
érbitas periddicas e obtém a localizagao de (LPs) e (HBs) ou Pontos de duplicagao
de periodo (PDs) dos ramos periédicos usando continuagao em dois parametros. O
AUTO também usa o método da continuacao homotodpica para a resolucao de siste-
mas de equagoes algébricas nao-lineares, cuja solucao é dificil de obter pela aplicacao
de métodos numéricos tradicionais, tais como o método de Newton-Raphson (OE-
CHSLER, 2012)).

O procedimento de analise de bifurcacao no AUTO é composto por duas eta-
pas. A primeira etapa consiste na obtencao do ramo de solugoes estacionarias, medi-
ante o fornecimento do estado estacionario inicial apropriado das variaveis de estado
no limite inferior do parametro de continuacao. Nessa etapa, podem ser detectadas
singularidades tais como LPs ou HBs. Portanto, a segunda etapa consiste em tracar
o ramo de Orbitas periddicas que nascem a partir do ponto de bifurcacao de Hopf.
Nesta segunda etapa, o parametro de continuacao pode ser o periodo de oscilagao.
Os ramos superiores e inferiores de o6rbitas periddicas, por sua vez, representam as

amplitudes maxima e minima da trajetoria dinamica oscilatoria.

De maneira auxiliar, também foi usado o software de continuacao paramétrica

MATCONT®, que é um pacote computacional compativel com a representacio de
ODEs de MATLAB®. O MATCONT consegue desenvolver as seguintes tarefas:

e continuagao de pontos de equilibrio e solugoes periddicas em funcao de um

parametro de bifurcacao;

84



e calculo de curvas de resposta de fase e suas derivadas para solugoes periddicas;
e deteccao de pontos de limite, Hopf e ramificacao das curvas de equilibrio;
e continuacao de pontos de limite e bifurcagoes de Hopf em dois parametros;

e detecgao de todas as bifurcagoes de codimensao 2 e as curvas de pontos limite

e curvas de Hopf;
e detecgao de pontos de ramificacao e respectivas curvas de limite;

e continuacgao de curvas de equilibrio ramificado em trés parametros de conti-

nuagcao;

e detecgao de bifurcagoes de ramificacao e bifurcagoes do tipo Toro de ramos de

solugoes periodicas;

e continuacao de bifurcagoes de ramificacao e bifurcagoes tipo Toro em dois

parametros de continuacao;

e deteccao de bifurcagoes de codimensao 2 em ramos de solugoes periddicas em

curvas limite e curvas de bifurcacao do tipo toro;

e continuagao de ramificacoes de solucoes periddicas em trés parametros de con-

tinuagao;
e continuacgao de orbitas homoclinicas a selas hiperbdlicas;

e continuagao de orbitas homoclinicas a nos tipo selas;

O MATCONT usa varias rotinas escritas em linguagem C, usadas pelo
MATLAB®, que compila todos os cédigos internos que estdo escritos em C. Além
disso, MATCONT utiliza as ferramentas de calculo simbdlico e toda a representacao
grafica de MATLAB®. O MATCONT usa as técnicas de continuacdo paramétricas
de pseudo-comprimento de arco, e Continuagao de Moore-Pensore (DHOOGE et al.|
2003).

A filosofia de uso é semelhante a usada por AUTO. O usuério deve fornecer
um estado estaciondrio inicial e o intervalo do parametro de continuagao. O pro-
cesso esta dividido nas duas etapas caracteristicas; na primeira é obtida a curva de
solugoes estacionarias, sendo possivel detectar qualquer bifurcacao de codimensao
1; Posteriormente pode-se realizar uma continuagao em qualquer das singularidades

encontradas, sendo possivel detectar qualquer bifurcacao de codimensao 2.
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3.6.5 Construgao de diagramas da arvore

Os diagramas da arvore sao uma classe de diagrama de bifurcacao em que sao apre-
sentadas todas as bifurcagoes de uma variavel de estado em relagao a um parametro
de bifurcacao. E importante notar que esse diagrama sé considera as solugoes
estaveis do sistema dinamico, uma vez que a metodologia de calculo sé usa si-
mulagoes dinamicas. Consideradas faixas especificas do parametro nos célculos dos
valores minimos de temperatura do reator continuo de polimerizacao em solucao via
radicais livres, os diagramas exibem uma sequéncia de bifurcacoes dinamicas que
ocorrem no sistema. Neles estao apresentados os valores minimos da varidvel de es-
tado escolhida (que para os interesse de este trabalho é a temperatura do reator) a
medida que se varia o parametro. Dessa forma, é possivel visualizar uma bifurcagao
na temperatura do reator, que é caracterizada pelo aparecimento de dois minimos,
seguida de sucessivas duplicacoes de periodo que, ao serem repetidas em cascata,

levam ao surgimento do caos (SAVI, 2006).

A rotina para construir os diagramas de &arvore foi desenvolvida em

FORTRAN®, sendo que os célculos sao computacionalmente demandantes.

3.6.6 Caracterizacao da dinamica

A caracterizacao dos comportamentos dinamicos encontrados, em especial o compor-
tamento cadtico, estao baseados nas estratégias e metodologias propostas por |CVI-
TANOVIC et al. (2016)). Vale destacar que a caracterizagao dos sistemas dinamicos é

uma etapa que tem que ser posterior a simulacao dinamica dos modelos matematicos.

Todas as rotinas de céalculo desta secao foram validadas mediante a imple-
mentagao nos sistemas dinamicos usados como ”benchmarks”e definidos na Se¢ao

3.2.1], cujos reportes e estudos na literatura sao amplos.

3.6.6.1 Calculo matriz de estabilidade A

Inicialmente foi desenvolvida uma rotina de calculo para avaliar a estabilidade local
de um comportamento especifico do sistema dinamico. A implementacao do método
foi realizada conforme explicado na Segao A matriz A foi obtida usando as
ferramentas de calculo simbdlico de M AT LAB 2014b®, sendo possivel providenciar
uma expressao de A na rotina de cédlculo principal, que foi escrita em Python 2.7. A
estabilidade local foi avaliada no correspondente ponto de equilibrio mais préximo

da base de atracao do atrator. O calculo do ponto de equilibrio foi determinado

conforme Eq. (3.36]) e usando a fungao fsolve da biblioteca Scipyv.017 — 02. Para
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a matriz A avaliada no ponto de equilibrio, foram determinados os valores e vetores

caracteristicos que descrevem a estabilidade local do sistema.

Posteriormente, a estabilidade local foi avaliada como fun¢ao do parametro D,
sendo possivel identificar as mudangas caracteristicas nos valores caracteristicos e a

localizacao aproximada dos pontos de bifurcacao de Hopf.

3.6.6.2 Calculo das secgoes de Poincaré

Com o objetivo de conseguir analisar o comportamento dinamicos dos fluxos dos
sistemas, foi feita a andlise usando as seccoes de Poincaré que basicamente é uma
técnica de discretizacao de fluxos para a identificagao de comportamentos de deter-
minadas trajetérias. A rotina usada para o calculo das seccoes de Poincaré foi escrita

em Python2.7 e a metodologia usada foi conforme a explicada na secgao [3.2.4

A construgao do vetor 7 da Eq.(3.5§]) foi definida em termos do vetor modelo
de estado rotacionado 5 em respeito ao eixo z do sistema de coordenadas cartesiano
(vetor normal ao plano seria o vetor modelo de estado rotacionado 7). O vetor
modelo de estado foi definido com o vetor unitério em z, ou seja (z,y,z) = (1,0,0)

rotacionado com um angulo 6 que representa o angulo entre a secgdo (para o caso
um plano) de Poincaré e o eixo z (CVITANOVIC et al., 2016).

As rotacoes foram determinadas mediante o produto ponto com a Matriz de

rotacao em torno ao eixo z

cos(f) —sin(f) 0
sin(0) cos(@) 0 (3.101)
0 0 1

Em que o angulo ¢ é dado em radianos. A fungao U(x) foi calculada conforme
a Eq. . As equacgoes de fluxo foram integradas para as condigoes iniciais e o
vetor de tempo foram descritas na Se¢ao[3.6.1] Os pontos que pertencem & secgao de
Poincaré devem cumprir a condigao Eq. , de forma que a funcao foi avaliada
para cada um dos vetores de estado obtidos na integracao do fluxo. Uma mudanca
de sinal da funcao U(zx) indicava a presenca de um ponto de Poincaré U(z) = 0.
Depois de identificada a mudanca de sinal, seguia-se uma etapa de refinamento da
solugdo que incluiu a definicdo de uma fun¢ao lambda (recurso de Python para a
definigao de fungdes nao explicitas, semelhante as fungoes anonimas de Matlab®) e

o uso de fsolve para achar a solugao exata.

Uma vez; identificados, os pontos de Poincaré foram projetados na base do
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vetor modelo n e o vetor unitario no eixo z. Os mapas de retorno foram obtidos
pelo calculo preliminar das distancias radiais entre os pontos de Poincaré. Parti-
cularmente, as distancias radiais r, foram determinadas pela projecao dos pontos
anteriormente descrita. Finalmente, os mapas de retorno surgem ao plotar r, vs
Tne1- Adicionalmente, foi realizada uma interpolagao polinomial dos vetores com a

finalidade de obter a equagao do mapa de retorno dos sistemas.

3.6.6.3 Calculo matriz Jacobiana J

A andlise da estabilidade local foi ampliada ao calculo da matriz Jacobiana, parti-
cularmente com o interesse de identificar os multiplicadores de Floquet (lembrando
que sao chamados assim aos multiplicadores da matriz J quando ¢ calculada para um
ciclo limite)marginais, que provam a existéncia de simetrias invariantes nos atrato-
res. O célculo dos multiplicadores de Floquet foi realizado conforme o procedimento
descrito nas Segoes [3.2.2.2) ¢ 3.2.3.2] e a integracao do sistema de Eq. (3.48). A

programacao da rotina de calculo foi realizada em Python2.7

3.6.6.4 Expoentes de Lyapunov

Com o objetivo de identificar e quantificar os comportamentos cadticos nos sistemas
dinamicos de estudo, foi desenvolvida a rotina de célculo para determinar o Espectro
de Lyapunov. O procedimento foi realizado conforme foi explicado na Sec¢ao [3.2.6.1
e tomando em conta as consideragdes propostas por WOLF et al| (1985) e SATO
et al.| (1987). Adicionalmente, foi desenvolvida uma rotina de cdlculo para determi-
nar o tempo minimo de integracao, para o qual o espectro de Lyapunov se mantém
constante (condi¢ao necesséria, dada a natureza invariante da medida). O espectro
de Lyapunov foi também avaliado em funcao de parametros operacionais dos mo-
delos. A programacao das rotinas de cédlculo do Espectro de Lyapunov também foi

realizada em Python2.7.

3.6.7 Analise nao linear de séries temporais

A anélise de séries temporais é uma ferramenta de grande valor nos aspectos re-
lacionas com a caracterizacao de sistemas dinamicos, quando se conhece pouca in-
formacao ou existem poucas observacoes das variaveis que governam o fenomeno. A
metodologia consiste basicamente na construcao de um espaco imerso, a partir de um
conjunto finito de medidas numa variavel de estado. As caracterizacoes do sistema

sao realizadas baseadas nas propriedades do espaco reconstruido. Os procedimentos
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numéricos e matematicos foram explicados na Secao [3.4]

A analise foi realizada com o auxilio do software TISEAN3.0.1 (SCHREIBER
e SCHMITZ, 2000) (HEGGER et al.,|1999)) que consiste num conjunto de programas
de licenca livre para a andlise de séries temporais usando métodos baseados na Teoria
de Sistemas Nao Lineares deterministicos e Teoria do Caos. As rotinas de calculo
estao escritas em linguagem C' e FORT RAN.

3.7 Consideracoes finais

Neste capitulo, a modelagem matematica da reacao de polimerizacao via radicais
livres foi apresentada. A partir dessa modelagem, foram propostos dois sistemas
dinamicos continuos que sao objetivo de estudo deste trabalho. Os dois mode-
los consistem em sistemas de equagcoes diferencias ordinérias, destacando-se que os
fenomenos retroalimentados que foram considerados na modelagem do reator sao a

autocatalise térmica e o efeito gel.

Foi mostrado que a procura de solucgoes oscilatérias constitui uma parte
priméria e muito importante no estudo das dinamicas nao lineares. O algoritmo
de procura de solugoes usado tem natureza estocastica e é computacionalmente de-

mandante.

Dadas as propriedades caracteristicas dos diferentes comportamentos
dinamicos nao lineares que os sistemas de polimerizagao podem exibir, é importante
empregar uma metodologia que permita uma caracterizacao adequada. Ao longo do
capitulo, foram apresentadas duas abordagens para a caracterizacao. A primeira,
que considera o estudo a partir das observagoes de uma série temporal de uma
variavel de estado. Com o auxilio de ferramentas numéricas e matematicas foram
construidos procedimentos que permitem determinar as principais caracteristicas
dinamicas de um sistema a partir do estudo de um espaco de estados reconstruido.
A segunda considera técnicas numéricas que usam direitamente as equacoes dos
modelos matematicos, com caracteristicas obtidas diretamente a partir do espaco

original do sistema.

Todo o fundamento tedrico usado para a construcao das técnicas numéricas de
caracterizagao e andlise dos comportamentos dinamicos também foi resumido neste

capitulo.

Finalmente é importante ressaltar as seguintes consideracoes que CVITA-
NOVIC et al. (2016) faz ao respeito da notagdo matemdtica usada em sistemas
dindmicos e que é adotada neste trabalho: A matriz Jacobiana J Eqs. (3.48]) des-
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creve a deformacao de uma vizinhanca infinitesimal ao longo de um tempo finito
t. A matriz de estabilidade A descreve a deformacao instantanea da vizinhanca e
¢ o objeto natural para o estudo de estabilidade de um ponto de equilibrio ou um
ponto invariante no espaco de estados. A estabilidade de trajetorias é descrita pela
matriz Jacobiana J. Frequentemente em muitas areas a matriz A é referida como
”Matriz Jacobiana”, um uso particularmente desafortunado quando se considera a
estabilidade linearizada de um ponto de equilibrio Eq. (3.49). A matriz A nao ¢ a
matriz Jacobiana: A é um gerador de passos de deformacao de tempo infinitesimal
J% = 1+ Adt. Quando Jacobi desenvolveu o trabalho dos determinantes, considerou
transformagoes entre as diferentes bases coordenadas (JACOBI, 1841). Além disso,
os determinantes que Jacobi considerou eram adimensionais, enquanto A;; possui

unidades de 1/tempo.
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Capitulo 4
Resultados e Discussoes

FEs demasiada coincidencia que
maten a alguien y al dia siguiente

esté muerto

Nicolas Maduro

No presente capitulo sao apresentados os resultados das simulagoes dos mo-
delos do reator de polimerizacao via radicais livres. Os métodos empregados foram
explicados na Capitulo[3|e as andlises realizadas foram feitas visando a interpretacao
e relevancia que teriam os diferentes comportamentos sobre a operacao de reatores
industriais. Na Se¢ao[4.1]é apresentada a valida¢ao numérica do modelo Polym3. Na
Sec¢ao sao apresentados os resultados da procura de solugoes oscilatérias comple-
xas nos dois modelos do reator de polimerizacao (Polym3 e Polym4). Vérios tipos
de comportamentos nao lineares sao mostrados para cada modelo. Em seguida,
sao realizadas as caracterizagoes das dinamicas cadticas encontradas na Secao 4.3
sendo determinados os efeitos dos diferentes parametros sobre o surgimento do caos.
Depois, na Secao 4.4] é apresentada uma andlise de continuagao paramétrica. Ou-
tra caracterizacao dos sistemas dinamicos e comportamentos é realizada de forma
alternativa, usando a analise de séries temporais na Segao Na Secao sao
apresentados os resultados e andlise dos diagramas da arvore, sendo possivel deter-
minar o efeito dos parametros sobre as regioes do espaco paramétrico onde o caos

ocorre.

Finalmente, sao apresentados os resultados da busca de orbitas periddicas
como uso de uma metodologia deterministica. Além disso, é mostrada e discutida
uma nova metodologia proposta para a busca de solugoes oscilatérias periddicas e
aperiddicas, que estd baseada na metodologia explicada na Segao [3.5] As consi-

deragbes e comentérios finais sao apresentados ao final do capitulo na Segao 4.§]
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4.1 Validacao do modelo

Com o objetivo de validar e verificar o modelo Polym3, que foi estudado por RO-

DRIGUES| (2011) sao reproduzidos os atratores dos casos 18,77 e 109 obtidos nesse

trabalho.

0.0
0.1

0.2
0.3

0.4 2
0.250.5 mi

Figura 4.1: Reproducao do espago de fases da simulagao do caso 18 do sistema
Polym3 obtido por RODRIGUES| (2011))

As figuras e[4.3| reproduzem satisfatoriamente os resultados obtidos por

RODRIGUES| (2011)) nos correspondentes casos 18,77 e 109 desse trabalho. Dai,
considera-se o modelo Polym3 validado.

4.2 Dinamica complexa no reator de polime-

rizacao

Nesta secao sao apresentados os comportamentos dinamicos mais relevantes que
foram encontrados para os modelos do reator Polym3 e Polym4. Os comporta-
mentos nao lineares foram detectados mediante a implementacao do procedimento

descrito na Segao E importante notar que a anterior metodologia ou algoritmo
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Figura 4.2: Reproducao do espago de fases da simulagao do caso 77 do sistema
Polym3 obtido por RODRIGUES) (2011))

ja foi previamente validado por RODRIGUES] (2011)) usando as equagoes de Lorenz
Eq.(3.2.1)) como "benchmark”.

4.2.1 Dinamica complexa no modelo Polym3

A metodologia de procura de solugoes nao lineares foi implementada gerando 174
casos que apresentavam comportamento oscilatorio com oscilagoes de pelo menos

dois periodos. O algoritmo usou 100000 iteragoes.

Na Tabela[4.T apresentam-se alguns casos de dinamicas complexas encontradas
e as condigoes paramétricas respectivas . Os outros parametros foram fixados con-
forme a Tabela[3.2] Observa-se que dos 174 casos, foram obtidos 7 casos aperiédicos
(aparentemente cadticos). RODRIGUES) (2011)) encontrou para o mesmo modelo

110 casos, dos quais 4 correspondiam a dinamicas cadticas.

Na Figura [£.4) apresenta-se a distribui¢do na malha espacial dos 174 casos en-
contrados para o sistema Polym3. Observa-se que os casos estao uniformemente dis-
tribuidos nos intervalos dos parametros B e A, enquanto no intervalo do parametro
D os pontos se concentram no intervalo de D = 40.0 e D = 42.0. Na Tabela |1| do
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Figura 4.3: Reproducao do espago de fases da simulacao do caso 109 do sistema
Polym3 obtido por RODRIGUES) (2011))

Apéndice A, sao apresentados os valores numéricos das condi¢oes paramétricas dos

casos com dinamica oscilatéria encontrados.

A seguir sao apresentados 3 dos 174 comportamentos caracteristicos encontra-
dos.

4.2.1.1 Comportamento peridédico:Caso 7

Na Figura ilustra-se a série temporal ou perfil temporal de T'(K). Observa-se que
as oscilagoes sao periddicas. O surgimento das oscilagoes também sugere a presencia

de uma bifurcacao de Hopf nas vizinhancas da regiao paramétrica do caso 7.

Observa-se que na dinamica podem ser localizados facilmente pelo menos dois
periodos de oscilagao diferentes. Também é importante notar que as oscilagoes
tem uma grande amplitude, com T,,,, > 600K e T),;, ~ 300K. Além disso, os
comprimentos das oscilagoes sao muito pequenos e indicam que os incrementos de

temperatura acontecem de forma muito rapida.

O comportamento oscilatério corresponde a um fenomeno caracteristico destes

94



Tabela 4.1: Valores paramétricos dos casos com dinamica oscilatoria obtidos para o

sistema Polym3

Caso Tipo de dinamica D A B1
1 Aperiddica 4.04694e+01 -1.00086e+01 2.25741e-20
2 Quase-periddica  4.03028e+01 -1.00308e+01 2.52052e-20
3 Aperiddica 4.05404e+01 -1.02463e+01 1.98967e-20
4 Quase-periddica  4.06801e4+01 -1.02308e+01 1.85223e-20
5 Quase-periddica  4.25781e4+01 -1.08355e+01 3.77531e-21
6 Periddica 4.13295e+01 -1.04359e+01 2.68396e-20
7 Periodica 4.08690e+01 -1.04167e+01 2.91731e-20
8 Aperiddica 3.99054e+01 -1.00085e+01 3.47082e-20
9 Aperiddica 3.97305e+01 -1.00207e+01  3.96449e-20
10 Aperiddica 3.99808e+-01 -9.78078 3.49509e-20
11 Aperiddica 4.04525e+01  -1.01629e+01 2.17838e-20
12 Aperiddica 4.03813e+01 -1.01081e+01 2.33385e-20
13 Aperiédica 4.04830e+01 -1.08066e+01 2.01757e-20
I
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Figura 4.4: Distribuicao paramétrica dos casos oscilatérios encontrados no sistema
Polym3

reatores. Inicialmente, o reator incrementa sua temperatura até que o monomero
seja consumido completamente. Posteriormente, a temperatura decresce rapida-
mente, até chegar num estado de virtual inativacao da reagao na auséncia de
monomero e iniciador. O reator continua em estado de inativacao até que cer-
tas condicoes de concentracao de iniciador e monomero sao atingidas novamente.
A Figura [4.6] ilustra o fendmeno descrito acima, também conhecido como dinamica

LIGA-DESLIGA (RODRIGUES, 2011]).
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Figura 4.5: Série temporal da Temperatura do reator T(K) na simulagao do caso 7
do sistema Polym3
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Figura 4.6: Séries temporais da simulagao do caso 7 do sistema Polym3

O espago de fases mostra uma trajetoria fechada, que indica a existéncia de
um ciclo limite no comportamento dinamico. Observa-se como a condi¢ao inicial
(localizada dentro do ciclo) descreve uma trajetéria que é atraida ao ciclo. A forma
do ciclo encontrada é caracteristica desse reator, como confirmado nos resultados
obtidos por RODRIGUES| (2011)).
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Figura 4.7: Espaco de fases da simulagao do caso 7 do sistema Polym3

4.2.1.2 Comportamento quase-peridédico:Caso 5

O comportamento quase-periddico do sistema Polym3 se encontra representado pelo

caso .
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Figura 4.8: Série temporal da Temperatura do reator T(K) na simulagao do caso 5
do sistema Polym3

A serie temporal de temperatura do reator T(K) é apresentada na Figura
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4.8l Observa-se que o comportamento exibe oscilagoes com multiplos perfodos ca-
racteristicos, a frequéncia temporal das oscilacoes é maior que no caso 7. Além
disso, as oscilagoes ocorrem em um intervalo de amplitude mais estreito do que no
caso 7, ou seja, as temperaturas maximas e minimas estao mais proximas entre si.

Oscilacoes quase-peridédicas em sistemas de polimerizacao foram identificadas por

PINTO e RAY] (1996).

Figura 4.9: Espaco de fases da simulagao do caso 5 do sistema Polym3

A Figura mostra o espaco de fases do caso 5. Observa-se uma trajetoria
fechada que concentra a maioria dos pontos em dois anéis que concentram orbitas
espaciais. Inicialmente o sistema descreve uma trajetoria partindo da condicao ini-
cial, que é atraida ao atrator. Embora o comportamento tenha muitos periodos de
oscilacao, a dinamica do sistema pode-se classificar como uma dinamica mondtona

e previsivel.

O comportamento dindmico de todas as séries temporais do reator é ilustrado
na Figura Nota-se que o comportamento quase-periddico é exibido simultane-

amente pelas trés variaveis de estado.

4.2.1.3 Comportamento aperidédico:Caso 13

A dinamica aperiédica é caracterizada por oscilagoes com um numero de oscilagoes
virtualmente infinito. A Figura|4.11| apresenta a serie aperiédica da temperatura do
reator do caso 13. Observam-se oscilagoes com diversas amplitudes que nao seguem

um padrao facilmente identificavel.
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Figura 4.10: Séries temporais da simulacao do caso 5 do sistema Polym3
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Figura 4.11: Série temporal da Temperatura do reator T(K) na simulacao do caso
13 do sistema Polym3

O espago de fases correspondente é apresentado na Figura onde pode-se
identificar o surgimento de um atrator com geometria aparentemente assimétrica. As
orbitas internas do atrator sao determinadas pelas oscilagoes com menor amplitude,
as Orbitas com maior tamanho ou mais externas sao determinadas pelas oscilagoes
com maior amplitude. Basicamente a dinamica do atrator se resume a passagem

dos pontos através das regioes com orbitas densas internas e externas do atrator.
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Tabela 4.2: Valores paramétricos dos casos com dinamica oscilatoria obtidos para o

sistema Polym4

Caso Tipo de dinamica D A C1 C?2
1 Quase-peridédica  4,00582e+01 -1.03292e+-01 3.81670 2.02550e-01
2 Periddica 4.03379e+01 -9.91706 3.27802 3.07537e-01
3 Quase-peridédica  4.13527e+01 -1.05740e4+01 7.95396e-02 1.04835e-01
4 Periédica 4.01035e¢+01 -1.04688e+01 2.04949 1.86896e-01
5 Quase-periédica  4.04478e+01 -9.77747 3.23393 3.83186e-01
6 Aperiddica 4.02635e+01 -1.04992e+01 1.21181 2.36610e-01
7 Aperiédica 4.01584e+01 -9.92394 2.46805 3.85529¢-02
8 Aperiddica 4.01497e+01 -9.96375 3.94098 7.85894e-02
9 Periédica 4.01354e+01 -1.04709e+01 3.43817 3.64681e-01
10 Periédica 4.10323e+01 -1.04318e+01 3.28394 1.63282¢-01
11 Quase-Periddica  4.02496e+01 -9.78995 2.69607 1.14405e-01
12 Periédica 4.06009e+01 -1.05305e+01 2.69795 3.78211e-01
13 Aperiddica 4.01231e+01 -1.00483e+01 3.21601 6.13408e-02
14 Aperiddica 4.01411e+01 -1.00316e+01 3.77444 1.03691e-01
15 Aperiddica 4.00722e+01 -1.01777e+01 2.71280 4.93539¢-02
16 Aperiddica 4.02200e+01 -1.00757e+01 1.50000 9.55566e-02

A Figura |4.14] apresenta os atratores nos espacos de fases correspondentes dos

outros casos aperiédicos encontrados no processo de busca de solugoes nao lineares
que foram registrados na Tabela [4.1]

4.2.2 Dinamica complexa no modelo Polym4

A metodologia de procura de solugoes nao lineares foi implementada gerando 262

casos que apresentavam comportamento oscilatorio com oscilagoes de pelo menos

dois periodos. O algoritmo usou 100000 iteracoes.

A Tabela [4.2] resume alguns casos destacados e as condigoes paramétricas res-

pectivas e que sao objeto de estudo na continuacao do trabalho. As outras condigoes

paramétricas foram fixadas conforme a Tabela [3.3]

Observa-se que dos 262 casos foram obtidos 7 casos aperiédicos (aparentemente

cadticos). Chama a atengdo que os 7 casos cadticos tem valores de D e A muitos

proximos, enquanto os valores dos parametros C'1 e C2 sao bem diferentes.

Nas Figuras e apresenta-se a distribuicao na malha espacial dos 262

casos encontrados para o sistema Polym4. Observa-se que os casos estao uniforme-
mente distribuidos nos intervalos dos parametros C'1 e C'2, enquanto no intervalo

dos parametro D e A os pontos se concentram no intervalo de D = 40.0 e D = 42.0.
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Na Tabela [2] do Apéndice A, sao apresentados os valores numéricos das

condicoes paramétricas dos casos com dinamica oscilatoria encontrados.
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Figura 4.15: Distribuicao paramétrica dos casos oscilatérios encontrados no sistema
Polym4 no espago A-D.

A continuagao sao apresentados 3 dos 262 comportamentos caracteristicos en-

contrados.

4.2.2.1 Comportamento periédico:Caso 4

O perfil temporal da temperatura do reator (K) é representado na Figura m
Observa-se um comportamento periddico complexo. A origem das oscilagoes usual-

mente estao associadas a aparecimentos de bifurcagoes de Hopf.

As oscilacoes do perfil estao caracterizadas pela presenca de uma oscilagao de
alta amplitude seguida por uma série de oscilagoes de menor amplitude. Neste caso,

a amplitude das oscilacoes maiores se encontram entre 7}, ~ 800K e T},;, ~ 300K.

A Figura [4.18 mostra o espaco de fases correspondente ao caso 4. Dado que
a dimensao natural do fluxo do sistema Polym4 é 4-dimensional, sao apresentadas

duas representacoes: a primeira nas coordenadas y, T' e T; e a segunda
nas coordenadas m, y e T. Em ambas as representacoes pode-se observar uma
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Figura 4.16: Distribuicao paramétrica dos casos oscilatérios encontrados no sistema
Polym4 no espago C1-C2.
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Figura 4.17: Série temporal da Temperatura do reator T(K) na simulagdo do caso
4 do sistema Polym4
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Figura 4.18: Espacos de fases dos atratores do casos 4: (4.18al) é o espaco formado

pelas

variaveis y, 1" e Tj; e (4.18b]) é o espago formado pelas varidveis m,y e T'.

trajetoria fechada composta por um ciclo externo, que esté definido pelas oscilagoes

de alta amplitude, e cinco ciclos internos, que estao definidos pelas oscilacoes de

menor amplitude.
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Figura 4.19: Series temporais da simulagao do caso 4 do sistema Polym4

A Figura[4.19 mostra todas as séries temporais do caso 4. Particularmente os

modos oscilatérios de y e m sao semelhantes e a amplitude das oscilagoes correspon-

dem a mesma ordem de grandeza. No caso da temperatura do reator 1', observam-se

oscilagoes com alta amplitude, enquanto as oscilacoes da temperatura na camisa 7T}

tém amplitudes muito menores. A temperatura da camisa 7 é uma série temporal

de resposta ao comportamento da temperatura do reator 7. Ja que as condigoes

de troca térmica nao sao favoraveis para o caso (C2 baixo e temperaturas iniciais
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préoximas 1o ~ Tp), o efeito de resfriamento tem baixa repercussdo no processo,
como ¢ evidenciado nas baixas amplitudes das oscilagoes de temperatura da camisa
T;. Como consequéncia, a dinamica da temperatura na camisa ¢ conduzida pela

dinamica da temperatura do reator.

4.2.2.2 Comportamento quase-periodico:Caso 11

600 T T T T

550 .

500

400} _ 1

350

3000 20 40 60 80 100

tempo( — — )

Figura 4.20: Série temporal da Temperatura do reator T(K) na simulagdo do caso
11 do sistema Polym4

Na Figura [4.20] apresenta-se a serie temporal da temperatura do reator
T(K). Observa-se uma dinamica caracterizada por oscilagoes quase-periédicas, com
frequéncia temporal das oscilacoes maior em relacao ao caso periédico. Além disso,
as oscilacoes ocorrem num intervalo de amplitude estreito; ou seja, as temperaturas

maximas e minimas estao mais proximas entre si.

O espago de fases do caso 11 (Figural4.21)) mostra os atratores quase-periédicos
caracterizados pela concentracao de drbitas em anéis externos e internos. Os atra-
tores concentram orbitas de uma forma tao densa que a variedade espacial tende a

formar um corpo sélido.
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Figura 4.21: Espacos de fases dos atratores do caso 11: (4.18a)) é o espaco formado
pelas varidveis y,T" e Tj; e (4.18b)) é o espago formado pelas varidveis m,y e T'
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Figura 4.22: Séries temporais da simulacao do caso 11 do sistema Polym4

Finalmente a dinamica total do reator é descrita na figura [4.22 De forma
andloga ao caso periodico observa-se que as oscilagoes da temperatura da camisa 7T}
possuem baixa amplitude em relacao as oscilagoes da temperatura do reator 7. As
oscilagoes por intervalo de tempo sao mais frequentes o qual origina o aparecimento

de érbitas densas no espaco de fases.
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4.2.2.3 Comportamento aperidodico:Caso 16
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Figura 4.23: Série temporal da Temperatura do reator T(K) na simulagao do caso
16 do sistema Polym4

A Figura [4.23] apresenta a série aperidédica da temperatura do reator do caso
16. Observam-se oscilagoes com diversas amplitudes que nao seguem um padrao
facilmente identificavel. Particularmente, nesta série pode-se identificar que as os-
cilagoes com maior amplitude estao concentradas no inicio da série. Isso ocorre
porque, dadas as condigoes operacionais a dinamica inicial é ainda influente no com-
portamento do reator. A dinamica inicial estd associada diretamente com o regime
transiente do sistema que para o caso, também exibe comportamento oscilatério. A

série temporal depois do periodo transiente continua oscilante de forma aperiddica.

Na Figura apresentam-se os espacos de fases respectivos para o caso 16.
O atrator mostra uma geometria assimétrica em que as 6rbitas estao concentradas
no interior da base de atracao. Observam-se as trajetérias com mudancas bruscas,

que sao inerentes ao comportamento dinamico de esse atrator.

A forma brusca das trajetérias foi observada também no trabalho de
DRIGUES (2011) para o modelo Polym3. O comportamento esta associado ao

tempo morto da dindmica, enquanto se inicia a ativagao da reac¢do (dinamica LIGA-
DESLIGA). Nesse intervalo de tempo, o perfil de temperatura 7' se comporta de
forma estacionaria, até que as condicoes de concentragao de iniciador e monomero

sao suficientes para reativar a oscilagao seguinte da reacao.
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Figura 4.24: Espacos de fases dos atratores do caso 16: (4.18a)) é o espaco formado
pelas varidveis y,1" e T}; e (4.18b|) é o espago formado pelas varidveis m,y e T'
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Figura 4.25: Séries temporais da simulacao do caso 13 do sistema Polym4

Finalmente, o comportamento dinamico de todas as séries temporais do reator
é ilustrado na Figura [4.25| Nota-se que o comportamento aperidédico é exibido
simultaneamente pelas quatro variaveis de estado, destacando que a série temporal
da temperatura da camisa 7} apresenta forma diferente das outras trés séries, uma
vez que a amplitude das oscilacoes de T; é baixa, como consequéncia da capacidade

insuficiente de resposta do sistema de resfriamento do reator.

A Figura [£.20] apresenta os atratores nos espagos de fases correspondentes dos
outros casos aperiédicos encontrados no processo de busca de solugoes nao lineares
que foram registrados na Tabela
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Figura 4.26: Espacos de fases dos atratores dos casos: 6 (4.26al),7 (4.26b)),8 (4.26¢)),13
(4.26d)),14 (4.26e)e 15 (4.26al)
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Tabela 4.3: Definicao dos valores dos parametros fixos para o modelo Polym4 redu-
zido

‘ Parametro ‘ Valor ‘ Unidade ‘

D 40.4830 K

A -10.80660 K

B1 2.01757e-20 K

AFE; 9661.66 K

AFE, 14294.3 K

€ 0.36 adimensional
G -1012.48 K

A 0.686329 adimensional
« 0.628893 adimensional
T 298.15 K

Tjo 298.15 K

C1 1.5 K

C2 9.55567e-4 K

4.2.2.4 Comportamento aperiédico:Caso Polym4 reduzido

Como foi evidenciado, o sistema Polym4 possui um estado natural de 4 dimensoes.
Realizando uma suposicao de resposta rapida, é possivel substituir a Eq. por
uma equagcao algébrica. Igualando Eq. a Zero:

1
 C1+ 02

O modelo Polym4 reduzido é composto pelas Equagoes (3.1413.16)) e Eq. (4.1)).

Em particular, uma solucao aperiédica surge com as condigoes paramétricas da

Tabela [4.3]

T, (TC2 + T;,C1) (4.1)

O sistema integrado sob as condigoes iniciais mig = 0.1, yig = 0.1 e Ty = 400.15

apresenta um comportamento oscilatorio aperiédico ao longo do tempo.

A Figura [4.27] corresponde as series temporais do modelo Polym4 reduzido.
Destaca-se a forte semelhanca dos modos das oscilacoes com os casos aperidédicos do
modelo Polym3.

A figura mostra o atrator correspondente ao modelo Polym4 reduzido.
Observa-se que, para as condigdes paramétricas fixadas na Tabela [4.3], o atrator nao

apresenta trajetorias bruscas como no caso do atrator do caso 16 do modelo Polym4.
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Figura 4.27: Séries temporais da simulagao do sistema Polym4 reduzido
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Figura 4.28: Espaco de fases da simulagao do sistema Polym4 reduzido
4.3 Caracterizacao dos comportamentos cadticos

Uma parte importante deste trabalho esta relacionada com a caracterizacao do com-
portamento aparentemente cadtico encontrado nos dois sistemas dinamicos estuda-
dos. A metodologia usada e o fundamento tedérico dos métodos empregados foram

explicados nas Segoes e [3.2] respectivamente. Além dos dois casos aperiédicos
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(aparentemente cadticos) encontrados para o modelo Polym3 e Polym4 , caso 13 na
Secao (4.2.1.3]) e caso 16 na Segao (|4.2.2.3) respectivamente, também é considerado
o sistema Rossler, que é um sistema dinamico classico que é bem referenciado e
tem sido estudado amplamente ao longo do tempo. O sistema dinamico de Ross-
ler é empregado como um ”benchmark”para validar os métodos de caracterizagao

implementados.

E importante notar que todas as caracterizagoes do sistema Polym3 foram
aplicadas especificamente ao caso 13 (Tabela. Analogamente, o sistema Polym4
¢ analisado especificamente para o caso 16 (Tabela .

4.3.1 Analise da estabilidade local de equilibrios: Matriz A

A anélise de estabilidade de um ponto de equilibrio no sistema dinamico foi reali-
zado pela avaliagao dos valores e vetores caracteristicos da matriz de estabilidade A

avaliada no ponto de equilibrio x, mais préximo a regiao de atragao.

Na Figura ¢é apresentado o espago de fases com uma trajetéria aparen-
temente caética do caso 13 (Segao ) do sistema Polym3, que foi descrita
na Segao [£.2] Observa-se que existe um ponto de equilibrio dentro da base de
atragdo o qual corresponde a um ponto critico (Eq das Eqgs. (3.1443.16)
zy = (yq, my, T,;) = (1.73789242¢ — 01, 5.58158738e — 02, 367.888907). Além disso,
¢ apresentado o maior vetor caracteristico decomposto nas componentes real (seta

preta) e imagindria (seta vermelha).

Nota-se que a magnitude (norma) da componente imagindria é muito maior
do que a componente real indicando que existe uma predominancia de condigao
oscilatéria na dinamica e que, por tanto ela, é instavel. Vale destacar que as compo-
nentes imagindrias e reais do vetor caracteristico possuem diregoes ortogonais entre
si.

A Tabela [4.4 mostra os valores caracteristicos de cada fluxo. Particularmente
para o caso de atrator do sistema Polym3, observa-se que existem: um valor ca-
racteristico negativo, que indica que a dinamica é estavel nessa direcao; e um par
complexo conjugado de valores caracteristicos com parte real positiva,que indica que
nas correspondentes diregoes existe um comportamento oscilatério instavel. Além
disso, observa-se que o equilibrio é hiperbdlico, ja que nao existe um valor carac-

teristico zero (A = 0).

Observa-se também que um valor caracteristico é real e possui sinal oposto ao

sinal da parte real do par de valores caracteristicos complexos conjugados; por tanto,
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Figura 4.29: Vetores caracteristicos do fluxo avaliados no ponto de equilibrio da base
de atracao do fluxo Polym3

Tabela 4.4: Valores caracteristicos dos fluxos de estudo avaliados nos corresponden-
tes pontos de equilibrio

Sistema dinamico A Ao A3 A4
Rossler 0.097 + 0.9957 0.097 — 0.995; —5.687 ——
Polym3 —5.1397 11.028 4+ 12.1455 11.028 — 12.1455 ——
Polym4 11.219 4+ 19.5725 11.219 — 19.572j —3.974 —1.508

o equilibrio é um foco sela. Esse tipo de equilibrio é caracteristico das bifurcagoes
de Shilnikov, que surgem a partir dos focos selas. Como consequéncia, ¢ obtido um
ciclo de Shilnikov que é uma trajetéria assintética ao ponto de equilibrio e que esta
determinada pela intersecao das variedades estavel e instavel do fluxo (SHILNIKOV
et all 2014).

Em sistemas dinamicos, a presenca de ciclos de Shilnikov sao de grande inte-
resse, ja que a partir deles pode ser deduzida uma possivel rota do caos, e a presencia
de ferraduras de Smale na qual existem infinitos ciclos limites em uma vizinhanca
do ciclo de Shilnikov (SMALE] |1998). [PINTO e RAY] (1996) encontrou ciclos de
Shilnikov em reatores de polimerizacao, que geravam a correspondente dinamica

cadtica observada.

O Teorema de Shilnikov (SHILNIKOV et al., 2014) para um sistema tridimen-
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sional considera valores caracteristicos da forma A\ o = —ptiw, p >0, w # 0, \g =
v > 0 e a definicao valor sela 0,4 = —p + v € 0 indice sela Vipger = 5, e diz que se
o indice sela Vj,q4.. < 1 € 0 valor sela 0,, > 0 entao existem infinitas érbitas na vizi-
nhanca de uma 6rbita homoclinica que é assintética ao ponto de equilibrio. Ainda,
se os valores caracteristicos sao da forma A\; =7, g3 =p+iw, yp <0, w#0eo
equilibrio satisfaz que v < 0, u > 0 e |y| > pu, entao existe uma 6rbita homoclinica
no ponto de equilibrio. Para o caso do ponto sela do atrator Polym3 ¢é observado
que o valor caracteristico real é negativo e seu valor absoluto ¢ menor do que a parte
real dos valores complexos conjugados |y| < u, por tanto nao existe uma 6rbita de
Shilnikov nesse equilibrio.
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Figura 4.30: Vetores caracteristicos do fluxo avaliados no ponto de equilibrio da base
de atracao do fluxo Polym4

A Figura 4.30| mostra o comportamento da estabilidade do equilibrio do
atrator aparentemente cadtico do caso 16 (Secao do sistema Polym4 des-
crito na Secao [£.210 ponto de equilibrio encontra-se na de atracao e corresponde
a um ponto critico (Eq das Eqgs. (3.14H3.16) z, = (yq4, mq, 1y, Tjq) =
(0.2328,0.3676, 359.583, 300.889). As componentes real (seta preta) e imaginaria

(seta vermelha) do vetor caracteristico mais representativo também sao mostradas.

Especificamente para o caso de atrator do sistema Polym4, existem quatro
valores caracteristicos: dois valores caracteristicos negativos e um par complexo
conjugado de valores caracteristicos com parte real positiva,indicando que nas cor-

respondentes direcoes existe um comportamento oscilatério e instavel. Observa-se
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que o equilibrio é hiperbdlico, ja que nao existe um valor caracteristico zero A = 0.
As magnitudes das partes reais dos valores caracteristicos representam a tendéncia
de atracao (quando o sinal é negativo) ou repulsao (quando o sinal é positivo ) do

fluxo linearizado ao longo das direcoes dos vetores caracteristicos.

Na Tabela [4.4] existem dois valores caracteristicos, é reais que possuem sinais
opostos ao sinal da parte real do par de valores caracteristicos complexos conjugados;

portanto, o equilibrio é um foco sela.

O Teorema de Shilnikov (SHILNIKOV et al) 2014) para um sistema 4-

dimensional considera valores caracteristicos da forma:

i)\l,Qz—uiiw, )\3>0, )\4§0V—p—|—)\3>0
i )\LQZMZIZZ'U}, A3<0, M<0Vp+A3<0

i Aig=p1 £iwy, Agu= —poEiwaVpr — s #0
Os quais devem atingir as seguintes condig¢oes respectivamente:

I (1) =21+ A3 <0
11 (i) 20+ Ay < 0

III 2py —2uy # 0

No caso em particular o equilibrio é da forma (ii) A\ = p £iw, A3 <
0, M<0Vp+A3<0e2u-+ A3 > 0; entdo, nao existe uma 6rbita homoclinica
nesse ponto. O Teorema de Shilnikov também considera o surgimento de dérbitas he-
teroclinicas que conectam dois pontos de equilibrio do mesmo sistema (VAN GOR-
DER) 2013).

Finalmente para o caso do ”"benchmark”as equagoes do atrator de Rossler
(Egs. [3.2.1) foram integradas para os seguintes valores paramétricos do modelo:
a=0.2;b=0.2;¢=>5.7 em um intervalo de tempo t € [0;200].

A Figurald.31| mostra a trajetoria do atrator de Rossler e o ponto de equilibrio
trivial z, = (0,0,0). Observa-se que o fluxo é assintético ao ponto de equilibrio.
Além disso, sao plotadas as componentes reais (seta preta) e imagindrias (seta ver-
melha) do vetor caracteristico mais representativo. Para este caso em particular
pode-se observar naturalmente que estas componentes sao ortogonais entre si. Note-
se que as magnitudes das componentes sao iguais ja que as direcoes de linearizagao

do fluxo para este caso sao canonicas
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Figura 4.31: Vetores caracteristicos do fluxo avaliados no ponto de equilibrio da base
de atracao do fluxo do atrator de Rossler

Na Tabela [£.4] observa-se que existem um valor caracteristico negativo e um
par complexo conjugado de valores caracteristicos com parte real positiva, indicando
que nas correspondentes direcoes existe um comportamento oscilatorio e instavel.
A magnitude do valor caracteristico negativo indica o nivel de atracao ao longo
da direcao do vetor caracteristico correspondente. A magnitude dos valores carac-
teristicos positivos representa o nivel de repulsao ao longo das diregoes caracteristicas
respectivas. Também, como nos casos anteriores, observa-se que o equilibrio é hi-
perbdlico. O valor caracteristico do equilibrio é real e possui sinal oposto ao sinal da
parte real do par de valores caracteristicos complexos conjugados; portanto, pode-se

classificar o equilibrio como um foco sela.

Considerando os magnitudes dos valores caracteristicos, encontra-se que v < 0,

por tanto nao existe uma orbita de Shilnikov entorno esse ponto de equilibrio.

Os resultados obtidos para o sistema de Rossler sao compativeis com os en-
contrados na literatura para este sistema (ROSSLER, [1976).

Uma analise que vale a pena destacar é relacionada ao comportamento da

estabilidade local dos sistemas em relacao a um parametro.

A Figura mostra o comportamento da estabilidade do ponto de equilibrio
x4 do sistema Polym3 em relagao ao parametro D. Vale destacar que para o calculo

foi usada a mesma estimativa inicial do ponto de equilibrio, ou seja, foi suposto que
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Figura 4.32: Estabilidade local do equilibrio do fluxo Polym3 em funcao do
parametro D

o ponto de equilibrio nao se deslocava abruptamente com as mudancas do parametro
D. Observa-se que para D < 40.8 o equilibrio é instavel e oscilante, ja que para
os A, 4 > 0 com w # 0. Inicialmente o sistema perde estabilidade (a parte real
[ comega ser mais positiva) desde D = 38.0 até D =240.4; posteriormente comega
ganhar estabilidade até um valor de D =40.8, momento em que o equilibrio é estavel
localmente (@ < 0). Depois desse, valor os vetores caracteristicos comecam a ser
reais puros, A € R | u # 0 e w = 0. No intervalo aproximado entre D = 41.6
e D = 42.3 aparecem valores caracteristicos com parte imaginaria nao nula e com
parte real negativa, pelo que se pode intuir que nesse intervalo o comportamento

¢ oscilatério e nao amortizado. Depois de D = 42.3 o sistema ¢é estavel e sem

oscilagoes, com A € R.

Em uma forma aproximada, a Figura também permite localizar bi-
furcacoes de Hopf, lembrando que tais singularidades aparecem quando o equilibrio
muda sua estabilidade (de p > 0 a pu < 0 ou vice-versa) via par de valores carac-
teristicos complexos conjugados. Dai, dois possiveis pontos de bifurcagao de Hopf
estariam localizados aproximadamente em D = 40.8 e D = 42.3.

Agora considerando o caso do sistema Polym4, cujo comportamento é descrito
na Figural4.33] observa-se que inicialmente o sistema perde estabilidade (a parte real

p comega ser mais positiva) desde D = 38.0 até D =2 40.0. Posteriormente aparecem
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Figura 4.33: Estabilidade local do equilibrio do fluxo Polym4 em funcao do
parametro D

valores caracteristicos complexos entre aproximadamente D = 39.0 e D = 40.0 e a
parte real pu do valor caracteristico muda de sinal. Depois, entre aproximadamente
D =40.0 e D = 41.0, o sistema é mais instavel e possui caracter oscilatério (u < 0
ew # 0). Entre D = 41.0 e D = 42.0 o sistema deixa de ser instdvel e passa a
ser estavel, ja que a parte real p do valor caracteristico muda de sinal. Depois de
D = 42.0, o valor caracteristico continua sendo complexo e sua parte real tende a

ser mais negativa; ou seja, o sistema ganha mais estabilidade.

Em conformidade com a Figura [4.33] as bifurcagoes de Hopf podem ser loca-
lizadas nos pontos em que o equilibrio muda sua estabilidade (de ¢ > 0 a u < 0
ou vice-versa) via par de valores caracteristicos complexos conjugados. Dai, dois

possiveis pontos de bifurcacao de Hopf estariam localizados aproximadamente em
D =4085e D =41.6.

Os comportamentos das estabilidades dos sistemas Polym3 e Polym4 sao dife-
rentes como mostra a Figura[£.34] As bifurcagoes de Hopf aparecem em localizagoes
proximas e as normas dos vetores caracteristicos sao da mesma ordem de magni-
tude. A principal diferenca pode ser observada no intervalo D = 38.0 e D = 42.0. O
sistema Polym3 (preto) comega presentando valores caracteristicos complexos com
i > 0; consequentemente, o sistema tende e a ganhar estabilidade progressivamente
até a mudanca de sinal de u. No caso do sistema Polym4 (vermelho), o sistema

apresenta valores caracteristicos reais puros w = 0 positivos e a dinamica aumenta a
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Figura 4.34: Comparacao da estabilidade local do equilibrio do fluxo
Polym4(vermelho) e Polym3(preto) em fun¢ao do parametro D

instabilidade; ou seja, A = p comega a ser mais positivo até um ponto no qual quase
subitamente os valores caracteristicos sao complexos conjugados e mudam o sentido

da estabilidade (1 < 0). Esse comportamento indica que a presenga da camisa afeta
o comportamento dinamico do processo

Também no intervalo final D = 42.0 e D = 43.0 existem diferencas. Para o sis-
tema Polym3 o comportamento continua sendo estavel e seus valores caracteristicos

reais (w = 0). Para o sistema Polym4 o valor caracteristico se mantém complexo e
a parte real tende a ser mais negativa.

Os resultados da analise de estabilidade local obtidos para o sistema Polym3
sao compativeis com os resultados reportados por RODRIGUES (2011), uma vez
que as possiveis localizacoes de pontos de bifurcacao de Hopf estao bem préximas

das localizagoes encontradas por RODRIGUES| (2011) via continuagdo paramétrica.

4.3.2 Analise da dinamica discreta: Mapas de Poincaré

Como foi apresentado na Secao [3.6.6.2] e fundamentado na Segao [3.2.4] as secgoes de
Poincaré surgem como uma ferramenta para estudar uma dinamica naturalmente
continua como uma dinamica discreta. O procedimento descrito, usado para deter-
minar as secgoes de Poincaré foi explicado anteriormente na Secao |3.6.6.2, Particu-

larmente em este trabalho, as seccoes de Poincaré estudadas foram todas definidas
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como secoes lineares, portanto chamadas de planos de Poincaré.

Inicialmente a estratégia de andlise é apresentada para o modelo ”bench-
mark” previamente estudado por |CVITANOVIC et al.| (]2016[), considerando a mesma

metodologia.

Figura 4.35: Atrator de Rossler (azul) com os pontos de Poincaré(vermleho) que
intersectam o plano sobre o eixo z

A Figura presenta o atrator de Rossler que foi obtido por integragao das
Egs. (3.2.1) nas mesmas condi¢oes que foram descritas na Secao . A seccao
de Poincaré foi definida conforme foi explicado na Se¢ao [3.6.6.2] consistindo em um
plano em z com orientagao # em relacao a = — y. O plano foi rodado em torno
ao eixo z, usando a matriz de rotacao, dai o angulo entre o plano de Poincaré e o
eixo x correspondeu a § = —m. Os pontos de Poincaré & (vermelhos) foram obtidos
como os pontos do espago de fases © € M que satisfaziam U(z) = 0. No caso em
particular, é possivel observar facilmente que o fluxo é normal ao plano de Poincaré,
ja que o atrator estd construido sobre bases canonicas. Além disso, observa-se que

os pontos de Poincaré atingem as condicoes de transversalidade e orientagao tnica
(Segao [3.2.4.1]).

O mapeamento de Poincaré (Figura [4.36)) esta definido pelo coordenada z e a
coordenada Z, ja que o plano fixa a terceira coordenada. De forma analoga a anélise
realizada por |CVITANOVIC et al.| (]2016[), ilustrada na Figura observa-se que

em essa parte o fluxo tem uma tendéncia expansiva.

Os pontos do mapa de retorno r, sao obtidos pela projecao dos pontos de
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Figura 4.36: Mapeamento de Poincaré do atrator de Rossler, que indica a posicao
coordenada dos pontos de Poincaré

Poincaré  dentro da base do plano de Poincaré. Para este caso em particular, a
projecao é igual a distancia radial das intersegoes no plano de Poincaré (pontos de
Poincaré) a origem. O vetor r,, contém todas as distancias radiais de todos os pontos
de Poincaré, excepto a distancia do ultimo ponto. O vetor r,,; contém todas as

distancias radiais dos pontos de Poincaré ,excepto a distancia do primeiro ponto.

A Figura mostra um mapa de retorno, cuja forma é caracteristica nos
atratores caoticos. Usando os pontos foi obtida uma regressao polinomial, que des-
creve o comportamento como uma funcao de segunda ordem. Além disso, é evidente
que a funcao de retorno encontrada é uma funcao 1-1 pelo que é possivel construir

um mapa de retorno que represente a dinamica 1-dimensional do fluxo.

O comportamento indica inicialmente uma tendéncia crescente com inclinacoes
positiva, o que indica que os pontos tendem a se afastar entre si, ja que a distancia
radial a origem é cada vez maior, ou seja os pontos tendem a se afastar do equilibrio
(lembrando que o ponto de equilibrio x, é para este caso igual ao origem (0,0, 0)).
Dai, que o comportamento inicial do atrator segue uma dinamica em que o fluxo se
expande. Posteriormente, o ponto com coordenadas r, = 6.0545 e r,.; = 9.0397

localiza o maximo ponto da figura. Esse ponto é chamado como ponto critico é
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Figura 4.37: Mapa de retorno do atrator de Rossler, a linha diagonal auxilia a
visualizacao do ponto periédico do primeiro iterado

representa a maxima expansao possivel do fluxo. Finalmente, no ultimo intervalo,
posterior ao ponto critico, observa-se um comportamento com inclinacao negativa,
que sugere que as distancias entre os pontos sao cada vez menores; ou seja, 0s
pontos estao mais préoximos entre si, existindo uma contracao do fluxo que é uma
condicao necessaria para a existéncia do processo de dobradura do fluxo. Dai que
o ponto critico também representa uma transicao entre uma dinamica expansiva e

uma dinamica de contragao.

Nota-se que a dinamica anterior descreve diretamente uma propriedade carac-
teristica dos sistemas dinamicos conhecida como transformacao do padeiro (Figura

3.10)) representando a dinamica de expansao e dobradura do fluxo.

A equacao do mapa de retorno pode ser obtida por uma regressao polinomial

simples, usando um polindémio de segunda ordem.

Fps1 = —0.5155r2 + 5.7009r,, — 6.9312 (4.2)

A Equagao (4.2)) possui a forma de um sistema discreto z,1 = f(x,), que é
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caracteristica de outros sistemas dinamicos discretos tais como a Fquacao logistica
e o mapa de Henon STROGATZ (2014)).

Tomando en consideracao a Equacao , a interseccao da diagonal (tracada
na Figura com a equacao do mapa (Eq., representa um ponto periédico em
que 7,41 = T, ja que seriam dois pontos que em diferentes instancias do tempo dis-
creto estao a mesma distancia radial do equilibrio. Dai que o ponto com r,,; = 7.211
e r, = 7.211 representa um ponto periddico que pertence a uma oOrbita periddica do

fluxo.

Aplicando a mesma metodologia que foi usada para o atrator de Rossler, foram

obtidos os pontos de Poincaré para o sistema Polym3 no caso 13.

Figura 4.38: Atrator do sistema Polym3 (azul) com os pontos de Poincaré (vermelho)
que intersectam o plano sobre o eixo z

As equagoes do sistema Polym3 foram integradas conforme as condigoes da
Secao |3.6.1] e Tabelas efd.2l. A secgdo de Poincaré foi definida como um plano
em z com orientacao f (em radianos) em rela¢do a x — y. O plano foi rotacionado
em torno ao eixo z usando, a matriz de rotacao, o angulo entre o plano de Poincaré

e 0 eixo x correspondeu a # = 13.04.

Ao contrario do atrator de Rossler, observa-se na Figura [4.38| que o atrator
nao esta orientado sobre as bases canonicas e a dinamica permanece em torno ao

ponto de equilibrio z, (determinado previamente na Secao [4.3.1)).

O comportamento observado no mapa de Poincaré da Figura [4.39| mostra uma

tendéncia expansiva. Em relacao ao atrator de Rossler, o mapa de Poincaré apre-
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Figura 4.39: Mapeamento de Poincaré do sistema Polym3 que indica a posi¢ao

coordenada dos pontos de Poincaré

senta um ponto de retorno ("turback point”), que é caracteristico quando o fluxo

se mistura ao longo da dinamica (Figura [3.7)).
identificado como o ponto de inflexdo da Figura

Esse ponto de retorno pode ser
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Figura 4.40: Mapa de retorno do atrator Polym3

Os pontos do mapa de retorno neste caso nao podem ser obtidos pela projecao

dos pontos de Poincaré, visto que o atrator nao esta orientado sobre bases canonicas.

Dali, que as distancias ao ponto de equilibrio xq foram determinadas calculando as
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normas vetoriais dos pontos de Poincaré. Os vetores r, e r,;; foram construidos

seguindo a mesma légica do caso anterior.

A Figura[4.40| mostra um mapa de retorno, cuja forma é também caracteristica
dos atratores cadticos. Além disso, a funcao de retorno encontrada é uma funcao
1-1 pelo que é possivel construir um mapa de retorno que representa a dinamica

1-dimensional do fluxo.

O mapa de retorno do sistema Polym3 possui muita semelhanca com o mapa
de retorno do atrator de Rossler. Existe uma tendéncia inicial crescente com in-
clinacao positiva, que indica que os pontos tendem a se afastar entre si; ou seja, o
comportamento inicial do atrator segue uma dinamica na qual o fluxo se expande. O
ponto critico encontra-se localizado nas coordenadas r,, = 384.607 e r,,1 = 411.211,
que corresponde a maxima expansao possivel do fluxo para esse plano de Poincaré
e para o atrator em especifico. Finalmente, no ultimo intervalo, posterior ao ponto
critico, observa-se um comportamento com inclinagao negativa, sugerindo que existe

uma contragao do fluxo.

Das observagoes anteriores , pode-se dizer que o atrator segue também a

dindmica de expansao/contragao.

A equacao do mapa de retorno pode ser obtida por uma regressao polinomial

simples usando um polinémio de quarta ordem.

Tyl = —7.796e—067°+1.531e—02r} —1.202e+0172 +4.718e+03r2 —9.252¢+057,,+7.25251495¢+07
(4.3)

A equacao (4.3)) representa a dinamica discreta do atrator do sistema Polym3.

Igualando 7,41 = 7, e resolvendo a Equacao (4.3)), é obtido um ponto periédico
do atrator. O anterior procedimento matemético é andlogo a localizacao do ponto

via intersecao da linha diagonal.

O ponto com 1,1 = 394.758 e r, = 394.758 representa um ponto peridédico

que pertence a uma érbita periddica instavel do fluxo.

Finalmente o atrator do caso 16 do sistema Polym4 foi integrado conforme as
condigoes da Secao[3.6.1|e Tabelas e[d.2]. A secgao de Poincaré foi definida como
um plano em z com orientagdo 6 (em radianos) em relacdo a = — y. O plano foi
rotacionado em torno ao eixo z usando a matriz de rotagao, o angulo entre o plano

de Poincaré e o eixo x correspondeu a # = 16.17.

Na Figura {4.41| mostra-se uma representacao tridimensional do espacgo de fa-
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Figura 4.41: Atrator do sistema Polym4 (azul) com os pontos de Poincaré(vermelho)

que intersectam o plano sobre o eixo z

ses do sistema Polym4, notando que naturalmente esse sistema estd descrito por

uma dinamica 4-dimensional. Observam-se as trajetérias bruscas que sao inerentes

ao comportamento dinamico desse atrator, conforme foi discutido na Segao [4.2.2]

Também é possivel observar os pontos vermelhos que representam os pontos de

Poincaré, os quais sao ortogonais ao mapa definido.
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Figura 4.42: Mapeamento de Poincaré do sistema Polym4 o qual indica a posicao

coordenada dos pontos de Poincaré

Basicamente no atrator Polym4 encontra-se que a dinamica de ex-
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pansdo/contragdo ¢ mais acidentada, pelo que é mais complicado capturar a
dinamica discreta com uma secao de Poincaré tnica. No mapa de Poincaré da
Figura [4.42] é possivel determinar que o comportamento é diferente aos comporta-
mentos encontrados nos atratores de Rossler e Polym3. A curva descrita no mapa de
Poincaré permite visualizar um minimo que corresponderia a um ponto de retorno
em que o fluxo muda seu comportamento expansivo para, comecar a dinamica de

contragao.
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Figura 4.43: Mapa de retorno do atrator de Polym4

Os pontos do mapa de retorno foram obtidos usando o mesmo método empre-
gado para o atrator do sistema Polym3. A Figura [4.43] mostra um mapa de retorno
cuja forma nao é caracteristica dos mapas de retorno com dinamicas cadticas. A
funcao de retorno nao é 1-1, pelo que nao é possivel representar a dinamica unidi-

mensional do sistema continuo com esse mapa.

O comportamento atipico do mapa pode se justificar pela insuficiéncia da natu-
reza do mapa de Poincaré para representar a sec¢ao; ou seja, um mapa linear é insufi-
ciente para capturar a dinamica em este tipo de atrator. Provavelmente uma secgao
de Poincaré adequada para este atrator estaria conformada pela combinacao de
varias segoes, nao necessariamente lineares. O comportamento de trajetérias brus-
cas faz que existam multiplos modos de atragao/contracao que se sobre-posicionam
na mesma coordenada do plano de Poincaré o qual compromete a condicao 1-1 na

construgao do mapa de retorno.

Outro aspecto relevante é o fato do atrator Polym4 apresenta 4 dimensoes. Por

definicao, uma seccao de Poincaré corresponderia a uma hiper-superficie tridimen-
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sional. Evidentemente a andlise perderia a vantagem de ser uma ferramenta visual
para a descricao da dinamica, mas ainda assim poderia se descrever a dinamica
continua como uma dinamica discreta. Além disso, a definicao da seccao de Poin-
caré tridimensional seria mais complexa. O parametro de controle sobre a secgao
(no caso bidimensional correspondia ao angulo ) teria uma natureza mais abstrata,
ja que nao existe uma definicao natural de rotacao em 4 dimensoes. De fato o termo
usual de rotacao nao faz muito sentido em 4 dimensoes, pelo que seria necessario
recorrer a ferramentas matematicas mais complexas como transformagoes simétricas

no conjunto SO, (CVITANOVIC et al., 2016).

4.3.3 Sensibilidade as condicoes iniciais: Expoentes de Lya-

punov

A sensibilidade a pequenas mudancas nas condigoes iniciais é uma propriedade ine-
rente dos sistemas dinamicos cadticos. Dai que a avaliacao dos expoentes de Lya-
punov é uma analise necessaria para caracterizar e determinar a existéncia do caos

nos atratores estudados.

Nesta secao foram avaliados os espectros de Lyapunov, os quais contém os d

expoentes de Lyapunov dos sistemas estudados. A metodologia empregada para

calcular os espectros de Lyapunov foi explicada na Segoes |3.6.6.4] e [3.2.6.1}

A validacao do algoritmo de calculo do espectro de Lyapunov foi realizada
considerando o sistema dinamico de Lorenz (Eq. como "Benchmark”. Os
parametros do sistema corresponderam a o = 10.0; p = 45.92 e = 4.0, tomando
como condigoes iniciais (zg = 10.0,yo = 1.0,z9 = 0.0), integrando para um vetor de

tempo ¢ = [0; 10000] com passo de avaliagao ts., = 0.1.

O espectro de Lyapunov obtido para essas condicoes do sistema Lorenz foi
(A = 2.1667;A = 0.00001; A3 = —32.4634). O espectro reportado na literatura
nas mesmas condigdes corresponde a (A; = 2.16;A, = 0.00; A3 = —32.4)(WOLF
et al.,|1985). Além do sistema de Lorenz, foi também calculado o espectro de Lya-
punov para o sistema dinamico de Kot sob as condigoes apresentadas por KOSHY-
CHENTHITTAYIL| (2015), obtendo-se (A\; = 0.18076;\s = —1.4385; A3 = —8.6103)
0s quais estao muito préoximos dos reportados por KOSHY-CHENTHITTAYIL
(2015) (A1 = 0.1783;M = —1.4036; A\3 = —8.6752). Pelo anterior considera-se o

método de calculo validado.

Na Tabela sao apresentados os espectros de Lyapunov para o sistema de
Lorenz e os atratores dos sistemas Polym3 e Polym4 que foram estudados na segoes
e Observa-se que os trés sistemas possuem um expoente de Lyapunov
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Tabela 4.5: Expoentes de Lyapunov dos fluxos de estudo

Sistema dinamico A(bits) Ao(bits)  As(bits)  Ag(bits)

Lorenz 2.1667 0.00001 —32.4634 ——
Polym3 0.2765 —4.0056 —23.634 ——
Polym4 0.3165 0.00953 —22.435 —70.040

positivo (A > 0), pelo que é possivel afirmar que esses sistemas sdo sensiveis as
condicoes iniciais. Além disso, para o atrator de Lorenz e para o atrator do sistema
Polym4 aparece um expoente de Lyapunov muito perto de zero (A ~ 0), que dd um
indicio de que esses atratores sejam estranhos. A natureza estranha desses atratores

pode ser confirmada via andlise e calculo da dimensao de correlacao ou dimensao
fractal do atrator (Secao |4.5.9).

Por outro lado e conforme a definigdo de caos adotada neste trabalho (Segao
e[STROGATYZ (2014)) é possivel classificar os sistemas Polym3 e Polym4 como
sistemas caoticos. Os expoentes de Lyapunov nao sé permitem identificar sistemas
caoticos, mas também permitem quantificar o caos inerente a dinamica. Conside-
rando os resultados da Tabela [4.5] obtém-se que o a trajetéria mais cadtica corres-
ponde a do atrator de Lorenz e a trajetéria do atrator do sistema Polym4, mais

caodtica que a trajetéria do atrator do sistema Polym3.

Na Secao [3.2.6| mostrou-se que os expoentes de Lyapunov sao uma medida
invariante nos sistemas caodticos. Assim, a metodologia de calculo deve garantir essa

propriedade no célculo.

A Figura[d.44 mostra a evolugao temporal do espectro de Lyapunov do atrator
do sistema Polym3. Observa-se que os expoentes de Lyapunov tendem a se estabi-
lizarem depois de um tempo 7 = 100, pelo qual pode-se garantir que o espectro de

Lyapunov é invariante para tempos de integracao t > 100.

A Figura ilustra o comportamento invariante temporal do espectro de
Lyapunov do atrator do sistema Polym4. Como no caso anterior, o expoente que
demora mais tempo para estabilizar é o menor expoente de Lyapunov. No entanto,
nos dois sistemas dinamicos o maior expoente de Lyapunov apresentou uma rapida

estabilizacao.

Um fator que vale a pena destacar é o custo computacional que implica o
calculo do espectro de Lyapunov. A metodologia integra sucessivamente um sistema
de d(d+1) equagoes diferencias ordindrias. O método particiona o intervalo de tempo
em 10000 subintervalos, sendo que para cada subintervalo é realizada uma integragao

do sistema. A execucao de uma integracao depende do resultado da integragao
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Figura 4.44: Comportamento dos expoentes de Lyapunov do sistema Polym3 ao
longo do tempo
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Figura 4.45: Comportamento dos expoentes de Lyapunov do sistema Polym4 ao
longo do tempo

imediatamente anterior, pelo que um processo de paralelizacao da rotina de calculo

é complicado. Além da integracao, o processo realiza uma reortonormalizagao sobre

os vetores da solucao do sistema de equagoes diferenciais.
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Tabela 4.6: Principais iniciadores empregados nos mecanismos de polimerizacao via
radicais livres-caso Polym3

Sistema Tempo de computo (s)

Polym3 20.447
Polym4 58.238
Lorenz 195.069

A Tabelaf.6 mostra os tempos de computo requeridos para a determinagao do
espectro de Lyapunov dos sistemas de estudo nas condigoes previamente menciona-
das. A rotina de cédlculo foi programada em Python e o equipamento utilizado para
o célculo contava com as seguintes caracteristicas: Procesador Intel(R) Core(TM)2
Duo CPU E7500 @2.93Ghz e Memoria RAM de 4096MB. Observa-se que o tempo
requerido para calcular o espectro de Lyapunov do atrator de Lorenz foi maior, ja
que o intervalo de tempo para o calculo é maior, assim como o ntimero de iteragoes.
Para o caso dos modelos do reator, o sistema Polym4 precisou mais tempo do que
o sistema Polym3, o qual é natural, ja que o sistema Polym4 estd inserido em um
espago 4-dimensional o qual incrementa a dimensao do sistema (o espago tangente

teria dimensoes n(n + 1)) que o algoritmo resolve.

Os resultados anteriores e analises correspondem a um atrator especifico para
cada modelo de reator e correspondem a um estado de operacgao particular e reagao
de polimerizacao. Uma perspectiva mais interessante resulta no estudo e analise
de diversas condigoes operacionais sobre a dinamica dos modelos. Tomando isso em
consideracao, resulta interessante estudar os efeitos dos parametros operacionais dos

modelos sobre o surgimento de dinamicas oscilatérias e cadticas.

Na Figura |[4.46|apresenta-se o maior expoente de Lyapunov do sistema Polym3
em fungao dos parametros D e A. O diagrama foi construido sobre o cédlculo do
espectro de Lyapunov para 5000 pontos dentro da malha dos parametros D e A,

que foi definida na Tabela[3.1 Os outros parametros foram fixados conforme a Segao

B.6.11 e Tabelas 3.2 e A1l

O mapa de cores representa a magnitude do expoente de Lyapunov, sendo a cor
vermelha um indicativo de positividade no expoente; ou seja, um indicativo de caos.
A cor azul mostra um indicativo de estabilidade no comportamento. Observa-se
que para valores do parametro D = 40 o sistema apresenta expoentes de Lyapunov
negativos. Posteriormente, o sistema comeca a perder instabilidade até alcancar

expoentes de Lyapunov com valores muito préximos de zero e positivos.

Destaca-se na figura a presenca de um planalto no intervalo entre D =~ 40.5 e

D = 42.0. Esse planalto contém os expoentes de Lyapunov mais positivos, portanto
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maxA

Figura 4.46: Maximo expoente de Lyapunov do sistema Polym3 numa malha pa-
ramétrica bidimensional

toda os comportamentos complexos e nao lineares se encontram concentrados em
essa faixa paramétrica especifica. No intervalo posterior a D ~ 42.0, o comporta-
mento dinamico tende a ser estavel com expoente de Lyapunov negativo. Note-se
que o planalto se estende ao longo de todo o intervalo do parametro A, ou seja para
qualquer valor de A dentro do intervalo da malha definida e no intervalo (D = 40.5
: D & 42.0) existem comportamentos oscilatérios. Por consequéncia, o parametro

D é quem exerce a maio influencia sobre o expoente de Lyapunov.

Em relagao ao intervalo do parametro D ~ 40.5 e D =~ 42.0, observa-se
que estecorresponde aproximadamente ao intervalo gerado pelas localizagoes das
bifurcagoes de Hopf encontradas na Secao [4.3.1] via andlise de estabilidade. Isso
indica que todas as nao linearidades e comportamentos complexos se encontram

dentro da faixa delimitada pelo par de bifurcagoes de Hopf.

Considerando que o parametro D tem uma natureza dual (Eq. |3.18)), j& que re-
presenta uma propriedade do iniciador da polimerizacao e uma condi¢ao de operagao,
como o tempo de residéncia, pode-se determinar o tempo de residéncia do reator

que ¢é requerido para atingir os valores do parametro D para diferentes iniciadores.
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Tabela 4.7: Principais iniciadores empregados nos mecanismos de polimerizacao via
radicais livres, caso Polym3

Iniciadores Solvente kao(s™1) D 0(min)

2,2’-Azo-bis-isobutironitrila  Di-n-butil ftalato (80°C') 3,19607E+14 [40,4 ; 41,8] (18,31 ; 74,26]

Di-n-butil ftalato (117°C)  3,39013E+13  [40,4 ; 41,8]  [172,63 ; 700,07]

]
Cumeno (45°C') 1,15133E+13  [40,4 ; 41,8]  [508,33 ; 2061,38]
Peréxido de benzoila
Nitrobenzeno (30°C') 1,24217E+13 [40,4 ; 41,8]  [472,15 ; 1901,63]
Tolueno (30°C) 1,15133E+13 [40,4 ; 41,8] [508,33 ; 2061,38]
Peréxido Lauroila Estireno (50°C) 1,19129E+14 [40,4 ; 41,8] [49,13 ; 199,22]

Tabela 4.8: Monomeros que podem ser usados no estudo da dinamica nao linear
RODRIGUES| (2011])

Monomeros

Etileno
Acrilonitrila

Acido metacrilico, etil ester
Cloreto de vinilideno
Acetato de vinila
Estireno
p-Metil estireno
N-Vinilpirrolidona
N-Ciclohexilmaleimida

A Tabela apresenta-se uma lista dos principais iniciadores usados nas
reacoes de polimerizacao via radicais livres. As constantes de decomposicao foram
tomadas da literatura BRANDRUP et al.| (1989). Dado o intervalo do parametro
D e usando a Equacao foi calculado o correspondente intervalo de tempos de
residéncia 6. Tal e como foi mostrado por RODRIGUES| (2011)), os iniciadores lis-
tados satisfazem a condicao de que o respectivo parametro AFy se encontre dentro
da faixa 117,6 < AFE; < 122,2.

RODRIGUES| (2011) determinou também uma lista de monomeros que atin-
gem as condicoes e os intervalos dos parametros fisico-quimicos. Basicamente para
os monomeros o parametro AFE, tem que se encontrar dentro da faixa descrita acima
e o parametro AFE; dentro da faixa 10472,45 < AE; < 11211, 76.

Observa-se que a faixa de tempos de residéncia é ampla para todos os inicia-
dores. No caso dos reatores industriais tipicos, tem-se que as faixas de tamanho do
reator estao entre 20— 100m3, e que os tempos de residencia por exemplo para o caso
do reator de Poliestireno se encontra na faixa de 1A — 3h. (SALDIVAR-GUERRA
e VIVALDO-LIMA| 2013) De acordo com o exposto s6 as polimerizagdes que sao

iniciadas por 2,2’-Azo-bis-isobutironitrila ou Perdxido Lauroila seriam reagoes sus-
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ceptiveis a apresentar comportamentos dinamicos nao lineares em reatores de escala
industrial, embora todos os sistemas possam ser avaliados experimentalmente no

laboratorio, em especial os que apresentam menores tempos de residéncia.

Na figura [4.46] é possivel observar o planalto. Note-se que os expoentes de
Lyapunov positivos estao bem préximos de zero, que indica que o comportamento
caodtico se encontra imerso dentro de um espaco no qual ocorrem diferentes compor-
tamentos com tendéncia oscilatéria periddica. Além disso, chama a atencao a baixa
magnitude dos expoentes de Lyapunov (A < 1). Outra familia de casos cadticos

pode ser extraida da determinando os pontos para os quais A > 0.

-1

n’?(FLi')l

Figura 4.47: Distribuicao dos pontos de calculo do expoente de Lyapunov do sistema
Polym3 numa malha paramétrica bidimensional

A figura [£.47 mostra a distribuicao dos pontos calculados na malha bidimen-
sional dos parametros D e A. Observa-se que o expoente de Lyapunov forma uma
funcao suave no intervalo D = 34.0; D ~ 40.0. Depois desse intervalo, o compor-
tamento comeca a ter uma natureza mais acidentada. A distribuicao de pontos é
uniforme e a densidade de pontos no espago considera-se suficiente para descrever o

comportamento do sistema.

Com relagao ao sistema Polym4, a anélise do maximo expoente de Lyapunov
foi realizada determinando o espectro de Lyapunov para 5000 pontos dentro da

malha dos parametros D e A fixados na Tabela Os outros parametros foram
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fixados conforme a Segao e Tabelas 3.3 e

= 0.08
| 0.04
+40.02
- 0.00

+4-0.02

—0.08

=0.10

Figura 4.48: Maximo expoente de Lyapunov do sistema Polym4 numa malha pa-
ramétrica bidimensional

A Figura [4.48 mostra o comportamento do maior exponente de Lyapunov
do sistema Polym4 na malha paramétrica D — A. De forma semelhante ao caso
do sistema Polym3, observa-se o surgimento de um planalto entre os intervalos
D =~ (40.9;42.0) e A = (—10.5; —=9.0). O comportamento do expoente de Lyapunov
é decrescente no intervalo D =~ (35.0;40.9). Na regiao posterior ao planalto, o
comportamento dos exponentes de Lyapunov é aproximadamente estdavel o os sinais

se mantém negativos.

De forma andloga ao caso Polym3 o intervalo do parametro D no planalto
corresponde de forma aproximada ao intervalo definido pelas localizagoes das bi-
furcacoes de Hopf D = 40.85 e D = 41.6 detetadas usando a andlise de estabilidade
local da Secao|4.3.1} Portanto, para o sistema Polym4 todos os comportamentos nao
lineares se encontram também dentro da faixa definida pelas bifurcacoes de Hopf.
Nos dois sistemas vale destacar a grande proximidade dos intervalos dos respectivos

planaltos.

A Tabela 4.9 mostra as propriedades dos diferentes iniciadores. Dada a grande
proximidade dos intervalos, os tempos de residéncia dos diferentes iniciadores quase
nao muda em relagao aos calculados na Tabela[d.7, De acordo com o acima exposto,
sO as polimerizagoes que sao iniciadas por 2,2’-Azo-bis-isobutironitrila ou Peréxido
Lauroil seriam reacgoes susceptiveis a apresentar comportamentos dinamicos nao li-

neares em reatores de escala industrial.
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Tabela 4.9: Principais iniciadores empregados nos mecanismos de polimerizacao via
radicais livres, caso Polym4

Iniciadores Solvente kao(s™1) D 0(min)

2,2’-Azo-bis-isobutironitrila  Di-n-butil ftalato (80°C') 3,19607E+14 [40,8 ; 41,6] (27,3 ; 60,79]

Di-n-butil ftalato (117°C)  3,39013E+13  [40,8 ; 41,6]  [172,63 ; 700,07]

]
Cumeno (45°C) 1,15133E4+13  [40,8 ; 41,6]  [257,54 ; 573,16]
Peréxido de benzoila
Nitrobenzeno (30°C') 1,24217E+13 [40,8 ; 41,6] [758,33 ; 1687,73]
Tolueno (30°C) 1,15133E+13 [40,8 ; 41,6] [702,88 ; 1564,29]
Peréxido Lauroil Estireno (50°C) 1,19129E+14 [40,8 ; 41,6] [73,29 ; 163,12]

Vale destacar que a inclusao do efeito térmico da camisa (Polym4) ndo mudo
notoriamente os intervalos do parametro D em relacao ao caso do reator sem camisa
(Polym3)

Na figura pode-se observar em detalhe a estrutura do planalto. Esse
planalto é menos uniforme do que o planalto do sistema Polym3, identificando-
se uma grande quantidade de picos, sendo que o pico mais cadtico (vermelho) se

encontra aproximadamente na regiao entre D ~ (40, 3;40,8)e A ~ (—10, 3; —10,5).

Note-se que a diferentemente do caso do sistema Polym3, o parametro A exerce
uma maior influencia. Isso é evidenciado pelo surgimento de varios picos ou estrutu-
ras de comportamentos locais. Por exemplo, no caso do sistema Polym3 o planalto
existia para praticamente todo o intervalo de malha do parametro A; neste caso, o
planalto sé existe para um certo intervalo de valores do parametro A. Além disso,
¢ importante ressaltar que o sistema Polym4 apresenta instancias mais cadticas do
que o sistema Polym3, lembrando que o tamanho dos planaltos é quase igual para

os dois casos.

A Figura [4.49| mostra a distribuigao dos pontos calculados na malha bidimen-
sional dos parametros D e A. Tal como no caso do sistema Polym3, o expoente de
Lyapunov forma uma funcao suave no intervalo D = 34.0; D ~ 40.0. Observa-se que

vérios casos cadticos deste sistema sao facilmente identificidveis (pontos vermelhos).

Outro aspecto a considerar é o efeito dos parametros C'1 e C'2 sobre os expo-
entes de Lyapunov, uma vez que esses parametros definem a dinamica inteira do

balanco de energia da camisa.

A anélise do maximo expoente de Lyapunov neste caso foi realizada determi-
nando o espectro de Lyapunov para 5000 pontos dentro da malha dos parametros
C1 e C2 fixados na Tabela [3.1] Os outros parametros foram fixados conforme a

Secao e Tabelas 3.3 e [4.2]

A Figura [4.50] apresenta o comportamento do expoente maximo de Lyapunov.
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Figura 4.49: Distribuicao dos pontos de calculo do expoente de Lyapunov do sistema
Polym4 numa malha paramétrica bidimensional
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Figura 4.50: Distribuicao dos pontos de calculo do expoente de Lyapunov do sistema
Polym4 numa malha paramétrica bidimensional C'1 — C2
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Para as condicoes consideradas observa-se que o comportamento, é em quase todo o
espago ¢é de cardcter oscilatério. Destaca-se a presenca de varios picos que indicam a
existéncia de expoentes A > 0. Ao contrario ao caso da malha bidimensional D — A,
tem-se casos cadticos distribuidos ao longo do espago (na malha D — A os casos

cadticos estavam concentrados dentro do planalto)

Outra caracteristica importante é que os valores do maximo exponente de
Lyapunov se encontra em um intervalo mais estreito em relagdo a malha D — A,
e para uma grande regiao do espago é garantido um comportamento pelo menos
oscilatério periddico. Mais casos de dinamicas cadticas podem ser encontrados na

figura [4.50] identificando os respectivos pontos.

As anteriores observagoes sao compativeis com os resultados obtidos na secao
[4.2] onde foi possivel observar que os 7 casos cadticos possufam valores de D e A
muito préximos entre si, enquanto os valores de C'1 e C'2 variavam em um intervalo

mais amplo.

Na figura[4.50] também ilustra-se a distribui¢ao uniforme dos pontos calculados
para o sistema Polym4. Um comportamento interessante que pode ser observado
corresponde ao fato de que a estabilidade do sistema pode ser dividida em duas
regioes espacias. Considerando o plano bidimensional C'l1 — C'2, na area superior
delimitada pela diagonal do plano observa-se que o expoente de Lyapunov tende
a diminuir; ou seja, em essa regiao paramétrica o sistema tende a ganhar estabili-
dade. Na area inferior, delimitada pela diagonal o sistema apresenta comportamento

complexo, que pelo menos ¢é oscilatorio periddico.

4.3.4 Anadlise da estabilidade local de trajetorias: Matriz J

A andlise de estabilidade de uma trajetéria no sistema dinamico foi realizado pela
avaliacao dos valores caracteristicos ou multiplicadores da matriz de Jacobiana J
para uma trajetdria que passa pelo ponto de equilibrio z, mais préoximo a regiao de

atracgao.

Os céalculos da matriz Jacobiana foram realizados conforme explicado na Segoes

13.2.2.2| ¢ [3.6.6.3| para o fluxo do atrator de Rossler (Eq. ), 0 caso 13 do atrator
Polym3 (Segao 4.2.1.3]) e o caso 16 do atrator Polym4 (Secao [4.2.2.3). As condigbes

paramétricas foram fixadas conforme a Secao e os atratores correspondem aos

mesmos atratores analisados na Secao [4.3.1}

CVITANOVIC et al. (2016)) reportou a existéncia de uma oérbita periddica

simples (de tnico periodo) do fluxo de Rossler para um ponto periddico
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r, = (9.2690828474963798 ,0.0, 2.5815927750254137) e um periodo T =
5.8810885346818402. Para propdsitos de validacao da metodologia de célculo foi

utilizado essa érbita periddica como ”Benchmark”.

-8
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Figura 4.51: Vetores caracteristicos da matriz Jacobiana numa o6rbita peridédica do
sistema Rossler

As equagoes do fluxo do atrator Rossler (Eq. [3.2.1) formam integradas, to-
mando o ponto periédico x, como condi¢ao inicial e o periodo T como tempo de
integracao. As condigoes paramétricas do fluxo correspondem as mesmas condigoes

paramétricas do atrator cadtico (a = 0.2;b = 0.2;¢ = 5.7).

Na Figura [4.51| apresenta-se o ciclo ou érbita fechada de periodo simples.
Observa-se que o periodo T' corresponde exatamente ao tempo para o qual a tra-
jetoria que sai do ponto periddico z, retorna ao mesmo ponto. As setas representam
os trés vetores caracteristicos da matriz Jacobiana. Observa-se que existe um vetor
caracteristico marginal, que tem a mesma diregdo do fluxo (seta vermelha), lem-
brando que a existéncia de um vetor caracteristico marginal ¢ uma propriedade

natural dos ciclos limites ja que constituem uma medida invariante.

A Figura [4.52] mostra uma parte da trajetéria cadtica do caso 13 do sis-
tema Polym3 com os respectivos trés vetores caracteristicos da matriz Jacobiana.
Observa-se que para o intervalo de integracao a trajetéria mantem seu comporta-

mento assimptoético e nunca retorna num ponto periédico x,. Dai, que nenhum dos
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Figura 4.52: Vetores caracteristicos da matriz Jacobiana na trajetéria cadtica do
sistema Polym3
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Figura 4.53: Vetores caracteristicos da matriz Jacobiana na trajetéria cadtica do
sistema Polym4

Na figura [4.53] ilustra-se uma parte da trajetéria cadtica do sistema Polym4 do
caso 16. Dado que a representacao do fluxo acontece no espaco tridimensional, sé

sao mostrados trés dos quatro vetores caracteristicos de matriz Jacobiana. Para o
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Tabela 4.10: Multiplicadores de estabilidade da matriz J dos fluxos de estudo

Sistema dinamico A1 (bits) Ao (bits) A3 (bits) Ay (bits)
Rossler 0.9999 8.9321e — 13 —2.4039 ——
Polym3 2.3874e +92  1.2132e+75  2.85T4e+ 78 ——
Polym4 1.8757e +54 —6.1601e +29 —6.8015e+ 14 2.1703e + 32

tempo de integracao considerado, todos os vetores caracteristicos possuem direcoes

nao marginais ao fluxo.

Na Tabela apresentam-se os correspondentes multiplicadores de estabi-
lidade (valores caracteristicos da matriz J) dos trés diferentes sistemas estudados.
Para o sistema de Rossler, cuja trajetoria correspondia a um ciclo ou orbita fe-
chada, observa-se que o segundo multiplicador de Floquet (quando a trajetoria cor-
responde a um ciclo o multiplicador de estabilidade passa a chamar-se multiplicador
de Floquet) corresponde ao multiplicador marginal Ay = 0. Além disso, o primeiro
multiplicador \; > 0, pelo que se pode dizer que o fluxo se expande na direcao
correspondente e o terceiro multiplicador A3 < 0 o qual indica uma contragao do

fluxo na diregao respectiva.

Considerando o critério de estabilidade de ciclos da Secao [3.2.3.2] pode-se
classificar o ciclo de Rossler como Hiperbdlico, sela ou instavel a perturbagoes fora
da variedade estavel, uma vez que |[A;| > 1 e |A3] < 1. Ou seja, existem diregoes
que saem do circulo unitario |[A;| > 1 (instaveis) e outras diregdes que nao saem do

circulo unitério |Aj| < 1 (estaveis).

No caso das trajetérias cadticas dos sistemas Polym3 e Polym4 nao foi possivel
identificar orbitas periddicas simples, dai que nao existem exponentes marginais nas
respectivas matrizes Jacobianas. A trajetoria cadtica do sistema Polym3 apresen-
tou A 23 > 0, o que significa que a vizinhanca associada a condicao inicial sofreu
deformagoes expansivas em todas as dire¢oes do fluxo (y,m e T'); ou seja, o fluxo é
instavel sob a condicao temporal de integracao. Por outro lado, a trajetéria cadtica
do sistema Polym4 mostrou multiplicadores de estabilidade positivos e negativos
(A4 > 0 e A3 < 0), o que indica que a vizinhanga sofreu deformagoes expansivas
nas direcoes do fluxo y e T}, e deformacoes de contracao nas diregoes m e T'. Dai

que a trajetoria tem um caracter hiperbdlico instéavel.
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4.4 Continuacao paramétrica

A andlise e identificagao de singularidades nos pontos de equilibrio é frequentemente
realizada com o auxilio de técnicas de continuagao paramétrica. Para os propdsitos
deste trabalho, a continuagao paramétrica permite identificar bifurcagoes, comporta-
mentos estaveis e instaveis do sistema dinamica em funcao de um ou mais parametros
do modelo. Além disso, a continuacao paramétrica permite validar muitos dos re-

sultados presentados anteriormente.

A andlise de continuacao paramétrica é implementada para o caso 13 do sis-
tema Polym3 e o caso 16 do sistema Polym4. Duas ferramentas foram utilizadas:
em uma primeira instancia é usado o software AUTO07 e posteriormente foi usado
o software M ATCONT. As simulagoes foram executadas conforme as metodologias

explicadas na Secao [3.6.4]

4.4.1 Bifurcagoes codimensao 1: AUTO

Tal e como foi descrito na metodologia (se¢ao , o procedimento de continuacao
precisa que seja providenciado um estado estacionario do sistema dinamico. Para o
caso do atrator do sistema Polym3 foi determinado o estado estaciondrio estavel x, =
(yq, myq, Ty) = (1.17542,0.55429, 307.46793) via simulacdo dinamica. O parametro

de bifurcacao escolhido foi o parametro D, cuja inicializacao comegou em D = 42.0.
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Figura 4.54: Diagrama de bifurcacao para o sistema Polym3:Solugoes estacionarias
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A Figura [4.54] mostra o ramo de solugoes estaciondrias obtido para o sistema
Polym3 a partir do ponto de equilibrio z, proporcionado. No diagrama, os ra-
mos estaveis e instaveis sao representados, respectivamente por —e -—-. Pontos de

bifurcagao de Hopf sao indicados pelo simbolo ().

Observa-se que os equilibrios instaveis se encontram no meio das duas bi-
furcacoes de Hopf. A primeira bifurcacoes de Hopf se encontra localizada em
D = 41.8645 com uma temperatura T = 308.734. Os respectivos valores ca-
racteristicos correspondem a (7.45035e¢ — 09 — 4.412814, 7.45035e¢ — 09 + 4.412814,
—0.73092). Claramente se observa que a parte real dos valores caracteristicos com-
plexos é praticamente zero, ou seja, o sistema possui valores caracteristicos ima-
ginarios puros, que é uma condicao necessaria na definicao de uma bifurcacao de
Hopf.

A segunda bifurcagao de Hopf localiza-se em D = 40.4208 e T = 372 e tem
valores carateristicos iguais a (3.54476e — 06 — 1.422724, 3.54476e — 06 + 1.42272,
—3.78223). Nas duas bifurcagoes, observa-se que podem ocorrer a temperaturas
muito proximas das temperaturas de polimerizagao que sao usais nas praticas indus-
triais. Isso mostra a possibilidade de comportamentos oscilatorios serem observados

experimentalmente, mesmo quando pequenos reatores de escala de laboratorio sao

utilizados.
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Figura 4.55: Diagrama de bifurcacao para o sistema Polym3:Solugoes peridédicas

A Figura mostra os ramos de solugoes oscilatérias periddicas obtidos a

partir das continuagoes paramétricas nos pontos de bifurcacao de Hopf.
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Em relacao as solucoes oscilatorias, tem-se que os ramos de solugoes peridédicas
estdveis e instaveis estao representados respectivamente por (@) e (O), lembrando
que os ramos de solugoes periddicas originam-se a partir dos pontos de bifurcacao de
Hopf (HB). Os ramos de solugdes mostram as temperaturas maximas e minimas de
oscilacao do reator de polimerizacao. Pode-se verificar que as oscilagoes periddicas
obtidas na simulagao sao esperadas em escalas de temperatura de relevancia indus-

trial. Destaca-se que no ramo superior o sistema muda de estabilidade ao longo do

ramo.
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Figura 4.56: Diagrama de bifurcacao para o sistema Polym3:Solugdes periddicas
ramificadas

Na Figura [4.56] sao vistas outras bifurcagoes em ramos de orbitas periddicas.
Uma delas é a bifurcagdo do tipo duplicacao de periodo (PD), em que nimero de
maximos e minimos da orbita peridédica dobra. Observa-se que, quando ocorre a
duplicagao de periodo, a dérbita que era estavel antes da bifurcagao passa a ser

instavel.

Em alguns sistemas dinamicos sao usuais as cascatas de bifurcagoes de du-
plicacao de periodo, em que ramos de solugoes periddicas sofrem sucessivas du-
plicacoes, tornando a dinamica do sistema cada vez mais complexa. Por outro lado,
uma sequencia de cascatas pode levar ao surgimento de comportamento cadtico como
consequeéncia do acimulo de érbitas instaveis em uma regiao paramétrica estreita
SAVI (2006).

Observa-se que o reator, a principio, oscila num periodo tnico nos pontos
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de bifurcacao de Hopf; posteriormente, as oscilagoes dobram o periodo para cada

bifurcacao de duplicacao de periodo.

Para o caso do atrator do sistema Polym4 foi determinado o estado estacionario
estavel x, = (y,, my, T,) = (1.2185,0.32821, 305.70692, 297.66245) via simulacao
dinamica. O parametro de bifurcacao escolhido foi o parametro D, cuja inicializagao

comecou em D = 42.0.
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Figura 4.57: Diagrama de bifurcacao para o sistema Polym4:Solucoes estacionarias

A figura apresenta a continuacao paramétrica do ponto de equilibrio z,
proporcionado, sendo possivel identificar a estabilidade do ramo de solugoes esta-
ciondrias do sistema. Tal como no sistema Polym3, as solucoes estacionarias sao

instaveis entra as bifurcagoes de Hopf.

A primeira bifurcacdo de Hopf esta localizada em D = 41.739 com uma
temperatura T = 308.169. Os respectivos valores caracteristicos correspondem
a (1.07343e — 06 — 7.907644,1.07343e — 06 + 7.907647,—0.75219,—1.53807) sendo
dois valores reais e dois valores imaginarios puros. A segunda bifurcacdo de Hopf
localiza-se em D = 40.1312 e T' = 365,053 e tem valores caracteristicos iguais a
(3.53710e — 08 — 19.274,3.53710e — 08 + 19.274,—1.49217,—4.23794). Destaca-se que
as temperaturas das bifurcacoes de Hopf sao de total relevancia para os reatores
industriais, devido a sua proximidade com as temperaturas tipicas de operacao do

reator.

Os ramos periddicos que foram obtidos via continuagao paramétrica dos pontos

de bifurcagao de Hopf sao apresentados na Figura [4.58 Observa-se que os ramos
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Figura 4.58: Diagrama de bifurcacao para o sistema Polym4:Solucoes periddicas

peridédicos da segunda bifurcacao sao na sua maioria estaveis, enquanto os ramos
periddicos da primeira bifurcacao de Hopf sao instaveis. O tamanho dos ramos indica

que as oscilagoes associadas a primeira bifurcagao de Hopf tem maior amplitude do

que as oscilacgoes associadas a segunda bifurcagao de Hopf.
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Figura 4.59: Diagrama de bifurcacao para o sistema Polym4:Solugoes peridédicas por

duplicacao
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As continuagoes paramétricas construidas a partir das bifurcagoes de du-
plicacao de periodo mostram que os ramos estao muito proximos uns dos outros,
parecendo gerar mudancgas de estabilidade ao longo do ramo. Também o tamanho
dos ramos é incrementado pelo que as oscilacoes tendem a flutuar num intervalo de

temperatura maior.

O processo de continuagao paramétrica pode-se estender indefinidamente sobre
todos os possiveis pontos de duplicacao de periodo que o sistema possa apresentar,
podendo ser identificada uma possivel rota do caos por cascatas de duplicacao de

periodo.

4.4.2 Bifurcacoes codimensao 2: MATCONT

Um dos aspectos mais importantes discutidos na Secao foi a impossibilidade
do software AUTO identificar pontos de bifurcagao de codimensao 2 (Se¢ao|3.2.7.2)).
Considerando tal aspecto foram implementadas as continuagoes paramétricas no

MATCONT para complementar as observagoes e resultados obtidos na Secao 4.4.1}

O atrator do sistema Polym4 foi simulado considerando o mesmo equilibrio z,

da continuacao no AUTO.
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Figura 4.60: Diagrama de bifurcacao para o sistema Polym4 via MAT-
CONT:Solucoes estacionérias
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A figuraf.60] mostra o diagrama de bifurcacao das solugoes estaciondrias, sendo
que os pontos vermelhos representam as singularidades. O marcador H indica a
presenca de uma bifurcacao de Hopf. A localizacao da primeira bifurcagao de Hopf
encontra-se em D = 41.7393 e T" = 308.1685K. A segunda bifurcacao de Hopf
localiza-se em D = 40.1312 e T" = 365.0529K. Observa-se que as localizagoes
obtidas nas continuagoes por ambos métodos (MATCONT e AUTO) sao iguais,

mostrando a consisténcia das simulacoes.

Temparatura (K]

HOHH @

Figura 4.61: Diagrama de bifurcacao estendido para o sistema Polym4 via MAT-
CONT:Solucoes estacionarias

A figura apresenta o diagrama de bifurcacao dos ramos estacionarios,
mas estendido numa faixa paramétrica maior. Destaca-se o surgimento de duas
bifurcagoes de ponto limite (LP), e a presenca de seis selas neutrais (que nao sao
propriamente bifurcagdes, mas tem uma ligacao direta com bifurcagoes de Hopf) e
bifurcacoes de ordem superior. A andlise de continuacao no caso permite identifi-
car outras regioes paramétricas que apresentam comportamentos nao lineares, de
forma que o procedimento de continuagao paramétrico auxiliar a busca de solugoes

oscilatorias.

A Figura [4.61] mostra o resultado da continuagao paramétrica sobre um ponto
de bifurcacao de Hopf, que consiste na curva de solucoes estacionarias que se encontra
conectada a curva de Hopf. A continuagao paramétrica requerida para calcular a

curva de Hopf é realizada com dois parametros que para o caso em particular foram
D e A.

A curva de Hopf observada comeca num ponto de bifurcacao de Hopf e termina

no outro, de tal forma que a curva é completamente fechada. No caminho da curva de
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Figura 4.62: Diagrama de bifurcagao para o sistema Polym4 via MATCONT:Curva
de Hopf

Hopf, observa-se o surgimento de varias bifurcacoes de codimensao 2: 6 bifurcagoes
generalizadas de Hopf (GH), 2 bifurcagoes zero de Hopf (ZH), 2 bifurcagdes duplas
de Hopf (HH) e 2 bifurcagoes Bogdanov-Takesn (BT).

A identificacao das bifurcacoes de codimensao 2 é de grande importancia, sendo
que as interacoes entre ramos de Orbitas instdveis e pontos fixos pode complicar
ainda mais a dinamica, gerando bifurcagoes mais complexas e que permitem iden-
tificar possiveis rutas de caos. Por exemplo, as bifurcacoes de Bogdanov-Takens
normalmente estao associadas ao surgimento de orbitas homoclinicas, que é uma
rota de caos via bifurcacdo global (KUZNETSOV] [2013]).

O MATCONT também permite realizar continuacao paramétrica sobre os ci-

clos limites associados aos pontos de bifurcacao de Hopf.

A Figura mostra as familias de ciclos limites que se derivam a partir das
duas bifurcacoes de Hopf. Os ciclos limites mais externos apresentam um periodo
maior do que os ciclos limites internos. A continuacao projeta o ciclo limite sobre
um espaco bidimensional, dada pelas bases x1 e x2 das varidveis do reator m e y.

A geometria dos ciclos se conserva ao longo da continuacgao.

Com o objetivo de confirmar a existéncia dos ciclos limites nos pontos de
bifurcacao de Hopf foram realizadas as respectivas simulagdes dinamicas, tomando

o valor D de cada bifurcacao.
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Figura 4.63: Espacos de fases dos ciclos limites obtidos pela continuagao das bi-

furcacoes de Hopf : (4.63a]) corresponde a primeira bifurcacao de Hopf; e (4.63b)
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Figura 4.64: Espacos de fases dos ciclos limites obtidos por simula¢ao dinamica :

(4.64a)) corresponde a primeira bifurcacao de Hopf; e (4.64b]) corresponde a segunda
bifurcacao de Hopf

A figura [4.64] confirma via simulagdo dindmica a existéncia dos ciclos limites

originados nas bifurcagoes de Hopf.

E importante destacar que as localizacoes aproximadas das bifurcacoes de Hopf
obtidas pela andlise de estabilidade da matriz A na secao sao muito proximas
das localizagoes obtidas pelos métodos de continuagao paramétrica (MATCONT e
AUTO), dando consisténcia as simulagoes. Além disso, a andlise de continuagao
paramétrica confirma que todas as nao linearidades e instabilidades do sistema se

encontram entre as das duas bifurcagoes de Hopf (Figura |4.57) que também é coe-
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rente com o a regiao paramétrica em que surge o planalto na andlise dos expoentes

de Lyapunov (figura |4.49)).

Baseado no explicado acima, é relevante determinar o comprimento do inter-
valo D que é delimitado pelas bifurcacoes de Hopf, que para os propdsitos deste
trabalho, é chamado de intervalo de Hopf, uma vez que o tamanho do intervalo
esta direitamente relacionado com a probabilidade de fenomenos nao lineares e osci-
latérios acontecerem, ja que a faixa paramétrica de tempos de residéncia e constantes

de iniciador seriam maiores.
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Figura 4.65: Ramos estaciondrios do sistema Polym4 para C'1 = 0.5 (preto) e C'1 =
1.5 (azul)

Na figura [4.65] mostram-se duas continuagoes paramétricas do sistema Polym4
realizadas para dois diferentes valores do parametro C'1. Para cada uma das conti-
nuacoes foi necessario providenciar um estado estacionario o qual varia em funcao
do parametro C'l. Identifica-se um deslocamento leve do ramo estacionario para
esquerda; a medida que C'1 aumenta. Também é possivel observar que as loca-
lizacoes dos pontos de bifurcacao de Hopf nao mudam consideravelmente em funcao

do parametro C'1.

Uma andlise pertinente consiste no acompanhamento da distancia entre os dois

pontos de bifurcacao de Hopf (comprimento do intervalo) em fun¢do do parametro
C1.

Na figura apresenta-se a distancia do intervalo de Hopf em unidades do

parametro D para diferentes valores do parametro C'l. Observa-se que a distancia
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Figura 4.66: Distancia do intervalo de Hopf como fungao do parametro C'1 do sistema
Polym4.

do intervalo tem uma tendéncia crescente, a medida que C'1 aumenta. Aproximada-
mente para C'l > 2.5 o comprimento do intervalo se mantem constante. No entanto
a distancia do intervalo em geral é pouco sensivel ao parametro C'1, uma vez que
foi preciso uma mudanca em C'1 de aproximadamente 2 unidades para obter uma
mudanga no intervalo de Hopf em aproximadamente 0.14 unidades (unidades do

parametro D).

Considere-se o caso em que ocorre uma polimerizacao iniciada com 2.2’ Azo-
bis-isobutironitrila; seria preciso diminuir a metade o tempo de residéncia da camisa
(lembrando que o parametro C'1 corresponde a relagdo do tempo de residencia do
reator com o tempo de residéncia da camisa de resfriamento), para obter um in-
cremento de 0.14 unidades no intervalo de Hopf, (que representadas em tempo de

residencia do reator corresponderia a um incremento de Af = 2.16e — 13min).

O fato descrito acima indica que o intervalo de Hopf é praticamente insensivel
ao efeito da dinamica da camisa. Ou seja, o comprimento do intervalo onde aconte-
cem os fendmenos nao lineares nao muda em funcao da operacao da camisa, embora
possam ocorrer deslocamentos do intervalo, mas o tamanho do intervalo permanece
quase invariante. Considerando o planalto caracteristico nos expoentes de Lyapunov,
pode-se dizer que a largura do planalto em respeito ao parametro D é praticamente

sempre o mesmo e indiferente do valor do parametro C'1.
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A anélise indica que o efeito da camisa sobre as regioes do parametro D onde
ocorrem os fenomenos nao lineares é desprezivel. Considerando que as regioes ou
intervalos onde acontece o comportamento cadtico esta imerso dentro do intervalo de
Hopf (RODRIGUES] 2011)), é evidente que a probabilidade de obter uma operagao

cadtica no reator em respeito ao parametro D nao muda em funcao da operacao da

camisa.
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Figura 4.67: Ramos estacionarios do sistema Polym4 tomando C1 como parametro
de bifurcacao

A analise de continuacao paramétrica nao se restringe ao parametro D. Na
Figura[4.67)apresenta-se o ramo estaciondrio obtido pela continuagao paramétrica do
sistema Polym4 respeito ao parametro C'1. Também é possivel observar um ponto de
bifurcacao de Hopf sobre o ramo estacionério, destacando que se encontra localizado

sobre uma temperatura que é facilmente alcangavel numa operacao industrial

A figura mostra os resultados da continuacao do ciclo limite associado ao

ponto de bifurcacao de Hopf detetado no ramo estacionario.

A dinamica da camisa nao sé se encontra descrita pelo parametro C'1, mas

também pelo parametro C2 que é um parametro fisico-quimico do modelo.

O ramo de solucoes estaciondrias do sistema Polym4 usando o parametro C'2
como parametro de bifurcagao é apresentado na figura £.69] Em resumo, aparecem

duas bifurcagoes de Hopf (H), no meio delas aparecem duas bifurcagoes de ponto
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de bifurcacao
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limite (LP )e quatro singularidades de selas neutrais.
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Figura 4.70: Curva de Hopf para o sistema Polym4 tomando C2 e D como
parametros de bifurcacgao

Na figura [4.70] apresenta-se a curva de Hopf obtida pela continuagao a dois
parametros (C2 e D)de um ponto de bifurcacao de Hopf. Observa-se que a curva
de Hopf conecta os dois pontos de bifurcacao de Hopf; ou seja, a curva pode ser
obtida pela continuacao de qualquer um dos pontos de bifurcacao. Sobre a curva
de Hopf surgem outras singularidades e bifurcacoes de codimensao 2, tais como
bifurcagoes zero de Hopf (ZH), bifurcagoes generalizadas de Hopf (ZH) e bifurcagoes
duplas de Hopf (HH), produto das interagoes dos ramos instéveis das bifurcagoes de

codimensao 1 obtidas inicialmente.

Um aspecto destacado é que a maioria das singularidades e bifurcagoes de co-
dimensao 2 existem para valores negativos de C'2. Sabendo que os valores negativos
de C'2 nao apresentam significado fisico a dinamica se restringe ao aparecimento de
uma bifurcagao de Hopf e duas bifurcac¢oes generalizadas de Hopf, que correspondem

a valores positivos de C2.

Finalmente a figura corresponde & continuacao paramétrica do ciclo limite
associado a bifurcacao de Hopf encontrada no ramo de solugoes estacionarias. Essa
bifurcacao de Hopf é a unica bifurcacao que tém sentido fisico ja que as outras estao

localizadas em valores de C2 negativos.

Vale a pena notar que as andlises de continuacao paramétrica considerando

os parametros C'l e C'2 mostraram que nao s6 o parametro D pode influenciar
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Figura 4.71: Espacos de fases dos ciclos limites obtidos pela continuacao do ciclo
limite na bifurcacao de Hopf localizada em C2=0.246

dinamicas complexas do reator, mas que os parametros da dinamica da camisa

podem originar dinamicas pelo menos oscilatorias.

4.5 Analise nao linear de series temporais

A andlise nao linear de séries temporais foi implementada, conforme explicado na
Segao [3.4] e usando a metodologia da Segao [3.6.7. Duas séries foram consideradas
para a analise e caracterizacao: a primeira corresponde a serie temporal da varidvel
T do caso 13 do modelo Polym3 (segao , enquanto a segunda serie temporal
de estudo corresponde a serie da varidavel T' do caso 16 do modelo Polym4 (Secao

4.2.2.3). As duas séries temporais(Figuras e 4.23) escolhidas correspondem aos

fluxos cadticos, tal e como foi demostrado na Segao [4.3]

4.5.1 Awutocorrelagao

A autocorrelagdo permite determinar a existéncia de uma relagao de tipo linear
entre os dados de uma série temporal consigo mesma num tempo determinado. E
importante chamar a atencao a necessidade de garantir a total independéncia dos

dados, de forma que para as préximas andlises é preciso que as séries de tempo
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estejam compostas pelo conjunto invariante do sistema dinamico. Esta ferramenta é
de grande interesse porque permite determinar um tempo de atraso adequado, que

serd usado na reconstrucao do espago de fases.

A rotina empregada para o cdlculo da autocorrelagao na série temporal é for-
necida por TISEAN e sua funcao corr, onde sé é preciso fornecer um parametro

de inicializacao que corresponde ao numero de correlagoes considerando o qual foi

fixado em 500 (HEGGER et al, 1999).
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Figura 4.72: Funcao de autocorrelacao da serie temporal 7' do sistema Polym3

A Figura mostra a fungao de aucorrelagao da serie temporal 7" do sistema
Polym3. Observa-se que existe uma autocorrelacao nula para um tempo de atraso
T = 215; ou seja, para esse atraso as medidas podem ser consideradas independentes

e nao apresentam correlacao linear.

A funcao de autocorrelacao da série temporal do atrator Polym4 é muito se-
melhante a autocorrelacao da série temporal do atrator Polym3. Isso é explicado
pelas condigoes de troca térmica da camisa, fazendo com que a quantidade de calor
retirado do reator seja pequena e que o perfil temporal da temperatura do reator
continua sendo praticamente um perfil de temperatura de um reator sem sistema de

resfriamento.

A figura mostra que o tempo de autocorrelagao nula para a série temporal
T do sistema Polym4 é T' = 215.

Os tempos de atraso com correlacao nula, obtidos via andlise da funcao de au-
tocorrelagao sao empregados como variaveis de imersao na reconstrucao dos espacos

de estados.
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Figura 4.73: Funcao de autocorrelacao da serie temporal 7' do sistema Polym4

De forma geral chama a atencao o alto tempo de correlacao, o qual afeta a
aplicacao do Teorema de Takens Rouelle (HEGGER et al.}1999) para a reconstrucao
do espago de fases, ja que seriam desconsiderados uma ampla quantidade de pontos

da série original para gerar a segunda e terceira série de dados.

4.5.2 Informacao mutua

Outro método usado para determinar o tempo de atraso para a reconstrucao do
espaco de fases é o método da informagao mutua. O método leva em conta as nao li-
nearidades do sistema, entanto que o método de autocorrelagao sé considera relagoes
de tipo linear. A informacao mutua mostra a dependéncia entre duas medidas ou
dados, e pode ser interpretada como o conhecimento que se tem de um dato a partir
da informagao de seu dado par. A ferramenta também permite conhecer o tempo

no qual os dados nao estao correlacionados em um tempo dado.

O critério para a escolha do atraso adequado é o que corresponde ao primeiro
minimo da fungdo de informacao mutua. A rotina usada para determinar a in-

formacao mutua da serie temporal é mutual . Para o célculo foram usadas 40 caixas
por particao (HEGGER et al., [1999).

Na figuras e sao apresentadas as informagoes mutuas em funcao do

tempo de atraso para os sistema Polym3 e o sistema Polym4.

Dado que nao é possivel localizar minimos nas fung¢oes de informacgao mitua, se

determina o atraso como aquel que consegue reduzir a informacao mutua inicial em
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Figura 4.74: Fungao de informagao mutua da serie temporal 7" do sistema Polym3
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Figura 4.75: Funcao de informagao mutua da serie temporal 7" do sistema Polym4

um 80% (FRASER,|1989)). Esses pontos encontram-se para tempos de atraso 7 = 31
e 7 = 41 dos sistemas Polym3 e Polym4 respetivamente. Dai esses tempos de atraso
sao bons candidatos para funcionar como parametro de imersao na reconstrucao do

espaco de estados.
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4.5.3 Falsos vizinhos

Esta ferramenta permite determinar o outro parametro de imersao requerido para
reconstruir o espaco de fases. A dimensao de imersao ou dimensao de incorporagao
corresponde a dimensao minima necessaria para reconstruir toda a dinamica do
sistema a partir de uma série temporal. A dimensao de incorporagao é maior ou igual
do que o numero de variaveis de estado do modelo; ou seja, a priori ja é conhecido
que o valor dever ter a dimensao de incorporagao, porque a série temporal vem de

um modelo conhecido.

A rotina usada é falsenearest que requer o fornecimento da dimensao minima
dos vetores, ou seja, a dimensao de incorporacao que se considere minima. O nimero
de componentes (por serie temporal corresponde a um componente) e a dimensao
maxima de incorporacao. Adicionalmente, requer outros parametros como o tempo
de atraso que ja foi obtido pelos métodos de autocorrelacao e informagao mutua, e

a janela de Theiler (KANTZ e SCHREIBER, [2004)).

O critério indica que a dimensao com uma fracao de falsos vizinhos pequena ou
proxima de zero representa a dimensao de incorporacao que consegue reconstruir a
dinamica do sistema. Para todas as séries temporais se fixou a dimensao minima em
1, dimensao maxima em 10, janela de Theiler de (0). Os atrasos fornecidos foram

os obtidos pelo critério da informagao mutua.
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Figura 4.76: Analise de falsos vizinhos da série temporal T do sistema Polym3

A Figura [4.76] apresenta-se a fragao de falsos vizinhos em fung¢ao da dimensao
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de imersao m. Observa-se que a fracao de falsos vizinhos é maxima para dimensoes
m < 3. Posteriormente, em m = 3 a fracao de falsos vizinhos é aproximadamente
zero e continua diminuindo asintéticamente para dimensoes superiores. O resultado
anterior indica que o espaco de imersao para reconstruir o atrator Polym3 é pelo

menos 3-dimensional.
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Figura 4.77: Analise de falsos vizinhos da serie temporal T do sistema Polym4

Finalmente, a anélise de falsos vizinhos da série temporal T" do sistema Polym4
é apresentada na Figura [1.77] Observa-se que a fracao de falsos vizinhos é aproxi-
madamente zero para d = 3 e zero para d = 4. Isso sugere que o fluxo do sistema
Polym4 pode ser reproduzido no espacgo tridimensional incorporando uma baixa
fracao de falsos vizinhos; ou seja, a maior parte da dinamica do sistema Polym4
pode ser expressa no espaco tridimensional, o que uma vez mais mostra a baixa

influéncia da camisa sobre a dinamica do sistema.

4.5.4 Reconstrucao dos espacos de fases de imersao

Uma vez determinados os parametros de imersao (tempo de atraso e dimensao) é
possivel realizar a reconstrucao dos espacos de fases com base em cada série temporal.
A reconstrucao foi feita conforme o Teorema de Takens-Rouelle, sendo criadas outras
séries temporais a partir de uma série de temporal original. Os dados requeridos
para criar a nova série sao selecionados da serie de tempo original, considerando o
atraso. As reconstrugoes foram feitas usando a fungao delay de TISEAN (KANTZ
e SCHREIBER)], 2004).
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O procedimento pode-se resumir da seguinte forma; considere-se uma série
de tempo da forma S, = {si, $2, 83, ..., 8;} da qual é criada uma nova série tem-
poral selecionando os dados que se encontram a 7 (tempo) de s; formando uma
serie Sg = {Si—r, Si—2r, Si—3r, -+, Si—nr} cOm a qual é possivel construir um plano de
fases bidimensional. Se for requerido obter um plano de fases tridimensional é pre-
ciso criar uma nova série reproduzindo este procedimento com a série de temporal

consequentemente anterior.

4.5.4.1 Espacgos de fases de imersao do atrator Polym3

A Figura mostra os espacos de fases do sistema Polym3 reconstruidos consi-
derando trés tempos de atraso diferentes, a partir da série temporal 7. Os tem-
pos de atraso correspondem aos obtidos via analise de autocorrelacao e informagao
mutua. Observa-se que os parametros de imersao escolhidos conseguem reconstruir

a dinamica dos espagos originais (Figura 4.12)).

E importante ressaltar que a técnica de reconstrucao do Teorema de Takens ga-
rante que os diagramas reconstruidos conservam as mesmas propriedades topologicas
do sistema original, mas nao garante que a geometria dos atratores se conserve.
Mesmo assim, é possivel observar que as reconstrugoes reproduzem o comporta-
mento das orbitas e ainda preve a existéncia de uma regiao de atragao que contém
orbitas periddicas densas. Essa condicao é estritamente necessaria para garantir que

o sistema é cadtico.

Observa-se que a geometria e as érbitas do atrator tendem a ser mais claras
e espacadas para menores tempos de atraso. Destaca-se que o atrator reconstruido
com 7 = 215 é a pior reconstrugao, uma vez que incorpora uma quantidade menor de

pontos da série original para a construcao da outras duas séries temporais auxiliares.

4.5.4.2 Espacos de fases de imersao do atrator Polym4

De forma andloga ao caso do sistema Polym3, foram reconstruidos os espacos de
fases do sistema Polym4, considerando os tempos de atraso obtidos pelas andlises
de autocorrelacao e informacao mutua. Além disso, e como foi obtido na analise de
falsos vizinhos, a dimensao do espago de imersao para a representacao das dérbitas

fol m = 3.

A Figura mostra os espacos de fases bidimensionais e tridimensionais
reconstruidos para os tempos de atraso encontrados. O Teoremas de Whitney-

Takens garante que as propriedade topoldgicas do espago original (Figura |4.24al) sao
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preservadas nos espacos reconstruidos. Uma reconstrucao realizada com parametros
de imersao nao 6timos daria como resultado uma nuvem de pontos dispersos sobre

a regiao espacial.

Como observagao geral, tem-se que os espacos reconstruidos mais claros sao
os correspondes as reconstrugoes realizadas com 7 obtido via andlise de informacao
mutua. Isso destaca a importancia de considerar correlagoes nao lineares na de-
terminacao do conjunto de medidas independentes que carregam as propriedades
do fluxo. As reconstrucgoes dos espacos permitem evidenciar a grande importancia
do Teorema de Whitney-Takens, ja& que permite determinar uma variedade deter-
ministica dentro de um espaco s6 a partir das observacoes de uma variavel do sistema
dinamico além de permitir determinar se as medidas das series temporais sao deter-

ministicas.

4.5.4.3 Reconstrucao por PCA

Outra técnica opcional para a reconstrucao do espago de estados é a baseada na
andlise de componentes principais (PCA). Por meio de uma transformagao ortogo-
nal, o conjunto de observagoes de uma variavel cujos dados estao correlacionados é
convertido num novo conjunto de valores de variaveis linearmente nao correlaciona-

das, chamados componentes principais.

A funcao de TISEAN para realizar o andlise corresponde a pca, e permite de-
terminar varios items como os valores e vetores caracteristicos do sistema, a trans-
formagcao da serie temporal dentro dos vetores caracteristicos bases e a projecao das
series temporais nos vetores caracteristicos (HEGGER et all [1999). Nesta anélise
foram determinadas as transformacoes das séries temporais dentro das bases dos
vetores caracteristicos. Os parametros de imersao requeridos foram os determinados

pelos critérios e analises de informacao mutua e falsos vizinhos.

A Figura [4.80| apresenta os espacos de estados reconstruidos para o sistema
Polym3 e Polym4. Observa-se que as reconstrucoes possuem grande semelhanca
geométrica com o0s espacos originais, uma vez que as projecoes das séries tempo-
rais sao realizadas sobre transformacoes lineares e projecoes nas bases dos vetores

caracteristicos, os quais conservam grande parte da variedade dos vetores originais.

4.5.5 Efeito do ruido sobre as series temporais

Todos os sinais ou séries temporais experimentais ou simuladas sao susceptiveis a

serem desnaturadas ou modificadas pelo ruido experimental ou numérico, o que é um
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Figura 4.80: Espacos de fases dos atratores do sistema Polym3 1) Polym4
(4.80b|) reconstruidos por PCA

fator inerente ao mecanismo de experimentacao, coleta de dados ou simulagao. A
influéncia do ruido no sinal e seu posterior tratamento esta diretamente relacionada
a natureza do sinal original (sem ruido) e o grau de ruido. Usualmente em dinamica
nao linear, o ruido exerce forte influéncia sobre o tratamento e analise de séries
temporais, pode provocar a ruptura de auto-similitude de um atrator estranho,

inibir ou induzir bifurcagoes ou inclusive comprometer a previsibilidade do sistema.

Basicamente o ruido pode ser classificado como ruido aditivo (no qual uma
desviagao ou erro é adicionado a cada ponto da serie temporal) ou como ruido
dinamico (o qual consiste em um processo de retroalimentagao em que o sistema é
perturbado por uma quantidade escalar aleatéria a cada passo no tempo). O ruido

dinamico é em esséncia o mais dificil de tratar, ja que evolui com a dinamica.

A Figura 4.81] mostra os atratores reconstruidos para : a série temporal ori-
ginal, a série temporal perturbada com ruido aditivo de 5% , a série temporal com
ruido tratado com um filtro linear chamado filtro 'low-pass’ (KANTZ e SCHREI-
BER, [2004) e a serie temporal com ruido tratado com um filtro nao linear chamado
filtro com projecao local geométrica CAWLEY e HSU| (1992).

Observa-se como a quantidade de ruido ¢ suficiente para corromper totalmente
as Orbitas do atrator, resultando em uma nuvem composta por pontos distribuidos
ao longo do espago. O filtro linear usado classifica e elimina os pontos sob um critério
estatistico simples (HEGGER et al|(1999)). Observa-se que o efeito do filtro linear
sobre o sinal com ruido é quase nulo, sendo que o atrator ainda continua corrompido

drasticamente pelo ruido.

Finalmente o filtro nao linear trata os sinais baseado numa reducao nao linear
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Figura 4.81: Efeito do ruido sobre os espagos de fases dos atratores do sistema
Polym3 reconstruidos (4.81a)) sem ruido, (4.81b|) com ruido, (4.81c)) com filtro linear
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localmente projetiva (HEGGER et al|(1999)). Pode-se ver que existe uma melhora
na reducao do ruido em comparacao ao filtro linear. No entanto, o espago continua

distorcido a tal ponto de nao conseguir diferenciar as diferentes érbitas do atrator.

A Figura |4.82| apresenta os atratores do sistema Polym4 reconstruidos para as
mesmas situacoes de influencia do ruido sobre o sistema Polym3. Observa-se inici-
almente o atrator reconstruido sem ruido, no qual é possivel visualizar claramente
as orbitas. Posteriormente é apresentado o atrator com ruido aditivo do 5%, sendo
possivel identificar que o ruido afeta em maior medida as orbitas mais proximas a
base de atracao do sistema. Depois sao apresentados o atratores tratados com os
filtros linear e nao linear. Em ambos casos é observado que as orbitas com maior
recuperacao correspondem as érbitas externas, uma vez que existe uma menor den-

sidade de pontos nestas regioes, e portanto uma menor afetacao do ruido.

Outro aspecto importante para destacar é a complexidade para recuperar atra-
tores caodticos que estao sob influéncia do ruido. Isso esta diretamente relacionado
com a alta sensibilidade do sistema a mudangas nas condigoes iniciais, sendo que
o ruido ¢ também transportado pelo fluxo ao longo do tempo. Os dados obtidos
mostram que os atratores analisados sao muito sensiveis ao ruido, o que certamente

pode comprometer a analise experimental dos sistemas estudados.

4.5.6 Mapas de Poincaré

Até aqui tem sido possivel concluir que os comportamentos obtidos tém uma clara
estrutura deterministica. Outra forma de caracterizar geometricamente os atratores
dos sistemas dinamicos consiste no mapeamento de Poincaré. Esta ferramenta per-
mite avaliar de forma qualitativa o comportamento de um sistema dinamico, ja que
os pontos que geram as intersecgoes das trajetérias com um plano, proporcionam um
padrao geométrico que é caracteristico para cada tipo de comportamento (periédico,
quase-periddico e aperiédico). Assim, um ciclo limite com una tnica trajetéria gera-
ria um Unico ponto no mapa de Poincaré associado a uma unica intersecao possivel.
Em seguida sao apresentados os mapas de Poincaré obtidos para as séries temporais

de estudo.

A Figura mostra os mapas de Poincaré obtidos a partir das séries tempo-
rais do sistema Polym3. A fungao utilizada para o calculo foi poincare do TISEAN
(HEGGER et all, |1999)). O célculo do mapa é baseado na coleta dos maximos ou
minimos ao longo da serie temporal, sabendo que cada pico de oscilagao pode repre-
sentar um periodo diferente no espaco de fases. Por isso, cada méximo ou minimo

deve atravessar o plano de Poincaré.
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sistema Polym4

A Figura ilustra o mapa de Poincaré obtido da série temporal de estudo

para o sistema Polym4.

Observa-se que nos dois casos o mapa de Poincaré obtido nao representa uma
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funcao 1 — 1, uma vez que o método da definicao do plano de Poincaré sé considera
um critério estatistico. Em ambos os casos, parece mais pertinente realizar o analise
da dinamica discreta nos mapas de retorno e se¢oes de Poincaré obtidos na segao
4.3.21

4.5.7 Mapas de recorréncia

Os mapas de recorréncia sao uma ferramenta ttil para a determinagao de padroes,
estacionariedade, intermiténcia e transitoriedade dos atratores. Um mapa de
recorréncia pode revelar a estrutura fractal dos atratores, mostrando o padrao
geométrico que consegue construir toda a complexidade do sistema. Basicamente
o método contabiliza e marca as trajetérias que passam por uma vizinhanga (de
tamanho determinado) de um ponto. A fungdo de TISEAN usada para o calculo
corresponde a recurr (HEGGER et al.l 1999).
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Figura 4.85: Diagrama de recorréncia obtido via analise nao linear da série temporal
T do sistema Polym3

Na figura [4.85| é apresentado o diagrama de recorréncia do sistema Polym3,
que mostra embora o comportamento dinamico seja aperiodico, existem muitas tra-
jetorias recorrentes. Esta caracteristica é propria de atratores cadticos que apresen-
tam uma alta densidade de érbitas recorrentes na regiao de atragao. Adicionalmente,
nao existem pontos isolados no mapa, sendo possivel descartar a existéncia de re-
corréncias esporadicas causadas por ruido nos dados. Também prova que a dimensao

de incorporacgao selecionada é suficiente para reproduzir a dinamica do sistema.
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Pode ainda ser observada a presenca de um padrao geométrico sobre o mapa
de recorréncia , que é um indicador da existéncia de uma possivel estrutura fractal

no atrator.
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Figura 4.86: Diagrama de recorréncia obtido via andlise nao linear da série temporal
T do sistema Polym4

A Figura mostra o diagrama de recorréncia do sistema Polym4. Observa-
se uma regiao com pontos que nao estao conetados por linhas. Isso indica que
uma parte da série temporal possui um caracter de nao estacionariedade. A alta
presencga de recorréncias indica que o sistema tem uma regiao de alta densidade
de orbitas concentradas, que no caso correspondem a base de atragao do sistema.
Os resultados sao compativeis com as observacoes realizadas nos mapas de retorno
(Secao , uma vez que estes mostravam que os pontos periddicos tendiam a

estar mais préoximos entre si quando a dinamica de dobradura do fluxo acontecia

4.5.8 Espectro de Lyapunov

Até agora a andlise nao linear de séries temporais mostrou o comportamento
dinamico do sistema e a caracterizagao qualitativa. Os exponentes de Lyapunov sur-
gem como uma ferramenta que permite quantificar as divergéncias das trajetérias em
um espaco de fases. O exponente maximo de Lyapunov é uma medida caracteristica
de um sistema dinamico. No entanto, esta medida corresponde s6 a uma diregao
em especifico. O espectro de Lyapunov permite conhecer todos os exponentes do
sistema; ou seja, todas as velocidades de convergéncia ou divergéncia das trajetorias

infinitesimalmente proximas relativas a uma vizinhanga definida. A rotina lyapspec
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Tabela 4.11: Espectros de Lyapunov obtidos via andlise nao linear de séries tempo-
rais para os sistemas Polym3 e Polym4

Serie temporal A (bits) Ao(bits) Ag(bits)  Ay(bits)
POLYM3 6.4436e-02 -4.2857e-03 -1.8677e-01 -
POLYM4 2.7508e-01  1.4739e-03 -2.0589e-01 -1.1042

determina os exponentes de Lyapunov e a dimensao de informacao mediante o uso
da férmula de Klapan-Yorke (HEGGER et al., 1999).

A tabela resume os expoentes de Lyapunov obtidos para os dois siste-
mas. Observa-se que a analise determina que ambos comportamentos sao cadticos.
Para o atrator do sistema Polym3 se obtiveram dois expoentes negativos e um posi-
tivo. Para o atrator do sistema Polym4 foram obtido dois expoentes negativos, um

expoente proximo de zero, e um expoente positivo.

As propriedades e comportamentos mencionados acima também foram obtidos
pelo calculo do espectro de Lyapunov com as equagoes dos fluxos (Tabela . E
importante ressaltar que os valores dos expoentes de Lyapunov pelos dois métodos
nao necessariamente devem coincidir, porque as métricas dos espagos sao diferentes
e as medidas do vetores espaciais mudam ao longo das trajetérias. Os resultados

obtidos confirmam que os dois fluxos de estudo correspondem a sistemas caodticos.

4.5.9 Dimensoes e entropias

A definicao mais bésica e conhecida da entropia é a que a define como uma quan-
tidade termodinamica que descreve o grau de ordem de um sistema. Esta definicao
pode ser extrapolada para a caracterizar a quantidade de informacao armazenada
em distribuicoes de probabilidade de um sistema determinado. A definicao estd
fundamentada na chamada Teoria de Informacao de Shannon, em que é definida e
analisada a capacidade de armazenamento e ganho de informacao. A Teoria de In-
formagcao e em particular o conceito de entropia permite conhecer quanta informagao
pode-se ter do futuro em um sistema dinamico, quando se observa completamente
o passado desse sistema. A Tabela [4.12] presenta as entropias de Shannon e as en-
tropias de Kolmogorov-Sinai (KS), que particularmente tém a mesma ordem (2). A
entropia de Kolmogorov-Sinai ou entropia KS é calculada pela identidade de Pesin
(Eq. , que ¢é definida como a somatéria dos exponentes positivos de Lyapunov.
Enfatiza-se que a identidade de Pesin (TONELLI et al. 2006) é aplicavel em sis-
temas ergddicos, ou seja, em séries temporais infinitas. E importante notar que os

calculos das entropias foi realizada baseada nos espacos de fases reconstruidos.
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Tabela 4.12: Entropias e dimensoes obtidos via andlise nao linear de series temporais
para os sistemas Polym3 e Polym4

Serie temporal Entropia KS (bits) Entropia de Shanon (bits) Dimensao Do

POLYM3 6.4436e-02 3.206975 3.0156
POLYM4 7.2247e-01 4.475241 3.4823

As dimensoes de correlacao, como ja foi explicado caracterizam sistemas
dinamicos cujos atratores possuem a propriedade de auto-semelhanca, a qual é ca-
racteristica de geometrias fractais. A funcao de TISEAN empregada para o célculo
da entropia de Shanon foi bozcount enquanto a funcao empregada para o céalculo da
dimensao correspondeu a d2 (KANTZ e SCHREIBER] 2004).

A Tabela mostra que os atratores estudados possuem entropias de in-
formagao positivas, que é caracteristicas dos sistemas dinamicos cadticos (Secao
. Os resultados anteriores mostram e confirmam que os sistemas Polym3 e
Polym4 sao cadticos, uma vez que as entropias sao interpretadas como a perda de
informagao do sistema ao longo do tempo; ou seja, um sistema com entropias po-
sitivas representa um sistema que perde previsibilidade ao longo do tempo (note-se
como essa defini¢ao é compativel com a definicdo dos expoentes de Lyapunov). A

entropia representa a taxa de perda de informagao em (bits/unidade de tempo).

Além disso, sao apresentados os valores de dimensao de correlacao. Observa-
se que para ambos casos foram obtidas dimensoes fracionarias que indicam que os
atratores tém geometrias fractais. Para o caso do atrator Polym4, pode-se dizer
que os resultados anteriores, junto com as observacoes realizadas nos diagramas de
recorréncia e a existéncia de um expoente de Lyapunov A ~ 0, mostram que o

sistemas dinamico corresponde a um atrator estranho.

4.6 Localizacao de regioes cadticas

Até agora tem sido apresentados alguns casos puntuais de comportamentos cadticos,
observando que nao existe relagdo paramétrica entre um e outro; ou seja, foram
obtidos sob condi¢oes paramétricas muito diferentes. A andlise dos diagramas da
arvore constitui uma ferramenta importante na identificacao e localizacao de regioes
da malha paramétrica que apresentam diferentes comportamentos nao lineares, uma
vez que permite avaliar dinamicamente o surgimento de bifurcagoes pela avaliacao
das oscilagoes numa série temporal. Na Secao foi definido um diagrama da
arvore como uma classe de diagrama de bifurcacao onde sao presentadas todas as

bifurcacoes de uma variavel de estado em relagao a um parametro de bifurcacao.
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O diagrama sé considera as solucoes estaveis do sistema dinamico, uma vez que a

metodologia de calculo s6 usa simulagoes dinamicas.

Na Secao |4.4] observou-se o surgimento de diferentes tipos de bifurcacao em
funcao dos parametros D, C'1 e C'2. As continuacoes paramétricas permitiram loca-
lizar as bifurcagoes nas regioes paramétricas estudadas. No entanto, o processo de
continuagao paramétrica resulta inviavel para localizagao das regioes paramétricas
onde o caos acontece, uma vez que seria requerido avaliar um niimero muito grande

de sucessivas continuacoes paramétricas sobre os ramos de solugoes periddicas.

E importante destacar que a andlise por continuacao paramétrica permite loca-
lizar um intervalo (intervalo de Hopf) no qual toda a dinamica complexa estd imersa.
A analise dos diagramas da arvore permite localizar intervalos de aperiodicidade,

periodicidade e estabilidade dentro do intervalo de Hopf.

Considerando que a construcao dos diagramas da arvore computacionalmente
demanda uma alta capacidade de processamento, é importante restringir o intervalo
paramétrico quanto seja possivel. Nesse contexto a continuagao paramétrica surge
como uma ferramenta complementar, posto que providencia o intervalo de Hopf

como intervalo paramétrico para a construcao do diagrama da arvore.

A metodologia para a construcao e andlise dos diagramas da arvore foi exposta

na Sec¢ao [3.6.5]

4.6.1 Regioes cadticas no atrator Polym3

Considerando o comportamento caético de estudo correspondente ao caso 13 do
sistema Polym3 (Se¢ao [4.2.1.3)), foi determinado o diagrama da arvore em fungao do

parametro D dentro da faixa paramétrica dada pelo respectivo intervalo de Hopf.

Na Figura[4.87 pode ser observado o diagrama de &rvore do fluxo Polym3 para
a faixa do parametro D. Nessa primeira escala, é possivel identificar que existem trés
regioes destacadas: a primeira regiao corresponde no intervalo D = 39 e D = 40, que
mostra uma linha continua ao longo do diagrama. Note-se que o comportamento
nesse primeiro intervalo é totalmente periédico, posto que existe um tnico ponto
de Temperatura minima para cada valor de D; ou seja, as oscilagoes da dinamica
possuem um unico periodo. A segunda regiao corresponde a uma concentragao de
pontos entre D = 40 e D = 40.2, pelo que é possivel identificar que a dinamica
é mais complexa. A terceira regiao mostra que o sistema tem um comportamento
periodico entre D = 40.2 e D = 43.

Na Figura [4.88| apresenta-se um zoom da Figura [4.87] sendo possivel identifi-
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Figura 4.87: Diagrama da arvore tomando as temperaturas minimas de oscilagao do
sistema Polym3
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Figura 4.88: Diagrama da arvore tomando as temperaturas minimas de oscilacao do
sistema Polym3 - Zoom1

car uma regiao com uma alta concentracao de pontos. Nessa regiao, que pode ser
chamada de intervalo de complexidade, existe uma alta quantidade de Tempera-
turas minimas para cada valor do parametro D; ou seja, a dinamica nessa regiao

possui oscilacoes com uma alta quantidade de periodos. A importancia do intervalo
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de complexidade esta relacionado ao fato de que todos os pontos pertencentes ao
intervalo representam um comportamento cadtico diferente, havendo a necessidade

de identificd-lo e localizd-lo.
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Figura 4.89: Diagrama da arvore tomando as temperaturas minimas de oscilacao do
sistema Polym3 - Zoom?2

O intervalo de complexidade dado entre D = 40.078 e D = 40.09 é apresentado
em escala maior na Figura [4.89, Observa-se o aparecimento de duas janelas de

estabilidade dentro do intervalo em aproximadamente D = 40.082 e D = 40.0865.

Outro aspecto relevante corresponde ao intervalo de complexidade no qual pre-
domina o comportamento oscilatério aperiédico ou caos. A magnitude do intervalo
de complexidade é muito menor do que a magnitude do intervalo de Hopf, pelo que
é possivel saber que aparecimento de dinamicas cadticas no reator de polimerizacao

estudado s6 ocorre dentro de faixas paramétricas de parametro D muito estreitas.

Na Secao mostrou-se que os sistemas de polimerizacao iniciados por 2,2’-
Azo-bis-isobutironitrila e Peréxido Lauroila podiam apresentar comportamento os-
cilatérios num reator de escala industrial. A Tabela[£.13] mostra que os intervalos de
tempo de residéncia onde o caos acontece sao muito estreitos. Para o iniciador 2,2’-
Azo-bis-isobutironitrila tem-se que o intervalo de tempo de residéncia corresponde

a Af = 9,6s, enquanto para o iniciador Peréxido Lauroil o intervalo corresponde a
Af = 25, 8s.

Intervalos Af maiores podem ser obtidos com outros iniciadores, mas isso im-

plicaria operar o reator com tempos de residéncia muito altos, os quais sao inviaveis

178



Tabela 4.13: Intervalo de complexidade em funcao do tempo de residéncia do rea-
tor para os principais iniciadores empregados nos mecanismos de polimerizagao via
radicais livres caso Polym3

Iniciadores Solvente kgo(s™1) D 0(min)

2,2’-Azo-bis-isobutironitrila  Di-n-butil ftalato (80°C) 3,19607E+14 (40,078 ; 40,09] [13,27 ; 13,43]
Di-n-butil ftalato (117°C)  3,39013E+13 (40,078 ; 40,09] (125,11 ; 126,62]
Cumeno (45°C) 1,15133E+13 (40,078 ; 40,09] (368,39 ; 372,83]

Peréxido de benzoila

Nitrobenzeno (30°C)  1,24217E+13  [40,078 ; 40,09]  [341,45 ; 345,57]
Tolueno (30°C) 1,15133E+13 [40,078 ; 40,09] (368,39 ; 372,83]

Peréxido Lauroil Estireno (50°C) 1,19120E+14  [40,078 ; 40,09]  [35,60 ; 36,03]

para propositos industriais.

4.6.2 Regioes cadticas no atrator Polym4

O comportamento cadtico de estudo correspondente ao caso 16 do sistema Polym4
(Segao [4.2.2.3) foi determinado. O diagrama da &rvore em fungao do parametro D

dentro da faixa paramétrica dada pelo intervalo de Hopf é mostrado na Figura [4.90]
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Figura 4.90: Diagrama da arvore tomando as temperaturas minimas de oscilacao do

sistema Polym4

De forma andaloga ao caso do fluxo Polym3, é possivel distinguir as mesmas trés

regioes. A primeira regiao de periodicidade correspondente ao intervalo entre D = 39

e D = 40,05. Na segunda regiao mostra a maior concentracao de pontos no intervalo
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dado por D = 40,14 e D = 40,26. Finalmente, a terceira regiao corresponde ao

comportamento oscilatério com periodicidade tinica no intervalo entre D = 40,26 e

D = 43,0.
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Figura 4.91: Diagrama da arvore tomando as temperaturas minimas de oscilagao do
sistema Polym4 Zooml

Na Figura[d.91] apresenta-se um zoom da Figura[4.90]onde é possivel identificar
uma regiao com uma alta concentracao de pontos; ou seja, o intervalo de comple-
xidade. Observa-se que o intervalo de complexidade é mais intermitente do que
respectivo intervalo do sistema Polym3. Existe uma dinamica sequencial de regioes

muito pequenas de aperiodicidade alternadas com regioes ou janelas de estabilidade.

Um aspecto que ¢ interessante observar ¢ o aparecimento das estruturas
geométricas ilustradas na Figura Observa-se como ramos de comportamen-
tos oscilatorios colapsam em pontos singulares e instantaneamente surgem a partir

do mesmo ponto, como se fossem bifurcagées de crises locais (KUZNETSOV| [2013).

O intervalo ou janela com maior concentracao de pontos corresponde ao en-
contrado entre D = 40,22 e D = 40,224. A Figura mostra essa janela cadtica
que esta caracterizada pela alta presenca de pontos. Dentro da janela ou intervalo
caotico, é possivel observar o surgimento de varias janelas de estabilidade e colapsos

de ramos periddicos em pontos singulares.

Na Figura 4.94] apresenta-se um zoom da Figura [4.93] em que é exibido o in-
tervalo cadtico. Dentro do intervalo, é possivel observar o surgimento de bifurcacoes

de Hopf em cascata, que criam a estrutura bimodal do diagrama da arvore.
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Figura 4.92: Diagrama da arvore tomando as temperaturas minimas de oscilagao do
sistema Polym4 Zoom?2
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Figura 4.93: Diagrama da arvore tomando as temperaturas minimas de oscilagao do
sistema Polym4 Zoom3

Da mesma forma como no caso do sistema Polym3, é evidenciado que o in-

tervalo em que o comportamento cadtico acontece é muito estreito, o que reduz as
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Figura 4.94: Diagrama da arvore tomando as temperaturas minimas de oscilacao do
sistema Polym4 Zoom4

Tabela 4.14: Intervalo de complexidade em funcao do tempo de residéncia do rea-
tor para os principais iniciadores empregados nos mecanismos de polimerizagao via
radicais livres caso Polym4

Iniciadores Solvente kao(s™1) D 0(min)

2,2’-Azo-bis-isobutironitrila  Di-n-butil ftalato (80°C) 3,19607TE+14  [40,220 ; 40,224] (15,29 ; 13,36]

Di-n-butil ftalato (117°C)  3,39013E+13  [40,220 ; 40,224]  [144,20 ; 144,78

Cumeno (45°C) 1,15133E+13  [40,220 ; 40,224]  [424,59 ; 426,29]
Peréxido de benzoila
Nitrobenzeno (30°C') 1,24217TE+13 [407220 ; 407224] [393,54 ; 395,12]
Tolueno (30°C) 1,15133E+13 [40,220 ; 40,224]  [424,59 ; 426,29]
Peréxido Lauroil Estireno (50°C) 1,19120E+14  [40,220 ; 40,224] [41,03 ; 41,2

possibilidade de observar experimentalmente um comportamento cadtico no reator.

Outro aspecto importante é a geometria do diagrama da arvore. No caso
Polym3, o intervalo de complexidade correspondia a uma tunica regiao que con-
centrava os comportamentos altamente nao lineares. O intervalo de complexidade
corresponde a um 0,8% do intervalo de Hopf. No sistema Polym4, o intervalo de
complexidade é muito intermitente, j4 que dentro dele existem janelas de caos e
janelas de estabilidade. A maior janela de caos encontra-se aproximadamente entre
D = 40,22 e D = 40,224 (Figura e corresponde a 0,3% do intervalo de Hopf.

Na Tabela mostram-se os intervalos de tempo de residéncia onde o caos
acontece, que sao mais estreitos que no caso Polym3. Para o iniciador 2,2’-Azo-

bis-isobutironitrila, tem-se que o intervalo de tempo de residéncia corresponde a
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A6 = 3,7s enquanto para o iniciador Perdxido de Lauroila o intervalo corresponde
a Af =9, 8s. Intervalos Af maiores podem ser obtidos com outros iniciadores, mas
isso implicaria operar o reator com tempos de residencia muito altos, os quais sao

inviaveis para propoésitos industriais.

A andlise do diagrama de arvore permite corroborar que a inclusao da camisa
de resfriamento nao favorece o aparecimento do caos, quando é procurado em fungao
do parametro D. Essa observacao tinha sido realizada previamente na Secao [4.3.3

e ilustrada pelo procedimento de continuagao paramétrica na Figura [4.66|

Considerando o fato de que os parametros C'l e C'2 também podem promover
o surgimento de comportamentos nao lineares, tal e como foi mostrado via anélise
de continuacao paramétrica na Segao [4.4] nas Figuras e e via analise de
espectro de Lyapunov (Secao na Figura 7?7, resulta pertinente construir os
diagramas da arvore para estes parametros, que representa o efeito da dinamica da

camisa de resfriamento no reator.
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Figura 4.95: Diagrama da arvore do sistema Polym4 com C1 como parametro de
bifurcacao

Na Figura [4.95| apresenta-se o diagrama da arvore para o sistema Polym4
tomando o parametro operacional C'1 como parametro de bifurcacao. Observa-se
que a forma do diagrama é muito semelhante a do diagrama obtido para o parametro
D (Figur sendo possivel identificar uma janela cadtica em aproximadamente
Cl=1,48e C1=1,55.

A figura mostra a janela cadtica, que concentra muitos pontos de tempera-
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Figura 4.96: Diagrama da arvore do sistema Polym4 com C1 como parametro de
bifurcacao-Zomm1

turas minimas para um valor determinado de C'1. Isso sugere que o comportamento
possui oscilacoes com muitos periodos, sendo a dinamica considerada como cadtica.
Note-se que os valores das temperaturas minimas encontram-se muito proximas en-
tre si. A geometria bimodal da janela obedece as sucessivas bifurcagoes de Hopf e

duplicagoes de periodo que sucedem ao longo do intervalo do parametro C'1.

As Figuras [4.97][4.98] e [4.99] mostram a estrutura do diagrama de bifurcagao

sob diferentes zooms. Pode-se observar a presenca de janelas de estabilidade entre
as janelas cadticas, que sugerem mudangas subitas do comportamento dinamico
sob variagoes pequenas no parametro C'l. A Figura [4.99| corresponde a um zoom
da Figura [4.98] sendo é possivel observar padroes geométricos de simetria. Essa

observacao é compativel com os padroes de auto-semelhanca encontrados nas Secoes
e quando foi mostrado que o atrator é estranho.

Um aspecto muito relevante corresponde ao comprimento do intervalo da janela
cadtica observada entre C'1 = 1,48 e C'1 = 1,55. Aparentemente o intervalo é
estreito mas considerando o fato de que o parametro C'1 corresponde a uma relagao
de tempos de residéncia do reator e a camisa, existe uma grande possibilidade de
observar comportamentos cadticos, uma vez que existem infinitas combinagoes entre
o tempo de residéncia do reator # e o tempo de residéncia da camisa V;/F; que podem
atingir os valores dentro do intervalo ou janela cadtica. Basicamente, para o caso

todos os pontos dentro da janela cadtica representam dinamicas cadticas diferentes.
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Figura 4.97: Diagrama da arvore do sistema Polym4 com C1 como parametro de
bifurcacao Zoom1
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Figura 4.98: Diagrama da arvore do sistema Polym4 com C1 como parametro de
bifurcacao Zoom?2

Anteriormente tinha sido observado que o parametro C'1 exerce pouca influen-
cia sobre o surgimento do caos em relagao ao parametro D. Agora é mostrado que
o parametro C'1 por si mesmo consegue promover dinamicas cadticas em condigoes
paramétricas mais favordveis (do o ponto de vista operacional) do que as condigbes

obtidas para o reator sem camisa de resfriamento. E importante notar que para um
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Figura 4.99: Diagrama da arvore do sistema Polym4 com C1 como parametro de
bifurcacao Zoom3

tempo de residéncia do reator @ fixo, basta modificar o tempo de residéncia da camisa
para atingir a relacao C'1 requerida. Na pratica, isso é conseguido com a apertura e
fechamento de uma vélvula de controle na vazao do fluido de resfriamento da camisa.
Dai a importancia dos resultados obtidos anteriormente, ja que mostram que o com-
portamento cadtico pode ser encontrado mais facilmente incluindo e controlando a

troca térmica do reator.

Na Figura 4.100| apresenta-se o diagrama da arvore do sistema Polym4 to-
mando o parametro fisico-quimico C'2 como parametro de bifurcagao. Observa-se
que o diagrama apresenta as sequéncias caracteristicas do sistema Polym4, de jane-
las cadticas e janelas de estabilidade, que faz que o intervalo de complexidade seja

intermitente. A maior janela cadtica encontra-se localizada entre aproximadamente
C2=0,094 e C2 =0,096.

A Figura [4.101] mostra a janela caética dentro da qual é possivel observar a
presenca de janelas de estabilidade e colapso de ramos periddicos em pontos sin-
gulares. Destaca-se que a janela possui uma geometria bimodal que é totalmente

simétrica.

Finalmente, as Figuras [4.102] [4.103] e 4.104] mostram diferentes graus de au-

mento da janela caodtica, sendo possivel identificar janelas cadticas que se encontra
em intervalos mais estreitos ainda. Nos procedimentos de magnificacao dos diagra-

mas da arvore, é possivel observar que a geometria tem uma alta tendéncia de ser
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Figura 4.100: Diagrama da arvore do sistema Polym4 com C2 como parametro de
bifurcacao
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Figura 4.101: Diagrama da arvore do sistema Polym4 com C2 como parametro de
bifurcacao Zooml

auto-semelhante; ou seja, a geometria possui padroes geométricos que se repetem
independentemente da escala do diagrama. Dai que a estrutura fractal do atrator
tem sido revelada pelos critérios de dimensao de correlagao, valores caracteristicos

da matriz A e entropias de informagao.

Dado que o parametro C2 é uma medida fisico-quimica das propriedades e da

187



340

335

330

325

320

315

Temperaturas minimas (K)

310

0.094 0.0942 0.0944 0.0946 0.0948 0.095 0.0952 0.0954 0.0956 0.0958
Cc2

Figura 4.102: Diagrama da arvore do sistema Polym4 com C2 como parametro de
bifurcacao-Zoom2

325

320

Temperaturas minimas (K)

315 §

310

0.095 0.0851  0.0952 0.0953 0.0854  0.0955 0.0956  0.0957
c2

Figura 4.103: Diagrama da arvore do sistema Polym4 com C2 como parametro de
bifurcacao Zoom3

natureza do fluido de resfriamento, é pouco pratico usa-lo como variavel de controle
em um reator para promover o surgimento de dinamicas cadticas. Normalmente em
praticas industriais o fluido de resfriamento é fixo e nao muda durante a operacao

(na maioria dos reatores de polimerizacao industriais é usada agua de processo como

fluido de resfriamento).
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Figura 4.104: Diagrama da arvore do sistema Polym4 com C2 como parametro de
bifurcacao Zoom4

4.6.3 Anadlise de sensibilidade das janelas caéticas no sis-

tema Polym4

Um aspecto relevante que deve ser analisado ¢ a sensibilidade das janelas cadticas
geradas pelo parametro C'1 aos efeitos do parametro D. Anteriormente foi visto que
o efeito do parametro C'1 sobre o intervalo de complexidade gerado pelo parametro
D é pouco significativo. Agora, é importante observar o efeito inverso. Nos proximos

paragrafos sao apresentados 4 subcasos de estudo sobre a sensibilidade das janelas

cadticas do diagrama da arvore.
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Figura 4.105: Subcaso 1:Sensibilidade do diagrama da &arvore do sistema Polym4

(4.105al)e seu respectivo zoom (4.105b]).(vermelho D=40,217;azul D=40,218;preto
D=40,220;laranja D=40,222 e verde D=40,225)

189



Temperaturas minimas (K)

330

320

310

Figura 4.106: Magnificacao da figura [4.105a

As Figuras e[4.106] apresentam cinco diagramas da drvore sobrepostos os

quais foram calculados para cinco diferentes valores do parametro D. Nas figuras é

possivel identificar que a geometria do diagrama nao sofre alteracoes mas ocorrem

leves deslocamentos.

Na Figura[4.106|observa-se que para D > 40, 220 existem janela cadticas bimo-

dais que se deslocam para a esquerda (menores valores de C'1) quando D aumenta.

A Figura[d.105b| mostra que para D < 40, 220 a geometria bimodal desaparece,

terminando num tnico modo cadtico que cada vez é mais fechado. Esses modos

correspondem a comportamentos cadticos com oscilagoes de baixa amplitude. Para

D

40,

< 40,220 as janelas caodticas sao muito menores do que as janelas para D >
220.

As Figuras e mostram os comportamentos das janelas cadticas do

subcaso 2. Observa-se que para D = 40,218 a geometria bimodal da janela desa-

parece, convertendo-se numa estrutura unimodal de oscilagoes de baixa amplitude

como as mostradas nas figuras [4.105] e [4.105b]

tre

Na Figura observa-se que, para valores do parametro mais préximos en-

si e maiores do que D = 40, 220 os deslocamentos das janelas sao muito menores.

Mesmo assim, a tendéncia continua sendo de deslocamentos para a esquerda para

D > 40,220. Observa-se também que os caracteres simétricos se conservam, inde-

pendente do valor de D. Portanto, a propriedade geométrica é uma caracteristica
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Figura 4.107: Subcaso 2: Sensibilidade do diagrama da arvore do sistema Polym4.
(vermelho D=40,218;preto D=40,220; azul D=40,221 e laranja D=40,223)
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Figura 4.108: Magnificacao da figura [4.107

da natureza das nao linearidades inerentes ao fluxo Polym4.
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Figura 4.109: Subcaso 3: Sensibilidade do diagrama da arvore do sistema Polym4
(4.107). (azul D=40,190;preto D=40,220 e vermelho D=40,250)
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Figura 4.110: Magnificagao da Figura [4.107
As Figuras [4.109 e 4.110| mostram os diagramas da arvore correspondentes ao

subcaso 3. Observa-se que para D = 40,250 as janelas bimodais ainda existem.

Particularmente, para D = 40, 250 observa-se que os dois médulos da janela cadtica
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estao separados, diferentemente ao comportamento observado quando D = 40, 220
, em que as dois modulos da janela cadtica estao unidos. Note-se que a separagao
entre as janelas correspondentes a D = 40,220 e D = 40,250 é a maior entre todas
em comparacao as feitas com os subcasos 1 e 2. Essa separacao ou deslocamento

corresponde a aproximadamente 0,15 unidades do parametro C'1.
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Figura 4.111: Subcaso 4: Sensibilidade do diagrama da arvore do sistema Polym4
(4.107)). (azul D=40,120;preto D=40,300 e vermelho D=40,250)

Finalmente, o subcaso 4 é apresentado na Figura 4.111] O subcaso 4 corres-
ponde aos valores extremos ou criticos do parametro D, para os quais as janelas
caotica deixam de existir. Isso indica que s6 no intervalo entre D = 40,120 e

D = 40,300 podem ser ainda vistas as janelas cadticas dentro do intervalo de com-
plexidade do sistema Polym4.

Nos subcasos estudados ficou evidente que a estrutura e magnitude das janelas
cadticas é altamente sensivel a mudancas do parametro D. Isso indica que a imple-
mentacao experimental para observar o fendmeno cadtico é ainda mais complicada,
ja que o tempo de residéncia do reator 6 e a constante de decomposicao do inici-

ador devem ser fixados com uma alta precisao e permanecer invariantes durante a

operagcao.

Por exemplo, considere-se o caso de uma reacao de polimerizacao iniciada
com Azo-bis-isobutironitrila e suponha-se que o iniciador é altamente estavel e sua
constante Ky permanece invariante durante a reacao. Baseado nos valores extremos

do parametro D, para os quais a janela cadtica desaparece, pode-se dizer que uma
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mudanca no tempo de residencia de 1,27 min pode transportar o comportamento

do reator de um estado cadtico a um estado estavel.

Segundo a Tabela [4.14] um reator de polimerizagao iniciado com Azo-bis-
isobutironitrila, cujo tempo de residéncia encontra-se entre ¢ = 15,29 min e
0 = 13,36 min pode apresentar comportamento cadtico, mas uma variacao ou per-
turbacao de um 7,7% no tempo de residéncia pode remover o estado do reator da
regiao caotica a uma regiao nao caodtica. No caso da reacao iniciada com Peréxido
de Lauroila tem-se que a janela cadtica se encontra para tempos de residéncia entre
0 = 41,04 min e 0 = 44,45 min e é necessaria uma variacao de Af = 3,42 min

para transladar o reator do estado cadtico a um estado nao cadtico.

Considere-se o fato de que uma pesquisa viavel experimentalmente precisa
que o tempo de residéncia no reator seja de, pelo menos, 30 minutos, uma vez
que tempos menores acarretariam um consumo maior de reagentes e a geracao de
calor seria muito alta (RODRIGUES| [2011)). Além disso, os tempos de residéncia em
reatores industriais encontram-se entre 1h—3h (SALDIVAR-GUERRA e VIVALDO-
LIMA| 2013). Entao, o iniciador mais adequado para observar uma dinamica caética

experimentalmente no reator seria o Peroxido de Lauroila.

A observacao realizada acima determina uma importante restricao ao pro-
blema, ja que, somente serd observado o comportamento cadtico experimentalmente
se o intervalo de tempo de residéncia onde o caos acontece (janela caética) e pelo
menos 6; = 30min. Caso contréario, nao sera possivel acompanhar o comportamento

com o decorrer da dinamica.

Outro aspecto relevante é a necessidade de um iniciador com alta estabilidade
e, consequentemente, um tempo de meia-vida muito alto. Segundo a Tabela [4.14]
s6 iniciadores com constantes Ky da ordem de 10~*s~! podem funcionar para o fa-
vorecimento da dinamica cadtica observavel experimentalmente, mantendo a reacao
viavel operacionalmente. Isso quer dizer que o iniciador deve ser extremamente
estavel a baixas temperaturas, para que a investigacao experimental seja possivel.
Portanto, para uma mesma energia de ativagao, os iniciadores mais convenientes
para o estudo experimental do caos sao aqueles que apresentam maiores tempos de
meia-vida a baixas temperaturas (RODRIGUES] 2011]).
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Tabela 4.15: Pontos periddicos e periodo para ciclos encontrados pelo método de
propagacao e fechamento

‘ Sistema ‘ Tp ‘ Periodo T ‘ ‘

Rossler (9.2691, 0.0, 2.5816) 5.8811
Polym3 | (3.52745, 1.8079 , -181.007 ) 4.2343

4.7 Metodologias de calculo para a busca de

solucoes oscilatorias periddicas e aperiddicas

Como foi exposto durante a revisao bibliografica no Capitulo[2], existem métodos de-
terministicos e métodos estocasticos para o calculo e procura de solugoes periddicas
e aperiodicas. Ao longo deste trabalho, as metodologias usadas para a busca de
solugoes oscilatérias foram computacionalmente demandantes. Embora funcionem
para os fins de estudo, é necessario melhorar o rendimento da metodologia de calculo,
com o propésito de conseguir explorar espacos de malhas multidimensionais maiores

em tempos de computo razoaveis.

Inicialmente sao apresentados os resultados da implementacao da metodologia
de propagacao e fechamento, para o calculo de érbitas periddicas simples no sistemas
de Rossler e Polym3. Os procedimentos empregados foram os explicados na meto-
dologia correspondente (Secao . Depois, é apresentado um novo algoritmo de
procura de solugoes periddicas e aperiddicas de carater estocastico, que estd baseado

na metodologia na Segao [3.5

4.7.1 Calculo de 6rbitas peridodicas pelo método de pro-

pagacao e fechamento

Na Secao foi explicada a metodologia de propagacao e fechamento para o
calculo de érbitas periddicas curtas em sistemas dinamicos continuos. O método
é classificado como método deterministico e basicamente consiste em um processo
em que as equacoes de movimento sao integradas desde uma condi¢ao inicial até
um periodo (tempo) esperado. O procedimento numérico é inicializado conside-
rando como chutes iniciais os pontos periddicos encontrados nos mapas de retorno
respectivos, na Secao [4.3.2]

A Tabela mostra os pontos periédicos encontrados pelo procedimento
numeérico. Observa-se que, para o sistema Polym3, o algoritmo mostra uma solugao

fora do intervalo de varidveis com coeréncia fisica.

195



Figura 4.112: Orbita periodica encontrada para o atrator de Rossler

A figura 4.112] apresenta uma érbita peridédica do sistema Rossler integrada,
tomando como condicoes iniciais o ponto periédico x, e como tempo de integragao o

perfodo T', mostrados na Tabela [£.15] Observa-se que a curva fecha completamente
e é satisfeita a condigao de 6rbita periédica (Eq. |3.93)).
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Figura 4.113: Orbita periddica encontrada para o atrator de Polym3

196



A Figura mostra a integragao do ponto periédico predito pelo mapa de
retorno para o sistema Polym3. Observa-se que a curva nao fecha completamente,
sendo descartada a existéncia de uma Orbita periédica nesse ponto. O método de
propagagcao e fechamento nao conseguiu achar uma solugao nas vizinhangas do ponto
periédico predito pelo mapa de retorno, uma vez que a evolugao das varidveis de

correcao Ax e At sempre foi divergente.

Outro aspecto relevante corresponde a natureza do fluxo, que para o caso do
atrator do sistema Polym3 apresenta érbitas com alta tendéncia assimptotica na
base de atracao, que dificulta a convergéncia do método de Newton. Além disso,
o método oscila amplamente com o aumento da dimensao do sistema e o volume
de contracao do espaco de fases. Também a matriz N da Equacao tende a
ser mal condicionada a medida que o exponente de Floquet marginal converge. Dai

que a metodologia exposta precisa de um chute inicial muito bom para conseguir a
convergéncia (CVITANOVIC et al., 2016).

Por outro lado, foi mostrado que o atrator Polym3 possui orbitas longas, com
alta tendéncia ergddica e uma alta recorréncia (Segao , sendo que as orbitas
retornam nao exatamente a um ponto anterior (ponto periddico) e sim a uma vizi-
nhanca muito pequena do ponto inicial da trajetoria. Ou seja, as orbitas passam
muito préoximo de pontos anteriores, mas nunca satisfazem a condicao de perio-
dicidade, o que termina gerando um condicionamento assimptotico do fluxo que

prejudica em grande medida a convergencia do método de Newton.

4.7.2 Novo algoritmo de busca de solugoes periédicas e

aperiodicas

Ao longo de este trabalho foi comentado que o algoritmo de cédlculo de solugoes
oscilatérias de pelos menos periodo duplo, proposto por OURIQUE et al| (2002)) e
RODRIGUES| (2011)), é computacionalmente demandante, uma vez que requer um

alto nimero de integracoes numéricas para diferentes condicoes paramétricas.

Com o proposito de reduzir a demanda de processamento computacional e
aumentar a eficiencia do algoritmo, foi desenvolvido um novo algoritmo realizando

modificacoes ao algoritmo ja existente.

A figura apresenta o fluxograma do algoritmo proposto para a busca
de solugoes periddicas e aperiddicas. A metodologia proposta pode ser dividida em
duas partes: a primeira parte que procura bifurcacoes de Hopf mediante o calculo
dos valores caracteristicos para diferentes condicoes paramétricas e a segunda parte

que integra as equacoes diferencias para diferentes condigoes paramétricas em torno
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Figura 4.114: Diagrama de fluxo do novo algoritmo de busca de solucoes peridédicas
e aperiddicas
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as bifurcagoes de Hopf localizadas.

O procedimento considera inicialmente a geracao de valores dos parametros
aleatoriamente dentro dos intervalos paramétricos definidos, tal e como no algoritmo

original.

Depois é calculado um estado estacionario préximo a base de atracao do sis-
tema para cada uma das condicoes paramétricas. O chute inicial para o calculo é o
mesmo independente dos valores paramétricos, pelo que é suposto que os pontos de
equilibrios x, na sofre altos deslocamentos sob mudancas nos parametros; ou seja, ¢

suposto que o espago de estados M corresponde a uma regiao compacta.

Posteriormente, é resolvido o problema de valor caracteristico da matriz A
para cada condicao paramétrica e ponto de equilibrio correspondente. A matriz de
estabilidade A é proporcionada a rotina de calculo mediante o uso de ferramentas
de célculo simbdlico. Em seguida, ¢ avaliado o critério de dinamica oscilante do
valor caracteristico. Se existe um valor caracteristico A com Re(\) < 0e Im(\) #0
existe uma resposta oscilatéria nao amortizada; consequentemente, sao salvadas as

condicoes que geram dito comportamento.

Satisfeita a condicao acima, deve ser escolhido um parametro de bifurcacao
dentro do conjunto de parametros do sistema. O critério de escolha do parametro
corresponde ao usudrio, pelo que é ele quem deve fornecer o parametro. Depois, é
definido um intervalo para esse parametro, correspondendo a um 10% do compri-
mento do intervalo definido na primeira definicao da malha paramétrica, tomando
como ponto central do intervalo o valor do parametro para o qual foi achada uma

solucao oscilatoria nao amortizada.

Em seguida, é resolvido de novo o problema do valor caracteristico da matriz
A. Desta vez, é procurado o ponto na qual a condigao de bifurcacao de Hopf é
satisfeita; ou seja, quando a estabilidade do sistema muda via valores caracteristicos
complexos conjugados. A avaliagao é realizada de forma andloga a da andlise de
estabilidade local apresentada na Segao [4.3.1]

Detetada as condigoes paramétricas que geram uma bifurcacao de Hopf é ge-
rada uma malha paramétrica fina para o parametro escolhido. O comprimento do
intervalo corresponde ao 5% do comprimento da malha original definida na primeira

etapa do algoritmo.

Posteriormente, as equagoes sao integradas para um numero n de iteracoes,
conservando uma unica condi¢ao inicial e um tnico intervalo de tempo de integragao.
O algoritmo nesse ponto utiliza 0os mesmos procedimentos do algoritmo original

explicado na Se¢ao|3.5] Finalmente, sao procurados casos que satisfazem a existéncia
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Tabela 4.16: Desempenho dos algoritmos estudados

Algoritmo  Tempo computacional empregado (s) Solugdes nao lineares encontradas/Iteragoes

Original 79764,48 1,74e-03

Novo 32,42 0,63

de minimos e a existéncia de duplicagao de periodo como no algoritmo inicial.

Observa-se que no novo algoritmo, realiza-se uma etapa exploratoria prévia em
busca de condigoes de instabilidade via critério dos valores caracteristicos. Posterior-
mente realiza uma procura de bifurcacoes de Hopf e finalmente integras as equacoes
para um numero determinado de iteracoes da mesma forma do que o algoritmo
original. Destaca-se que em cada etapa o algoritmo vai restringindo e reduzindo o
intervalo da malha paramétrica, de tal forma que a etapa final de integracao acontece

num espaco paramétrico concentrado.

Com o proposito de avaliar o desempenho dos algoritmos, foram implemen-
tados em Python as rotinas do algoritmo original e o novo algoritmo. O sistema

dinamico usado correspondeu ao sistema Polym4.

Observa-se que o novo algoritmo realizou o processo de busca num tempo
muito menor do que o empregado pelo algoritmo original. Além disso, observou-se
que enquanto o algoritmo original achou 174 solugoes complexas de 100000 iteracoes,
o algoritmo original achou 63 solucoes de 100 iteracoes. Os calculos foram realizados
num computador com Procesador Intel(R) Core(TM)2 Duo CPU E7500 @2.93Ghz
e Memoria RAM de 4096MB e nenhuma rotina de célculo foi paralelizada.

As condigbes paramétricas das solugoes oscilatorias encontradas sao apresen-
tadas na Figura Observa-se que as solucoes encontram-se concentradas em
pequenos grupos, ja que o algoritmo procura solugoes em torno a pontos de bi-
furcacao de Hopf. Dali, que cada pequeno grupo tém associada uma bifurcagao de
Hopf.

Basicamente o algoritmo modificado resultou ser mais eficiente pelas seguintes

razoes:

e O algoritmo modificado na primeira etapa resolve um sistema algébrico (pro-
blema de valores caracteristicos da matriz A). Naturalmente, resolver o pro-

blema algébrico é mais eficiente do que resolver sucessivas integragoes;

e O algoritmo modificado localiza pontos e condigoes paramétricas de bi-
furcacoes de Hopf, as quais sao necessarias para a existéncia do comportamento
oscilatorio no sistema dinamico. O algoritmo considera que os comportamen-

tos oscilatorios e complexos se encontram numa localizagao paramétrica muito
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proxima a bifurcacao de Hopf;

e Em cada etapa, o algoritmo modificado reduz o comprimento do intervalo,
sendo que na primeira etapa de busca de solucoes de resposta oscilatoria
sustentada via valor caracteristico de A, o espaco de busca corresponde ao
100% do espaco paramétrico definido pela malha paramétrica multidimensio-
nal. Posteriormente, a busca da bifurcacao de Hopf é realizada em cerca de
10% do espago da malha paramétrica e finalmente, as integracoes sao realiza-

das em cerca 5% do espaco da malha paramétrica.

e Dada a reducao progressiva do espago paramétrico, as integracoes, que sao a
etapa mais lenta do algoritmo, sao realizadas em uma regiao bem localizada e

com alta probabilidade de apresentar dinamicas oscilatorias;

e A matriz de estabilidade A é proporcionada a rotina por ferramentas de calculo

simbélico, pelo que a rotina nao avalia derivadas em cada ponto;

e Dado que as integragoes sao realizadas numa regiao paramétrica com alto
potencial de apresentar respostas oscilatoria a relagao entre as solugoes nao
lineares encontradas e as Iteragoes ¢ muito maior do que a relagao respectiva

do algoritmo original.

Ambos os algoritmos sao de natureza estocastica e nenhum deles garante que
possa ser encontrada uma solucao cadtica. Além disso, o algoritmo modificado
mostra que as solugoes nao lineares encontradas estao préximas entre si no espaco
paramétrico (Figura , enquanto as solugoes determinadas pelo algoritmo ori-
ginal possuem uma distribuigdo mais ampla no espaco paramétrico (Figuras e
4.16|).

4.8 Consideracoes finais

Neste capitulo foi analisada a dinamica cadtica em reatores continuos de polime-
rizacao via radicais livres. Inicialmente, foram apresentados os diferentes casos pa-
ramétricos que geravam comportamentos oscilatérios complexos na dinamica dos
modelos. Observou-se que a metodologia para a busca de solugoes complexas fun-
cionou nos dois modelos matematicos, sendo que foram encontrados 174 casos para
o modelo Polym3 e 262 casos para o modelo Polym4. Depois foram apresentados
alguns casos dos modelos, destacando a presenca de casos nos quais a dinamica era

oscilatoria e aperiddica.
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Considerando um caso cadtico por cada modelo, foi realizada a caracterizagao
das dinamicas mediante: andalise de estabilidade local pela matriz A, andlise da
dinamica discreta pelas se¢oes de Poincaré, analise de sensibilidade as condigoes
iniciais pelo espectro de Lyapunov e andlise de estabilidade local pela matriz J.
As andlises nao se restringiram unicamente aos atratores dinamicos, sendo também
estudadas uma série de familias de comportamentos considerados para diferentes
condigoes paramétricas. Isso, permitiu determinar a influéncia sobre o surgimen-
tos de dinamicas complexas e cadticas que exercem os diferentes parametros, em

especial, os parametros de troca térmica.

Posteriormente, foi realizado um estudo da dinamica cadtica por continuacao
paramétrica com o objetivo de validar algumas observacoes feitas na etapa de ca-
racterizacao. Além disso, a analise de continuacao paramétrica permitiu localizar

singularidades ao longo das trajetorias.

Depois foram apresentados os resultados das andlises de séries temporais, as
quais permitiram validar e provar a existéncia de caos nos comportamentos estuda-
dos. Também foi possivel determinar propriedades de auto-semelhanca em alguns
casos. Destacou-se a importancia e o grande potencial dessas técnicas de caracte-

rizacao, quando sé é conhecida uma serie temporal.

Em seguida, foi feita a andlise dos diagramas da arvore, que permitiu reve-
lar e quantificar a influéncia dos diferentes parametros sobre as regioes do espaco
paramétrico onde o caos acontece. Considerando esses efeitos, foram indicados al-
guns casos de reacoes de polimerizacao e as condigoes operacionais mais favoraveis
para observar o comportamento cadtico experimentalmente. Observou-se que mui-
tas das condigoes onde os fenomenos nao lineares acontecem sao muito proximas as

condigoes operacionais dos reatores de polimerizacao industrial.

Finalmente, foi apresentado um novo algoritmo de busca de solucoes peridédicas
e aperiodicas de caracter estocéastico, que apresentou uma maior eficiéncia computa-
cional do que o algoritmo original de busca com o qual foram detectados os diferentes
casos de comportamentos complexos. Além disso, foram apresentados os resultados

de uma metodologia deterministica de procura de érbitas periddicas.
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Capitulo 5
Conclusoes

No contaban con mi astucia

Chapulin colorado

Neste trabalho foram observados e estudados diversos fenémenos nao lineares e
complexidades que sao inerentes ao comportamento dinamico de sistemas continuos
de polimerizacgao via radicais-livres, por meio de um estudo tedrico sobre dois mode-
los genéricos do reator (modelo Polym3 e modelo Polym4, diferenciados em fungao
da existéncia ou nao de dinamica da camisa de troca térmica), as simula¢oes mos-
traram as existéncia de uma ampla diversidade de comportamentos dinamicos de
natureza nao linear, tais como multiplicidade de estados estaciondarios, comporta-

mentos oscilatérios peridédicos e quase-periddicos,

A metodologia de busca de solugoes periddicas e aperiddicas mostrou que os
dois modelos exibem uma grande diversidade de comportamentos complexos dentro
das faixas paramétricas estudadas, sendo encontrados 174 casos de solugoes osci-
latérias para o modelo Polym3 e 262 para o modelo Polym4. Foi verificado que
dentro dos casos encontrados existia uma grande quantidade de comportamentos
dinamicos aperiddicos, especificamente 8 para o modelo Polym3 e 7 para o modelo
Polym4. As simulacoes mostraram que os casos aperidédicos no modelo Polym4 sur-
giam em condigoes desfavoraveis de troca térmica na camisa de resfriamentos; ou
seja, para valores baixos do parametro C2 (< 0,4). Além disso, foi mostrado que
existe uma ampla diversidade de comportamentos dentro da faixa do parametro C1,
que corresponde a relacao do tempo de residéncia do reator e o tempo de residéncia

da camisa de resfriamento.

A caracterizagao dos casos de estudo escolhidos dos modelos Polym3 e Polym4

mostrou que os sistemas sao cadticos, conforme a definigao de STROGATZ (2014).
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Basicamente a caracterizacao das dinamicas avaliou trés aspectos:

e Andlise da estabilidade local dos equilibrios pela matriz A. Foi mostrado que
os respectivos equilibrios que se encontram dentro das bases de atragao dos
correspondentes fluxos sao instaveis, especificamente focos selas. Estes pon-
tos de equilibrio possuem natureza hiperbdlica e nao cumprem o Teorema de
Shilnikov, pelo que é possivel afirmar que nao existem érbitas homoclinicas no

entorno desses pontos de equilibrio.

e Anélise da dinamica discreta por seccoes de Poincaré. Foi possivel represen-
tar a dinamicas dos respectivos fluxos aperidédicos em termos de um mapa,
que mostrou qualitativamente as propriedades caracteristicas de expansao e

contracao (dobradura) de sistemas caéticos nos atratores estudados.

e Sensibilidade as condicoes iniciais via calculo do espectro de Lyapunov: Foram
calculados os respectivos espectros de Lyapunov para cada sistema, sendo
encontrados dentro deles pelo menos um exponente de Lyapunov positivo.
Além disso, foi mostrado que os exponentes de Lyapunov formam uma medida

invariante do fluxo para tempos de integracao 7 > 100

e Andlise de estabilidade local de trajetérias pela matriz J. Foi mostrado que
as respectivas dinamicas deformam e expandem em pelo menos uma direcao
na vizinhanca infinitesimal associada a correspondente condicao inicial da tra-

jetoria.

A anadlise de estabilidade local dos pontos de equilibrio da Secao permitiu
estabelecer as condicoes e regioes paramétricas nas quais o comportamento dinamico
do reator sem camisa (Polym3) e com camisa (Polym4) é instével e apresenta os-
cilagoes autossustentadas ao longo do tempo. Além disso, foi observado que a anélise
de estabilidade permite realizar uma localizacao aproximada das bifurcacoes de Hopf
dos sistemas, sendo observado que todos os comportamentos nao lineares ocorrem

dentro da faixa paramétrica delimitada pelas bifurcacoes de Hopf.

Durante a andlise da dinamica discreta da Secao foi observado que so
era possivel realizar uma representagao correta para o modelo Polym3, uma vez que
o mapa do retorno obtido representa uma funcao 1-1. Para o atrator do sistema
Polym4, foi mostrado que nao é possivel realizar uma representacao da dinamica
discreta tomando como seccao um plano, sendo que trajetorias bruscas fazem que
existam multiplos modos de atragao/contragdo que se sobre-posicionam na mesma
coordenada do plano de Poincaré. Além disso, para o sistema Polym4, qualquer

analise por seccoes de Poincaré perderia poder de interpretagao geométrica, dado
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que o espaco natural do fluxo é 4-dimensional. Assim a seccao de Poincaré natural
para o atrator Polym4 corresponde a uma superficie tridimensional. No entanto,

a representacao da dinamica discreta pode ser realizada sempre que seja utilizada
uma secgao de Poincaré indicada (Segao (3.2.4.1)).

A anélise e cdlculos dos espectros de Lyapunov para o sistema Polym3 e
Polym4 permitiu observar que os comportamentos complexos e caos surgem den-
tro de uma estrutura espacial relativamente plana (planalto). Foi observado que os
pontos que delimitam essa regiao correspondem aproximadamente as localizagoes
das bifurcacoes de Hopf. Observou-se que o planalto corresponde a uma pequena
regiao, em comparacao a tudo o espago paramétrico D — A, sendo possivel dizer que
os comportamentos nao lineares no reator sem camisa encontram-se todos concen-

trados num intervalo pequeno de condig¢oes operacionais.

Particularmente para o caso Polym3, foi observado que o planalto existia para
todo o intervalo do parametro A; ou seja, a existéncia do planalto dependia en maior
medida do parametro D. Portanto, o parametro D exerce uma maior influencia sobre
o comportamento do espectro de Lyapunov do sistema. No caso do sistema Polym4,
foi observado que o planalto apresentava uma localizacao espacial semelhante a
observada no sistema Polym3, e a influéncia do parametro A sobre o espectro de

Lyapunov era maior do que no sistema Polym3.

A analise mostrou ainda que os planaltos para os sistemas Polym3 e Polym4
aparecem em condigoes paramétricas muito proximas e que o tamanho do planalto é
praticamente o mesmo para ambos os casos. Apesar disso, a andlise indicou que os e
picos associados aos comportamentos cadticos apresentavam valores mais positivos
no caso do sistema Polym4 do que no sistema Polym3; ou seja, as dinamicas tendem

a ser mais cadticas no reator com camisa que no reator sem camisa.

Por outro lado, quando o sistema Polym4 foi estudado considerando o espago
paramétrico C'1 —C'2, observou-se que os comportamentos caéticos encontram-se dis-
tribuidos ao longo do espago e nao concentrados num planalto. Além disso, a maioria
dos exponentes tinham valores muito préximos de zero, que indica que existe uma
alta probabilidade de observar pelo menos um comportamento oscilatério periddico
dentro do espago bidimensional C'l1 — C'2. Considerando isso, pode-se concluir, que
embora a adigao da camisa ao reator nao incremente a faixa paramétrica D — A onde
o caos acontece, dita adigao permite gerar um novo espaco paramétrico C'l1 —C2 em

que é possivel também encontrar o comportamento cadtico.

A Tabela [£.7) e [4.§ mostraram uma lista de iniciadores e monémeros que per-
mitem as condicoes necessarias para observar dinamicas complexas experimental-

mente. No entanto, s as reacoes de polimerizacao que sao iniciadas por 2,2’-Azo-
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bis-isobutironitrila ou Peroxido de Lauroila geram reagoes susceptiveis a apresentar

comportamentos dinamicos nao lineares em reatores de escala industrial.

A andlise da estabilidade local de trajetérias via matriz J, mostrou que os
atratores dos sistemas Polym3 e Polym4 nao apresentavam simetrias invariantes,

uma vez que nao foi detetado nenhum exponente de Floquet marginal.

A andlise por continuacao paramétrica permitiu concluir que dentro da es-
trutura Polym4 sao possiveis observar bifurcagoes complexas de codimensao 2, que
mostram que a rota do caos pode ser dada via bifurcagoes de tipo global. Além disso,
as localizacoes das bifurcacoes de Hopf obtidas pela continuacao paramétrica coin-
cidem e validam os resultados obtidos no estudo da estabilidade local de equilibrios
e os limites dos planaltos obtidos nas analises dos espectros de Lyapunov, além de

confirmarem as regioes de comportamento complexo.

Além disso, a andlise de continuacao paramétrica permitiu concluir que o efeito
do parametro C'1 sobre a distancia entre bifurcagoes de Hopf (intervalo de Hopf)
¢ praticamente nulo; ou seja, que a inclusao da camisa no reator nao incrementa
consideravelmente o tamanho da regiao paramétrica D — A onde o caos ocorre.
No entanto, também foi mostrado que os parametros C'l e C2 podem gerar por si

mesmos, estruturas complexas e bifurcagoes no sistema.

No trabalho também foi mostrado que é possivel realizar a caracterizacao dos
sistemas dinamicos usando uma série temporal, que pode ser de grande interesse
na caracterizacao de sistema dinamicos experimentais nos quais nao sao conhecidos
os modelos matematicos e o determinismo associados aos dados. Para as séries
temporais de estudo dos atratores Polym3 e Polym4 foi possivel reconstruir um

espaco de imersao que reproduzia a dinamica do espaco original.

Observou-se que uma adicao de 5% de ruido nas medidas das séries temporais
(Segao desnaturam completamente o determinismo e a topologia das séries
temporais originais. Isso indica que nao é possivel reconstruir satisfatoriamente
um espaco de fases com séries temporais contaminadas com ruido. Paralelamente
foi mostrado que o analise de PCA também pode ser usado como uma técnica de
reconstrugao. Esses resultados corroboram a dificuldade de descrever esses sistemas
experimentalmente, dado que a existéncia de ruido de medicao em dados reais é

inevitavel.

Os resultados obtidos pelo cdlculo dos espectros de Lyapunov, dimensoes
de correlacao, entropias K-S e diagramas de recorréncia confirmam que os fluxos
aperiddicos dos sistemas Polym3 e Polym4 sao caéticos segundo a definicao de
STROGATYZ| (2014). Além disso, foi observado que o atrator Polym4 possui di-
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mensao de correlacao fracionaria que revela a possivel existéncia de uma estrutura

fractal dentro do atrator.

As entropias K-S positivas validam os resultados obtidos pela caracterizacao
via espectro de Lyapunov, sendo que existe uma continua tendéncia do sistema a
perder informagao (bits) ao longo da dinamica. A andlise dos diagramas de re-
corréncia mostrou que os dois sistemas estudados, os fluxos Polym3 e Polym4, sao
naturalmente recorrentes e que portanto, seus atratores possuem regioes espaciais

com oOrbitas densas.

Observou-se que a operacao do reator com camisa de resfriamentos pode facili-
tar o aparecimento de dinamicas complexas e caos. Os diagramas de bifurcacao ob-
tidos via simulacao dinamicas mostraram que as faixas do parametro D onde o caos
acontece ¢ muito estreita, correspondendo a uma porcentagem muito pequena do in-
tervalo de Hopf (1%). Por isso, a dificuldade de observar o comportamento caético
em reatores experimentalmente quando é controlado o parametro D). No entanto,
durante a construcao dos diagramas da arvore, foi observado que os parametros C'1
e (2 podem gerar janelas cadticas cujos valores podem ser atingidos dentro de uma

faixa operacional maior.

Particularmente no caso do parametro C'1, observou-se que para valores entre

C1l=1,48 e C'1 = 1, 55 era possivel observar comportamento cadtico. Considerando
) )

que o parametro C'1 é uma relacao de tempos de residéncia, existe uma grande

quantidade de condicOes operacionais na camisa que satisfazem essa condicao.

Outro aspecto relevante corresponde a sensibilidade das estruturas cadticas
geradas pelo parametro C'1. Observou-se que as janelas cadticas eram altamente
sensiveis a mudancas no parametro D, sendo que uma perturbacao cerca de 7,7%
no tempo de residéncia poderia remover o estado do reator da regiao cadtica e criar
uma regiao nao cadtica. Dai, embora a inclusao da camisa no reator facilite operaci-
onalmente o surgimento do comportamento cadtico, a visualizagao experimental do
fenomeno ainda continua sendo complicada, uma vez que as estruturas sao muito

sensiveis a mudangas em outras variaveis.

As condigoes mais favoraveis sugerem o uso de iniciadores com uma alta esta-
bilidade térmica, com constantes da ordem de K4 = 107%s~'. No caso do reator
industrial, a dinamica cadtica seria observada sé com reagoes iniciadas com peréxido
de lauroila, dada o condicionamento dos tempos de residéncia tipicos de operacao

industrial.

Por fim, destaca-se que um algoritmo proposto para a busca de solugoes

periddicas e aperiddicas (Secao [4.7.2)) se mostrou mais eficiente computacionalmente
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do que o algoritmo original proposto por RODRIGUES| (2011) (Secao 3.5). O al-
goritmo proposto permite realizar buscas em espagos paramétricos maiores com
uma demanda computacional de processamento menor, sendo que a metodologia é

aplicavel a qualquer sistema dinamico continuo.

5.1 Sugestoes para trabalhos futuros

Para trabalhos posteriores, sugere-se a continuacao da pesquisa mediante a rea-
lizacao das atividades experimentais, considerando a reacao de polimerizacao de
estireno usando como iniciador peréxido de lauroila e em segunda instancia 2,2’-Azo-
bis-isobutironitrila. As outras condigoes fisico-quimicas devem ser fixadas conforme
o caso 16 do sistema Polym4. A configuragao do reator e da camisa de resfriamento
deve ser tal que permita reproduzir as condigoes do parametro C2 e controlar o valor
do parametro C'1, pelo que sera necessario a inclusao de uma valvula na linha de
fluido de resfriamento na camisa, que permita aumentar o diminuir a vazao. Base-
ado nas simulagoes, a alta sensibilidade da janela cadtica pode deslocar a localizagao

da condicao de C'1 que gera dinamica cadtica.

Além disso, o controle sobre a vazao de fluido na camisa pode permitir cons-
truir um diagrama de bifurcagao experimental, em que seria possivel observar um
comportamento periddico e consequentemente um comportamento aperiédico. A
medicao e acompanhamento do caos pode ser dado via analise nao linear de séries
temporais, calculando os exponentes de Lyapunov para a série temporal da tempe-

ratura no reator ou temperatura na camisa.

Estudos desses reatores envolvendo reacoes de copolimerizacao constituem uma
continuagao natural do presente trabalho. Sendo que PINTO e RAY/ (1995a) mos-
traram que sistemas de copolimerizagao apresentam um maior grau de complexidade

que os processos de homopolimerizagao.

Outro aspecto relevante é o estudo de propriedades e condigbes que gerem
simetrias invariantes nos atratores, uma vez que depois de localizadas as simetrias

é possivel reduzir o fluxo e particionar o espaco de estados por dinamica simbdlica

(CVITANOVIC et al. [2016).

Os algoritmos de busca de solugoes propostos foram construidos para deter-
minar solucoes periddicas e aperiddicas. A construcao de um algoritmo de busca de
solugoes cadticas é importante nestes estudos. No entanto, é importante considerar
que a funcao que descreve o comportamento dos exponentes de Lyapunov é alta-

mente divergente, pelo que técnicas de otimizagao de cardcter deterministico podem
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ser menos eficientes. Alternativamente, poderiam ser estudadas novas medidas de
caos em sistemas dinamicos, cujo calculo seja menos demandante em comparagao

ao espectro de Lyapunov.

Outra abordagem na busca do caos corresponde a avaliagao do Teorema de
Shilnikov, usando os valores caracteristicos da matriz A no espaco paramétrico. No

entanto, essa estratégia sé pode buscar caos originado por 6rbitas homoclinicas.

Também sugere-se a implementagao da metodologia Multishooting para o
calculo de drbitas peridédicas no atrator Polym3, lembrando que o método de pro-
pagacao e fechamento é altamente instavel e dependente de um muito bom chute
inicial.

Por fim, sugere-se o estudo concernente ao controle automético do reator que

leve ou force o sistema a condigoes cadticas. As estratégias podem ser diversas, tais

como:
i a adicao de controle de temperatura por feedback, onde novas fontes de retroa-
limentagao seriam adicionadas;

ii maximizagao de recorréncias, considerando o fato de que o comportamento

cadtico é altamente recorrente (tal e como foi mostrado na Segao [4.5.7));

iii acoplamento do sistema de polimerizagao com outras reagoes quimicas oscilantes;
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Tabela 1: Casos com dinamica oscilatéria encontrados para o modelo POLYM3

D

A

B1

4.04694498E4-01
3.54736048E+01
4.02880089E4-01
3.99722494E4-01
4.03028005E+-01
4.25086025E+-01
3.98282197E4-01
3.97991420E4-01
4.43095614E4-01
4.19042726E+-01
4.01113039E+-01
3.69161316E+01
3.99475355E+01
3.55294997E+01
4.23611193E4-01
4.36416011E+-01
4.01316675E4-01
4.07240549E4-01
4.09292235E+-01
4.03016508E+-01
4.02282067E+-01
4.10117515E4-01
4.11745840E4-01
3.78479110E4-01
4.25671185E+01
4.00993690E+-01
4.29014465E4-01
3.99488880E+01
4.03282638E4-01
4.15564653E4-01
4.02127184E4-01
4.05705738E+-01
4.02904205E4-01
3.93947838E+01
3.96863956E+01
4.03774308E+-01
4.00134518E+-01
4.08134061E4-01
4.36553948E4-01
4.47162059E4-01
4.03651276E4-01
3.99616255E4-01
4.07224593E4-01
3.97068225E+01
4.10293674E4-01
4.05403663E4-01
4.06801010E+-01
4.00276686E+-01
3.55596121E+01
4.16650551E+01

-1.00085819E+01
-1.03190862E+01
-1.04765456E+01
-9.61635991E+00
-1.00307868E+01
-1.08984151E+01
-1.06313321E+01
-9.87910561E+00
-9.02480155E+00
-1.04747318E+01
-9.84768019E+00
-9.01195724E+00
-1.00425972E+01
-9.54005898E+00
-1.09417466E+01
-1.05979275E+01
-1.05223165E+01
-1.08411670E+01
-9.96946067E+00
-9.57823114E+00
-1.01733915E+01
-1.04707772E+01
-1.04230920E+01
-9.42085599E+00
-9.45400104E+00
-9.70714876E+00
-9.73239188E+00
-1.02718165E+01
-1.07294254E+01
-9.07336729E+00
-9.70008445E+00
-9.66416927E+00
-1.03458203E+01
-1.04873137E+01
-1.01579737E~+01
-1.06505580E+01
-9.90175094E+00
-9.85071764E+00
-1.06709074E+01
-9.58021056E+00
-9.87448008E+00
-9.53871541E+00
-1.01846068E+01
-1.02106084E+01
-1.04715450E+01
-1.02462686E+01
-1.02307983E+01
-1.07336080E+01
-9.21654851E+00
-1.09825533E-101

2.25741877E-20
4.24348538E-21
2.31792084E-20
3.68191915E-20
2.52052238E-20
3.8574737TE-21
3.17627041E-20
3.92699223E-20
-1.08742695E-20
-7.41241405E-21
3.12514679E-20
2.51296024E-22
3.34933392E-20
-1.14454812E-20
4.27530766E-21
-5.64896660E-21
2.53445468E-20
1.48984446E-20
1.63813899E-20
2.90246455E-20
2.56603053E-20
1.31368282E-20
1.16834011E-20
-1.13866991E-20
1.47547917E-20
2.37576343E-21
-9.30238049E-21
3.09767043E-20
2.13941572E-20
-1.61170736E-20
3.02999246E-20
2.32033271E-20
2.34764995E-20
5.69684692E-21
3.97419540E-20
2.02801593E-20
3.26339809E-20
1.82758598E-20
-1.74640361E-20
-9.43454428E-21
2.55549376E-20
3.80205926E-20
1.76104416E-20
-6.73695964E-21
1.32839419E-20
1.98967550E-20
1.85222693E-20
2.69907698E-20
1.56588098E-20
7.09625567E-21



Tabela 2: Casos com dinamica oscilatéria encontrados para o modelo POLYM4

D

A

C1

C2

4.139481E+01
4.135272E+01
4.025790E+01
4.033790E+01
4.005828E+01
4.021870E+01
4.014512E+01
4.035330E+01
4.167272E+01
4.022526E+01
4.105363E+01
4.023172E+01
4.127654E+01
4.173139E+01
4.030986E+01
4.019563E+01
4.011713E+01
4.012731E+01
4.035372E+01
4.044678E+01
4.028066E+01
3.604090E+-01
4.027967E+01
4.009859E+01
4.033069E+01
4.031568E+01
3.797132E+-01
4.034704E+01
4.006413E+01
4.010349E+01
4.162682E+01
4.133952E+01
4.031145E+01
4.009466E+01
4.165622E+01
3.662111E4-01
4.027795E+01
4.040653E+01
4.118767E+01
4.043400E+01
4.021566E+01
4.015837E+01
4.034600E+01
4.035642E+01
4.044779E+01
4.020853E+01
4.015363E+01
4.114657E+01
4.066569E+01
4.082851E+01

-1.042483E+-01
-1.057408E+-01
-1.003815E4-01
-9.917056E4-00
-1.032926E4-01
-1.030692E+-01
-9.987824E4-00
-9.683805E4-00
-9.625265E4-00
-1.004271E+-01
-1.047939E+-01
-1.028533E4-01
-1.071663E4-01
-1.089194E+-01
-9.793683E+-00
-1.039082E+-01
-1.043900E+-01
-1.050749E4-01
-9.915139E4-00
-9.646430E+-00
-9.834019E4-00
-9.844533E4-00
-9.974158E4-00
-1.039192E4-01
-1.033088E4-01
-9.877039E4-00
-9.048403E4-00
-9.569812E4-00
-1.038309E+-01
-1.046879E4-01
-9.986401E4-00
-1.034808E+-01
-1.068830E+-01
-1.016422E4-01
-1.024644E4-01
-1.018573E+-01
-1.003151E+-01
-9.555667E4-00
-1.045120E4-01
-9.893201E4-00
-9.993292E+-00
-9.923940E4-00
-9.822797E4-00
-1.003759E+-01
-9.777476E4-00
-1.022751E4-01

2.438759E-01
7.953965E-02
2.786760E+00
3.278025E4-00
3.816706E+00
1.881772E+00
3.955824E4-00
3.805308E+00
3.473528E-01
2.627103E+00
9.316958E-02
2.112876E+00
1.509725E-01
1.871219E-01
2.617600E+00
3.198864E+00
1.484996E+00
1.077882E+00
2.133135E+00
3.855980E+-00
2.443791E+00
3.347503E-01
2.104761E+00
3.396470E+00
1.155620E+00
2.983885E+00
4.083125E-01
2.874937E+00
3.306252E+00
2.049489E+00
7.423325E-02
1.386509E+00
1.973190E-01
2.415365E+00
2.343597E-01
4.034390E-01
2.493130E+00
9.359751E-01
5.986023E-01
4.841259E-01
8.534208E-01
2.468052E+-00
2.734729E4-00
3.151890E+00
3.233935E+00
2.932112E4-00

-1.053756E+04y5 1.453756E+00

-1.029423E4-01
-1.016210E4-01
-1.007556E+01

3.039883E-01
8.483009E-02
5.595600E-02

3.430577E-01
1.048350E-01
3.139844E-01
3.075371E-01
2.025502E-01
3.207587E-01
9.782021E-02
2.022477E-01
2.846652E-01
2.279837E-01
1.034578E-01
2.428059E-01
2.598326E-01
2.448733E-01
1.858363E-01
2.642447E-01
1.341193E-01
1.292510E-01
3.408163E-01
3.854612E-01
1.749331E-01
1.686105E-01
2.214371E-01
3.278872E-01
2.802533E-01
3.174978E-01
5.310460E-02
1.144567E-01
1.991413E-01
1.868962E-01
8.439154E-02
5.441135E-02
6.666494E-02
3.805412E-02
3.213714E-01
3.290315E-01
2.878251E-01
7.740464E-02
6.095582E-02
1.009867E-01
5.069151E-02
3.855286E-02
2.298169E-01
3.716063E-01
3.831858E-01
2.794258E-01
2.356239E-01
3.425911E-01
5.400286E-02
3.073092E-02
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