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Fabio Pereira dos Santos

Programa: Engenharia Quimica

Fenomenos fisicos que podem ser descritos através de distribuicoes sao comuns em
diversos segmentos das ciéncias. Conhecer estas distribuicoes e seu comportamento
torna-se essencial para que se possa extrair informacoes relevantes aos sistemas em
geral. Situando esta problemética no contexto da Engenharia Quimica, destaca-se
a técnica conhecida como Balan¢o Populacional (BP), que, por possibilitar a mo-
delagem de fenomenos discretos de interacao entre particulas em um escoamento
multifasico polidisperso, se destaca como bastante promissora na analise destes. A
Equacao de Balango Populacional (EBP) requer o emprego de métodos ntimericos
em sua resolucao devido a sua complexidade. Diversos métodos ja foram propostos
para resolver esta equacao e um método recente e promissor, 0 EQMOM (FEztended
Quadrature Method of Moments), se destaca por procurar atender uma das carac-
teristicas que um método que se propoe a resolver a EBP deve apresentar: gerar
uma aproximagcao funcional para a densidade numérica de particulas. O presente
trabalho fora inspirado nesta caracteristica deste método: gerar uma aproximacgao
de uma distribuicao da qual se conhece apenas alguns momentos. A partir de uma
certa distribuicao inicial da qual se conhecem os primeiros £ momentos, tentou-se
gerar uma aproximagao funcional empregando combinacoes KDFs (Kernel Density
Functions) gamma ou beta. O presente trabalho utilizou o calculo da primeira
quadratura do EQMOM para propor uma nova metodologia para aproximar distri-
buicoes, empregando otimizacao. Observou-se que a metodologia proposta foi capaz
de gerar boas aproximagoes para as distribuicoes testadas, até para situagoes em

que o nimero de parametros era razoavelmente elevado.
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Physical phenomena which can be described through some distribution are very
common in several segments of science. Therefore, knowing these distributions and
their behavior becomes essential to the extraction of relevant information to the
behavior of the systems in general. In the context of Chemical Engineering, dis-
persed multiphase flows and, more precisely, the technique known as Population
Balance (PB), which, by enabling the modeling of discrete phenomena of interac-
tion between particles. This technique is quite promising in the analysis of such
flows. The Population Balance Equation (PBE), due to its complexity, requires the
usage of numerical methods in its resolution. Several methods have already been
proposed to solve this equation and a recent and promising method, the EQMOM
(Extended Quadrature Method of Moments), stands out since it tries to achieve one
of the desired characteristics of the solution of the PBE: beeing able to generate a
functional approximation for the numerical density of particles. The present work
was inspired by this particular characteristic of this method: to generate an approx-
imation for a certain distribuition for which only a few of its moments are kwnown.
From a set of the first £ moments of a certain initial and known distribution, the
computation of an approximation by using KDFs (Kernel Density Functions). This
work uses the computation of the first quadrature of EQMOM to propose a new
way to approximate distributions. It was observed that the proposed methodology
was able to generate good approximations for the proposed distributions, since the
optimization algorithm could improve significantly the main characteristics of the

distribuition, even when the number of parameters were reasonably large.
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Capitulo 1

Introducao

Diversos sao os segmentos das ciéncias que fazem uso de distribuicoes de den-
sidade de probabilidade. Dentre estes, podemos destacar, por exemplo, engenharia
quimica e de processos, engenharia eletronica, biotecnologia e fisica nuclear. Em de-
terminados tipos de problemas, deseja-se determinar o perfil da distribuicao e, para
isso, faz-se uso de propriedades integrais das mesmas, usualmente denominadas mo-
mentos. Reconstruir uma distribuicao através de seus momentos ¢ um exemplo de
problema de inversao, no qual se quer determinar uma causa através da observacao
de seus efeitos. Situando este assunto no contexto da engenharia quimica, mais
precisamente em escoamentos multifasicos, se destaca a técnica de Balanco Popu-
lacional. Esta técnica permite analisar e conhecer o comportamento de uma fase
dispersa em um escoamento de um determinado fluido, através de uma equacao que
rege a evolucao de uma distribuicao que caracteriza a fase dispersa, a Equacgao de
Balango Populacional (EBP).

A EBP apresenta como solu¢ao uma distribuicao especifica. Alguns métodos pro-
postos na literatura buscam formas de gerar uma aproximacao para essa distribuicao
a partir dos momentos desta, devido a necessidade de se conhecer valores pontuais
da distribuicao. O processo de caracterizagao e identificacao de uma distribuicao
através de seus momentos é determinado Problema de Inversao de Momentos. Neste
contexto, este trabalho busca propor uma forma de reconstruir uma distribuicao a
partir de um conjunto finito de seus momentos, fazendo uso de distribuicoes especi-
ais, denominadas KDFs, do inglés Kernel Density Functions. Nao seréd resolvida a
equacao de Balango Populacional, contudo, este assunto sera brevemente discutido,
pois a metodologia proposta no presente trabalho faz uso do EQMOM, um método

que se propoe a resolver a EBP.

1.0.1 Motivacao

Conhecer o perfil e o comportamento de uma distribuicao é de extremo interesse

em diferentes areas das ciéncias, portanto, métodos que permitam essa caracteriza-



¢ao apresentam grande importancia. O LTFD - Laboratoério de Termofluidodinamica
da COPPE, possui em seu histérico um amplo acervo de trabalhos nos quais os mo-
mentos de uma distribuicao sao aplicados na solucao de problemas, tanto voltados
para a solucao da EBP quanto em aplicacao de problemas relacionados a Termodi-

namica do Continuo.

Histoérico de Pesquisas do LTFD

O trabalho de SILVA [2] buscou desenvolver metodologias para a simulagio de
escoamentos polidispersos. Além disso, buscando comparar os métodos existentes na
literatura que se propoem a resolver a Equacao de Balanco Populacional, o trabalho
mostrou que 0o DQMOM (Direct Quadrature Method of Moments) era o mais acurado
dentre os demais.

Em seguida, a dissertagdo de mestrado de SANTOS [3] busca gerar uma forma
do DQMOM empregando momentos generalizados, na tentativa de tornar o método
mais robusto e acurado para a aplicacao na solucao da EBP. Mais sobre este assunto
serd visto posteriormente. Em seu trabalho, os momentos generalizados usam como
funcoes teste bases de polindmios ortogonais, como os de Laguerre e Legendre.

A tese de doutorado de FAVERO [4] visou o desenvolvimento e implementacao de
métodos numéricos para a solugao da EBP multivariada, além de acoplar estes com
um codigo de CFD (Computational Fluid Dynamics). FAVERO [4] concluiu que o
método mais adequado para o acoplamento entre Balanco Populacional e CFD foi
o DQMOM-FC. Em seu trabalho, o autor propoés também um método de inversao

de problemas de momentos multivariados.

1.0.2 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é propor uma metodologia que seja capaz de
reproduzir de forma adequada uma distribuicao conhecida, a partir de um conjunto
finito de seus momentos. O método aqui proposto faz uso de otimizacao nao-linear
multiparamétrica para atingir este objetivo. Dentre os objetivos especificos, pode-se

citar:

e Comparar a distribuicao gerada pelo método com a do EQMOM.

Avaliar o custo computacional.

Avaliar a robustez do método proposto.

Avaliar o comportamento do método frente ao chute inicial gerado pelo EQ-

MOM e outros propostos.

Avaliar a acuracia e a taxa de convergéncia do método.



1.0.3 Organizacao do Texto

No capitulo 2 é apresentada a revisao bibliografica necessaria para a devida com-
preensao dos fundamentos teéricos que servem de embasamento para o trabalho. O
capitulo 3 trata da metodologia proposta para gerar a aproximacao mediante o
emprego das distribuigoes. O capitulo 4 se destina a apresentagao dos principais
resultados obtidos com a metodologia proposta neste trabalho, bem como sua dis-
cussao. O capitulo 5 mostra as principais conclusées obtidas do entendimento e

interpretacao dos resultados.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Este capitulo procura abordar toda a fundamentacao tedrica que serviu de base
para o desenvolvimento deste trabalho. Foi feita uma breve e rapida revisao da
literatura sobre a teoria basica de Balango Populacional, além de um estudo sobre
o problema classico dos momentos e polinémios ortogonais. Posteriormente, foram
estudados os principais métodos numéricos para resolver a EBP com enfoque na
capacidade destes de aproximar a distribuicao, além de métodos que buscam apenas

gerar uma aproximacao para distribuicoes.

2.1 Breve Teoria de Balanco Populacional

Apesar do objetivo deste trabalho nao envolver por enquanto a resolucao da
Equacao de Balango Populacional (EBP), cabe uma breve explanagio sobre o as-
sunto, uma vez que este tem como base um método numérico que fora desenvolvido
com a finalidade de resolver tal Equacao. Sendo assim, torna-se necessario conhecer
minimamente a EBP, para que se possa ter um melhor entendimento do funciona-
mento das metodologias empregadas em sua solucao. Para mais detalhes, basta a

leitura das referéncias recomendadas.

2.1.1 A Equacao de Balanco Populacional

A EBP é uma Equacao de transporte na qual a variavel transportada é a dis-
tribuicao de densidade numérica de particulas, distribuida em uma ou mais
propriedades (ex.: tamanho, composi¢ao) (RAMKRISHNA [5]).

Porque ¢ interessante conhecer o comportamento desta distribuicao, ou seja,
como esta evolui no tempo e no espago? Para responder esta pergunta, basta ob-
servar o quanto os escoamentos multifasicos dispersos estao presentes na industrias
quimicas. Estes escoamentos sao caracterizados pela presenca de uma fase continua
e outra dispersa, na forma de bolhas, gotas ou particulas. Constatado isso, fica

claro quanto a caracterizacao desta distribuicao auxilia em calculos de performance



de equipamentos ou na obtencao de produtos finais que obedecam a um conjunto
de especificacoes (SILVA [2]).

O emprego da técnica de Balanco Populacional é bastante abrangente e uma
breve revisao da literatura mostra sua aplicacao na modelagem e resolugao de proble-
mas envolvendo cristalizacao, aerosois, sprays, polimerizacao e precipitacao, dentre
outros. Isto ocorre porque a esta permite a devida modelagem de fenémenos comuns
nestes tipos de sistemas, tais como quebra, agregagao, nucleagao e crescimento de
particulas, fornecendo ferramentas necessarias a analise do comportamento destes
sistemas (SILVA [2]).

A distribuigdo numérica de particulas, f(x,v,t), quantidade transportada na
EBP, representa a quantidade média de particulas em um determinado tempo ¢ por

unidade volume do espaco de estados, na qual:
e x € (), é o vetor de variaveis externas e
e v € (), é o vetor de varidveis internas.

O dominio gerado pelo produto cartesiano entre €y e €2, é denominado espago de
estados das particulas. As varidveis externas consistem no espaco fisico, isto é, o
vetor posigao da particula (R?), enquanto as varidveis internas sao as propriedades
das particulas do sistema em questao, como por exemplo tamanho e area superficial.
Sistemas cujas particulas nao se encontram igualmente distribuidas no espaco apre-
sentam dependéncia espacial do vetor de variaveis externas e por isso empregam a
EBP em sua forma heterogénea.

Além disso, em situacoes reais da industria, quando se observa um escoamento
disperso, raramente as particulas sdo iguais, diferindo em apenas uma propriedade,
e por isso se fala em polidispersao. Isto mostra que a real modelagem de sistemas
particulados, nestes casos, pode empregar uma forma multivariada da f, sendo
que a dimensao do espaco de varidveis internas equivale ao nimero de propriedades
diferentes apresentadas pelas particulas populacao. A Figura ilustra sistemas

regidos pela forma heterogénea, isto ¢, considerando a variacao espacial da EBP.

I"|I_.-:.-".-_l.-' o B -lj'-,l

Figura 2.1: Particulas dispersas de forma heterogénea no espaco. Adaptado de YEOH e
TU [1]



A Figura busca ilustrar uma distribui¢ao em mais de uma propriedade. E
importante ressaltar que, como a representacao de uma distribuicao com espaco de
varidveis internas de dimensao maior que dois é dificil, a representacao demonstra

esta para um caso bivariado, ou seja, cuja dimensao do espaco €, é 2.

Figura 2.2: Representacao de f multivariada (bivariada). Extraida de FAVERO [4]

Através da f pode-se conhecer algumas propriedades interessantes do sistema
particulado. Por exemplo, ao integrar esta quantidade no espacgo de estados, obtém-
se o namero total de particulas em funcao do tempo. A Equacao de balanco po-
pulacional, em sua forma heterogénea e multivariada, esta descrita na Equacao [2.1
(SILVA [2]):

Of(x,v,1)

Y = Vo (Xf(x,v,1)) + Vi.[Do. (V. DL f(x, v, )] + H(x, v, y, 1) (2.1)

O primeiro termo do lado direito da Equacgao representa o transporte con-
vectivo, sendo X a taxa com que as variaveis externas (x) variam no tempo e o
segundo termo representa a parcela de particulas transportada via difusao, onde
D, ¢é o coeficiente de difusdo anisotropico. Ainda, na Equacao H(x,v,y,t) é
o termo fonte da EBP, que envolve os termos de nucleagao, crescimento, quebra e
agregacao. Este termo é muito importante e serd esmiucado em segoes posteriores.
O termo fonte possui também dependéncia de y, que é o vetor de variaveis da fase
continua que influenciam diretamente os processos entre as particulas e a evolugao

da fase dispersa como um todo.



H(x,v,y,t) = B.(x,v,y,t) — D.(x,v,y,t) + By(x,Vv,y,1)— (22)
Db(X7 vy, t) + J(X7 v,Yy, t) + G(X7 v,y, t) .

As iniciais buscam descrever o fenoémeno envolvido, segundo
e B - "Birth”
e D - "Death”
e b - "breakage”
e ¢ - "coalescence”

O termo G(x,Vv,y,t) expressa a variacoes no estado das propriedades das parti-

culas e agssume a forma dada na Equacao

G(x,v,y,t) = =V.(Vf(x,v,1)) + Vy.[D,.(Vy.DI f(x, v, 1))] (2.3)

Na Equacao acima, V ¢ a taxa temporal de variagao das variaveis internas. O
segundo termo do lado direito da Equacao representa a contribuicao estocastica
da variagao. O termo J(x,v,y,t) é o termo de nucleacio.

Mais detalhes sobre a EBP podem ser encontrados em RAMKRISHNA [5] e em
YEOH e TU [1].

Fenomenos de Agregacao

Em escoamentos, devido & dinamica da fase continua, as particulas se movimen-
tam no dominio e podem colidir umas com as outras. Essa colisao é responsével por
fendmenos importantes, como o caso do fenémeno de agregacao. Tal fenémeno pode
ocorrer com diversas particulas se juntando e formando um aglomerado ou ainda
quando duas bolhas ou gotas se associam formando uma terceira entidade. A este
ultimo caso se d4 o nome de coalescéncia.

O fenoémeno de coalescéncia depende da drenagem da camada de fluido que
separa duas particulas dispostas em uma certa regiao do dominio, até a espessura
de fluido que as separa seja a de um filme. Em situacoes em que se observa a ruptura
deste filme, ocorre a coalescéncia entre essas particulas. Este fenémeno é ilustrado
na Figura 2.3

A analise da Figura [2.3| chama atencao para casos em que a ruptura do filme de
fluido presente entre as particulas nao ocorre. Com isto, observa-se que nem toda
a colisao leva, de fato, ao processo de coalescéncia. Por isso, é importante definir

uma frequéncia de agregacao, a, que é um produto entre a frequéncia de colisoes
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Figura 2.3: Processo de coalescéncia, adaptado de YEOH e TU [I].
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entre particulas de estados diferentes e a eficiéncia de agregacao. Mais informagoes
sobre esta varidvel pode ser encontrado em RAMKRISHNA [5].

O termo de agregagao, com suas parcelas de nascimento e morte de uma particula
de estado (x, V), sao mostrados nas Equagoes e , sendo ambas encontradas
em [5].

1
B.(x vy 1) = 5 / / A, VXV y ) PV ) V)

o(x',v')
a(x,v)

(2.4)
AV dVie

Dc(x,v,y,t):/ / a(x,v;x', vy, ) f(x,v,t) f(x', v, t)dVydVy (2.5)

Na Equacao referente ao nascimento de particulas por coalescéncia, o termo
J(x',v")/0(x,Vv) corresponde ao jacobiano que realiza a transformagao de coordena-
das para que estas fiquem em termos do estado (x,v). Este termo esta devidamente
ilustrado em RAMKRISHNA [5]. Na mesma Equacao, o termo 1/0 evita redundan-

cia na contagem de pares idénticos.

Fen6omenos de Quebra

Os fenomenos de quebra de particulas em um escoamento podem ocorrer por
diferentes motivos como a colisao com uma outra particula ou ainda devido a dina-
mica da fase continua, como é o caso de escoamentos turbulentos, nos quais a quebra
é induzida pela agao de vortices que causam deformagoes nas particulas (fluidas),
podendo entao causar a ruptura das mesmas. A Figura ilustra o mecanismo de
um processo de quebra.

Os termos de nascimento e morte por quebra de uma particula de estado (x, V)
sao mostrados nas Equacoes e [2.7] respectivamente.
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Figura 2.4: Processo de quebra, adaptado de YEOH e TU [I].

Bb(X,V,y,t> :/ ﬁ(xl7vl;y7t)b<xl7vl;y7t>P(X7V’X/7VI;y7t)f(xl7vl7t)dvv/dvx’
x, QV/

(2.6)

Dy(x,v,y,t) =b(x', vy, t)) f(x', Vv 1) (2.7)

Nestas Equacoes, b é a denominada freqiiéncia de quebra, que busca quantificar a
fracdo de particulas de estado (x,v) submetidas a processos de quebra por unidade
de tempo. O termo P(x,v|x',Vv’;y,t)) representa a probabilidade condicional de
uma particula de estado (x/,v’), submetidos a y em um tempo ¢, dar origem a uma
particula filha de estado (x,v).

Ainda, J(x',v’;y,t) representa o nimero médio de particulas que surgem no
dominio oriundos da quebra de uma particula de estado (x',v’). Apesar de ser

intuitivo, cabe ressaltar que J(x’,v';y,t) > 2.

Hipo6teses Simplificadoras

Algumas simplificacoes que podem ser feitas visando reduzir a complexidade da
Equacao de Balanco Populacional. Os métodos disponiveis na literatura propoem
metodologias numéricas para tentar resolver a forma mais simplificada desta Equa-
¢a0 e mesmo assim, esbarram por vezes em uma série de problemas.

A primeira simplificacdo a ser feita diz respeito a resolver o problema de ba-
lanco populacional desprezando sua variacao espacial. A isto corresponde a EBP
espacialmente homogénea, empregada em sistemas representados através da Figura
2.0

Esta simplificacao reduz bastante a complexidade da Equacao. Contudo mais
hipoteses simplificadoras podem ser admitidas, como assumir a distribuicao mo-
novariada, conforme ilustrado na Figura Além disso, busca-se trabalhar com
propriedades extensivas.

No equacionamento mostrado a partir deste ponto, a dependéncia dos compo-

nentes do termo fonte com o vetor de varidveis da fase continua, y, serd implicita,
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Figura 2.5: Particulas dispersas de forma homogénea no espago. Adaptado de YEOH e
TU [1]
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Figura 2.6: Distribuicdes monovariadas apresentam uma unica varidvel interna.
http://www.portalaction.com.br/sites/default /files/EstatisticaBasica/
figuras/distribuicaoNormal /normal. PNG acessado em 10/04.

e nao sera mais mostrada. A variavel interna de trabalho sera extensiva e denotada
por v. E interessante propor que a variavel interna seja extensiva porque isto leva
o jacobiano da transformacao de coordenadas presente no termo de nascimento por
coalescéncia (mostrado na Equagao a assumir valor unitario.

A Equacao mostra cada componente do termo de coalescéncia, englobando a
morte e o nascimento de particulas dadas por esse fendmeno, com todas as devidas

hipoteses de simplificacao assumidas e com § = 2.

Bu(v) = / fo— ) ()alo — o)

2 (2.8)
D.(v) = / F(0)f (0 )a(v,v')dv

Similarmente, os termos de quebra com as simplificacoes assumidas nesta secao
assume forma descrita através da Equacao assumindo quebra binaria, conforme

jé citado.
' (2.9)
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Cabe ressaltar que, apesar das simplificacoes feitas, a EBP ainda apresenta ele-
vado grau de complexidade, o que torna sua solucao analitica complexa e, comu-
mente, impraticdvel. Surge entao a necessidade do desenvolvimento de metodologias
numeéricas que possam ser aplicadas na obtencao de uma solugao para esta impor-

tante Equacao.

2.2 Problema de Momentos e Aproximacao de Fun-
coes

Esta secao se destina tratar brevemente do denominado Problema dos Momentos.
Conforme SHOHAT e TAMARKIN [6], esta questdo é bastante antiga em origem e ja
recebeu atencao de cientistas e matematicos renomados como Stieltjes, Hamburger
e Hausdorff, entre outros tantos. Antes de dar inicio ao estudo do Problema dos
Momentos, torna-se necessaria uma breve explanacao sobre o operador de momentos

e sua importancia na caracterizacao de distribuicoes.

O Operador de Momentos:

O operador integral de momentos, quando aplicados a uma distribuicao, fornece
quantidades que auxiliam na caracterizacao desta. Um exemplo disto serd dado
quando for abordada a questao do método dos momentos, na secao de métodos nu-
méricos. Nesta, serd visto que os valores dos momentos sao associados a informacoes
sobre a populacao de um sistema, e serao dados alguns exemplos, como o dos mo-
mentos de ordem zero, um e de momentos fracionarios. Apesar deste ser um bom
exemplo, é interessante conhecer como se da essa caracterizacao de uma distribuicao
sob um ponto de vista mais matematico. A Figura mostra como os momentos

se relacionam como uma distribuicao qualquer.

12 momento: média

22 momento: desvio padrao

32 momento: simetria

Figura 2.7: Caracterizagdo de uma distribuicao a partir de seus momentos.
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Desta forma, conhecendo um conjunto suficientemente grande de momentos, é
possivel caracterizar uma distribuicao e isso serd comentado posteriormente. O

operador de momentos tem sua férmula descrita segundo a Equacao [2.10

(x¥, ) = /0' o*.dx (2.10)

Desta forma, para uma distribui¢do f(z) qualquer, os momentos serdo dados
segundo a Equagao abaixo:

@ p@) =) = [ty .11)

2.2.1 O Problema Classico dos Momentos

Para que se possa enunciar o problema dos momentos, (CHRISTTANSEN [7])
deve-se considerar um intervalo I, I C R e ¢ uma medida definida em /. O momento

de ordem n, u,, é definido pela integral definida na Equacao [2.12] uma vez que esta

exista. Na Equagao dy = f(x)dx

1y = /[ P (x) = /1 2" () da (2.12)

Deve-se considerar também um conjunto (sequéncia) de nimeros reais a,,n > 0.
O problema dos momentos pode ser entao enunciado, pois este consiste em buscar

uma solucao para as questoes descritas abaixo:

I - Existe uma medida f(x) > 0, com suporte em I, cujos momentos n = 0,1, 2...

sejam representados pela seqiiencia de ntiimeros reais a,,?
IT - Se sim, essa medida é a Gnica que pode ser determinada pelos momentos a,,”

IIT - Se ndo, como se pode conhecer todas as medidas positivas f(z) > 0 definidas

em [ que apresentem como momentos o conjunto a,?

Quando se consegue obter uma medida f(z) > 0 que tenha como momentos o
conjunto de nimeros reais a,, diz-se que f(z) é uma solu¢do para o problema de
momentos.

Quando a medida f(z) > 0, solugao do problema, é inica o problema de momen-
tos é dito determinado. Quando existe mais de uma medida para qual f(z) > 0,
ou seja, quando existe mais de uma solucao para o problema de momentos, este é

dito indeterminado.
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Quanto ao intervalo da reta real I considerado, surgem outras caracterizagoes do
problema de momentos. Em suma, existem trés tipos de intervalos I a serem conside-
rados, sendo estes o semi-infinito [0, 00), o finito [0,1] e o infinito (—o0, 00). Quando
se trabalha com o problema dos momentos definido em intervalo semi-infinito, este
recebe o nome de problema dos momentos de Stieltjes, nome do matemético holan-
dés que formulou e que propos sua solucao. Em dominio finito, se refere ao mesmo
problema com o nome de problema dos momentos de Hausdorff. Finalmente, no
caso do dominio de estudo do problema ser R, fala-se em problema de momentos
de Hamburger, em referéncia ao matematico alemao Hans Ludwig Hamburger, [7].
Como este trabalho buscou aproximar distribui¢oes tanto
em dominio semi-infinito quanto finito, apenas os problemas
de momentos relativos a estes dominios serao considerados.
Uma restricao importante decorrente de trabalhar com uma
distribuicao ¢ que a distribuicao reconstruida deve ser nao-

negativa. Apesar desta ser uma restricdo teoricamente sim-

ples e ser obedecida por qualquer distribuicao real, é res-
Figura 2.8: Thomas
Joannes Stieltjes, ma-
tematico holandés.

ponsavel pelas grandes dificuldades que se encontra quando
se propoe metodologias para a solucao deste tipo de proble-
mas. Como retificam em seu artigo ATHANASSOULIS e
GAVRILIADIS [8], a busca para uma solugao para o problema de momentos re-
side basicamente na obtencao de condicoes especificas que a sequéncia de momentos
dada por u; deve apresentar para que possa equivaler a uma distribuicao, quando

reconstruida.

2.2.2 O Problema dos Momentos de Stieltjes

Conforme citado anteriormente, o problema dos momentos de Stieltjes pode ser

descrito de maneira simples como:

"Recupere uma fun¢ao f(x) dados os seus momentos
e = [y a¥ f(x)de, k=0,1,2.."

Em seu famoso artigo "Recherches sur les fractions continues”, de 1894, Stieltjes
tanto formula a questao acima quanto propoe solucao para esta. Seu trabalho aborda

essa questao mediante analise das denominadas fragoes continuadas, que apresentam
a forma demonstrada em 2.13

! (2.13)

1

1+ 1

miz +
: m22+12i...

Stieltjes mostra que a solucao para o problema de momentos por ele proposto de-

pende da natureza da fracao continua associada a integral. Como pode ser visto em
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SHOHAT e TAMARKIN [6], fragoes continuadas associadas a esta integral exibem

forma mostrada na Equacao [2.14}

U T (2.14)

/°° dibly) po 1 p2 Ha
o 2+vy z 22z A

onde z € C. Neste trabalho, Stieljes mostra que, para a solucao do problema de

momentos existir, o seguinte teorema deve ser satisfeito.

Teorema 2.2.1 Para o problema de momentos em dominio semi-infinito apresentar
solucao, os determinantes das matrizes

Mo M1 e M H1 K2 e it
A, = ,U-l M'Q Mk-+1 7 A,(Cl) _ ,u'2 /1-3 Mk-+2
M He+1 o - M2k Hi+1  Hk+2 oo H2k+1

devem ser posilivos, ou seja:

Azl >0 (2.15)
€

1AM >0 (2.16)
para k=0,1,2,....

2.2.3 O Problema dos Momentos de Hausdorff

Como visto, o problema dos momentos, quando abordado em dominio finito [0,1]
tem seu nome atribuido ao matemaético alemao Felix Hausdorff. Sendo assim, este

pode ser enunciado segundo:

"Recupere uma fungao f(x) dados os seus momentos
= fol o f(x)dx, k =0,1,2.."
ATHANASSOULIS e GAVRILIADIS [8] enunciam o teorema baseado no estudo
de Hausdorff e em seu trabalho Momentenprobleme fiir ein endliches intervall que
versa sobre as condicoes necessarias que um conjunto de momentos deve apresentar

para que este subcaso do Problema de Momentos tenha solucao. O teorema em

questao é enunciado a seguir:

Teorema 2.2.2 A condi¢ao necessdria e suficiente para que o Problema dos Mo-
mentos de Hausdorff apresente solu¢cao € que a sequéncia de momentos g, k =
0,1,2,... satisfacam as sequintes desigualdades:

l

k
AFp, = Z(—l)i <k> Mitn > 0, k,n=0,1,2,... (2.17)

Se a solugao existir, entao ela € unica.
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No teorema acima, tem-se também a Equacao [2.18}

k k!

2.2.4 O Problema dos Momentos Truncado

Em situacoes reais, quando se deseja aplicar a teoria acima a sistemas fisicos,
obviamente nao ird se dispor de infinitos momentos para que se possa caracterizar
perfeitamente as distribuicoes. Sendo assim, faz-se uso de um conjunto finito de
momentos e, por isso, se fala em problema de momentos truncado.

Para entender melhor as consequéncias de se trabalhar apenas com um conjunto
finito de momentos, é necessario uma melhor contextualizacao do assunto, que sera

feita a seguir.

Espaco de Momentos: Caracterizagao e Definigao

A questao do conjunto de momentos selecionados para que se possa caracte-
rizar uma certa distribuicao remete a teoria que envolve o chamado de espaco
de momentos. Sendo assim, para que se possa definir de forma apropriada o es-
paco de momentos, deve-se considerar uma determinada sequéncia de momentos,
Li = o, f1, M2, - i € R. Esta sequéncia de momentos pode caracterizar ou nao
uma distribuicao, dado que nao se pode afirmar que uma sequéncia qualquer de k
nimeros corresponda aos primeiros k£ momentos de uma distribuicao. O conjunto
de todos p; para os quais existe pelo menos uma distribuicao que tenha a sequéncia
de momentos fu, b1, i2, .-, k COMO seu primeiro, segundo,..., n-ésimo momento é
chamado espaco de momentos de ordem k, aqui sendo denotado por MX. O
espaco de momentos possui caracteristicas complexas e que sao melhor discutidas e
aprofundadas em KARLIN e SHAPLEY [9].

A definicdo de espago de momentos é extremamente importante para que se
possa compreender no que implica truncar um conjunto de momentos. Se a cada
ponto p; que pertence a M¥X corresponde pelo menos uma distribuicao, a selecdo
de um conjunto finito implica na perda da capacidade de se caracterizar integral-
mente a distribuicao em questao. Logo, o problema de momentos pode retornar
infinitas distribuicoes como solucgao. Isto ocorre porque esse conjunto de momentos
pertence ao interior do espaco de momentos, denotado por IntMX e implica
na indeterminacao da solu¢ao do problema, uma vez que uma grande quantidade de
distribuicoes podem ser solucao deste.

Alguns métodos que visam a solucdo do problema de momentos truncados bus-
cam outros critérios para a selecao da distribuicao solucao, ji que apenas uma dis-

tribuicao é selecionada dentre infinitas possibilidades. Quando, contudo, se trabalha
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na fronteira ou bordo IMX do espaco de momentos, a caracterizacdo da distri-
buicao se da de forma integral, ou seja, é completamente conhecida, e a solucao para
o problema de momentos é tnica.

Uma medida que auxilia na caracterizacao adequada do espaco de momentos sao

os denominados determinantes de Hankel cujas formulas sao mostradas a seguir.

Mo - Mk M1 — M2 o Mk T HEt
Hy=|: . | Hy= '
M o M2k Mie — M1 - Mok — Mkt
S N AR Ho—H1 oo Mk — HEk41
Hoypy =1 1 . Do Hopgr = : ' :
Mr4+1 oo M2k M — Mk+1 - M2k — H2k41

O seguinte teorema relaciona os valores obtidos com o calculo dos determinantes

de Hankel obtidos através de um ponto g, € R¥ com o espaco de momentos.

Teorema 2.2.3 Um ponto p, € R¥ pertence ao espaco de momentos M¥ se, e
somente se, os determinantes de Hankel dados sequndo Hyy, Hop, Hyp\y € Hopyy
forem todos nao-negativos.

Teorema 2.2.4 Um ponto p, € RX pertence ao interior do espaco de momentos
IntM* apenas se os determinantes de Hankel dados sequndo H,y,, Hog, Hopoy e
Hsp o1 forem todos positivos.

Teorema 2.2.5 Um ponto p, € R¥ pertence ao bordo espaco de momentos OME
se, e somente se, para um certo momento de ordem c, 1 <c< K, H, >0 H. >0,
para todo z =1,...,c—1 e H, =0 ou H, = 0. Neste caso, todos os determinantes de
Hankel de ordem superior a c serao nulos e a distribuicao serd entao caracterizada
inteiramente em termos dos primeiros ¢ momentos.

Mais sobre o que fora exposto nesta secao pode ser obtido em ATHANASSOULIS
e GAVRILIADIS [§].

2.3 Teoria Basica de Polinémios Ortogonais

Com base no que sera visto posteriormente em termos de métodos numéricos
empregados na solucao da EBP, torna-se necessaria uma breve discussao sobre o
emprego e a importancia dos polinémios ortogonais, uma vez que alguns métodos
fazem uso destas funcoes tanto na aproximacao de distribuigoes quanto no célculo
das integrais do termo fonte da EBP. Sendo assim, esta secao se destina a apresen-

tacao da teoria basica desta importante classe de polinémios, bem como destacar
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as propriedades que tornam sua aplicacao em problemas da ciéncia tao vantajo-
sas. O leitor interessado em demonstracoes, maior aprofundamento e maior rigor

matematico neste contexto podera consultar o livro de GAUTSCHI [10].

2.3.1 Conceitos Basicos

Seja A(v) uma func¢do nao decrescente em R, apresentando limites finitos quando
v —> 00 e v — —o0. Considere também que a medida d\ tenha momentos finitos

de todas as ordens, calculados segundo a Equacgao [2.19

pr = pu(dX) = / R\ (v) = / v f(v)dv, k=0,1,2.. (2.19)
R R
onde

[ >0 (2.20)

Considere também um espaco P de polinomios reais. Para qualquer par de
vetores u(v) e p(v) pertencentes ao espago P, pode-se definir os conceitos de produto
interno e norma em relagao a medida dA(v), segundo as Equagoes e

(u,p)d,\:/Ru(v)p(v)d)\(v) (2.21)

ol = </R UZ(U)dA(u))é (2.22)

O conceito de produto interno é muito importante, pois este, associado com
a nocao de norma, auxiliam na caracterizacao de espacos vetoriais. Sempre que o
produto interno da Equacgao for zero, os polinémios empregados em seu célculo,
isto é u(v) e p(v) sdo ditos ortogonais. A nogao de produto interno tem relagdo com
uma fungdo peso, nome dado a distribuicao aproximada em teoria de quadratura
gaussiana, conforme indicado na Equacao [2.21

Quando se tem polinémios aonde o coeficiente do termo de maior ordem é uni-
tario, isto é, m,(v) = v™ + ..., aonde m = 0,1, ..., e estes apresentam produto
interno (m,,, m)ax = 0, para m # [, k,l = 0,1,..., recebem a denominagdo polino-
mios ortogonais monicos. Assim, considerando P,, um subespaco de P (P, C IP)
contendo todos os polinémios de grau menor ou igual a n e my(v), 71 (v), ..., T, (V)

polinémios ortogonais monicos, qualquer p € P, pode ser escrito segundo a Equagao

2.23] abaixo:

p=)Y cm (2.23)
1=0

onde ¢; sao constantes reais. Isto significa dizer que qualquer vetor pertencente ao

subespaco P, pode ser escrito como uma soma de miltiplos de poliné6mios orto-
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gonais. Sendo assim, a sequéncia de polinomios ortogonais mo(v), 71 (v), ..., T, (v) é
linearmente independente e gera o subespaco P, sendo uma base deste espago, uma
vez que a dita sequéncia é ortogonal por definicao.

Um teorema importante pertinente ao contexto deste trabalho a respeito de

polinomios ortogonais é apresentado a seguir (GAUTSCHI [10]).

Teorema 2.3.1 As raizes de um polinomio m,(v),n > 1, sao reais, distintas e estao
localizadas no dominio no qual a funcao A e a medida d)\ estao definidas.

2.3.2 Relacao de Recorréncia

Com base no que fora brevemente apresentado anteriormente, cabe agora apre-
sentar o principal motivo que justifica o interesse em polindémios ortogonais. Uma
sequéncia de polinomios ortogonais possui relagao de recorréncia dada através
da Equagao [2.24] abaixo:

Tns1(0) = (0 = Q) Tn(0) = B (0) (2.24)

Na Equacdo acima tem-se 7_1(v) = 0 e mp(v) = 1. Ainda, as seguintes igual-
dades mostradas nas Equagoes e sao vélidas:

(Uﬂ-ma 7T-m)d)\
(7Tm» 71-m)dk
(ﬂ—ma ﬂ_m)d)\

(7Tm—17 7Tm—l)d)\

Oy =

m=0,1, .. (2.25)

B = m=0,1,.. (2.26)

nas quais a,, e 3, sao denominados coeficientes de recursao da relacao de re-
corréncia. Esta relacao ¢ de suma importancia, pois permite a construcao sequéncia
de polinémios ortogonais. O sistema mostrado na Equagao também pode ser

rearranjado em forma matricial segundo, para m = 0,1, ..., M:

_ _ ETR! 1 - . -
7o(0) g? o o(v)
7T1Ev§ B ap 1 7T1EU§
v 7T2:U _ 63 s 1 7TQ:U n
Tar—2(v) . ) . . | Tar—2(v) 0
[Ta-1(v) gMz . | mv-1(v)] [T (v) ]
i M-1 Qup-1

A matriz de coeficientes acima ainda pode ser transformada em uma matriz simé-

trica, dando origem a denominada matriz de Jacobi, mostrada na Equacao [2.27]
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[ Qo \/E
VB a1 VB2

VB2 as VP
J = VBs asz ... (2.27)

Qpr—2 5M71

BM—l apr—1

E importante ressaltar que os autovalores da matriz de Jacobi sdo as abscissas da
quadratura gaussiana utilizada no célculo numeérico da integral que tem como funcao
peso a medida dA(v).

A partir do que foi exposto, serao citados alguns exemplos de formas existentes
para a determinacao dos coeficientes de recursao, partindo-se de um conjunto de
momentos apenas a titulo de elucidacdo. A primeira maneira emprega o calculo
de determinantes de Hankel. Conforme ja visto, os determinantes de Hankel sao
calculados a partir matrizes cujas colunas e linhas sao compostas pelos momentos

de diferentes ordens, como por exemplo:

Ho M1 o o M1
A, =| o i m=0,1,2..
Hm—1 Mmoo oo Hom—2
Pode-se definir também
Ho K1 oo Hm—2 Hm
A = ﬂ.1 H2 Hm—1 Nrr.LJrl m=012.

Hm—1 Mmoo HU2m—-3 H2m—1

Sendo assim, A/ é o determinante obtido de A,,; quando se remove a pentltima
coluna e a tltima linha. No caso da determinacgao via determinantes de Hankel, o
teorema a seguir ¢ valido (GAUTSCHI [10]).

Teorema 2.3.2 Para polindmios monicos ortogonais m,, podem ter seus coeficientes
de recursao o, e B, determinados através das sequintes relacoes, dadas sequndo as

FEquagoes e[2.29

AI " A/
= L Sme oy 20,1, 2, 2.28
“ Aerl Am " ( )
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Aerl Amfl

bo=1 Bu="""5 m=1,2,.. (2.29)

O que se pode constatar através dessa forma de calculo dos coeficientes de re-
cursao é que sao necessarios o calculo de muitos determinantes. Além disso, quando
se trabalha com polinomios de alta ordem, o custo computacional cresce muito,
tornando esta forma de céalculos muito custosa.

Outra forma de calcular os coeficientes de recursao é através do Algoritmo
Produto-Diferenga (PDA) de GORDON [1I]. Este tem como objetivo o computo
de pesos e abscissas da quadratura gaussiana de N pontos empregada no calculo de
integrais. Este algoritmo emprega os 2N primeiros momentos da funcao peso. A pri-
meira etapa desta metodologia numérica consiste na montagem da matriz P, cujas

colunas sdo compostas dos momentos da e obedecem as seguintes regras (GAUTS-
CHI [10]):

Ld a,l :5(11, a:17,2N+1
® Iy2 = (_1)01_1/)6@71, a = 1, . 2N
o Pop =Py 1Puy1p2—PryoPoyip1, a=1,..,2N+2-b b=3,..,2N+1

De posse desses valores, os coeficientes (,, mostrados na Equagao necessarios

para o calculo dos coeficientes de recursao, podem ser obtidos.

Pl a+1
= bl 9 9N 2.30
C Pl,apl,a—l ( )

Os coeficientes da matriz tridiagonal de Jacobi podem entao ser obtidos através das
relacoes ag = (o +(oa_1 paraa=1,..., N e 8, = —\/m, paraa=1,...,. N —1.

O PDA pode ser bastante eficiente, mas se torna bastante inacurado quando
N aumenta e isto depende dos valores dos momentos. O método também ¢é falho
quando gy = 0, como é o caso de distribui¢oes com meédia 0.

Conforme visto, o calculo dos coeficientes de recursao pode ser computacional-
mente elevado, dependendo da situacao. Quando, contudo, se trabalha com uma
familia de polinomios ortogonais associada a uma funcao peso conhecida, os coe-
ficientes de recursao ja sao conhecidos. A Tabela mostra as formulas para o
computo dos coeficiente de recursao para algumas familias de polinémios ortogonais

conhecidas.

20



Tabela 2.1: Principais familias de polinémios ortogonais.

w(t) Dominio Nome ay Bo Be, k>1
1 [-1,1]] Legendre 0 2 1/(4—k2)
1 [0,1] Legendre Modificado 0.5 1 1/(4(4 — k72))
—t* (—00,00) Hermite 0 VT 1/2k

et 0, 00) Laguerre 2k+1 1 k2

t*e", a>-1 [0,00) Laguerre Generalizado 2k+a+1 I'(1+«) k(k + «)

2.4 Meétodos Numéricos

Na secao anterior foi exposta a formulacao da EBP e ressaltada sua natureza
integro-diferencial, além de sua dependéncia temporal e espacial. Devido a sua
complexidade, esta s6 apresenta solucao analitica para casos muito simples, muitas
vezes nao condizentes com os processos fisicos reais presentes no escopo das enge-
nharias em geral. Sendo assim, surge a necessidade de elaborar métodos numéricos
que possibilitem obter a solucdo desta importante Equacao. Abaixo, estao listadas
algumas das caracteristicas que estes métodos que pretendem resolver a EBP devem

apresentar.

Acuracia

Robustez

Resolver problemas multivariados (situagoes fisicas presentes no cotidiano da

engenharia)
e Gerar uma boa representacao para a distribuicao

Dentre as caracteristicas citadas acima, destaca-se sobretudo a importancia do
desenvolvimento de um método que seja capaz de gerar uma boa representacao da
distribuicao. Contudo, esta caracteristica nem sempre foi um dos principais obje-
tivos na resolucao da EBP. Sendo assim, esta secao abordara os primeiros métodos
desenvolvidos, mostrando como estes foram se aprimorando e dando origem aos
métodos mais recentes.

A primeira classe de métodos a ser apresentada é caracterizada por empregar
um conjunto finito de momentos de baixa ordem na solucao da Equacao de Balanco
Populacional. Este método, que é pontapé inicial no desenvolvimento de métodos
QBMM ¢é o denominado Método dos Momentos (MOM), e, apesar de ser relativa-
mente simples, foi considerado bastante promissor em sua época. Introduzido por
HULBURT e KATZ [12] em 1964 este método consiste na resolugao da formulagao

fraca da EBP, obtida através do operador de momentos, conforme mostra a Equacao
onde R(f) representa a EBP:
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s = (R(f), %) = /Om FR(f)dv,  k=0,1,2..N — 1 (2.31)

sendo k truncado em um ntimero N de momentos, que sao valores que auxiliam no
detalhamento de propriedades importantes da distribuicao em questao. Um exemplo
pode ser dado para uma distribuicao monovariada, cuja variavel interna é a massa
das particulas: o momento zero (p) fornece a densidade numérica da populacio
(isto &, o nimero de particulas por unidade de volume), o primeiro momento (p1)
representa a densidade méssica da populagao e, momentos fracionarios como fi/3 e
pi2/3 fornecem, respectivamente, informagoes sobre didmetro médio e 4rea superficial
média das particulas da populagao.

A base de toda a formulacao do Método dos Momentos consiste em escrever cada
uma das parcelas que compoem o termo fonte da EBP, isto é, as Equacoes [2.32] a
2.34] em funcao dos momentos da variavel interna em questao, v. Nas Equacoes
abaixo, nao ha variacao espacial (parametros concentrados) e v é uma propriedade

interna extensiva.

Ay(v,t) = /O’Umam a(v, v’ t) f(v, t) f (v, t)dv' — % /UU alv—1"0"t)flo—=2",8) f(v, t)d0

(2.32)
By (v,1) = b(v, ) f (v, 1) — / T 0 OB ) P (o) () (2.33)
Sty = a0/ -

v

Essa formulagao da origem a um conjunto de Equacoes diferenciais que descre-
vem a dinamica desse conjunto de momentos, conforme mostra, para um momento
genérico k, a Equacgao [2.35

it

o = (08.8) = (1 Ag) = (8, By) = (v, G) (2.35)

Apesar de parecer simples, esta abordagem de escrever o termo fonte da EBP em
funcao de seus momentos gera um dos grandes problemas do método, decorrente da
forma funcional que as frequéncias especificas de quebra e agregacao, a e b assumemn.
Dependendo das varidveis citadas, o sistema de Equagoes para os momentos fi
pode vir a apresentar dependéncia de momentos de ordem superior, isto &, figiq.
Tal questao ¢ denominada problema de fechamento e ¢ o grande ponto fraco do
MOM. Algumas formas de fechamento podem ser empregadas na solugao deste tipo

de problema que impoe tao severa restricao ao emprego deste método, como é o

22



caso do uso do fechamento por interpolagdo (Method of Moments with Interpolative
Closure - MoMIC), proposto por FRENKLACH e HARRIS [I3]. Contudo, dentre
as principais saidas para contornar o problema de fechamento, a mais promissora é
a aproximacao das integrais do termo fonte por quadraturas, que serd visto adiante.

Dentre as principais vantagens do MOM, destaca-se a sua simplicidade e baixo
custo computacional. Como ao invés de trabalhar com a distribuicao em si o método
emprega apenas com um conjunto de seus momentos de ordem inferior, ndo sao
necessarias muitas informacoes sobre a dita.

Buscando solucionar o problema de fechamento do método classico dos momen-
tos, MCGRAW [I4] desenvolveu, em 1997, o chamado Quadrature Method of Mo-
ments, ou QMOM. Este método pertence a classe de métodos hibridos, pois além de
sua metodologia numérica também fazer uso de momentos de baixa ordem (como
no caso do MOM), ele também apresenta caracteristicas do método das classes,
que propoe a discretizacao da variavel interna distribuida. Este método resolve o
problema de fechamento para uma gama elevada de casos sem a necessidade de
formulacoes matematicas especiais e isto é feito escrevendo as integrais do termo
fonte da EBP com o emprego de quadraturas Gaussianas. As Equagoes ficam com

a seguinte forma:

N

= /O’Umm P f(z,v,t)de = Zf w; (2.36)

=1

k=0,1,..,2N —1 (2.37)

Isto equivale a seguinte aproximacao para a f:

(x,0,t) sz - &) (2.38)

Na Equacao [2.36] o valor N é o ntimero de pontos de quadratura utilizados
para aproximar a integral, partindo-se de um conjunto de 2N momentos. As abscis-
sas &; sao as abscissas da quadratura, distribuidas no dominio da variavel interna, e
w; sao os pesos de cada um destes pontos. Através da Equacao [2.38] é possivel notar
que é a f é representada por um somatoério de fungoes delta de Dirac, ou seja, nao
é gerada uma aproximacao funcional para a distribui¢do. Através da utilizacao da

quadratura Gaussiana, as Equacoes [2.32] assumem as formas descritas abaixo:
N N

Aglo,t) = 5 SOSTE — ) — & — a6 S, (239

i=1 j=1
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N

B, (v,t) = — Z b(&)wi[9(E) (&) — €F] (2.40)
onde, .
on(&) = / Lt Pe) (2.41)

entao, pode-se escrever a Equagao de transporte dos momentos segundo a Equa-
cao [2.42, abaixo:

d N

= % SOS I - &) — €8 — €Malé & ywiw;+
i=1 j=1

N (2.42)

Z b(&)wil0(&)dw (&) — &)
i=1

A obtencao dos pesos e abscissas através dos momentos da distribuicao é feita
através de um algoritmo de inversao, e o artigo utiliza o Algoritmo Produto-
Diferenca, ou Product-Diference Algorithm, PDA, desenvolvido por GORDON [I1],
que utiliza os momentos para montar uma matriz tridiagonal da qual se obtém os
pesos e abscissas. Em seu trabalho, MCGRAW [14] compara seus resultados com os
resultados de HULBURT e KATZ [12], analisando o problema monovariado de cres-
cimento de aerosoéis. Ficou constatado que seu método era capaz de acompanhar a
solucao do problema até o sexto primeiro momento, enquanto o MOM s6 conseguia
fazer o mesmo acompanhamento até o segundo momento apenas.

O QMOM, apesar da sensivel melhora em relacao a seu predecessor, apresenta
algumas desvantagens. Além de, conforme ja citado, nao gerar a aproximagao fun-
cional para a distribuicao, a inversao dos momentos empregando o PDA é feita
a cada passo de tempo, o que aumenta significativamente seu custo computacio-
nal. Além disso, quando maior o nimero de momentos empregados na aproximagao
das integrais, mais mal-condicionada se torna a matriz de momentos que se inverte
para o computo dos pesos e abscissas das quadraturas. Este aumento no ndmero
de condicionamento da matriz, definido como a razao entre o maior e o menor de
seus autovalores, é responsavel por introduzir erros nos calculos das quadraturas.
O QMOM também perde sua eficiéncia em casos multivariados. O QMOM serviu
como base para uma série de métodos baseados em momentos que se propoem a so-
lucionar a EBP. Contudo, este trabalho se restringird a revisao apenas de métodos
que sugerem alguma forma de reconstruir a distribuicdo. A idéia apresentada pelo
QMOM de fechamento das integrais do termo fonte por quadratura abriu portas
para o desenvolvimento de métodos mais modernos, tanto em termos de robustez

quanto de acuracia.
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Um destes métodos foi introduzido por LAGE [15], denominado Dual-Quadrature
Method of Generalized Moments sendo um método que propoe o emprego de uma
dupla quadratura para resolver de forma acurada as integrais que compoem o termo
fonte da EBP, empregando nestes calculos os denominados momentos generaliza-
dos. O método busca também gerar uma aproximacao funcional para a distribuicao
de probabilidade, mediante o uso de uma familia de polinémios ortogonais, que serao
representados, nesta secao, por ¢;. Algumas Equacoes ja apresentadas na secao de
polinémios ortogonais serao relembradas e reescritas nesta nova notagao.

Os momentos empregados no desenvolvimento desta metodologia recebem o
nome generalizados pois deixam de ser calculados em termos de monoémios da va-
riavel interna v (considerando o problema monovariado) e passam a ser calculados
mediante o emprego de outras funcoes teste, como, por exemplo, bases de polino-
mios ortogonais. Este ultimo é o caso do DuQMoGeM de LAGE [15]. A forma com

a qual se gera os momentos modificados de ordem £, /Lf, ¢ dada segundo a Equagao

2.43l

i = [ o)t (2.43)

E importante notar que, quando ¢(v) = v*, ui = ur. A aplicagdo do operador
de momentos generalizados & EBP gera um conjunto de Equacgoes que descrevem a
dinamica destes momentos.

Conforme visto na secao sobre polindmios ortogonais, a propriedade de ortogo-
nalidade entre os polindmios empregados neste método é caracterizada através da
Equacao m para a familia de polinomios ¢; em funcao de uma medida dX(U)
positiva continua equivalente a w(v)dv. Nesta Equacdo, w(v) é a fungao peso,
associada a familia especifica de polinomios ortogonais. Vale relembrar que a or-
togonalidade ¢ definida em termos do produto interno entre dois polinémios, em
relacao a medida citada, quando este conceito é generalizado para um espaco de

funcoes. §
Guia = [ 0l = b, (2.44)

Se ¢; = ¢;, define-se entao norma de um polinémio ¢; como dada pela Equacao
2.45]
dillax = \/ (B4 Di)ax (2.45)

Uma propriedade interessante e que justifica o emprego de polinémios ortogonais
¢ que existe entre eles uma relacao de recorréncia. Na Equacao acima, d;; ¢ o delta
de Kronecker, o que indica que uma vez que ¢ # j, o valor assumido pela integral é
0. Quando o coeficiente do primeiro termo do polindémio ortogonal é 1, este recebe o

nome de polindmio moénico. A aproximacao funcional empregada para a distribuicao
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neste método é dada segundo a Equacao abaixo.

2n—1

U)ch'(m( = pon_1(v,t) = w(v Z cipi(v,t) (2.46)
i=0

A Equacao acima também ressalta que a ordem da aproximacao funcional empre-
gando quadraturas de Gauss-Christoffel é de 2n — 1, onde n é o ntimero de pontos de
quadratura. O artigo busca esclarecer que as medidas a serem usadas nas equagcoes
e sdo as que apresentam a fun¢ao peso w(v) associada que melhor aproxima
f(v,t). Destaca ainda a importancia se conhecer a medida w(v)dv uma vez que isto
assegura o computo da quadratura gaussiana.

Dependendo do dominio no qual a variavel v e, portanto, f(v,t) estao definidos,

escolhas apropriadas para a funcao peso incluem:

e wv) =1, v € [0,Vnas), associada aos polindémios de Legendre, modificados

para o intervalo associado.

a v

e w(v) =v% " v e |0,00), associada aos polinomios de Laguerre generalizados.

—a2r2 - A . .
o W) =e" € (—00,00), associada aos polindmios de Hermite.

Na Equacao [2.46] os coeficientes de ponderacao da aproximacgao ¢; sao dados

segundo a Equacao abaixo.

C;, =

(1, f)ao 1 e Hy
_ : dv = 2.47
T o MYt el

A analise da Equacao ressalta a relacao entre a constante ¢; e o0 momento
generalizado associado a um polindémio de grau i, uf’.

A EBP ¢ entao resolvida substituindo-se a aproximagao gerada para a funcao
dada na Equacao [2.46| operada com momentos generalizados.

Visando também uma aproximagao da distribuicao de partida e se aproveitando
da idéia de LAGE [15] de empregar a uma dupla quadratura, YUAN e FOX [16]
propuseram o emprego de distribuicoes especiais para gerar a aproximacao. Este
método serd melhor abordado e detalhado no proximo capitulo, uma vez que serviu
de base para o desenvolvimento deste trabalho.

Um método cujo enfoque principal é a geracao de uma aproximacao para uma
distribuicao, destaca-se 0 KDEM, Kernel Density Element Method de ATHANAS-
SOULIS e GAVRILIADIS [8], que busca gerar esta aproximagao para uma distri-
bui¢do normalizada em dominio finito [0,1] tendo como base uma superposicao de

distribuicoes do tipo beta. A aproximacao ¢ dada segundo a Equacgao [2.48] abaixo.

z,p1) sz (2 23, h (2.48)
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Na Equacao [2.48| acima, K é a KDF beta, posicionadas nos pontos z; e com
largura de banda h. Na mesma Equacao, p; sao coeficientes de ponderacao de cada

KDF e satisfazem a condicao dada abaixo, na Equacao [2.49

I
dpi=1  pi=0, i=12..1 (2.49)
=1

Utilizando esta forma de aproximacao para a distribui¢ao desconhecida, o pro-
blema pode ser formulado. A partir de um conjunto de N momentos p =
(1, pta, ooy piy) € MW deve-se obter um vetor de coeficientes de ponderacdo
p = (p1,p2, ...pr) tal que seja minimizada a norma (2 entre os momentos da distri-

buigao que se deseja aproximar e os momentos ponderados da KDF beta, segundo:

I
lttn = Y Buapille = min (2.50)

=1

Na Equacao B, ; sao os momentos das KDFs, dados segundo:

1
Bn,i:/ 2" K (x;x;, h)dx (2.51)
0

Os autores ressaltam também a importancia da restricao g € M@, afirmando que
deve ser assegurado que o vetor de momentos pertenca ao espaco de momentos de
dimensao N. No artigo, os autores propoe a utilizacao de um filtro recursivo para
atingir este objetivo, no qual os momentos de alta ordem sejam modificados para
que obedecam a restricao citada.

A escolha da funcao objetivo a ser minimizada também merece destaque, uma
vez que o conceito de norma esté atrelado a nogao geométrica de comprimento. Dito
isto, fica claro que se a dita funcao objetivo assumisse hipoteticamente o valor zero,
os momentos da distribuicao que se deseja aproximar seriam idénticos aos momentos
ponderados das KDFs beta empregados para gerar aproximagcao.

Ainda no contexto da problemética envolvida na reconstrucao de uma distri-
buicao a partir de um conjunto finito de seus momentos, destaca-se o método da
méaxima entropia e o artigo de LAWRENCE e PAPANICOLAU [I7]. O método
propde que a entropia correspondente a uma distribuigdo f(x) seja maximizada,
submetida a restricao de que os N+41 primeiros momentos da aproximacao sejam
iguais aos momentos originais (LEBAZ et al. [18]).

O método busca maximizar o funcional da entropia de Shannon H(f), do contexto

de Teoria da Informagao, definido segundo a Equacao [2.52

Hlf == [ f@infa)ds (2.52)
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Na Equacao acima, f(z) é distribuigdo. A aproximagao proposta para a distribuigao
neste método é dada segundo a Equacao abaixo (LEBAZ et al. [18]), submetida

as restricoes impostas pela Equacao [2.54

Fu(z —exp[ Zﬁjaﬂ] (2.53)

Na Equagao acima, §; sao multiplicadores de Lagrange.

O problema formulado é restrito as condi¢oes impostas na Equacao [2.54;

[ = /xifM(x)dx, n=0,12,...,.N (2.54)

Os multiplicadores de Lagrange sao obtidos através da solucao de um sistema de

N + 1 equagoes nao lineares, dados segundo a Equacao [2.55] abaixo.

H[f] = — /b[f( )inf(x) dx+2§] (/ 2’ f( )dx—,uj) i=0,1,..,N

a

(2.55)
Geralmente, métodos iterativos sao empregados na solu¢ao da Equagao (LA-
WRENCE e PAPANICOLAU [I7]). Neste método, a distribuigdo reconstruida é

nao-negativa.
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Capitulo 3

Metodologia

A solucao do problema de momentos truncado, tanto em dominio semi-infinito
quanto em finito, nao é simples. A grande dificuldade, conforme mostrado nas se¢oes
anteriores, reside no fato de que diversas distribuicoes diferentes podem apresentar
o mesmo conjunto de momentos quando este é finito, ou seja, quando é truncado
em uma certa quantidade de momentos.

O problema de reconstruir a distribuicao pode ser resolvido de diferentes manei-
ras, como fora visto na se¢ao de métodos numéricos. O DuQMoGeM de LAGE [15],
por exemplo, utiliza uma familia de polinomios ortogonais. Uma outra forma con-
siste em aproximar a distribuicao que nao se conhece por uma outra distribuicao,
que seja conhecida, que é o que foi proposto neste trabalho. A principio, qual-
quer distribuicdo pode ser empregada. A aproximagdo ocorre através de um ajuste
adequado dos parametros destas distribui¢oes. Neste trabalho esse ajuste foi feito
através de uma rotina de otimizacao global. O critério para boa aproximacao tem
como base o erro relativo entre os momentos da distribuigao de partida e os momen-
tos da distribuicao aproximante. Para aproximar as distribuicoes serao utilizadas as
KDFs Beta e Gama. O toépico seguinte tem o objetivo de abordar as propriedades
que definem uma KDF, bem como apontar os principais motivos pelos quais estas

distribuigoes especiais serao empregadas na metodologia deste trabalho.

3.0.1 Teoria de KDFs

Inicialmente, é importante que se defina e conhega os motivos pelos quais as KDFs
sao tao interessantes de serem empregadas na reconstrucao de distribuicoes. Para
tal, considera-se uma KDF qualquer denotada por K(z;¢,,0). Esta é caracterizada
através das propriedades enumeradas abaixo (ATHANASSOULIS e GAVRILIADIS
[8]). Na dependéncia de K, £, é o ponto do dominio no qual é aplicada a KDF e ¢ é
a largura de banda desta. E importante ressaltar que nio se pressupde que a KDF

seja simétrica.
o K(x;&,,0) é uma funcdo continua definida em um dominio D = A x A x
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[0,00). O intervalo A empregado nas dimensoes de Dy corresponde a uma
determinada regiao do dominio ou ao dominio inteiro no qual esta definida a

funcao a ser reconstruida, f(z).

o K(x;&n,0) >0, Y(2;&,0)|[(x;&n,0) € Dk, 0 que equivale dizer que K é

uma funcao positiva-definida.
o [(K(x;60,0)=1, V(z,0)e Ax[0,00)
e Para d > 0, Ulino flx—fa\>5 K(z;é,,0)dén =1, &, €A

A analise das propriedades de K permite concluir que esta também se trata de
uma distribuicdo. E interessante, porém intuitivo, observar que quando a largura de
banda da KDF em questao tende a zero, a KDF tende a uma distribuicao do tipo

delta de Dirac, conforme enunciado acima.
o 01210 K(z;&,,0) =[x — &,

Por conta das propriedades desta tltima, tem-se que:
d Ulino fA f(ga) K(I’, gom O-)dgoz = f(ZL‘)

E importante notar que as KDFs empregadas no desenvolvimento deste traba-
lho apresentam os mesmos dominios das funcoes densidade que se deseja reconstruir.
Alguns métodos numéricos utilizam em seu desenvolvimento metodologico essas dis-

tribuicoes especiais, conforme ja citado, como por exemplo o KDEM e o EQMOM.

3.0.2 EQMOM

O EQMOM ¢é um método que, além de buscar resolver de forma acurada as
integrais que constituem o termo fonte da EBP, que foram vistos nas Equagoes [2.32
e[2.34] propoe a reconstrucao da distribuigao empregando uma soma ponderada

de fungoes-peso nao negativas, segundo a Equagao 3.1}

pn(:C) = Zwa%(ﬂﬁ,fa) (3.1)

Na Equagao acima, p,(x) é a aproximacdo a ser gerada, w, S0 08 Pesos ou coe-
ficientes de ponderacao e d,(x,&,) representa a KDF, determinada pela largura de
banda, o, e que seré escolhida dependendo do dominio em questao e aplicada em &,,
ponto de colocacao da KDF, denominado abscissa. Ainda, n é o nimero de KDFs

superpostas para gerar a aproximacao da distribuicao, ou seja, é uma medida do
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grau com que se deseja realizar a aproximagao. Conforme ja citado, ¢ importante

observar o exposto na Equagao

lino do(x,&0) = 0]z — &4, (3.2)

o que significa que quando a largura de banda da KDF for a zero, o EQMOM se
reduz ao QMOM, por questoes de consisténcia. Por esse motivo, este método recebe
o nome de FErtended Quadrature Method of Moments ou Fxtended QMOM. Apesar
das principais caracteristicas do EQMOM ja terem sido devidamente apresentadas,
cabe uma descricao numérica mais detalhada deste importante método, uma vez que
este serviu de base para o desenvolvimento deste trabalho. As KDFs empregadas no
método sao mais discutidas a seguir, bem como suas propriedades. O EQMOM faz
uso de 2n + 1 momentos para o calculo dos n pesos, n abscissas e 0 ¢ empregados
na reconstrucao da distribuicdo. O momento extra (ms,) é utilizado para o célculo
de largura de banda, através de um processo de otimizagao, o que serd visto mais
adiante.

A KDF beta, empregada pelo EQMOM quando se quer reconstruir a distribuicao
em dominio finito, isto é, x € [0, 1] consiste em uma familia de distribuicées conti-
nuas. Cada distribuicao é caracterizada por dois parametros positivos de forma, \,

e lia, segundo a Equagao (3.3)).

Aa—1 1— pa—1
(50(5750{) = £ BE)\Q 53)

Na equagdo acima, B(\,, ita) € a fun¢ao beta, empregada com a finalidade de

(3.3)

gerar uma constante de normalizacao, assegurando que o valor da integracao da
distribuicao no dominio seja unitario. A funcao beta consiste apenas em uma razao

de funcoes gama, na forma mostrada na Equacao (3.4]).

INCET
L(Aa)T (1)
Para a KDF beta, os parametros assumem as formas propostas por YUAN e FOX
[16], no artigo que descreve o EQMOM e segundo as Equagoes e (3.6).

B(Aa, o) = (3.4)

Mo = %a (3.5)
po = L5 (3.6)

No artigo [16], os momentos da beta KDF sao dados em fungdo dos parametros
do EQMOM segundo a Equacao [3.7

§a + (k? — 1)0‘ (a)
=2~ 7 k>0 3.7
E T (k- Do e ” (37)

31



Quando k = 0, m(()a) = 1. E possivel escrever os momentos inteiros da beta KDF

segundo a Equacao [3.32]

Mt = " wo Gl 0) (3.8)
a=1
onde G}, é dado segundo a Equacao 3.9
1, k=0
G = kﬁl gf:;:’ . (3.9)
i=0

A anélise do produtoério da Equagao permite concluir que Gy serd um polinémio

em &, de ordem k. Conhecendo a relacao dada segundo a Equacao [3.10]

mip =Y wek (3.10)
a=1

o sistema de Equacoes formado para os momentos m;, em fung¢ao dos momentos m;;

para k até quarta ordem fica na forma da Equagao [3.11}

mo = mg

my; =my

" (m + omj)

mo = ——(MN am
T 1402 ! (3.11)

B 1
T 0 20) 1+ 0)

m3 + 3om} + 20°m;

1
(1+30)(1+20)(1+0)

my = mi + 60my + 110°m} + 60°m

O sistema em questao pode ser escrito na forma matricial como em m = A(o)m*.
Desta forma, é possivel destacar a dependéncia da matriz triangular inferior A com
o parametro o. Conforme ja citado, o momento de ordem 2n, que no caso do sistema

acima equivale ao my € utilizado para montar uma Equacao do tipo |3.12

Jn(0) = Moy — YoM, — Yon—1 — Moy — - (3.12)

Entao, um algoritmo de otimizacao é utilizado para encontrar o menor valor de o
para o qual J, (o), assuma um valor pequeno, podendo este ser zero.

De forma semelhante a KDF beta, a KDF gama também consiste em uma fami-
lia de distribuicoes continuas, definidas em dominio semi-infinito, isto é, z € [0, c0).
Cada distribuicao pode ser caracterizada por dois parametros, A\, denominado para-
metro de forma e o, denominado parametro de taxa, e apresentam a forma mostrada
na Equacao O parametro )\, apresenta a mesma definicao que a observada na
Equagao (3.5). Finalmente, pode-se reescrever a KDF gama em termos dos novos

parametros, segundo:
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g)w—le—f/a

05(§, &) = T (3.13)

Os momentos m,(f) para a KDF gama sao dados segundo a Equacao m

my" = % (i—i)k (3.14)

De forma semelhante ao caso da KDF beta, os momentos da gama também podem
ser escritos na forma da Equacao O polinomio G}, fica na forma dada por

1,k=0
G = k-1 3.15
’“ [1 (6 +io) k1 1)
1=0

A Equagao [3.15] auxilia na montagem do sistema dado abaixo, para k até ordem 4.

mo = mg
*
me = my + omj (3.16)

mg = m3 + 3om} + 20°m
my = m} + 6omj + 11a°m} + 60°m
Este sistema de Equacoes também pode ser rearranjado na forma m = A(o)m*.
Novamente, o momento de ordem 2n ¢é utilizado para a montagem da Equacgao para
Jy(0) e 0o mesmo procedimento de encontrar a menor raiz para esta Equagao ocorre
na sequéncia.
O procedimento numérico para o computo da primeira quadratura do EQMOM

consiste nas seguintes etapas:

e Dados m = A(o)m*, e um valor estimado para o, calculam-se os valores de

my, para k=0,1,....,2n — 1.

e Realiza-se a inversao do vetor m* com algoritmo adaptativo de Wheeler, para

obtencao dos n pesos e das n abscissas.
e Calcula-se m3, com os pesos e abscissas da etapa anterior.
e Calcula-se o valor de o, buscando-se a menor raiz para J,(o).
e Caso J,(0) # 0, estima-se um novo valor para o e se itera até a convergéncia.

E importante ressaltar que a busca da menor raiz de J,(0), ou seja, o menor

valor de o para o qual J,(0) assume valor zero, nao é condigdo suficiente para a
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boa conducao dos calculos. De acordo com a teoria apresentada na secao [2.2.4] um
conjunto de momentos ¢ consistente ou realizavel se os determinantes de Hankel
sejam nao-negativos. A realizabilidade implica na obediéncia das condicoes dadas
segundo as equagoes a seguir.

we >0 (3.17)

A Equacao [3.18] abaixo, se refere ao dominio da KDF gama.

o € ]0,00) (3.18)
A Equagao [3.19 abaixo, se refere ao dominio da KDF beta.

o €10,1] (3.19)

Estas condicoes implicam na positividade dos valores dos pesos e na inclusao das
abscissas no dominio da KDF' utilizada na aproximacao da distribuicao em questao.
Quando se conclui o calculo da primeira quadratura, os parametros que compoem a

KDF j4 se encontram determinados.

3.0.3 A Metodologia Proposta

A metodologia desenvolvida no decorrer deste trabalho emprega apenas a pri-
meira quadratura do EQMOM na geracao dos parametros numeéricos: os n pesos
We, as n abscissas &, e o Gnico 0. O método desenvolvido neste trabalho propoe
valores de o diferentes para cada ponto de colocacao, ao contrario do EQMOM, em
que o valor de ¢ é o mesmo para todas as KDFs. Como a quadratura associada a
KDF nao foi computada, foi utilizado o nome ponto de colocacao ao invés de ponto
de quadratura. O método empregard 3n momentos para o célculo de n pesos wg, n
abscissas &, e n 0,. A idéia que motiva o uso de mais momentos e de valores de o,
diferentes para cada KDF é gerar uma melhor representacao para as distribuicoes,
incluindo as mais complexas, como é o caso de distribui¢oes multimodais.

Quando as Equacoes e sao generalizadas em termos dos diferentes o,

ficam na forma das Equacoes e

_ &
Ao = _Ua (3.20)
. (1 B ga)
fo = I (3.21)

Sendo assim, a KDF beta escrita em termos dos parametros envolvendo os diferentes

0, assume a forma mostrada na FEquacao [3.22
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el

0. (&5 &a) = 3.22
(& &a) B o) (3.22)
A KDF gama assume a forma dada na Equagao [3.23] abaixo:
é-)\aflefﬁ/aa
05, (£,60) = Z—— 3.23

Além disso, o calculo dos momentos numeéricos, ou seja, dos momentos reconstruidos,
serd dado segundo a Equacgao [3.24] bastante semelhante a Equagao [3.32

m%num = Z waGk(gaa Ua) (324)
a=1

Para a KDF beta, as generalizacoes para varios o, leva as Equacoes e |3.26]

1L,k=0
G = k=1 . (325)
§atioa
Zl;[() H—:U" LE
an 504 + (k B 1)0a (o)
= my_, k>0 (3.26)

L (k—1)o,
Para a KDF gama, a mesma generalizacao é feita, como mostram as Equacoes [3.27]

e3.28

Lk=0
= ’f_;(éa Fioa) k> 1 (3:27)
o TOw+k) (&N
mk = —F<)\a) ()\—a> (328)

Uma vez exposta a caracteristica chave do método proposto, pode-se entender
melhor seu funcionamento. Antes de prosseguir com a descricao da metodologia em
questao, deve-se esclarecer que serd resolvido um problema cuja formulacao é dada

segundo a Equacao [3.29,
F(€) =D wide,(€,6) = D wads, (€,60) (3.29)
j=1 a=1

Na Equacao acima, o lado esquerdo corresponde ao somatorio das m distribuicoes
utilizadas para gerar a distribui¢do a ser aproximada (aqui denominada distribui-
¢ao de partida) e o lado direito representa a sua aproximacao, usando n de KDFs.
Na geragao das funcoes a serem aproximadas (lado esquerdo), empregaram-se combi-
nacoes das proprias KDFs beta e gama, além de distribui¢oes como a Kumaraswamy
definida em dominio finito [0,1] e a Chi e Exponencial, definidas em dominio semi-

infinito [0,00). As formulas e graficos de curvas caracteristicas destas distribuigoes
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estdo comentadas no Apéndice A. Para gerar a aproximacao (lado direito) foram
empregadas apenas as KDFs beta e gama.

Dependendo da funcao de partida escolhida para gerar o conjunto de 3n momen-
tos iniciais, os parametros alimentados no programa sao diferentes. Isto ocorre por
um motivo bastante simples.

Dependendo da distribuicao de partida, os valores de entrada variam. Quando
esta envolve KDFs beta ou gama, os valores de entrada sao, respectivamente, os
pesos de cada uma das m KDFs empregadas, as abscissas e as larguras de banda.
Com estes valores, se obtém os parametros das KDFs: A\, e 0, no caso da gama e
mea € Ay N0 caso da beta. No caso da distribuicao de partida ser uma combinacao de
distribuicoes Chi, Exponencial ou Kumaraswamy, além dos pesos de cada uma das
m distribuicoes empregadas, os valores de entrada sao os proprios parametros destas
distribui¢oes, uma vez que nao existe nenhuma relacao entre abscissas e larguras de
banda com estes.

A Tabela procura esclarecer o que fora exposto acima.

Tabela 3.1: Valores de entrada de acordo com a distribuicao de partida.

Distribuicoes de | Valores de
Partida Partida
Beta wj, &, 0;
Gama wj, &, 0
Kumaraswamy wj, a, b
Chi wj, €
Exponencial wj, [

A Tabela acima permite mostrar que, para casos em que a distribuicao de
partida for constituida por superposicao de betas ou gamas, ¢ necessario o calculo
dos parametros [, e A\, a partir das abscissas e larguras de banda. Quando se
trabalha com as demais distribui¢oes na geragao da distribuigao de partida isto nao
ocorre, uma vez que as varidveis de entrada ja sao os proprios parametros destas.

O vetor de momentos analiticos da distribuicao de partida, ou seja, a distribuicao
que se deseja aproximar, consiste na soma ponderada por pesos das m distribuigoes.
Em termos de calculo e para melhor visualizacao, isto foi feito mediante a alocacao
dos 3n momentos de cada uma das m distribui¢oes a serem combinadas em uma
matriz, multiplicada pelo peso dado a cada uma das distribuicoes, conforme mostra

a Equacgao |3.30}

m® @ ™7 T
(1) (2) (m)

me=| ! N (3.30)
mg) m,(f) e mgcm) Wy,
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A matriz apresenta m colunas, uma para cada distribuicao que se deseja combinar
e k = 3n linhas, uma para cada momento. Conhecendo o vetor de momentos
analiticos e sabendo que os momentos numeéricos sao dados pela Equacao[3.24] pode-
se formular a funcao objetivo que serd minimizada na presente metodologia. Esta
ultima é dada pelo somatoério dos erros relativos entre os momentos analiticos e

numéricos, como mostra a Equacao |3.31}

3n an num \ 2
bi my —my
for = (_Bn—m‘.m ) (3.31)
i=1 ?

Na equacao acima, p é um vetor de ponderacao de momentos, cuja finalidade é

penalizar os momentos de maior ordem, em situacoes aonde estes se tornem muito

grandes em magnitude. Este vetor ¢ obtido segundo a Equacao [3.32| abaixo.
pi=¢e " (3.32)

Na equagao acima, ¢ é uma constante que, quando nula, torna o vetor p unitario.
Cabe ressaltar que, como estimativa inicial de parametros numéricos, o programa
nao utiliza apenas a primeira quadratura do EQMOM. Uma outra estimativa inicial
foi proposta, que consiste em causar uma perturbacgao randémica de moédulo entre 0
e 20% nos parametros numéricos. Esta estimativa inicial s6 foi utilizada no caso em
que a distribuicao de partida era uma combinacao de KDFs beta e gama. Como o
coracao do método consiste em passar pesos, abscissas e larguras de banda para uma
rotina de otimizacao nao-linear multiparamétrica, o valor da perturbacao imposta
nao pode modificar radicalmente as varidveis do problema, uma vez que este pode
convergir para um valor indesejado.

O processo de otimizacao foi feito utilizando o pacote de otimizacao nao-linear
denominado NLOpt, "Non Linear Optimization". Este pacote conta com diversos
métodos de otimizagao nao-linear multiparamétrica, tanto baseados no gradiente da
funcao objetivo quanto outros que dispensam o uso das derivadas da funcao objetivo
(GN - Global Not derivative). O algoritmo de otimizagao global empregado foi o
CRS-LM, do inglés " Controlled Random Search with Local Mutation". Este método
permite o que se definam restricoes nos limites de busca, tanto inferiores quando
superiores além de permitir ao usuario fornecer o tamanho inicial da populagao de
particulas, P, que varrerd o dominio na busca de um 6timo. O tamanho dessa
populacao de particulas deve levar em conta a quantidade N de parametros a serem
otimizados. Esses pontos sao devidamente distribuidos no espaco no qual a funcao
objetivo esta definida. Esta, entao, evolui segundo uma regra heuristica para tentar
localizar um novo minimo, e assim o procedimento se repete a cada iteracao, até
atingir um dos critérios de saida dos célculos (KAELO e ALI [19]).
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Apos a otimizagao global, foi proposta a utilizagao de um algoritmo de otimizacao
local com o objetivo de refinar a solucao obtida com o CRS. O algoritmo empregado
foi 0 BOBYQA, que além de permitir a definicao das restri¢des, dispensa igualmente
o emprego das derivadas da funcao objetivo.

Os critérios de parada para a otimizacao global diferiram levemente dependendo
do caso. Em geral, trabalhou-se com as tolerancias absoluta e relativa na ordem
de 107% na funcdo objetivo. J4 nos parametros, as tolerancias absoluta e relativa
variaram de acordo com o caso, assumindo valores entre 1072 e 10~7, dependendo da
quantidade de parametros a serem otimizados. Evidentemente, a populagao também
variou, uma vez que quanto maior o nimero de parametros, mais particulas devem
ser distribuidas no dominio para o computo do valor 6timo adequado.

Finalmente, cabe a descricao em etapas da metodologia desenvolvida, em eta-
pas. Sendo assim, para os parametros alimentados adequados para cada caso como
descrito na Tabela segue-se:

1. Se a distribuicao de partida for gerada por uma superposicao de KDFs gama
ou beta, calcula-se os parametros destas KDFs, com auxilio das Equagoes [3.20]
ou [3.21] partindo-se das abscissas e larguras de banda de entrada. Caso a dis-
tribuicao de partida nao seja beta ou gama, ja sao alimentados os parametros
no programa. Caso a estimativa inicial (KDFs gama e beta, apenas) seja a
perturbacdo randomica de 0 a 20% esta é feita em seguida nas variaveis de

entrada.

2. Calculam-se os momentos analiticos my da distribuicao de partida, conforme

mencionado, através da matriz [3.30]

3. Inverte-se esse conjunto de momentos com a primeira quadratura do EQMOM,

obtendo-se assim um conjunto com n pesos, n abscissas e n larguras de banda.
4. Otimiza-se a funcao objetivo com o CRS.

5. Otimiza-se a funcao objetivo com o BOBYQA.

Cabe ressaltar novamente que, se a estimativa inicial que gera os parametros a
serem alimentados na rotina de otimizacao for o EQMOM, todos os valores de o,
serao iguais, uma vez que o este método gera a mesma largura de banda para todos

os pontos de quadratura.
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Capitulo 4

Resultados e Discussoes

Esta secao se destina a apresentar e comentar os principais resultados obtidos
através do algoritmo proposto. O capitulo sera estruturado em subsec¢oes de acordo
com 0S €asos propostos.

A nomenclatura destes casos busca descrever o problema de aproximacao que se
deseja resolver. Os ftens que aparecem em uma nomenclatura genérica sao dados a

seguir.
Tabela 4.1: Sufixo 1 - Inicial correspondendo & distribuicdo de partida

Sufixo  Distribuigao
G KDF Gama

B KDF Beta

C Chi

K Kumaraswamy
E Exponencial

Seguido do sufixo 1, vem o nimero m de distribuicoes que compdem a distri-
buicao de partida: 2, 3, 4 ou 5. Apd6s o nlimero m vem a inicial correspondendo a
KDF empregada na aproximacao, G' para a gama e B para a beta. Tendo-se espe-
cificado a KDF empregada na aproximacao, a informacao em seguida é o niimero n
de KDFs empregadas na aproximacao, : 2, 3, 4 ou 5. Apos, vem a estimativa inicial

empregada, cuja identificacao é feita mediante o apresentado na Tabela
Tabela 4.2: Sufixos associados a estimativa inicial.

Sufixo Estimativa Inicial
Eqm EQMOM
Per  perturbagao randdémica

A perturbagao randomica de até 20% no valor das variaveis de partida, em todos
os casos, foi calculada usando as fungoes random() e srandom() disponiveis na

biblioteca em C' stdlib.h.
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Seguindo a logica exposta a respeito da nomenclatura, pode-se construir a Ta-
bela que indica as condigoes com as quais foram conduzidos os processos de
otimizacao para cada um dos casos. O algoritmo CRS trabalha com um tamanho
de particulas padriao que nao pode ser menor que (3n+1)10, onde 3n é a quantidade
de parametros. Por isso, na Tabela [4.3|abaixo, o tamanho da populacgao ficou escrito
desta forma: para que se pudesse evidenciar o quao grande a populagao teve que ser

para o método funcionar adequadamente.

Tabela 4.3: Casos propostos.

Caso Populagdo  Tol. Rel. Par. Tol. Abs. Par. Tol. Rel. F. Obj. Tol. Rel. F. Obj
B2B2EqmCRS  (3n +1)40 1078 1078 - -
B2B2PerCRS  (3n +1)40 1078 1078 - -
B3B3EqmCRS  (3n +1)20 10710 10710 - -
B3B3PerCRS  (3n +1)20 10-10 10-10 - -
B4B4EqmCRS  (3n +1)100 1078 1078 - -
B4B4PerCRS  (3n +1)100 1078 1078 - -
B5BS5EqmCRS  (3n +1)90 10715 1071 1071 1071
B5B5PerCRS (3n +1)90 1077 1077 - -
G2G2EqmCRS  (3n +1)40 10-% 10-8 - -
G2G2PerCRS  (3n +1)40 1078 1078 - -
G3G3EqmCRS  (3n +1)40 1079 1079 - -
G3G3PerCRS  (3n +1)40 107° 107° - -

G4G4EqmCRSD  (3n +1)150 1078 1078 - -
G4G4PerCRS  (3n +1)100 1077 1077 - -
G5G5EqmCRS  (3n +1)150 1071 1071 1071 1071
G5G5PerCRS  (3n +1)150 10715 10715 10715 1071
C2G2gqmCRS (3n +1)90 10715 10715 1071 1071
C3G3qmCRS (3n +1)90 1071 10719 10715 10715
E2G2gmCRS (3n +1)100 10715 10718 10719 10719
E3G3EqmCRS  (3n +1)100 1071 1071 1071 1071
K2B2¢qmCRS (3n +1)40 1071 10715 10715 1071
K3B3EqmCRS  (3n +1)80 10715 10715 1071 1071

Os valores de partida também fazem parte da definicao dos casos e estao dispostos
nas tabelas de valores acompanhando cada um dos graficos obtidos. Na maioria dos
casos pode-se observar que nao foram empregados critérios de saida com base na
funcao objetivo. Isto se deu ao fato de que garantir uma boa convergéncia na funcao
objetivo nao foi suficiente para garantir uma boa aproximagao da funcao de partida
na maioria dos casos. Exemplos disso serao dados adiante, no presente capitulo.

Recordando a Equagao [3.29] este trabalho busca resolver o seguinte problema de
reconstrucao de uma distribuicao inicial através de otimizagao, conforme mostra a

Equagao 4.1}

m

FE) = wids,(§,€) = D wads, (€, €a) (4.1)

j=1
A analise do problema proposto permite observar que se parte de uma ou mais
distribui¢oes (do mesmo tipo) que, ponderadamente somadas pelos coeficientes de

ponderacao w, fornecem a distribuicao de partida e que se usara uma das KDFs,
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beta ou gama, para aproximar essa funcao de partida.
Inicialmente serao mostrados os resultados para os casos teste para observar o
comportamento do algoritmo frente a quantidade de parametros a serem calculados.
A legenda que seré observada nos graficos é dada segundo a nomenclatura abaixo,

onde £ serd a variavel interna.
e A curva f(&) corresponde a distribuigao de partida.

e A curva C,(§) ¢ obtida usando os parametros das KDFs aproximantes com os

valores gerados da estimativa inicial.
e A curva G,(§) e gerada com os parametros resultantes da otimizagao global.
e A curva p,(§) e gerada com os parametros finais.

Acompanhando cada um dos casos, segue uma tabela de valores de parametros e
outra informando demais dados relevantes a otimizacdo. E importante ressaltar que
dificilmente uma distribuicao real exibira perfil semelhante aos casos teste propostos.
O emprego de distribuicoes mais complexas foi feito com o intuito de analisar a
robustez da metodologia proposta neste trabalho em reconstruir as distribuicoes.
O método foi implementado em linguagem C, empregando rotinas em FORTRAN
e compilado com gcc e gfortran, operando com Ubuntu®) versao 12.04. Cabe
ainda fazer uma observacao pertinente a nomenclatura utilizada: nesta se¢ao nao
se deve chamar os coeficientes de ponderagao das KDFs e distribuicoes de pesos,
e nem os pontos nos quais se colocam as distribuicoes de abscissas, uma vez que
esta terminologia se enquadra em célculos de quadraturas. Contudo, por questoes
de simplificacdo da notagao, os pontos de colocacao sao representados por &, e 0s

coeficientes de ponderacao por w,.

4.1 Aproximando distribuicoes Betas por séries de
distribuicoes Beta

Esta secao se destina a mostrar os resultados dos casos teste nos quais as distri-
buicoes de partida foram geradas a partir da combinagao ponderada de distribuicoes
beta, aproximadas também por distribuicoes do tipo beta. Foram utilizadas de 2 a
5 distribuigoes, tanto para gerar a distribuicao de partida quando a aproximante.

Isto foi feito para verificar o comportamento da otimizacao frente as diferentes
estimativas iniciais. Cabe ressaltar que, como a distribuicao de partida é definida
em dominio finito [0,1], com my = 1 todas as varidveis do problema (w,, &, € 0,)

pertencem a este dominio. Note que os coeficientes de ponderacao sao normalizados.
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4.1.1 Estimativa Inicial: EQMOM

Os resultados apresentados nesta subsecao foram obtidos utilizando como es-

timativa inicial os parametros provenientes do EQMOM, empregando otimizacao

global e local em seguida.

2,5 T T T

f(€)

Figura 4.1: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 2 KDFs beta aproxi-
mada por 2 KDFs beta respectivamente.

A Figura[f.]]mostra o o perfil defasado gerado com a estimativa inicial em rela¢ao

a curva original. A otimizagdo consegue, contudo, melhorar a aproximacao.

Tabela 4.4: Tabela de Parametros: Caso B2B2EqmCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local
w; & oj Wy I 0o W I Oa We I Oq
0,5000 0,1600 0,0800 | 0,5300 0,1782 0,1119 | 0,5000 0,1600 0,0800 | 0,5000 0,1600 0,0800
0,5000 0,8300 0,1600 | 0,4700 0,8522 0,1119 | 0,5000 0,8300 0,1600 | 0,5000 0,8300 0,1600

A anélise da Tabela permite constatar que os valores obtidos ao final da
etapa de otimizacao local, os valores obtidos sao iguais aos valores de partida. Isto
pode ser explicado pela quantidade pequena de parametros e, em consequéncia, de
momentos, que sao submetidos a otimizacao.

Foi estabelecida uma comparacao entre o método proposto neste trabalho e o
EQMOM no sentido de se empregarem apenas os 2n + 1 primeiros momentos da

distribuicao no céalculo da fungao objetivo. O resultado é mostrado abaixo.
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Tabela 4.5: Informacgoes adicionais: Caso B2B2EqmCRS

Tempo de calculo 1,248500e-01 s

Minimo global 7,612094e-11

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta nos parametros atingida.
Minimo local 4,085177e-11

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.
Numero de avaliagdes CRS 69789

Numero de avaliagoes BOBYQA 174

2.5 T T T T T

f(€)

Figura 4.2: Comparagdo entre o presente método e o EQMOM, empregando 2n + 1
momentos.

A Figura mostra que as curvas geradas pela estimativa inicial e pelo presente
método sao praticamente sobrepostas, o que é de se esperar. O EQMOM propoe
a exata reconstrucao dos 2n + 1 primeiros momentos. Ja o processo de otimizacao
busca minimizar o somatorio dos erros relativos entre os momentos, o que equivale
na boa aproximacao entre os momentos da distribuicao de partida e os da distribui-
¢ao aproximante. Ambos os métodos, entao, reproduzem bem os 2n + 1 primeiros
momentos.

A anélise da mostra que esse perfil reconstruido da distribuicao foi obtido
com um tempo relativamente pequeno e com poucas avaliacoes da fun¢ao objetivo.

A anélise da Figura mostra que o perfil gerado com a estimativa inicial é
bastante fiel a distribuicao de partida. A otimizacao consegue melhorar a aproxi-

macao e tornar o perfil da distribui¢ao reconstruida ainda mais fiel a distribuicao de
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Figura 4.3: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 3 KDFs beta aproxi-
mada por 3 KDFs beta respectivamente.

partida.
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Tabela 4.6: Tabela de parametros: Caso B3B3EqmCRSD

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local
Wy gj j Wa gu Oq Wa gu Oq Wy fu Oq
0,4000 0,1600 0,0800 | 0,4217 0,1673 0,0858 | 0,4000 0,1600 0,0800 | 0,4000 0,1600 0,0800
0,4000 0,5000 0,1000 | 0,3628 0,5030 0,0858 | 0,4000 0,5000 0,1000 | 0,4000 0,5000 0,1000
0,2000 0,8300 0,0800 | 0,2155 0,8210 0,0858 | 0,2000 0,8300 0,0800 | 0,2000 0,8300 0,0800

A Tabela de forma semelhante a Tabela [4.4] mostra que os valores de saida
se igualam aos de partida, pois a quantidade de parametros que se utiliza ainda é

razoavelmente pequena.

Tabela 4.7: Informacoes adicionais: Caso B3B3EqmCRSD

Tempo de célculo 1,252786e+01 s

Minimo global 1,941730e-15

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta nos parametros atingida.
Minimo local 1,887261e-15

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.
Numero de avaliagdes CRS 5285471

Numero de avaliagoes BOBYQA 177

f(€)

Figura 4.4: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 4 KDFs beta aproxi-
mada por 4 KDFs beta respectivamente.

E possivel observar, através da analise da Figura , que, se forma semelhante
a Figura 4.3, o perfil obtido com a estimativa inicial j4 é bem parecido com o da

distribuicao de partida.
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Tabela 4.8: Tabela de Parametros: Caso B4B4EqmCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local
W gj j Wy gu Oq W gu Oq W, gu Oq
0.2000 0.1600 0.0800 | 0.2446 0.1370 0.0645 | 0.2140 0.1365 0.0682 | 0.2140 0.1365 0.0682
0,3000 0,2800 0,0700 | 0,3816 0,2782 0,0645 | 0,4359 0,2798 0,0806 | 0,4359 0,2798 0,0806
0,3000 0,5000 0,1000 | 0,1585 0,5130 0,0645 | 0,1474 0,5348 0,0812 | 0,1474 0,5348 0,0812
0,2000 0,8300 0,0600 | 0,2154 0,8221 0,0645 | 0,2026 0,8289 0,0605 | 0,2026 0,8289 00,0605

Consegue-se perceber, através da Tabela que a quantidade de parametros
obtidos ao final da otimizacao nao mais se igualam aos valores de partida, uma vez
que a quantidade de parametros envolvida na otimizacao deixa de ser tao pequena.
E possivel notar, contudo, novamente utilizando a Figura que a representagao
gerada nao deixa de ser bastante semelhante a distribuicao de partida. Para explicar
este resultado, basta recorrer ao que fora visto na secao de problema de momentos
truncado: apesar dos primeiros 3n momentos das duas distribuigoes serem iguais,

as distribuicoes podem ser diferentes.

Tabela 4.9: Informacoes adicionais: Caso B4B4EqmCRS

Tempo de célculo 0,786679e+02 s

Minimo global 9,286221e-11

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta nos parametros atingida.
Minimo local 9,286221e-11

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fungdo objetivo atingida.
Numero de avaliagcoes CRS 72400760

Numero de avaliagbes BOBYQA 189

A analise da Tabela permite observar um tempo de calculos maior se com-
parado com os casos anteriores, o que é de se esperar, uma vez que a quantidade de
parametros otimizados é maior. A fungdo objetivo atinge um valor bem pequeno,
indicando que os valores dos momentos numéricos praticamente se igualam aos dos
momentos analiticos. O nimero de avaliacoes da funcao objetivo também aumenta,
em consequéncia do aumento no nimero de parametros.

No caso correspondente a Figura [4.5¢é possivel observar que, apesar dos valores
de sigma serem bastante pequenos, como o dominio é finito, ou seja, os pontos de
colocacao nao podem ficar arbitrariamente dispostas, a superposi¢ao de KDFs acaba
por unir picos, de forma que nao se consegue identificar tantas KDFs e a distribuicao
deixa de parecer tao complexa. O mesmo é observado na Figura Em termos de
aproximacao da distribuicao de partida, pode-se observar, principalmente no caso
B5B5EqmCRS que a estimativa inicial de parametros com o EQMOM é tao bom

que, a principio, dispensaria o emprego das rotinas de otimizacao.
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Figura 4.5: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 5 KDFs beta aproxi-
mada por 5 KDFs beta respectivamente.

Tabela 4.10: Tabela de parametros: Caso B5B5EqmCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local
w; & 0 Wy I 0o Wy I Oa We I Oq
0,3000 0,2800 0,0700 | 0,3024 10,2417 0,0631 | 0,3034 0,2385 0,0631 | 0,3034 0,2385 0,0631
0,2000 0,3600 0,0600 | 0,3652 0,3641 0,0631 | 0,3705 0,3634 0,0626 | 0,3705 0,3634 0,0626
0,1500 0,5000 0,1000 | 0,0768 0,5715 0,0631 | 0,0770 0,5719 0,0623 | 0,0770 0,5719 0,0623
0,0500 0,8300 0,0600 | 0,0541 0,8233 0,0631 | 0,0542 0,8231 0,0632 | 0,0542 0,8231 0,0632

A analise da Tabela [4.10] complementa o que é observado na Figura [4.5] em
termos de qualidade da aproximacao gerada pela estimativa inicial, mostrando que
isso pode ocorrer devido ao fato de que os larguras de banda da distribuigao inicial
tem valores muito semelhantes. A isto, se soma que a aproximacao gerada com o

EQMOM ¢ boa porque trabalha com o mesmo valor de sigma para todas as KDFs.

Tabela 4.11: Informacdes adicionais: Caso B5B5EqmCRS

Tempo de célculo 7,560425e+02 s

Minimo global 2,812869e-09

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.
Minimo local

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na funcao objetivo atingida.
Numero de avaliacoes CRS 74190599

Numero de avaliacbes BOBYQA 243

A Tabela mostra que o tempo de calculos para este caso ¢ muito similar ao
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que pode ser observado na Tabela apesar do ntimero de parametros ser maior
no presente caso que no anterior. Contudo, os valores de larguras de banda em
ambos os casos nao difere muito, logo, a estimativa inicial gerada com o EQMOM
é bastante boa, facilitando o processo de otimizacao. O numero de avaliacoes da

funcao objetivo também é similar ao do caso anterior.

4.1.2 Estimativa Inicial: Perturbacao Randémica

Os resultados apresentados nesta subsecao foram obtidos utilizando como es-
timativa inicial uma perturbacao randomica de até 20% no valor das variaveis de
entrada. Foram empregadas otimizacao global e local. Estes casos irao permitir

melhor anélise do comportamento da otimizacao.

f(€)

Figura 4.6: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 2 KDFs beta aproxi-
mada por 2 KDFs beta respectivamente.

A Figura mostra que a perturbagao randoémica gera um perfil bastante de-
fasado em relacao a distribuicao de partida, o que permite avaliar melhor o papel
da otimizacao empregada e do método como um todo. Percebe-se que a otimizacao
melhora significativamente o perfil da representacao final gerada, o que evidencia o
papel do método proposto.

A analise da Tabela permite tirar conclusoes semelhantes ao caso analogo
cuja estimativa inicial foi feita mediante emprego do EQMOM (Tabela . A
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Tabela 4.12: Tabela de parametros: Caso B2B2PerCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local

W 5 « O Wy 5 « Oq We, g « Oq
0,5000 0,1600 0,0800 | 0,5000 0,1600 0,0800
0,5000 0,8300 0,1600

wy & Oa
05000 0,1600 0,0800 | 0,4716 0,1346 0,068
0,5000 0,8300 0,1600 | 04444 0,7574 0,1457 | 0,5000 0,8300 0,1600

quantidade de parametros otimizados, por ser pequena, permite que os valores de

saida da rotina sejam integralmente igualados aos valores de partida.
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Tabela 4.13: Informacdes adicionais: Caso B2B2PerCRS

Tempo de célculo 1,827040e-01 s

Minimo global 2,920881e-11

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta nos parametros atingida.
Minimo local 1,117023e-11

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.
Numero de avaliagdes CRS 86975

Numero de avaliagoes BOBYQA 129

A Tabela [4.13] mostra novamente um tempo pequeno de célculos e um valor
atingido pela funcao objetivo também bem pequeno, o que indica que os momentos
estdao sendo bem aproximados. O ntmero de avaliagoes da funcao objetivo com
o CRS também é pequeno, se comparado com os casos com maior quantidade de

parametros.

()

Figura 4.7: Funcdo de partida constituida pela soma ponderada de 3 KDFs beta aproxi-
mada por 3 KDFs beta respectivamente.

A Figura permite conclusoes parecidas as da Figura[1.6] O perfil gerado com
a estimativa inicial também quase nao apresenta similaridade com a curva referente
a distribui¢ao de partida, f(£). A otimizacdo se mostra fundamental na melhora da
aproximacao.

A Tabela também apresenta caracteristicas em comum com a Tabela [4.12
uma vez que em ambas, os valores de partida sao recuperados ao final da otimizagao,

devido a quantidade relativamente pequena de parametros empregados.
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Tabela 4.14: Tabela de parametros: Caso B3B3PerCRS

V. de Partida Estimativa Inicial
'LUj 5] 0/ Weq f o (o5

Global
w(lﬁ 5(}‘

UO/

Wy

Local
a 0o

0.4000 0.1600 0.0800 | 0.3695 0.1534 0.0787
0.4000 0.5000 0.1000 | 0.3530 0.4052 0.0954
0.2000 0.8300 0.0800 | 0.1747 0.7896 0.0676

0.4000 0.1600
0.4000 0.5000
0.2000 0.8300

0.0800
0.1000
0.0800

0.4000
0.4000
0.2000

0.1600 0.0800
0.5000 0.1000
0.8300 0.0800

Tabela 4.15: InformacGes adicionais: Caso B3B3PerCRS

Tempo de célculo 1,450156e+02 s

Minimo global 4,376489e-12

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta nos parametros atingida.
Minimo local 4,288455e-12

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fungdo objetivo atingida.
Numero de avaliacoes CRS 19670034

Numero de avaliagbes BOBYQA 185

A Tabela [4.15] mostra as consequéncias percebidas pela otimizagao decorrentes

de uma estimativa inicial mais defasada em relacao as distribuicoes de partida.

Ao estabelecer-se uma comparacao desta com a Tabela [4.13] percebe-se um tempo

de calculos significativamente maior, além de um ntmero de avaliacoes da funcao

objetivo com o CRS bastante maior. Apesar da perturbagdo randémica mostrar

efetivamente o papel do método na melhor caracterizacao da distribuicao de partida,

esta estimativa inicial é mais custosa computacionalmente que 0 EQMOM.

A anélise da Figura mostra, novamente, um perfil defasado, gerado pela

estimativa inicial empregada e o bom desempenho da otimizacao em melhorar a

aproximacao gerada.
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Figura 4.8: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 4 KDFs beta aproxi-
mada por 4 KDFs beta respectivamente.

Tabela 4.16: Tabela de parametros: Caso B4B4PerCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local
w; & 0 Wy I 0o Wy I Oa We I Oq
0,3000 0,1600 0,0800 | 0,2832 0,1299 0,0690 | 0,5890 0,2382 0,1255 | 0,5890 0,2382 10,1255
0,3000 0,2800 0,0700 | 0,2678 0,2337 0,0622 | 0,2460 0,5060 0,2444 | 0,2460 0,5060 0,2444
0,2000 0,5000 0,1000 | 0,1670 0,4629 0,0832 | 0,1556 0,8407 0,0533 | 0,1556 0,8407 0,0533
0,2000 0,8300 0,0600 | 0,1950 0,7231 0,0500 | 0,0094 0,2538 0,0099 | 0,0094 0,2538 0,0099

A Tabela [4.16| mostra que os parametros de saida da otimizacao deixam, nova-
mente, de se igualarem aos de partida, em decorréncia do aumento da quantidade
de parametros a serem otimizados. Novamente, complementando com a Figura 4.8

a aproximacao nao deixa de ser adequada.

Tabela 4.17: Informacdes adicionais: Caso B4B4PerCRS

Tempo de célculo 7,348111e+03 s

Minimo global 1,134338e-11

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta nos parametros atingida.
Minimo local 1,134338e-11

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.
Numero de avaliagoes CRS 909633946

Numero de avaliacoes BOBYQA 172

Fica evidente, mediante a analise da Tabela que a defasagem causada pela

estimativa inicial ¢ mais custosa para a otimizacao em termos de tempo de calculos
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e de avaliacOes da funcao objetivo.

2,5 T T T T T T T

f(€)

Figura 4.9: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 5 KDFs beta aproxi-
mada por 5 KDFs beta respectivamente.

A andlise da Figura [4.9 mostra o perfil defasado gerado pela estimativa inicial e
o desempenho da otimizacao em melhorar a aproximacao, apesar do elevado niimero

de parametros.

Tabela 4.18: Tabela de parametros: Caso B5B5PerCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local
Wy é-j Jj Wey ga Oa Wey ga Oa Wey ga Oa
0.3000 0.1600 0.0800 | 0.2933 0.1390 0.0763 | 0.4260 0.1925 0.0978 | 0.4260 0.1925 0.0978
0.3000 0.2800 0.0700 | 0.2852 0.2610 0.0678 | 0.4201 0.3397 0.0730 | 0.4201 0.3397 0.0730
0.2000 0.3600 0.0600 | 0.1627 0.2990 0.0549 | 0.0599 0.4848 0.1341 | 0.0599 0.4848 0.1341
0.1500 0.5000 0.1000 | 0.1436 0.4035 0.0984 | 0.0446 0.5776 0.0672 | 0.0446 0.5776 0.0672
0.0500 0.8300 0.0600 | 0.0411 0.7713 0.0539 | 0.0494 0.8306 0.0598 | 0.0494 0.8306 0.0598

A Tabela[4.18| permite constatar que, de forma semelhante ao caso precedente, os
parametros de saida sao diferentes dos de entrada. Isto, novamente, nao prejudica
a aproximagao gerada pelo método. Complementarmente, a analise da Tabela [4.19
mostra que o valor atingido pela funcao objetivo é bem proximo de 0. Isto ja foi
justificado anteriormente e é decorrente de se trabalhar com um conjunto truncado
de momentos.

A anélise da Tabela [£.19] mostra, ao estabelecer-se uma comparagao com a Ta-

bela tempos de calculo e nimero de avaliacoes da funcao objetivo maiores,
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Tabela 4.19: Informacdes adicionais: Caso B5B5PerCRS

Tempo de calculo 9,799924e+03 s

Minimo global 1,132553e-10

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta nos parametros atingida.
Minimo local 1,132552e-10

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.
Numero de avaliagdes CRS 585165331

Numero de avaliagoes BOBYQA 228
decorrentes da defasagem da estimativa inicial.

4.1.3 Perturbacao Randdémica e Otimizacao Local

Esta secao se destina a mostrar os resultados que sao obtidos quando a estimativa
inicial & gerado pela perturbagao randomica de até 20% nos valores dos parametros
iniciais e, entao, alimentados apenas na otimizacao local. Note que este calculo
nao faz uso da otimizacao global. Estes céalculos sao apresentados como proposta
para melhorar as aproximacgoes em situacoes nas quais se observa uma pequena
modificacao nos valores dos parametros. Tal situacao é remete, por exemplo, realiza-
se a evolucao temporal de uma distribuicao. Nesta situagao tomada, é de se esperar

que nao haja modificacdes bruscas na distribuicao.

2,5 T T T T T T

f(€)

Figura 4.10: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 2 KDFs beta apro-
ximada por 2 KDFs beta respectivamente.
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A andlise da Figura [4.10| mostra que, apesar do perfil gerado com a estimativa
inicial apresentar certa defasagem em relacao a distribuicao de partida, com algu-
mas iteragoes do otimizador local BOBYQA, esta defasagem se torna bem menos

evidente, melhorando expressivamente a aproximagao.

Tabela 4.20: Tabela de parametros: Caso B2B2PerL

V. de Partida Estimativa Inicial Local
’LUj gj Jj Wea ga Oq Wea fa Oq
0,5000 0,1600 0,0800 | 0,4738 0,1410 0,0757 | 0,4994 0,1596 0,0793
0,5000 0,8300 0,1600 | 0,4136 0,8261 0,1409 | 0,5006 0,8296 0,1609

Ja deixa de se observar na Tabela o que foi observado nas tabelas e
[4.12] em termos de recuperagao integral dos valores de partida. Isto ocorre porque,
como o otimizador local nao varre o dominio de busca de adequadamente, como é o
caso do CRS que trabalha com uma populacao, este s6 consegue buscar minimos em
uma regiao restrita, proxima a estimativa inicial. Algo que decorre deste fato é que
a aproximacao gerada nao serd tao boa quanto as que também empregam o CRS.
Além disso, como serd mostrado adiante, o valor atingido pela fun¢ao objetivo no
final da otimizagao ¢ significativamente maior que em casos que também se emprega
o CRS. Note que, como os valores de perturbacao gerados nos casos desta secao nao
se igualam em intensidade aos casos que utilizam o CRS, nao se poderé estabelecer

uma comparagao muito abrangente.

Tabela 4.21: Informacoes adicionais: Caso B2B2PerLL

Tempo de calculo 2,995140e-01 s
Minimo local 5,408512e-07
Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fungdo objetivo atingida.

Numero de avaliagbes BOBYQA 51253

A analise da Tabela mostra que o tempo de calculos é bem pequeno. Com-
plementando o que foi dito anteriormente, o valor da funcao objetivo nao é tao
pequeno. O numero de iteracoes do otimizador local também nao é muito elevado.

A analise da Figura mostra o perfil defasado gerado pela perturbacao e a
relativa melhora na aproximacao gerada pelo otimizador local. Comeca-se a observar
que o aumento no nimero de parametros implicard em dificuldades na obtencao de

aproximacoes mais adequadas.
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Figura 4.11: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 3 KDFs beta apro-
ximada por 3 KDFs beta respectivamente.

Tabela 4.22: Tabela de parametros: Caso B3B3PerL

V. de Partida

w; §j j

Local
wa gC( O-Oé

Estimativa Inicial

W fa O

0,4000 0,1600 0,0800
0,4000 0,5000 0,1000
0,2000 0,8300 0,0800

0,3525 0,1359 0,0753
0,3877 0,4661 0,0969
0,1947 0,7063 0,0670

0,4192 0,1704 0,0936
0,3899 0,5116 0,1061
0,1909 0,8334 0,0797

A Tabela mostra, novamente, que os parametros de saida do método diferem
dos valores de partida. A diferenca, neste caso é que a aproximacao gerada apesar

de melhor, nao consegue se sobrepor a curva de partida para todos os valores de &.

Tabela 4.23: Informagdes adicionais: Caso B3B3PerL

Tempo de calculo
Minimo local 4,736624e-06

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.
Numero de avaliagbes BOBYQA 153340

1,603845e+-00 s

A Tabela mostra que o tempo empregado nos calculos, apesar de ainda ser
razoavelmente pequeno é maior que o obtido no caso anterior, Tabela O valor
final da funcdo objetivo é mais alto, assim como o nimero de iteragoes feitas. Isto

decorre do aumento do nimero de parametros otimizados.
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Figura 4.12: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 4 KDFs beta apro-
ximada por 4 KDFs beta respectivamente.

A analise da Figura permite observar tanto o perfil defasado gerado pela

perturbacao quanto a melhora na aproximagao pela otimizacao local.

Tabela 4.24: Tabela de parametros: Caso B4B4PerL

V. de Partida Estimativa Inicial Local
w; gj 0; We ga Oq Wea éa Oq
0,3000 0,1600 0,0800 | 0,2979 0,1446 0,0681 | 0,3382 0,1676 00,0820
0,3000 0,2800 0,0700 | 0,2981 0,2319 0,0648 | 0,3253 0,3068 0,0762
0,2000 0,5000 0,1000 | 0,1949 0,4316 0,0867 | 0,2377 0,8074 0,0747
0,2000 0,8300 0,0600 | 0,1786 0,7105 0,0594 | 0,0988 0,5017 0,0449

A Tabela indica que os valores de saida da otimizagao diferem dos valores

de partida, apesar da Figura indicar que a aproximagao foi adequada.

Tabela 4.25: Informacoes adicionais: Caso B4B4PerL

Tempo de calculo
Minimo local
Critério de saida

7,246830e-01 s
6,321745e-06

Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢do objetivo atingida.
Numero de avaliagbes BOBYQA 44755

A Tabela mostra que o tempo de calculos é pequeno.
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Figura 4.13: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 5 KDFs beta apro-
ximada por 5 KDFs beta respectivamente.

A Figura permite constatar a defasagem causada pela estimativa inicial e o

papel da otimizacao de melhorar a aproximacao.
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Tabela 4.26: Tabela de parametros: Caso B5B5PerL

V. de Partida Estimativa Inicial Local
w; & of We, &a Oa Wey o O
0,0500 1,0000 0,8000 | 0,0448 0,9793 0,7651 | 0,0522 0,9617 0,7743
0,0500 4,0000 1,0000 | 0,0414 13,9348 0,9594 | 0,0487 3,8704 0,9499
0,1000 11,0000 2,0000 | 0,0880 10,5556 1,9030 | 0,0903 11,6505 1,6361
0,3000 15,0000 3,0000 | 0,2582 13,7137 2,7226 | 0,3085 14,7595 3,1070
0,5000 35,0000 2,0000 | 0,4728 32,4706 1,7149 | 0,5002 34,9942 2,0005

A anélise da Tabela mostra, complementando a Figura [£.13] a defasagem
gerada pela estimativa inicial nos valores. A otimizacao aproxima mais os valores

de saida dos de partida, apesar da distribuicao final nao ser totalmente fiel a de

partida.
Tabela 4.27: Informagdes adicionais: Caso B5B5PerL
Tempo de célculo 0,170828e-+00 s
Minimo local 5,537902e-06
Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.

Numero de avaliagoes BOBYQA 86393

Novamente, com poucas iteracoes do otimizador local BOBYQA e em um tempo
relativamente pequeno, conforme pode ser visto nas Tabela [4.27] consegue-se gerar
uma aproximacao bastante razoavel para a distribuicao em questao.

Novamente, os casos mostrados nesta secao podem ser remetidos a situacoes
nas quais estas pequenas modificacoes nos parametros ocorrem, como é o caso do
exemplo da evolucao temporal, indicando robustez do método para este tipo de

problema.

4.2 Aproximando distribuicoes Gama por séries de
distribuicoes Gama

Esta secao se destina a mostrar os resultados obtidos para os casos teste nos
quais tanto a distribuicao de partida quanto a distribuicao aproximadora ¢ gerada
por uma soma ponderada de distribui¢oes gama. Nos casos em que a distribuicao de
partida ¢ gerada por somas ponderadas de distribuicoes definidas em dominio semi-
infinito, foi necessaria uma transformacao de varidveis visando melhor desempenho
do algoritmo de otimizagao global em achar um minimo para a func¢ao objetivo.

Como, nestes casos, a busca teria que ocorrer em um dominio semi-infinito,
trabalhar com as variaveis neste dominio seria impraticavel, aumentando em demasia
o tempo de otimizacao ou ainda inviabilizando esta. A proposta de restricao do
dominio ¢ dada segundo as Equacoes e[.3] Cabe ressaltar que a transformacao

de variaveis foi feita apenas nos pontos de colocacao &, e nas larguras de banda o,
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uma vez que os coeficientes de ponderagao, por serem normalizados, j4 tem dominio

definido [0,1].
=t &=-In(&) (4.2)
or=e % 0o = —In(o}) (4.3)

Em decorréncia da transformagao acima, tanto os pontos colocagdao quanto lar-

guras de banda ficam restritas ao dominio [0,1].
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4.2.1 Estimativa Inicial: EQMOM

0,6

0,5 R
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Figura 4.14: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 4 KDFs beta apro-
ximada por 4 KDFs beta respectivamente.

A Figura permite constatar que a curva correspondente a estimativa inicial
gerada pelo EQMOM (C,,(§)) é bastante fiel a distribuicao de partida. A otimizagao,

contudo, melhora a aproximagao, sobretudo para valores pequenos de &.

Tabela 4.28: Tabela de Parametros: Caso G2G2EqmCRS

V. de Partida
w; & I,

Estimativa Inicial Global Local
wO. ga O-O( wa goz O-O( wa 50.’ O-Ot

0,4000  0,5000 0,500
0,6000 5,0000 1,0000

0,263 0,6497 0,9774 | 0,000 0,5000 0,5000 | 0,4000 0,5000 0,5000
0,5737 15,0947 0,9774 | 0,6000 5,0000 1,0000 | 0,6000 5,0000 1,0000

A Tabela permite observar que os parametros de saida do método sao igua-

lados aos valores de partida, devido ao pequeno nimero de parametros submetidos

a otimizacao.

Tabela 4.29: Informagcoes adicionais: Caso G2G2EqmCRS

Tempo de célculo
Minimo global
Critério de saida
Minimo local
Critério de saida

3,856260e-01 s

7,239887e-11

Tolerancia relativa ou absoluta nos parametros atingida.
2,375730e-11

Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.

Numero de avaliagdes CRS 68721
Numero de avaliacbes BOBYQA 324
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A Tabela mostra que tanto o tempo de calculos quanto o valor atingido pela
funcao objetivo foram bem pequenos para este caso.

Novamente, foi feita a comparacao entre o presente método e a proposta do
EQMOM de reproducao dos 2n+1 primeiros momentos da distribuicao. O resultado

desta comparacao é mostrado na Figura 4.15

0,6 T T T T I

()

Figura 4.15: Comparacao entre o presente método e o EQMOM na geragdao de uma
aproximagcao empregando os 2n + 1 primeiros momentos.

A conclusao que se chega ¢ similar ao que fora apontado para o caso
B2B2EqmCRS. Ambos os métodos reproduzem bem os 2n + 1 primeiros momen-
tos da distribuicao. Logo, a vantagem de se trabalhar com 3n momentos reside na
melhor caracterizagao da distribuigao, pois mais momentos sao empregados.

A seguir, estao presentes os resultados para o caso G3G3EqmCRS.

A Figura [£.16] mostra que a estimativa inicial gerada pelo EQMOM nao é tao
boa quanto no caso anterior. A otimizacao apresenta papel de grande importancia

na reconstrucao da distribuicao.
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Figura 4.16: Funcio de partida constituida pela soma ponderada de 3 KDFs gama
aproximada por 3 KDFs gama respectivamente.

Tabela 4.30: Tabela de Parametros:

Caso G3G3EqmCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local
wj & 0 We, éa Oa We éa Oq We &a Oa
0,1000  1,0000 0,8000 | 0,0204 0,0000 1,9642 | 0,1000 1,0000 0,8000 | 0,1000 1,0000 0,8000
0,3000 4,0000 1,0000 | 0,4349 4,0264 1,9642 | 0,3000 4,0000 1,0000 | 0,3000 4,0000 1,0000
0,6000 11,0000 2,0000 | 0,5447 11,2883 1,9642 | 0,6000 11,0000 2,0000 | 0,6000 11,0000 2,0000

A Tabela [£.30] complementa, mediante

analise dos valores, o que pode ser visu-

alizado na Figura [4.16f O EQMOM zera um dos pontos de colocagao, mostrando

que, apesar de ser uma boa inicializagao para muitos casos, nao o é para este.

Tabela 4.31: Informacoes adicionais: Caso G3G3EgmCRS

Tempo de célculo
Minimo global
Critério de saida
Minimo local
Critério de saida

Numero de avaliagdes CRS
Numero de avaliagbes BOBYQA

2,875466e-+01 s

1,852439e-14

Tolerancia relativa ou absoluta nos parametros atingida.

1,284460e-14

Tolerancia relativa ou absoluta na fungdo objetivo atingida.

2001245
192

Tendo em vista o nimero nao tao grande de parametros, o tempo de célculos

ainda nao é tao grande neste caso, como pode ser visto na Tabela 4.31] O valor

atingido pela funcio objetivo é muito préximo de zero. E importante, nos casos
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envolvendo a KDF gama, atentar para o critério de saida da otimizacao global. O

motivo disto seréd discutido adiante.
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Figura 4.17: Funcgdo de partida constituida pela soma ponderada de 4 KDFs gama
aproximada por 4 KDFs gama, respectivamente.

A anélise das Figuras e guardam algumas semelhancas. Novamente, a

estimativa inicial gerada pelo EQMOM se mostra falha em representar fielmente a

distribuicao de partida.

Tabela 4.32: Tabela de Parametros:

Caso G4G4EqmCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local
wj & 0 Wy éa Oq We &a T4 We &a Oa
0,000 1,0000 0,8000 | 0,0100 0,0000 2,6582 | 0,0704 4,2632 0,5781 | 0,0704 4,2632 0,5781
0,2000 4,0000 1,0000 | 0,3193 3,8102 2,6582 | 0,2681 3,5846 3,5625 | 0,2681 3,5846  3,5625
0,3000 11,0000 2,0000 | 0,6235 12,8137 2,6582 | 0,2628 11,2514 1,9597 | 0,2628 11,2514 11,9597
0,4000 15,0000 3,0000 | 0,0471 21,0859 2,6582 | 0,3988 15,0027 2,9999 | 0,3988 15,0027 2,9999

Tabela 4.33: Informacoes adicionais: Caso G4G4EqmCRS

Tempo de célculo

Minimo global

Critério de saida

Minimo local

Critério de saida
Numero de avaliagbes CRS
Numero de avaliagbes BOBYQA 187

1,686324e+04 s
2,102292e-10

Tolerancia relativa ou absoluta nos parametros atingida.

2,102292e-10

Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.

573311465
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Os casos G3G3EqmCRS e G4G4EqmCRS mostram, através das Tabelas e
4.32) que a estimativa do EQMOM ¢é bastante falho, pois ele zera um dos pontos de
colocagao. O papel da otimizacao é esséncial para melhorar a aproximacao gerada
pelo EQMOM. O caso G4G4EqmCRS ainda possui um agravante, ocasionado pelos
maiores coeficientes de ponderacao estarem ponderando as distribuicoes com maiores
valores de pontos de colocagao. Esta ¢ uma das causa da boa representacao da cauda
da distribuicdo em detrimento de sua regido inicial. E importante comentar que,
dependendo da quantidade de momentos (e portanto do niimero de parametros) da
distribuicao gama empregados, os valores destes momentos podem se tornar muito
grandes em ordem de magnitude. Um exemplo é dado abaixo, na Tabela [4.34]

utilizando os momentos gerados para o caso G4G4EqmCRS.

Tabela 4.34: Momentos da KDF gama

k mi.
mgy  1,000000e+-00
my  1,020000e+-01
me  1,550800e+-02
ms  2,935968e+-03
my  6,554109e+04
ms  1,678865e+06
mg  4,846691e-+07
my  1,555480e+-09
mg  5,488995e+10
me  2,110555e 112
myy 8,776189%e+13
mi1 37921766€+15

Esta discrepancia entre os valores dos momentos soma-se ao fato dos maiores
coeficientes de ponderacao estarem associados a KDFs com os maiores pontos de
colocagao e gera uma distribuicdo de partida bem dificil de ser recuperada. A
analise da Tabela mostra que o tempo gasto foi bastante grande, assim como
o numero de avaliacoes da funcao objetivo e, mesmo assim, a otimizagao ainda nao
conseguiu reproduzir da melhor forma a distribuicao de partida, apesar da evidente
melhora. Deve-se chamar atencao para outro fator importante que é o papel das
tolerancias relativa e absoluta especificada nos parametros a serem otimizados. Foi
constatado neste trabalho que a rotina de otimizacao global atingia com facilidade a
tolerancia relativa e absoluta na fungao objetivo apesar de ambas serem especificadas
na ordem de 1071°, principalmente para os casos envolvendo a distribuicao gama. O
mesmo nao foi observado em relacao aos parametros. Apesar do critério imposto na
funcao objetivo ser bastante rigoroso, situacoes em que a saida da otimizacao pelas
tolerancias nos parametros nao foi forgada, a aproximacao gerada nao foi boa. As
Figuras e abaixo mostram os casos em que a otimizacao atingiu o critério
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de saida de tolerancia relativa ou absoluta na funcdo objetivo de 107,
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Figura 4.18: Falha na reconstrucao da distribuicdo para valores pequenos de &.
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Figura 4.19: Um dos pontos de colocagdo é zerada pelo EQMOM. Como o critério de
tolerancias na fungdo objetivo é atingido preferencialmente, a reconstrugao se mostra falha.

Uma explicacao razoavel que se levanta a respeito do motivo pelo qual a otimiza-
¢ao para por conta de restricoes na funcao objetivo e nao nos parametros tem como
base a ordem de grandeza dos momentos da distribuicao gama. Como fora mostrado
na Equacao|3.31] o que se busca minimizar é o somatorio dos erros relativos aos mo-
mentos de diferentes ordens. Como os momentos de maior ordem da KDF gama
sao muito grandes em magnitude se comparados aos momentos iniciais, ou seja, 0s
de menor ordem, os momentos superiores tendem a ser melhor ajustados que os
inferiores devido & sua importancia no calculo da funcao objetivo. Sendo assim, os
erros relativos aos momentos de maior ordem sao praticamente zerados, enquanto os
de menor ordem nao, o que leva a funcao objetivo a assumir um valor praticamente
constante ao longo das iteracées. E importante ressaltar ainda a importancia do
vetor p citado no Capitulo 3. Pode-se observar com o auxilio da Tabela [4.34] como
os momentos da KDF gama crescem em magnitude conforme se aumenta a ordem
dos momentos. O intuito do vetor p, conforme ja citado, é penalizar os momentos
de maior ordem, de forma que estes nao sejam tao discrepantes, em valor, dos de

menor ordem. A Figura[4.20] abaixo busca ilustrar o papel desempenhado pelo vetor
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Figura 4.20: Papel desempenhado pelo vetor de ponderacao p no caso G3G3EqmCRS.

Pode-se observar através da analise da Figura que, conforme se aumenta o
valor da constante c, a aproximagao resultante vai caminhando em direcao & apro-
ximacao gerada pelo EQMOM. Quando ¢ = 3, pode-se observar que as curvas C,, e
¢ = 3 sao sobrepostas. Isto mostra que, para este caso, a ponderacao dos momentos
nao auxilia na geragao de uma melhor aproximacao da distribuigao.

Apesar deste caso conter mais parametros que o G4G4EqmCRS,a estimativa ini-
cial proveniente do EQMOM ¢ bom, como mostra a Figura Nota-se novamente
a dificuldade de gerar uma distribuicao reconstruida que se sobreponha a distribui-
cao de partida para pequenos valores da variavel interna. Mais uma vez, a cauda é

muito bem aproximada.
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Figura 4.21: Funcio de partida constituida pela soma ponderada de 5 KDFs gama

aproximada por 5 KDFs gama respectivamente.

Tabela 4.35: Tabela de parametros: Caso GEGS5EqmCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local
wj & 0 We, éa Oa We éa Oq We &a Oa
0,0500 1,0000 0,8000 | 0,0772 1,9742 2,0008 | 0,0762 1,9372 1,9371 | 0,0762 1,9372 1,9371
0,0500 4,0000 1,0000 | 0,0902 7,5753 2,0008 | 0,0890 7,5747 2,0860 | 0,0890 7,5747 2,0860
0,1000 11,0000 2,0000 | 0,2675 13,5058 2,0008 | 0,2670 13,4054 2,0097 | 0,2670 13,4054 2,0097
0,3000 15,0000 3,0000 | 0,0628 21,1441 2,0008 | 0,0654 20,9820 2,0017 | 0,0654 20,9820 2,0017
0,5000 35,0000 2,0000 | 0,5024 34,9851 2,0008 | 0,5024 34,9851 2,0008 | 0,5024 34,9851 2,0008

As Tabelas e mostram que os parametros de saida sao bastante dife-
rentes dos parametros originais, apesar do valor da funcao objetivo ser pequeno em
ambos os casos. Novamente, isto ocorre devido a possibilidade de diversas distribui-

coes diferentes poderem apresentar o mesmo conjunto truncado de momentos.

Tabela 4.36: Informacdes adicionais: Caso GHGSEqmCRS

Tempo de calculo 1,550095e+03 s

Minimo global 2,114261e-09

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na funcao objetivo atingida.
Minimo local 2,114092e-09

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.
Numero de avaliagoes CRS 30186739

Numero de avaliacoes BOBYQA 274

Pode-se ainda observar através da anélise dos casos G4G4EqmCRS, Tabela
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e GEGHEqmCRS, Tabela [4.36] que o tempo de calculo do G4G4EqmCRS foi bas-
tante superior ao do caso GHGHEqmCRS. Uma hipotese que pode justificar essa
discrepancia entre os tempos de célculo é que, como a distribuicao mostrada no caso
G4G4EgmCRS é bastante complexa para valores pequenos da variavel interna, o
otimizador realiza muito mais iteragoes até que os valores parametros das KDFs de

menores pontos de colocagao atinjam o critério necessario para a convergeéncia.
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4.2.2 Estimativa Inicial: Perturbacao Randomica

Esta secao visa mostrar os resultados obtidos quando se perturba aleatoriamente

os valores dos parametros de entrada entre 0 e 20%, trabalhando com a KDF gama.

0.6 T T T T I
f(§) —
Cn(g) ©
T Gp(g) =
0.5 A Pn(§) * |
0,4 |

Figura 4.22: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 2 KDFs gama
aproximada por 2 KDFs gama respectivamente.

O perfil gerado com a perturbacao randomica, apesar de nao diferir muito do da
distribuicao de partida, apresenta certa defasagem em relagao a esta, como pode ser

visto na Figura [4.22

Tabela 4.37: Tabela de parametros: Caso G2G2PerCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local
wj gj j Wey ga Oa Wey ga Oa Wey ga Oa
0,4000 0,5000 0,5000 | 0,3356 0,4479 0,4049 | 0,4000 0,5000 0,5000 | 0,4000 0,5000 0,5000
0,6000 5,0000 1,0000 | 0,5229 4,3537 0,9180 | 0,6000 5,0000 1,0000 | 0,6000 5,0000 1,0000

A anélise da Tabela[4.37 mostra que, da mesma forma que com o EQMOM como
estimativa inicial, os parametros de saida da otimizacao local conseguem se igualar
aos da distribuicao de partida devido ao baixo nimero de parametros a serrem
otimizados.

Em relagao a Tabela[d.38 pode-se destacar o baixo valor final atingido pela funcao
objetivo. O tempo, apesar de pequeno, ¢é significantemente maior que o observado

no caso da Tabela .29 sendo o mesmo observado para o numero de avaliagoes da
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Tabela 4.38: Informacdes adicionais: Caso G2G2PerCRS

Tempo de calculo
Minimo global
Critério de saida
Minimo local
Critério de saida

Numero de avaliagdes CRS
Numero de avaliagoes BOBYQA

2,246174e+

0ls

4,785336e-15

Tolerancia relativa ou absoluta nos parametros atingida.
3,805100e-15

Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.

2037960
165

funcao objetivo. Conforme ja visto, isto decorre da maior defasagem em relagao

a distribuicao de partida causada por esta estimativa inicial, se comparada com o

EQMOM.
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Figura 4.23: Funcio de partida constituida pela soma ponderada de 3 KDFs gama
aproximada por 3 KDFs gama respectivamente.

Tabela 4.39: Tabela de parametros: Caso G3G3PerCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local
w; & 0; We, I 0o We, &a Oq We, éa Oa
0,1000  1,0000 0,8000 | 0,0957 0,8620 0,6560 | 0,1000 1,0000 0,8000 | 0,1000 1,0000 0,8000
0,3000  4,0000 1,0000 | 0,2764 3,5929 0,8303 | 0,3000 4,0000 1,0000 | 0,3000 4,0000 1,0000
0,6000 11,0000 2,0000 | 0,5486 9,1147 1,7184 | 0,6000 11,0000 2,0000 | 0,6000 11,0000 2,0000

De forma semelhante ao caso mostrado na Tabela 4.37] os valores de saida sdo

novamente igualados aos de partida, como mostra a Tabela [4.39]
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Tabela 4.40: Informacdes adicionais: Caso G3G3PerCRS

Tempo de calculo 2,246174e+01 s

Minimo global 4,785336e-15

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta nos parametros atingida.
Minimo local 3,805100e-15

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.
Numero de avaliagdes CRS 2037960

Numero de avaliacoes BOBYQA 165

A Tabela mostra que o tempo de calculos nao foi muito grande e que o valor

final da funcao objetivo é quase zero.
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Figura 4.24: Funcgdo de partida constituida pela soma ponderada de 4 KDFs gama
aproximada por 4 KDFs gama respectivamente.

A Figura mostra novamente a defasagem causada pela estimativa inicial. E
importante observar, contudo, que para valores pequenos da variavel interna, a curva
gerada pela perturbacgao, apesar de defasada, nao ¢ tao discrepante quanto a mesma
para o caso do EQMOM (Figura , que zera um dos pontos de colocagao. Isto
terd algumas consequéncias para a otimizagao, que serao complementadas a seguir.

A Tabela [4.41] mostra, mais uma vez, que a diferenca exibida pelos valores de
saida da otimizacao local em relagao aos valores de partida nao implica na ma

representacao da distribuicao de partida.
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Tabela 4.41: Tabela de parametros: Caso G4G4PerCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local
wj fj ] Wo, fa Oq W ga Oq W fa Oa
0.1000  1.0000 0.8000 | 0.0811 0.9181 0.7877 | 0.2088 2.6769 2.6356 | 0.2088 2.6769  2.6356
0.2000  4.0000 1.0000 | 0.1737 3.7006 0.9673 | 0.1022 4.2667 0.7576 | 0.1022 4.2667 0.7576
0.3000 11.0000 2.0000 | 0.2572 9.6779 1.8609 | 0.2884 11.0881 1.9876 | 0.2884 11.0881 1.9876
0.4000 15.0000 3.0000 | 0.3286 14.6920 2.5671 | 0.4006 14.9960 3.0002 | 0.4006 14.9960 3.0002

Tempo de calculo

Minimo global

Critério de saida

Minimo local

Critério de saida
Numero de avaliagoes CRS

Numero de avaliagbes BOBYQA

1,122741e+03 s
2,411490e-12
Tolerancia relativa ou absoluta nos parametros atingida.
2,411459e-12
Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.
39825109

193

Tabela 4.42: Informacdes adicionais: Caso G4G4PerCRS

A analise da Tabela [4.42] se comparada com a Tabela permite constatar

que, apesar da defasagem causada pela perturbacao ser bem pronunciada, o tempo

de célculos para este caso ainda é menor que o mesmo obtido quando se emprega

o EQMOM. Isto ocorre porque atingir o critério estabelecido de tolerancia nos pa-

rametros se torna mais facil, pois a perturbacdo nao altera tanto a regiao inicial

da distribuicao de partida quanto o EQMOM. O ntmero de avaliacoes da funcao

objetivo também é menor. O valor final da fungao objetivo também é menor que

no caso analogo empregando o EQMOM.
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Figura 4.25: Funcio de partida constituida pela soma ponderada de 5 KDFs gama
aproximada por 5 KDFs gama respectivamente.

A Figura [4.25] mostra que a perturbacao gera um perfil de estimativa inicial
bastante diferente do da distribuigdo de partida, sobretudo na regiao inicial (baixos

valores de &) desta. A otimizagao melhora bastante a aproximagao.

Tabela 4.43: Tabela de parametros: Caso GbG5PerCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local
wj & 0 Wy éa Oq We éa Oq We &a Oa
0.0500 1.0000 0.8000 | 0.0412 0.8211 0.6620 | 0.1118 3.2272 3.3543 | 0.1118 3.2272  3.3543
0.0500 4.0000 1.0000 | 0.0487 3.8298 0.8158 | 0.0567 7.5959 0.9186 | 0.0567 7.5959 0.9186
0.1000 11.0000 2.0000 | 0.0910 9.5576  1.8291 | 0.2932 14.1096 1.9513 | 0.2932 14.1096 1.9513
0.3000 15.0000 3.0000 | 0.2752 14.2103 2.6352 | 0.0350 23.3326 1.6278 | 0.0350 23.3326 1.6278
0.5000 35.0000 2.0000 | 0.4021 31.3248 1.7176 | 0.5033 34.9786 2.0011 | 0.5033 34.9786¢ 2.0011

A Tabela[d.43| permite perceber o impacto da perturbacao nos valores de partida.

Tabela 4.44: Informacoes adicionais: Caso G5G5PerCRS

Tempo de célculo 4,997571e+03 s

Minimo global 1,634522e-10

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta nos parametros atingida.
Minimo local 1,634462e-10

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na funcao objetivo atingida.
Numero de avaliacoes CRS 108782737

Numero de avaliagbes BOBYQA 245

O que se pode concluir da analise dos gréaficos apresentados nesta secao, atraveés
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das Figuras 4.22] |4.23] [4.24] e [4.25| apresenta algumas similaridades e importantes

diferencas em relacao ao que se observou para os casos andlogos envolvendo a KDF
beta. A perturbacao como estimativa inicial altera bastante o perfil da distribuicao
mas a otimizacao consegue melhorar visivelmente o perfil da curva gerada. As
aproximacoes geradas, contudo, nao foram tao boas de forma geral, para os casos
envolvendo a gama como foram para os casos envolvendo a beta. O motivo disto ja foi
explicado: os casos apresentam coeficientes de ponderacao de maior valor em KDFs
comm pontos de colocacao também grandes, gerando casos dificeis e que dificilmente
corresponderiam a distribuicoes reais. Além disso, a discrepancia existente entre os
momentos de maior e menor ordem corrobora também para dificultar a aproximagao
do inicio da distribuicao. Pode-se notar novamente a dificuldade de aproximar a

distribuicao para valores pequenos da varidvel interna.
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4.2.3 Perturbagao Randoémica e Otimizacao Local

Nesta secao serao mostrados os resultados obtidos perturbando aleatoriamente

as variaveis de entrada e empregando apenas a otimizacao local.
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Figura 4.26: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 2 KDFs gama
aproximada por 2 KDFs gama respectivamente.

A Figura [4.26| evidencia a defasagem causada pela perturbacao e posterior me-

lhora na aproximacao, empregando apenas o otimizador local.

Tabela 4.45: Tabela de parametros: Caso G2G2PerL

V. de Partida Estimativa Inicial Local
W Sj 0 We, Sa Oq W, ga Oq
0,4000 0,5000 0,5000 | 0,3752 0,4898 0,4785 | 0,3982 0,4896 0,4578
0,6000 5,0000 1,0000 | 0,5804 4,1765 0,9932 | 0,6018 4,9934 1,0015

E possivel constatar através da Tabela e da Figura [4.26) que a otimizacdo
local desempenha bom papel na aproximacao da distribuicao de partida, em um
tempo relativamente pequeno. A Tabela[4.45 ainda mostra que, ao contréario do que
¢ observado em casos que se emprega o CRS, os valores de saida nao sao iguais aos
de partida, devido a menor capacidade do otimizador local varrer adequadamente o
espaco de busca que o global, ficando restrito a uma regiao menos abrangente deste

e mais proxima da estimativa inicial.
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Tabela 4.46: Informacdes adicionais: Caso G2G2PerL

Tempo de célculo 3,770200e-01 s
Minimo local 5,019791e-06
Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.

Numero de avaliagbes BOBYQA 51025

A analise da Tabela [4.46| mostra que tanto o tempo de calculos quanto o niamero

de iteracoes sao razoavelmente pequenos.
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Figura 4.27: Funcio de partida constituida pela soma ponderada de 3 KDFs gama
aproximada por 3 KDFs gama respectivamente.

A Figura mostra a dificuldade apresentada pela otimizacao local em apro-
ximar de forma adequada o inicio da distribuicdo. E possivel notar que a regido
inicial ¢ mais proxima, visualmente, da curva gerada pela estimativa inicial que da
distribuicao de partida. A cauda da distribuicdo é melhor aproximada, devido a
questao ja apresentada do peso exibido pelos momentos de maior ordem de KDFs
gama no calculo da func¢ao objetivo.

A Tabela[4.47 complementa o que foi dito anteriormente a respeito da estimativa

inicial.
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Tabela 4.47: Tabela de parametros: Caso G3G3PerL

V. de Partida Estimativa Inicial Local
w; & of We, &a Oa Wey o O
0,1000  1,0000 0,8000 | 0,0951 0,8477 0,6501 | 0,1092 0,9064 0,7491
0,3000  4,0000 1,0000 | 0,2468 3,8882 0,8051 | 0,2812 4,0096 0,7526
0,6000 11,0000 2,0000 | 0,5004 10,0938 1,8653 | 0,6096 10,9473 2,0069

Tabela 4.48: Informacdes adicionais: Caso G3G3PerL

Tempo de célculo
Minimo local 1,105690e-05

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fungao objetivo atingida.
Numero de avaliagoes BOBYQA 79582

1,333745e+00

A Tabela indica tempos de céalculo novamente razoavelmente pequeno.
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Figura 4.28: Funcgdo de partida constituida pela soma ponderada de 4 KDFs gama
aproximada por 4 KDFs gama respectivamente.

A Figura [4.28 mostra que, apesar da defasagem gerada pela estimativa inicial, a
aproximacao obtida é bastante razoavel, salvo sua regiao inicial.

Fica evidente, através da Tabela [4.49| e da Figura que o algoritmo de otimi-
zacao local apresenta dificuldades em aproximar de forma adequada a parte inicial
da distribuicao, uma vez que, conforme j& discutido, esses casos sao bastante pro-

bleméaticos.
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Tabela 4.49: Tabela de parametros: Caso G4G4PerL

V. de Partida Estimativa Inicial Local
w; & gj Wa £a Oa We £ Oa
0,1000  1,0000 0,8000 | 0,0854 0,8623 0,6463 | 0,0897 0,9286 0,6401
0,2000  4,0000 1,0000 | 0,1659 3,7879 0,8895 | 0,2049 3,7247 0,8908
0,3000 11,0000 2,0000 | 0,2414 10,9889 1,8879 | 0,2286 10,7943 1,7836
0,4000 15,0000 3,0000 | 0,3628 14,5404 2,4342 | 0,4768 14,4418 3,0406

Tabela 4.50: Informacoes adicionais: Caso G4G4PerL

Tempo de calculo 7,341928e-+00 s
Minimo local 8,605828e-06
Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.

Numero de avaliagbes BOBYQA 232038

A analise da Tabela mostra que o tempo de célculos e o nimero de iteracoes

nao foi muito grande.
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Figura 4.29: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 5 KDFs gama
aproximada por 5 KDFs gama respectivamente.

A Figura mostra que a aproximacao gerada é boa em relagao a estimativa
inicial, apesar de conter mais parametros que os demais casos.

A Tabela [4.51] sugere que a boa aproximagcao gerada pela otimizagao local, como
foi discutido anteriormente, pode ser decorrente da intensidade da perturbacao cau-

sada neste caso.

80



Tabela 4.51: Tabela de parametros: Caso G5G5HPerL

V. de Partida Estimativa Inicial Local
w; & of We, &a Oa Wey o O
0,0500 1,0000 0,8000 | 0,0448 0,9793 0,7651 | 0,0522 0,9617 0,7743
0,0500 4,0000 1,0000 | 0,0414 13,9348 0,9594 | 0,0487 3,8704 0,9499
0,1000 11,0000 2,0000 | 0,0880 10,5556 1,9030 | 0,0903 11,6505 1,6361
0,3000 15,0000 3,0000 | 0,2582 13,7137 2,7226 | 0,3085 14,7595 3,1070
0,5000 35,0000 2,0000 | 0,4728 32,4706 1,7149 | 0,5002 34,9942 2,0005

Tabela 4.52: Informacoes adicionais: Caso G5G5PerL

Tempo de calculo 5,170828e-+00 s
Minimo local 5,537902e-06
Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.

Numero de avaliagoes BOBYQA 86393

A analise das Tabela mostra que o tempo de calculo foi razoavelmente
pequeno.

Pode-se constatar que o papel da otimizacao local para casos empregando a KDF
gama é muito dificultado pelo aumento da ordem de magnitude dos momentos. Isto
gerou caudas, de modo geral, bem aproximadas em todos os casos e regioes iniciais
menos fiéis as distribuicoes de partida. A robustez, neste caso, fica prejudicada por

tais fatores.

4.3 Aproximacao de outras distribuicoes por KDFs
Beta e Gama

Esta secao se destina a mostrar os resultados obtidos quando o algoritmo foi
utilizado para gerar aproximacoes de outras distribuicoes de partida que nao com-
binagoes lineares de betas e gamas. Foram empregadas em dominio semi-infinito as
distribuicoes Chi e a fun¢ao exponencial e em dominio finito, a distribuicao de Ku-
maraswamy, sendo que esta ultima apresenta semelhancas com a distribuicao beta.
Nesta secao, a tnica estimativa inicial utilizado foram os coeficientes de pondera-
¢ao, pontos de colocacao e larguras de banda provenientes da primeira quadratura
do EQMOM.

Para evidenciar o quao bem a combinacao de KDFs aproxima a distribuicao de

partida, emprega-se a métrica induzida pela norma ¢2, dada segundo a Equacao

lellz = ¢ / (€)= pulE)]? (4.4)

Nesta Equacao, f(&) é a distribuicao de partida e p,(£) é a distribuicdo apro-

ximante. A integral acima foi calculada mediante o uso de quadraturas de Gauss-
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Legendre quando a distribuicao em questao é definida em dominio finito e Gauss-
Laguerre, quando a distribuicao é definida em dominio semi-infinito. Foram empre-
gados 50 pontos de quadratura para aproximar as integrais em cada caso, sendo este
ntmero suficiente para garantir a convergéncia da métrica da Equacao para os

casos analisados.

4.3.1 Aproximacoes em dominio semi-infinito

Aproximacgao de distribuigcoes Chi por KDFs Gama

Na se¢ao a seguir, relembrando a Tabela[3.1} ¢ é o iinico parametro da distribui¢ao
Chi.

0,7 T T T T T
f(§) —
Cn(§) ©
) Gp(g) =
0,6 50 pn(g) e
0,5 o o -

Figura 4.30: Funcido de partida constituida pela soma ponderada de 2 distribui¢des Chi
aproximada por 2 KDFs gama, respectivamente.

A analise da Figura mostra que o EQMOM ¢ bastante falho como estimativa
inicial neste caso. A otimizacao se mostra essencial para tornar a aproximagao

gerada mais fiel & distribuicao de partida

Tabela 4.53: Tabela de parametros: Caso C2G2EqmCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local

w; c; We, éa Oq We éa Oa We éa Oa
0,6500 2,0000 | 0,6021 1,0871 0,1513 | 0,6645 1,3137 0,4420 | 0,6645 0,13137 0,4420
0,3500 30,0000 | 0,3979 5,1802 0,1513 | 0,3355 5,4931 0,0784 | 0,3355 5,4931 0,0784
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A Tabela ilustra os valores dos parametros em cada etapa presente no mé-
todo.

Tabela 4.54: Informagdes adicionais: Caso C2G2EqmCRS

Tempo de calculo 1,535871e+00 s

Minimo global 2,489042e-14

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.
Minimo local 2,271662e-14

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fungdo objetivo atingida.
Nuamero de avaliagcoes CRS 280233

Numero de avaliagbes BOBYQA 126

As Tabelas e permitem tirar algumas conclusoes. O valor atingido
pela funcao objetivo remete a teoria apresentada na secao de problema de momen-
tos truncado. Neste capitulo, foi visto que quando se trabalha com um conjunto
K finito de momentos, perde-se caracterizacao de distribui¢oes. Em decorréncia
disso, diversas distribuicoes diferentes podem apresentar este mesmo conjunto K de

momentos. O tempo de calculos é razoavelmente pequeno.
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Figura 4.31: Funcao de partida constituida pela soma ponderada de 3 distribui¢oes Chi
aproximada por 3 KDFs gama, respectivamente.

A Figura [4.31] contém os perfis das curvas obtidos em cada etapa do método.
Esta também evidencia a defasagem exibida pela curva gerada com a estimativa
inicial, indicando que o0 EQMOM novamente se mostra falho.

A Tabela [4.55| mostra os parametros obtidos nas diferentes etapas do método.
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Tabela 4.55: Tabela de parametros: Caso C3G3EqmCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local

w; C; We &a O Wy &a 0o Wy &a O
0,6000 1,000 | 0,5186 0,5725 0,1688 | 0,6334 0,9303 0,7334 | 0,6334 0,9303 0,7334
0,3000 20,0000 | 0,2770 3,4444 0,1688 | 0,2591 4,5031 0,0537 | 0,2591 4,5031 0,0537
0,1000 50,0000 | 0,2045 6,1452 0,1688 | 0,1075 6,9894 0,0697 | 0,1075 6,9894 0,0697

Tabela 4.56: Informacdes adicionais caso C3G3EqmCRS

Tempo de célculo 4,350176e+01 s

Minimo global 5,083913e-13

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na funcao objetivo atingida.
Minimo local 4,493886¢e-13

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.
Numero de avaliagdes CRS 3420628

Numero de avaliacoes BOBYQA 174

A Tabela [4.56] mostra informacoes relevantes para a otimizagao. Observando o
valor da fun¢do objetivo nas Tabelas e [4.56] percebe-se que o valor da funcio
objetivo é muito pequeno, o que implica que tanto a distribuicao de partida quando a
KDF aproximante apresentam momentos quase idénticos. Contudo, isto nao implica
que a distribuicao aproximante seja idéntica a distribuicao de partida. Logo, apesar
do caso estar convergido, as curvas nao tem que se sobrepor. A otimizacao consegue,

contudo, melhorar bastante a aproximacao.
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Norma L2 - Quadratura de Gauss-Laguerre
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Figura 4.32: Calculo da métrica £ quando se altera o niimero de KDFs combinadas para
gerar a aproximagao. Caso C3G3EqmCRS.

A Figura [4.32] mostra como fica o célculo da métrica para diferentes nameros de
KDFs empregadas na aproximacao. Estes ntimeros foram variados entre 1 e 4. O
caso base foi 0 C3G3EqmCRS, que gera a distribuicao de partida com a combinacao
linear de 3 distribuicoes tipo Chi. Pode-se notar que, quando se trabalha com 4
KDFs para gerar a aproximacao, esta se torna mais acurada, uma vez que o valor

da métrica é menor que nos casos com 1, 2 e 3 KDFs.

Aproximacao de distribuicoes Exponenciais por KDFs Gama

Nesta subsecao, [ é o parametro da distribuicao exponencial.

A Figura mostra o perfil de aproximacoes obtido em diferentes etapas do
método. A estimativa gerada com o EQMOM nao se mostra tao discrepante como
nos casos envolvendo a distribui¢cao Chi. A otimizacao consegue, contudo, melhorar

o perfil da aproximacao final.
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Figura 4.33: Funcido de partida constituida pela soma ponderada de 2 distribuicoes
exponenciais aproximada por 2 KDFs gama, respectivamente.

Tabela 4.57: Tabela de parametros: Caso E2G2EqmCRS

V. de Partida
wj L

Estimativa Inicial
wOé ga O-Oé

Global

w, [e% EO{ Ua

Local
th 5& O—Oé

0,6500 0,5000
0,3500 1,5000

0,0410 1,3061 1,5240
0,0590 5,1558 1,5240

0,3500 0,0666 0,6667
0,6500 2,000 2,000

0,3500 0,6677 0,6677
0,6500 2,0000 2,0000

A Tabela [4.57 mostra os valores de parametros ao longo do método.

Tabela 4.58: InformagcGes adicionais: Caso E2G2EqmCRS

Tempo de célculo
Minimo global
Critério de saida
Minimo local
Critério de saida

Nuamero de avaliagoes CRS
Numero de avaliagbes BOBYQA

2,794735e+00 s
3,319758e-13

Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.
1,885240e-13
Tolerancia relativa ou absoluta na fungdo objetivo atingida.

125

508057

A Tabela traz informagoes complementares a otimizagao. O tempo de célcu-

los e o niimero de avaliacoes da funcao objetivo sao razoavelmente pequenos, assim

como o valor atingido pela funcao objetivo, que quase se aproxima de zero.

A Figura [4.34] mostra os perfis obtidos para as curvas em diferentes etapas do

método. O método consegue gerar uma aproximacao bem fiel ao perfil da distribui-

¢ao inicial, apesar da leve defasagem induzida pela estimativa inicial proveniente do
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Figura 4.34: Funcido de partida constituida pela soma ponderada de 3 distribuicoes
exponenciais aproximada por 3 KDFs gama, respectivamente.

EQMOM.
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Tabela 4.59: Tabela de parametros: Caso E3G3EqmCRS

V. de Partida Estimativa Inicial Global Local

w; l; Weq &a Oq We, & Oq We, & Oq
0,5000 0,5000 | 0,9019 0,9048 1,1299 | 0,4699 0,4621 0.,4746 | 0,4699 0,4621 0,4746
0,3000 1,5000 | 0,0962 4,4723 1,1299 | 0,5008 1,9984 2,0002 | 0,5008 1,9984 2,0002
0,2000 3,000 | 0,0019 10,5911 1,1299 | 0,0293 1,6626 0,5073 | 0,0293 1,6626 0,5073

A Figura permite analisar os valores dos parametros de otimizagao ao longo

da execucao do método.

Tabela 4.60: Informagoes adicionais: Caso E3G3EqmCRS

Tempo de célculo 3,386538e+01 s

Minimo global 3,693817e-08

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢do objetivo atingida.
Minimo local 3,693010e-08

Critério de saida Tolerancia relativa ou absoluta na funcao objetivo atingida.
Nuamero de avaliagcoes CRS 2933152

Numero de avaliacbes BOBYQA 144
A Figura mostra que o tempo de calculos é maior que no caso anterior,
devido a maior quantidade de parametros a serem otimizados. A Figura [4.35|abaixo

mostra o grafico da métrica induzida pela norma ¢? para o caso em questao.

Norma L2 - Quadratura de Gauss-Laguerre
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0 1 2 3 4 5

Figura 4.35: Calculo da métrica ¢ quando se altera o niimero de KDFs combinadas para
gerar a aproximagao. Caso E3G3EqmCRS.
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O caso em questao é o E3G3EqmCRS. Novamente, quando se varia o nimero de
KDFs utilizados na aproximacao da distribuicao de partida gerada por 3 exponenci-
ais entre 1 e 4, observa-se que o valor da métrica vai se tornando progressivamente
mais proximo de zero, o que é de se esperar, pois a aproximacao se torna mais

acurada.
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4.3.2 Aproximacoes em dominio finito

Aproximacao de distribuicoes Kumaraswamy por KDFs Beta

Nesta secao, a e b sao parametros da distribuicao de Kumaraswamy.

4 [0) T T T T T
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()
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Figura 4.36: Funcdo de partida constituida pela soma ponderada de 2 distribuicoes
Kumaraswamy aproximada por 2 KDFs beta, respectivamente.

A Figura [4.36] mostra o perfil de distribui¢oes obtidos em diferentes etapas do

método.
Tabela 4.61: Tabela de parametros: Caso K2B2qmCRS
V. de Partida Estimativa Inicial Global Local
wj aj bj We fa Oq W éa Oq Wa fa Oq

0,5000 11,0000 5,0000 | 0,4497 0,1169 0,0220 | 0,5000 0,1667 0,1667 | 0,5000 0,1667 0,1667
0,5000 15,0000 1,0000 | 0,5503 0,8131 0,0220 | 0,5000 0,8333 0,1667 | 0,5000 0,8333 0,16667

A andlise da Figura[4.36]e da Tabela mostram que a estimativa inicial gerada
pelo EQMOM ¢ bastante falha. A coluna que contém os valores de parametros da
estimativa inicial mostram que o EQMOM gera um valor muito pequeno de largura
de banda neste caso. A otimizacao é essencial para a obtencao de uma aproximacao
fiel a distribuicao de partida.

A Tabela traz informacoes relevantes sobre a otimizacao, como o curto
tempo de célculos, atribuido a baixa quantidade de parametros e o pequeno valor

atingido pela funcao objetivo. A Figura indica os perfis gerados pelos para-
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Tabela 4.62: Informacdes adicionais: Caso K2B2qmCRS

Tempo de calculo
Minimo global
Critério de saida
Minimo local
Critério de saida

1,585710e-01 s

1,078970e-11

Tolerancia relativa ou absoluta nos parametros atingida.

4,595552e-12

Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.

Numero de avaliagdes CRS 84935
Numero de avaliacoes BOBYQA 154
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Figura 4.37: Funcdo de partida constituida pela soma ponderada de 3 distribuicoes
Kumaraswamy aproximada por 3 KDFs beta, respectivamente.

metros em cada etapa do método. Novamente, a estimativa inicial do EQMOM é

bastante defasada e a otimizacao tem papel crucial na geragao de uma aproximagao

mais adequada.

Tabela 4.63: Tabela de parametros: Caso K3B3qmCRS

V. de Partida
wj a; b

Estimativa Inicial

W

Global
§a

Oa

Wo

Local

£a

Oa

0,1500 1,0000 5,0000
0,7000 2,0000 2,0000
0,1500 5,0000 1,0000

0,1759 0,0982 0,0124
0,4027 0,4234 0,0124
0,4213 0,7964 0,0124

0,2760
0,4945
0,2295

0,5650
0,3951
0,7495

0,1985
0,3940
0,2549

0,2760
0,4945
0,2295

0,5650
0,3951
0,7495

0,1985
0,3940
0,2549

A Tabela [4.63] mostra a

método.

evolugao numérica dos parametros em cada etapa do

Os resultados obtidos para os casos em que a distribuicao de partida é do tipo

Kumaraswamy, mostrados nas Figuras e e nas Tabelas e observa-
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Tabela 4.64: Informacdes adicionais: Caso K3B3qmCRS

Tempo de calculo
Minimo global
Critério de saida
Minimo local
Critério de saida

2,229340e-01 s

1,754956e-14

Tolerancia relativa ou absoluta na funcao objetivo atingida.
1,589305e-14

Tolerancia relativa ou absoluta na fun¢ao objetivo atingida.

Numero de avaliagdes CRS 106666
Numero de avaliagoes BOBYQA 129

se que o valor de g, para o qual o EQMOM converge é bastante pequeno. Isto
acarreta na visivel discrepancia entre a curva de estimativa inicial e a original para
a distribuicao de partida. A otimizacdo consegue resolver este problema, gerando

uma boa aproximagao para as distribuicoes em questao em um tempo pequeno,

como mostram as tabelas e

Novamente, foi feito o calculo da métrica induzida pela norma ¢2. Neste grafico,
N é o numero de KDFs utilizadas na aproximacao da distribuicao de partida do tipo
Kumaraswamy. O calculo empregou 50 pontos de quadratura de Gauss-Legendre. O

caso em questao ¢ o K4B4gqmCRS. O ntimero de KDFs empregadas na aproximacao

variou entre 1 e 4.

0.1 |

L2

0.01 -

0.001

Norma L? - Quadratura de Gauss-Legendre

Figura 4.38: Calculo da métrica ¢? quando se altera o nimero de KDFs combinadas para
gerar a aproximagao. Caso K4B4qmCRS.

Pode-se notar com o auxilio da Figura [4.38 que quanto maior o ntimero de KDFs
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empregadas na aproximacao, mais acurado o calculo, uma vez que o valor da métrica

se aproxima mais de zero.
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Capitulo 5

Conclusoes e Sugestoes

Com o que fora exposto no capitulo anterior, torna-se possivel elaborar algumas
conclusoes decorrentes na analise dos resultados.

A primeira constatacao é que o EQMOM gerou um bom chute inicial para si-
tuagoes em que tanto a distribuicao de partida quanto a KDF aproximante eram
as mesmas, salvo alguns casos, como por exemplo G3G3EqmCRS e G4G4EqmCRS,
nos quais uma das abscissas foi a zero. Nestes casos, a otimizagao apesar de relativo
custo, consegue aproximar bem a funcao de partida.

Pode-se observar também que alguns problemas foram gerados principalmente
em calculos envolvendo a KDF gamma, como a atribuicao de coeficientes de ponde-
racao de maior valor em KDFs para as quais o valor das abscissas ja era elevado e a
desconsideracao do alto crescimento no valor dos momentos, conforme se aumenta o
nimero de momentos utilizados. O EQMOM se mostrou uma estimativa inicial ro-
busta para a maioria dos casos estudados, principalmente no que se refere aos casos
que envolviam KDFs beta. J& para casos envolvendo KDF gama essa robustez nem
sempre foi verificada, como foi mostrado nos casos G3G3EqmCRS e G4G4EqmCRS.

Foi observado também que, quando pequenas perturbacoes sao impostas aos
parametros da distribuicao de partida, principalmente no caso de KDFs beta, a
otimizacao local consegue recuperar adequadamente o perfil da distribuicao, o que
é um indicativo de que o presente método pode ser robusto em situagoes nas quais
se observa evolucao temporal de parametros. J& para a KDF gama isto nao foi
observado para casos complexos como G3G3PerLL e G4G4PerL.

O tempo de calculos nao foi muito elevado em situacoes envolvendo distribuicoes
em dominio finito, o que indica um custo computacional razoavelmente baixo. Ao se
trabalhar com dominio semi-infinito, apesar da transformacao de variaveis, o custo
computacional foi consideravelmente maior, uma vez que funcao objetivo precisou de
mais tempo para atingir os critérios de saida impostos que visam a geracao adequada
da distribuicao final. Nas situagoes propostas neste trabalho foi observado que o

custo computacional aumentou quando se incrementou o niimero de parametros a
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serem otimizados.

Quanto a aproximacao de distribuicoes de partida que nao eram do tipo beta e
nem do tipo gamma, a otimizacao se mostrou bastante eficaz indicando, em todos
os casos, ganho sobre o EQMOM.

5.0.3 Sugestoes

Seguem, para trabalhos futuros, algumas sugestoes que podem complementar os

resultados obtidos.
e Trabalhar com distribuicoes que apresentem perfis mais realistas.

e Utilizar, sobretudo quando a distribuicao de partida for gerada com KDFs
gama, o emprego de um vetor de ponderacao de momentos, penalizando os
momentos de maior ordem, melhorando a questao da aproximacao da regiao

inicial da distribuicao de partida.

e Empregar a otimizacao com uma funcao objetivo usando um conjunto menor

que o de 3n momentos.
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Apéndice A
Apéndice A

A.0.4 Distribuicao Chi

A distribuicao Chi é caracterizada por apenas um parametro ¢ e é definida em

dominio semi-infinito [0,00). Sua férmula é dada segundo a equagao [A.1]

2
20-3)pele—F

L)

Na equacdo acima, I' é a funcdo Gamma. A Figura mostra a forma das curvas

flx,c) = (A.1)

para distribuicoes do tipo Chi para diversos valores do parametro c.
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Figura A.1: Distribuicao Chi.

Os momentos da distribuicao Chi sao dados segundo a equacgao abaixo.
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A.0.5 Distribuicao Kumaraswamy

A distribuicao Kumaraswamy possui curvas semelhantes as da distribuicao Beta.
E definida em dominio finito [0,1] e é caracterizada por dois parametros, a e b. Sua
formula é dada segundo a equagao

f(z;a,b) = abz® (1 — )" (A.3)

A Figura abaixo mostra o perfil dessas curvas para valores especificos dos

parametros a e b.
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Figura A.2: Distribuicdo Kumaraswamy.

Da mesma forma que todas as distribuigoes utilizadas no desenvolvimento deste
trabalho, a distribuicao Kumaraswamy também apresenta uma expressao analitica

para os seus momentos, dada segundo a equagao

[y, = % (A.4)
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A.0.6 Distribuicao Exponencial

A distribuicdo exponencial é uma distribuicdo com apenas um parametro, A,

definida em dominio semi-infito segundo a equagao [A.5}

/\fo >
{ e, =20 (A5)

0, xz=0
Algumas curvas caracteristicas para a distribuicao exponencial podem ser vistas
na figura abaixo.
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Figura A.3: Distribuicdo Exponencial.

Os momentos da distribuicao exponencial sao dados segundo a equacao

abaixo.

k!
P = & (A.6)
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