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INTRODUCAO

E inegavel que o emprego dos polimeros sintéticos modificou e facilitou a vida
no mundo atual. As propriedades fisico-quimicas destas grandes moléculas e a
possibilidade de se manipular a distribui¢do de tamanhos destas tornam os materiais
poliméricos tteis para grande variedade de aplicacdes, cujo niumero cresce a cada dia,

fato favorecido pelas vastas pesquisas neste campo.

E sdo precisamente estas propriedades distintas que tornam a producdo de
polimeros e o estudo das reagdes de polimerizacao tarefas por vezes complicadas. Na
producao industrial de alguns polimeros, por exemplo, ndo ¢ incomum enfrentarem-se
problemas causados pela alta viscosidade do meio reacional, que dificulta a
transferéncia de massa e calor no reator. As técnicas para processamento dos materiais

poliméricos devem também levar em conta estas propriedades.

Além disto, os polimeros produzidos devem ser adequados ao uso final a que se
destinam. Conseqiientemente, devem-se conhecer previamente a composicdo € a
distribuicao de tamanhos que o polimero possuira ao sair do reator industrial, de forma
que ele seja destinado a um uso coerente com suas caracteristicas. Para esta predi¢ao
das caracteristicas do polimero sdo de grande valor as atividades de modelagem e

simulacdo da polimerizagao.

A modelagem matematica da cinética de reacdes de polimerizagdo possui
particularidades que a tornam mais dificil, em relagdo a modelagem de muitas outras
reacdes: o grande tamanho das moléculas envolvidas pode fazer com que modelos
consagrados para as taxas de reacdo sejam inadequados, ¢ a variedade de tamanhos que
as moléculas dos polimeros apresentam tornam o nimero de equagdes do modelo
extremamente grande. Assim, nem sempre ¢ possivel resolver analiticamente as

equacdes destes modelos.

Como a resolu¢do das equacdes dos modelos de polimerizagdao ¢ geralmente
dificil, a analise matematica destas equacdes pode ser proveitosa para a determinagdo de

quantidades e comportamentos limitantes relativos a estas reagdes, sem que seja



necessario resolver as equagdes. Evidentemente, a andlise matemdtica ndo prové
solucdes para modelos complicados, mas resultados que podem até mesmo auxiliar a

procura das solu¢des numéricas de tais problemas.

Nesta tese, propde-se a analise matematica de um determinado conjunto de
modelos que descrevem reagdes de polimerizagdo lineares. Os objetivos desta analise
sdo revelar caracteristicas de modelos lineares de polimerizacdo e estudar uma nova
técnica para fechamento das equacdes dos momentos da distribui¢do de tamanhos das

cadeias poliméricas.

No Capitulo 1 encontra-se uma breve revisao sobre a modelagem de reacoes de
polimerizacao e os métodos mais comuns para obter a distribui¢ao de pesos moleculares
a partir das equagdes que descrevem os balancos de massa nestes sistemas de

polimerizagao.

O Capitulo 2 trata de uma revisao sobre trabalhos cujos autores buscaram, via
analise matematica, “leis fundamentais” que descrevem caracteristicas do
comportamento de sistemas reacionais genéricos, como a estabilidade de pontos de
equilibrio e a possibilidade de o sistema apresentar dinamica exotica. Neste caso, 0s
autores adotaram modelos genéricos que descrevessem um nimero razoavel de sistemas
quimicos para sua analise, de forma que as conclusdes obtidas também fossem
partilhadas por todos estes. Eles propuseram, ainda, defini¢cdes e conceitos que buscam
conciliar os resultados baseados em conceitos de cinética de reacdes e aqueles baseados

em conceitos termodinamicos.

O Capitulo 3 mostra alguns resultados obtidos nesta tese, que sdo resultantes da
andlise preliminar de modelos lineares genéricos de polimerizacdo. Também sdo
mostrados, neste capitulo, dois exemplos especificos de analise sistemas de
polimerizagcdo, os quais apresentam caracteristicas nao-triviais que poderiam ser

ignoradas sem a andlise proposta neste trabalho.

Uma analise mais genérica de modelos lineares de polimerizagdo ¢ mostrada no

Capitulo 4. Neste caso, admite-se que a distribui¢do de tamanhos de cadeia ¢ obtida



através de um processo iterativo. Através de conceitos da Teoria do Ponto Fixo,

estudam-se algumas particularidades destas distribuic¢des.

No Capitulo 5, ¢ proposta uma nova técnica para o fechamento das equacdes que
descrevem a dindmica dos momentos da distribui¢do de tamanhos de cadeia. Este
assunto ¢ particularmente importante quando se abordam mecanismos ndo-lineares de
polimerizacao, para os quais a obtencao da distribuicdo de tamanhos de cadeia completa

pode ser muito trabalhosa.

Finalmente, apresentam-se, no Capitulo 6, as principais conclusdes obtidas nesta

tese, assim como sugestdes para trabalhos futuros que déem continuagdo a este assunto.



CAPITULO 1 — A DISTRIBUICAO DE TAMANHOS DE CADEIA

Neste capitulo, sdo apresentados alguns conceitos basicos sobre polimeros e
sobre a modelagem matematica de reagdes de polimerizacdo. Posteriormente, sdo
examinadas algumas estratégias desenvolvidas para a predicdo da distribuigao de

tamanhos de cadeia de polimeros.

1.1 — Polimeros e a distribuicdo de tamanhos de cadeia

Os polimeros sao moléculas de alto peso molecular, formadas pela combinagao
de unidades mais simples (os meros), que sdo oriundos de moléculas de pequeno peso
molecular (os monomeros). Apesar da utilizagdo imemorial de polimeros naturais como
a celulose e do conhecimento sobre a producdo de alguns polimeros inteiramente
sintéticos a partir da primeira década do século XX, nao havia consenso sobre a

existéncia de moléculas de alto peso molecular - as macromoléculas - até 1920 [1].

Os numerosos tipos de reagdes de polimerizagao estdo divididos em dois grandes
grupos: o das polimerizagdes em cadeia € o das polimerizagdes por etapas. Nas
polimerizagoes em cadeia, a molécula de polimero cresce através de reacdes em cadeia,
em que estdo usualmente envolvidos ions ou radicais livres. Representa-se, na Figura
(1.1), a polimerizagdo do etileno via radicais livres, como exemplo de polimerizacdo em

cadeia [1, 2].

Nas polimerizagoes por etapas, as reagdes que promovem o aumento da cadeia
acontecem entre duas moléculas polifuncionais e produzem uma molécula maior
(também polifuncional), e, quase sempre, uma molécula de baixo peso molecular. Neste
caso, duas espécies moleculares de tamanhos quaisquer podem reagir, e, por isto, uma
cadeia polimérica pode crescer aos saltos, ou seja, de mais de uma unidade por vez [1].
A formacdo do poli(tereftalato de etileno), ou PET, acontece por uma polimerizacdo em

etapas, representada na Figura (1.2).



peroxido —> 1.  (iniciagdo)
1 + CH,=CH, ——> [I——CH,~-CH,

I-CHyCH, - + CH)=CH, —» I-CH,-CH,~CH,—CH, -

l propagacao
Ri—CH,-CHj, -

l Rz* CH2* CH2 °

(terminagdo por

R]‘ CH2*CH2*CH2*CH2* R2 combinagéo)

Figura (1.1) — A polimerizac¢do do etileno via radicais livres (representados por e). R; e R, sdo cadeias

formadas por 4&tomos de carbono e hidrogénio.

i i
cmoc@cocm + 2HOCH,CH,OH
i i
HOCHZCHZOC@COCHZCHon (+ 2CH;0H)
(6] (6]

w L 2 CH}O‘(_" BOCH;

i 0 i i i 0

CHﬁC@COCHQCHQOCGCOCHﬂHzOC@COC&

W (+ 2CH;OH)

i i i i

I I
CH, OC@COCHZCHz OC@COC& (PET)

Figura (1.2) — Formagao do poli(tereftalato de etileno) através de reacao por etapas entre o tereftalato de

dimetila e o etileno glicol.



Freqlientemente, os materiais poliméricos sdo constituidos por moléculas de
tamanhos distintos, formadas pelas mesmas unidades de repeti¢do. Assim, o nimero de
unidades méricas incorporadas a uma cadeia — também conhecido como tamanho de

cadeia — varia entre as cadeias poliméricas.

A distribui¢do de tamanhos de cadeia (DTC) relaciona o tamanho de cadeia i a
quantidade de cadeias que possuem este tamanho. Esta variedade de tamanhos de cadeia
pode ser representada também pela distribuicao massica (ou ponderal) de tamanhos de
cadeia, que relaciona o tamanho de cadeia i a massa de cadeias que tém tamanho i. E
possivel, ainda, utilizar as distribuigdes de massas molares por nimero € por peso, que
relacionam a massa molar da molécula de polimero a sua quantidade ou a seu peso

[1,3].

Algumas quantidades sdo uteis para caracterizar a distribuicdo de tamanhos de

cadeia, como a massa molar média em numero, que ¢ definida por

M, =2 (1.1)

em que M, ¢ a massa molar das cadeias de polimero com i meros, e N, ¢ o nimero de

cadeias com i meros. Pode-se, ainda, definir uma outra média para esta distribuicdo: a

massa molar ponderal média, que ¢ dada por

M, =< (1.2)

A polidispersdo (ou indice de polidispersao) ¢ uma medida do espalhamento da
distribuicao de tamanhos de cadeia e ¢ definida como uma razdo entre aquelas duas

médias:



M.

PD =—.
M,

(1.3)

Se PD =1, o polimero ¢ monodisperso, ou seja, todas as suas moléculas sdao do

mesmo tamanho.

Existem métodos experimentais para a medi¢do direta das médias dadas pelas
Equagoes (1.1), (1.2) e (1.3), como a osmometria, o espalhamento de luz e a
ultracentrifugagdo [4]. A cromatografia por permeag¢do em gel (GPC) ¢ um método
experimental para determinacgdo da distribui¢do de tamanhos de cadeia como um todo, a

partir da qual podem ser calculadas as médias descritas anteriormente [3, 4, 5].

E importante determinar as distribui¢des de tamanho ou suas médias, uma vez
que estas podem ser relacionadas a propriedades finais de interesse apresentadas pelo

polimero, como a sua temperatura de transigdo vitrea 7,. Existem correlagdes, por

exemplo, para T, em fungdo de M., do tipo [6]

g Tgw

T, =T,,—=, 1.4
i (1.4)

em que K ¢ uma constante.

Sabe-se que muitas outras propriedades do polimero, como a resisténcia ao
impacto e a solubilidade, estdo relacionadas a forma de sua DTC. Propriedades
termofisicas, mecanicas, elétricas, Opticas, reoldgicas, de degradacdo e de
processamento foram descritas como fungdes da massa molar média e da polidispersdo
através de varias correlagdes empiricas [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14]. Contudo, duas

DTCs diferentes, que descrevam polimeros com propriedades diferentes, podem

apresentar os mesmos M, e PD, o que poderia levar a predicdo erronea das
propriedades destes polimeros através de tais correlagdes. Por isto, ainda sdo necessarias
mais investigagdes sobre a influéncia da DTC como um todo sobre as propriedades do

material polimérico.



As propriedades do polimero produzido estdo ligadas ndo somente a distribuicao
de tamanhos de cadeia, mas também a composicdo das cadeias (se o polimero ¢
formado por mais de um tipo de mondmero) e a sua estrutura molecular. O
conhecimento e o controle da estrutura do polimero sdo importantes, pois polimeros
constituidos por cadeias lineares — aquelas que ndo estdo dispostas em forma ramificada
— fundem-se, dissolvem-se e escoam mais facilmente que aqueles constituidos por

cadeias reticuladas, por exemplo.

Ha ainda, em alguns tipos de polimerizacdo, a possibilidade de as unidades de
repeticdo se disporem segundo uma determinada configuracdo estereoquimica:
poliolefinas como o polipropileno podem existir, por exemplo, nas estruturas regulares
isotatica e sindiotatica, representadas na Figura (1.3) [3]. Esta diferenca na configuracao
espacial determina diferencas nas propriedades do material polimérico. O polipropileno
isotatico, por exemplo, apresenta resisténcia mecanica mais elevada do que o

sindiotatico [15].

Il
Q
s
S
&

(a) (b)

Figura (1.3) — Representacdo de cadeias de polipropileno, na configuragéo (a) isotatica e (b) sindiotatica.

Assim, ¢ importante desenvolver ferramentas que permitam a previsdao da DTC,
da composi¢ao e da estrutura do polimero produzido, uma vez que estas influenciam
suas propriedades, as quais devem ser adequadas ao processamento do polimero e a seu

uso final.



1.2 — Os balancos de massa de sistemas de polimerizacdo

Os modelos matematicos que descrevem reagdes de polimerizagdo incluem as
equagoes de balanco de massa das espécies envolvidas e o balango de energia. Para uma
reagdo de polimerizacdo em cadeia que ocorre em estado transiente, os balangos de

massa para as espécies vivas ( P,), mortas (D, ) e de baixo massa molar ( X, ) e o balango

de energia podem ser escritos na forma genérica

%:ﬁ(P,Xi,t,T,reator);
ot ’
%:fz(Pi,Xi,t,T,reator);
(1.5)
%:ﬂ(B,Xi,z,T,reator);
ot
%_f:f4(R,Xi,t,T,reator).

A forma das fung¢des que estdo no lado direito da Equagdo (1.5) depende das
expressoes que denotam as taxas das reacoes de polimerizagdo. O balango de massa da

espécie P, (polimero de tamanho de cadeia i) em um reator em batelada ¢ escrito como

% = (taxa de formagdode P, )— (taxa de consumo de P, ) (1.6)

Para uma polimerizacdo em cadeia, em que uma reacdo de propagagdo ¢, por

exemplo, dada por

P+M —P,, (1.7)

a taxa de formagdo da espécie P, (a massa de P, formada por unidade de tempo)

através desta reagdo €, geralmente, descrita pela equacao

r,=k, PM, (1.8)



que ¢ a representacdo da taxa da reagdo mencionada em termos de um modelo de "agdo
das massas". O modelo de "agcdo das massas" para descrever a taxa de uma reagdo
quimica teve seu maior €xito na predicao de taxas de reagdes entre gases diluidos, caso
para o qual foi originalmente desenvolvido. Mas a simplicidade de suas expressdes de
taxa fez com que a forma do modelo de acdo das massas fosse usada, com algumas
modificagdes, para a descricdo de taxas de muitas reacdes, inclusive as de
polimerizagdo. Assim, modelos do tipo "acdo das massas" sdao utilizados como
correlagdes empiricas para a taxa de reagdo, com parametros ajustados através de dados

experimentais [16, 17].

A Tabela (1.1) mostra alguns tipos de reagdo comuns em polimerizagdes em
cadeia e por etapas. A expressdo de taxa de "acdo das massas" para a reagdo de

terminagdo por combinacdo, por exemplo, torna o balango para a espécie P uma

equacgdo diferencial ndo-linear. Isto ocorre porque a taxa de consumo de P, promovida

por reagdes de terminagdo por combinagdo com todas as espécies vivas P, €

s

Fei :kc,i ])iipj :kc,i P,
i=1

P +PP| (1.9)

<

~
w0

E possivel adotar, ainda, na modelagem de reagdes de polimerizagdo, constantes
cinéticas que variam com o tamanho de cadeia, uma vez que a taxa da reacdo ¢ menor

para cadeias poliméricas de tamanho maior.

1.2.1 — As hipoteses cinéticas para reacoes de polimerizacdo

Nos sistemas de polimerizacdo, ha, freqiientemente, espécies poliméricas de
tamanho de cadeia i =10". Se forem escritos os balangos de massa para as espécies
poliméricas de tamanhos de i=1 a i=10", haver4, sem se considerarem os outros

4 ~ . .

balancos, 10° equagdes a serem resolvidas. Portanto, os modelos de sistemas de
b b

polimerizacao sao caracterizados por um grande nimero de equagdes, 0 que certamente

dificulta sua resolugdo — especialmente se elas sdo acopladas e ndo-lineares.
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Tabela (1.1) — Reagdes comuns em sistemas de polimerizagéo [2, 18, 19].

s ki
Iniciagédo M — P,
x kp,i
Propagagio Pi+M —">P
a . ki
Polimerizacio em Transferéncia de cadeia P; + X; LN P+ D;
i anE A ks
cadeia Terminagdo espontanea P; "> D,
i 3 1 3 ke
Terminagdo por combinagio P+ P, —>D;,
Terminagdo por desproporcionamento P; + p/. ﬂ, D;+ D]-
Policondensag@o P+ P ——=P;+C
Adigdo de polimeros P+ Py ——= P;yj
Polimerizagdo Adigao de anéis P; +R; Py
por etapas Desativagdo de grupo funcional P+7Z —P/
Degradagdo por cisdo P, —— P+ P,
Abertura de anéis R+C —P

Por isto, adotam-se, as vezes, algumas hipoteses cinéticas que simplificam a
forma matematica das equagdes de balango de massa e permitem a obtencdo de uma
solucdo aproximada para estas. As hipoteses mais utilizadas para as equacdes de

balancos em polimerizagdes sdo descritas a seguir.

A aproximacdo de estado pseudo-estaciondrio: esta aproximagdo baseia-se no fato de

que cadeias vivas, como aquelas que contém radicais livres na Figura (1.1), sdo espécies
muito reativas — que sao consumidas rapidamente ap6s serem formadas. Assim, admite-
se que nao ha acumulo apreciavel destas espécies com o passar do tempo, ou seja, que a
derivada de tais concentragdes no tempo ¢ nula [17, 20]. Com esta hipotese, o balango

de massa de cadeias vivas P, em um reator batelada fica na forma

P
dF —r &0, (1.10)

d 1 = rformagdu consumo

Entdo, esta aproximacao ¢ equivalente a suposi¢do de que a taxa de formagao de

P ¢ igual a sua taxa de consumo [4]:

11



~ rconsumo * (l . 1 1)

r_ formagao

A aproximagao de estado estacionario de fato simplifica o sistema de equacdes a
ser resolvido, pois equagdes diferenciais como o balango na Equagao (1.10) passam a
ser algébricas. Sua utiliza¢do, entretanto, ¢ sujeita a algumas criticas, principalmente
porque contradiz o fato de que hd uma taxa finita com a qual o mondmero pode ser

adicionado ao polimero ativado, através da reagdo de propagagao [21].

A aproximacdo de cadeias longas: com desta, admite-se que a maior parte das

moléculas de mondmero ¢ consumida em reagdes de propagag¢do e que apenas uma
pequena fracao destas ¢ consumida nas reagdes de iniciagdo e transferéncia de cadeia [4,
17, 20]. Esta aproximagdo pode ser descrita matematicamente como uma razao entre as

taxas destas reagoes [22]:

rpropagag’&o

>>1. (1.12)

riniciacdo + rtmrgf . cadeia
A validade da aproximagao de cadeias longas pode ser confirmada através de
uma observagdo experimental: se esta hipotese nao fosse valida, ndo se produziria

polimero com cadeias de tamanho de cadeia grande [4].

Principio da reatividade igual: a reatividade das cadeias poliméricas depende dos

grupos funcionais, radicais livres, cargas elétricas ou complexos com catalisadores
existentes em suas extremidades. O principio da reatividade igual determina que a
reatividade de cadeias de polimero quimicamente semelhantes ¢ determinada somente

pela natureza de suas extremidades, e independente do tamanho destas cadeias [4].

Este principio implica que a constante da expressdo de taxa do tipo "acdo das
massas" nao deveria depender do tamanho de cadeia. Mesmo assim, constantes cinéticas
que variam com i sdo utilizadas em alguns modelos de polimerizagdo [23], apesar de a
adocdo de constantes cinéticas que dependem do tamanho aumentar o nimero de

parametros no modelo; isto pode torna-lo, por vezes, matematicamente intratavel.
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1.3 — A predicdao teorica da distribuicdo de tamanhos de cadeia

Para sistemas mais simples de polimerizacao, ¢ possivel obter-se a distribuigao
de tamanhos de cadeia através de consideragdes estocasticas, ou seja, ao se considerar
que a reagdo quimica entre duas espécies ¢ um evento que acontece segundo uma certa
probabilidade. A partir deste modo de se interpretarem as reagdes de polimerizagao,

tem-se, por exemplo, a génese da célebre DTC de Schulz-Flory [24]

Também ¢é possivel obter-se a DTC através da resolugdo direta das equagdes de
balanco de massa do modelo que descreve a reacdo de polimerizagdo, ou seja,

organizar-se a relagcdo i — P,, a partir de principios analiticos ou numéricos [25]

Como a resolucao direta de todas as equacdes do modelo pode ser trabalhosa,
sdo utilizados para este fim alguns métodos que consideram o tamanho de cadeia i
como variavel continua e a concentragdo de polimero P como uma fun¢do continua
P(i). Desta forma, é possivel reduzir-se o nimero de equagdes a serem resolvidas.
Alguns métodos numéricos utilizados para se resolverem estas equacdes, como o de
colocagio ortogonal, também se baseiam na hipotese de P(i) poder ser escrita como

fungdo continua [26].

Se ¢ necessario conhecerem-se somente quantidades como a massa molar média
e a polidispersao da DTC, ou se a DTC pode ser reconstruida através do conhecimento
destas quantidades, o uso do método dos momentos pode ser conveniente [27]. Estas
diferentes formas de se prever a DTC a partir do modelo da polimerizagdo sao descritas

nesta se¢ao.

1.3.1 — A inspiracdo estocdstica para obtencdo da DTC

Alguns sistemas fisicos podem ser descritos por modelos matematicos
deterministicos ou por modelos estocasticos ou probabilisticos. Quando se considera
que um sistema ¢ constituido por processos deterministicos, admite-se que seu

comportamento ¢ previsto exatamente pelas equacdes do modelo. Os processos
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estocasticos sdo abstracdes matematicas de um processo cujo desenvolvimento ¢
governado por leis estatisticas. Assim, ndo se menciona qual serd o estado futuro do
sistema, mas a probabilidade de o sistema atingir este estado no futuro. Pode-se
considerar, por exemplo, que reagdes quimicas sdo processos estocasticos, € que cada

etapa da reacdo ¢ um evento ao qual se relaciona uma probabilidade. [28].
A distribuicdo de tamanho de cadeia de Schulz-Flory

A distribui¢do de tamanho de cadeia de Schulz-Flory também ¢ conhecida como
a “distribuicdo mais provavel”, uma vez que ¢ a DTC de polimeros produzidos em
varios sistemas de polimerizagdo, por etapas ¢ em cadeia [29]. Uma DTC genérica de

Schulz-Flory possui a forma [3, 5, 24, 29]
P=P,q"'(1-q), (1.13)

em que P,

¢ a quantidade total de cadeias poliméricas no meio. A quantidade ¢, as
vezes denominada “probabilidade de propagacao”, esta relacionada a tendéncia de haver
crescimento da cadeias. A Figura (1.4) mostra uma representagdo grafica da funcao P;

na Equacdo (1.13).

0.010 .,
0.008 |

0.006
q=0.99
Pl_ q=0.995

0.004

0.002
g=0.999

0.000 T T T T T T T T T T T 1
20 40 60 80 100 120
i

Figura (1.4) — Representagdo grafica de uma DTC de Schulz-Flory, para vérios valoresde g ¢ P, =1.

tot

Originalmente, a distribuicdo de Schulz-Flory foi obtida para polimerizagdes por

condensagdo, ao se considerar que o crescimento de cadeia polimérica ¢ uma série de
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eventos — as sucessivas reacdes entre cadeias menores — e que a hipotese de igual
reatividade das cadeias ¢ valida [5, 24]. Seja, por exemplo, a polimerizagio por
condensacdo em que o mondmero ¢ bifuncional (como um o-hidroxi-acido, por

exemplo). A reagdo de polimerizagao acontece conforme a representacao da Figura

(1.5).

Seja g a probabilidade de haver a reacdo de esterificacdo entre os grupos

funcionais carboxila e hidroxila. Deseja-se saber qual ¢ a probabilidade de existir uma
cadeia polimérica com i unidades, como a representada na Figura (1.6) [24]. A
probabilidade de ter havido a reacdo de esterificagdo que formou a unidade ntimero 1 da

Figura (1.6) ¢ g. A probabilidade de haver a incorporacdo da segunda unidade, e de

todas as outras unidades, ¢ também ¢, pois se admite o principio da igual reatividade.

Assim, a probabilidade de se formar uma cadeia com i unidades ¢ igual a ¢, pois
houve i—1 incorporagdes. A probabilidade de a carboxila terminal permanecer sem
reagir — o que limita o tamanho de cadeia a i unidades — ¢ 1—¢ . Conseqiientemente, a
probabilidade de a molécula em questdo ser composta de exatamente i unidades ¢
g (l—q). Esta probabilidade pode ser interpretada como a fracdo de moléculas no

meio reacional que possuem tamanho i (dada por P /P, ). Deste fato, obtém-se a

ot

Equagdo (1.13).

(o) esterificacao 0
HO—R— v + v v
. HO—R—C_ =—= HO—R—C_ P+t HO
OH OH O—R—C
N
grupo funcional OH
carboxila grupo funcional

hidroxila

(o]

. N A
esterlﬁca(;aoM + HO—R—C_
OH

0
y
HO—R—C_ L ¢ o
0—R—C_
OH

Figura (1.5) — Mecanismo de polimerizacdo por condensag¢@o de um hidroxi-acido.
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P i
H—ORC—ORC—ORC—"—ORC—OH

1 2 3 [

Figura (1.6) — Tamanho de uma molécula (cadeia) de polimero formado por condensagdo de um hidroxi-

acido.
As cadeias de Markov

Seja um processo estocastico em tempo discreto considerado como um conjunto

de variaveis aleatorias {X L= 0,1,2,...}, sendo que n ¢ o tempo discreto ao longo do
qual o sistema evolui, e X, X,,.... X, representam os estados atingiveis ao longo do
tempo [28]. As varidaveis X, sdo definidas no conjunto enumeravel X, que contém
todos os valores possiveis que as variaveis aleatorias X, possam vir a ter. O conjunto

X ¢ chamado conjunto de estados do processo, € os elementos x € X sao chamados

estados do processo.

O objetivo de se construirem modelos estocasticos como este ¢ obter uma

expressao f (x) para a probabilidade de a varidvel X, assumir o estado x, como na

Equagdo (1.14).
X, =x}=f(x), n=01,.. (1.14)

Em cada instante do tempo discreto n+1, pode-se definir uma distribui¢do de

probabilidades g¢,,,(x), conforme a Equagdo (1.15). Assim, o valor g¢,,,(x) significa a

probabilidade da varidavel X, assumir o estado x.

G, (x)=p{X,, =x} (1.15)

Entretanto, a probabilidade de a variavel X, , assumir o valor x pode depender
dos valores das variaveis X,,k <n+1. Neste caso, a probabilidade expressa na

Equagao (1.15) € uma probabilidade condicional e obedece as condigdes expressas na

Equagdo (1.16):
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0<q,,(x)<1 e iqnﬂ(x):l, Vn (1.16)
x=1

Desta forma, as cadeias ou processos de Markov sd3o uma classe de processos

estocasticos em que a distribuicdo de probabilidade condicional de X,,, ( qm(x))
depende somente do estado de X, e por isto independe de todos os valores prévios
X,,k<n.Com isto, pode-se definir, na Equagdo (1.17), a probabilidade condicional

p; como a probabilidade de X, atingir o estado j, dado que X, atingiu o estado i

[28].
py=0{X,. =il X, =i} (1.17)

A probabilidade p, € chamada probabilidade de transi¢do do estado i para o
estado j. As probabilidades de transi¢do p, podem ser organizadas na forma da matriz

de probabilidades de transicdo M , mostrada na Equac¢do (1.18) [28]:

Pu P Pi3
M= P Py Py - (1.18)
Py Pxn P

A matriz M ¢ denominada matriz estocastica ou matriz de Markov, uma vez que

possui as seguintes caracteristicas:

e ¢ matriz quadrada (que pode ter dimensao infinita, se o nimero de estados ¢
enumeravel, ou seja, equivalente ao conjunto dos nimeros naturais);

* seus elementos sdo ndo-negativos: p; 20, Vi, j;

N
e asoma de cada linha ¢ igual a unidade: Zpl.j =1,Vi.
j=1
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Assim, uma cadeia de Markov ¢ completamente determinada pela matriz de

probabilidades de transi¢do e por um vetor linha ¢, = [qo(l) 9 (2) ], 0 qual contém
a distribuicdo de probabilidades para os estados x=1,2,.., no tempo n=0. A
multiplicagdo mostrada na Equagdo (1.19) tem como resultado o vetor coluna ¢,, que

representa a distribuicdo de probabilidades no tempo n =1 [28].
q,=9,M (1.19)

A teoria das cadeias de Markov pode ser adaptada a problemas de obtencao da
distribuicdo de tamanho de cadeia, se as reacdes de polimerizagdo sdo consideradas
como processos estocasticos. O crescimento das cadeias ¢, entdo, considerado um
processo seqiiencial, como um processo de Markov. Neste caso, os instantes do tempo
discreto i=0,1,... s3o os instantes em que pode ocorrer transformagdo (como
propagacao ou termina¢do) das cadeias poliméricas. Assim, os elementos da matriz M

regulam as transi¢des e exercem papel equivalente ao das expressoes de taxas de reagao.

O uso das cadeias de Markov permite que sejam considerados problemas de
polimerizacdo em que cadeias de um mesmo tamanho i assumem estados distintos.
Cadeias de um homopolimero simples podem estar no estado “vivo” ou “morto”. Se
efeitos de taticidade sdo considerados, as cadeias podem estar nos estados “atatico”,
“isotatico” ou “sindiotatico”. Para os copolimeros, cadeias de um mesmo tamanho i
podem estar nos estados “altima unidade adicionada a cadeia vem do comondémero A”
ou “Ultima unidade adicionada a cadeia vem do comondémero B”. Uma vez que o
nimero de estados possiveis para uma cadeia polimérica de tamanho i ¢ finito, a matriz

de transicdo de probabilidades e os vetores ¢, possuem dimensao finita. Os vetores de
distribui¢do de probabilidades ¢,, por sua vez, sdo interpretados como vetores que

contém as fracdes das cadeias de tamanho i pertencentes aos estados considerados, as

quais sdo também numeros no intervalo [0,1].

Seja, por exemplo, um problema de polimerizagdo em que uma cadeia

polimérica de tamanho i pode ser viva (P;) ou morta (D;), ou seja, hA N =2 estados aos
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quais estas cadeias podem pertencer. Seja, ainda, o mecanismo deste sistema

polimerizac¢do dado por

Reacdo de propagacdo: P+ M — P, r

i+l 2

(1.20)

Reagdode terminag@o: B, +P, - D, +D,,

em que r, e 1, S30 as expressOes para taxas das reagdes de propaga¢do e terminagao,
respectivamente. Considera-se, neste modelo, que as cadeias vivas reagem segundo
duas possibilidades distintas e que as cadeias mortas ndo reagem. Estas condigdes

podem ser representadas pela Equagdo (1.21), em que p, € a probabilidade de

determinada reagdo ocorrer:

pPu= pau=l-p
D, - D, P - D,
Ppn= Pn=p
D, > P P > P,
r, . (1.21)
Pn=p= (propagagdo)
r, o+
r; . ~
Py =l-p=—— (termlna(;ao)
r, o+,

A matriz de transi¢do de probabilidades para esta polimerizagdo ¢, entdo, dada

por

1 0
M:{pn p12:|:|: }’ (1.22)
Py Pn l-p p

em que o elemento p,, da matriz € a probabilidade de haver uma reag¢ao de propagacao,
em que uma cadeia viva permanece viva. O elemento p,,, por sua vez, representa a

probabilidade de uma cadeia morta continuar morta.
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O vetor ¢, representa as probabilidades de serem encontradas as cadeias de um

determinado tipo ao inicio da reagdo. Se, no inicio da reacdo, s6 ha cadeias vivas, por

exemplo, tem-se ¢, = [0 1]. Apo6s i "tentativas de reagdo", o vetor de probabilidades

q; ©

q, =q,M’, (1.23)

que € o vetor que contém as probabilidades de existéncia de cadeias mortas e vivas que
tenham tamanho 7, equivalentes as fracdes molares de cada um dos tipos de cadeia apos
i tentativas. Assim, a DTC ¢ construida ao se relacionar cada uma destas probabilidades

ao numero i, equivalente ao tamanho de cadeia.

Muitas vezes, contudo, as taxas r, das reagdes do mecanismo podem ser

funcdes complicadas do tempo e de outras varidveis (como o tamanho de cadeia). Desta

forma, as probabilidades p; podem ser também complicadas, o que pode inviabilizar o

uso da matriz de transicdo de probabilidades e limitar o uso da técnica de cadeias de

Markov para a descricao de distribui¢cdes de tamanho de cadeia [25, 30].
O Método de Monte Carlo

Os enfoques de Schulz-Flory e das cadeias de Markov para a cinética de
polimerizacdo sao utilizados para a descricdo da DTC de polimeros em sistemas
simples. Entretanto, a descricdo da DTC em sistemas que envolvem um grande nimero
de reagdes ou em sistemas em que ha muitos estados possiveis para as cadeias ¢ uma
tarefa mais dificil. Nestes casos, as expressoes explicitas para a probabilidade de se
encontrarem cadeias de um determinado tipo e de tamanho i tornam-se muito
complicadas. O método de Monte Carlo pode ser util para a obtengao da DTC quando a

cinética de polimerizacao ¢ mais complexa [30, 31].

Seja 0 mecanismo de uma polimerizagao representado por [31]
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p

P+M Piyg (propagagao/despropagacao)

(1.24)
P+ P, SN Di+ D; (terminagao)

em que p, d e t sdo, respectivamente, as probabilidades de propagacao,
despropagacdo e terminagdo, tais que p+d +¢=1. Assim, uma cadeia viva pode se

modificar de acordo com trés reacdes quimicas neste caso.

O método de Monte Carlo para a obtencdo da DTC baseia-se no algoritmo
descrito a seguir. Inicialmente, ¢ escolhido um ntimero N de cadeias poliméricas de

tamanho i =1, bem como valores para p, d e ¢, os quais estdo relacionados as taxas

destas reagdes, como no caso das cadeias de Markov. Seleciona-se a primeira destas
cadeias e sorteia-se um numero aleatorio na entre 0 e 1. A Figura (1.7) mostra as agdes

previstas pelo algoritmo, a depender do valor de na.

ttp

S t ~ ~ ttp+d =1
terminagao 4 propagacao 1 despropagacao N
1 1 h

na.

Figura (1.7) — Ac¢des tomadas pelo algoritmo de Monte Carlo para as cadeias do mecanismo da Equacdo

(1.24), segundo o valor do nimero aleatorio.

Quando a primeira das N cadeias sofrer terminagdo, passa-se para a
"construg¢ao" da segunda, e assim por diante. Quando todas as N cadeias tiverem sido
"construidas" e terminadas, pode-se examinar a DTC deste grupo de cadeias de

polimero morto. A Figura (1.8) mostra o fluxograma que descreve este algoritmo.

O método de Monte Carlo mostrou-se adequado para a obtengcdo da DTC de
sistemas de polimerizacdo mais complexos, como, por exemplo, polimerizagdes via
radicais livres e em batelada que incluem muitas reagdes, como as de iniciagdo,
propagacdo, transferéncia de cadeia para o polimero, transferéncia de cadeia para o
mondmero, transferéncia de cadeia para pequenas moléculas, terminagdo por
combinagdo e terminagdo por desproporcionamento [32]. No caso de polimerizac¢des via
radicais livres em emulsdo, as taxas de transferéncia de massa entre as particulas de

polimero e a fase aquosa também devem ser consideradas. Desta forma, a DTC obtida
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pelo método de Monte Carlo depende das probabilidades das reagdes que ocorrem

dentro das particulas e das probabilidades de transferéncia de radicais entre as fases do

sistema [33].

Inicio

n<1 primel:m
7 cadeia
primeiro | . P
mero ! T 1
”| Gerar nimero aleatorio
> 0<na<l

sim

n<«—n+1

sim

terminagdo

nao

i«i+1
propagagdo

nao

i<i-1
despropagacdo

i<

Salvar molécula com

tamanho = |

Analise estatistica das

moléculas de

polimero salvas (DTC)

A 4

Figura (1.8) — Obtencdo da DTC do polimero formado através do mecanismo da Equagdo (1.24), pelo

método de Monte Carlo [31].

1.3.2 — Resolucdo dos balancos de massa

Em geral, a idéia dos métodos estocasticos para a obtengdo da DTC ¢é simples,

mas sua implementagao exige cuidados. As rotinas computacionais do método de Monte

Carlo podem ser extensas para polimerizagdes com muitos fenomenos envolvidos, e sua

execug¢dao adequada necessita de algum esforco computacional. Por isto, em alguns

casos (como naqueles em que as propriedades do sistema variam com o tempo, ou em
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que a cadeia polimérica pode sofrer varios tipos de reagdo), ¢ mais conveniente
resolverem-se diretamente as equagdes de balango que compdem o modelo do sistema

de polimerizagao.

Um exemplo muito simples de obtencdo da DTC através da resolugdo direta dos

balangos ¢ mostrado a seguir. Seja o mecanismo de polimerizag¢ao descrito por

P+M—L>sp (1.25)

i+l>»

em que k, € a constante de taxa para a reagdo de propagagdo, M ¢ o mondmero ¢ F, €

uma cadeia polimérica de tamanho 7. Os balancos de massa para as cadeias poliméricas

e para o mondmero formam o sistema de equagdes diferenciais ordinarias

%:"%EM’ P(0)="P,
%:‘WM%%M, P(0)=0,i>1
Z_Aj:_kpiRM =—k,P,M, M(0)=M, (1.26)
i=l1
dt dt

em que M e P representam também as quantidades de monoémero e cadeias de
tamanho i. Este sistema de EDOs pode ser simplificado ao se adotar uma
"transformagdo de tempo caracteristico" dada por dr=k,Mdt e ao se escolher
7(t=0)=0 [25]. O "tempo caracteristico” 7 ¢ também uma forma de se medir o

progresso da reagdo, uma vez que estd relacionado ao consumo do mondmero. O

sistema de EDOs a ser resolvido €, entdo,
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E: ])1’ R(O):Ptot

S pap,. P0)=0 (1.27)
dr

M__p,,  MO)=M,

dr

Para o mecanismo da Equagdo (1.25), a quantidade total de cadeias vivas ndo
varia com o tempo, uma vez que estas sofrem somente transformagdes entre si, € o
mecanismo nao prevé terminagdo — o que faz com que esta polimerizacdo seja
denominada "viva". No inicio da polimeriza¢do, quando ainda ndo houve propagacao,

todas as cadeias possuem tamanho i =1.

Estas equagdes diferenciais ordindrias podem ser resolvidas recursivamente, e

disto resulta a distribui¢do de Poisson

P(z)=P explor)e”! (1.28)

E possivel obterem-se expresses analiticas para a DTC para muitos modelos de
polimerizacao simplificados. A distribui¢ao de tamanhos de cadeia de Schulz-Flory, por
exemplo, ¢ obtida também pela resolucdo dos balangos de massa de polimerizagdes em
cadeia com taxa de iniciagdo constante, concentracdo de mondmero constante ¢

terminagdo por desproporcionamento [4, 29].

Aproximacgoes continuas

Nao ¢ sempre possivel, porém, obterem-se expressdes analiticas para a DTC de
polimeros para muitos modelos de polimerizagdo, principalmente porque estes podem
encerrar um grande nimero de equagdes acopladas entre si. Ao se considerar que i ¢
uma varidvel continua e que a quantidade P, pode ser aproximada por uma funcdo
continua de i (denotada por P(i )) ¢ possivel diminuir-se o numero de equagdes a serem

resolvidas. Para se obter a DTC através da transformagdo dos balangos de massa em
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equacdes integro-diferenciais parciais, pode ser necessario utilizarem-se técnicas
numéricas para a resolugdo destas equagdes. E possivel, ainda, obterem-se
aproximacodes polinomiais para a DTC sem que os balangos de massa sejam
transformados em suas versdes continuas, através de métodos como o da colocagdo

ortogonal e de elementos finitos.
Equacgoes integro-diferenciais

Seja 0 mecanismo de polimerizagdo por adi¢do linear descrito pelas etapas da

Equacdo (1.29):

P+M—Lesp

i+1
(1.29)
P+P—“>D,,

No caso deste mecanismo, admite-se que as constantes de taxa das reacdes

variam com o tamanho de cadeia das espécies que reagem. A taxa de formagdo de P,

obtida a partir das reagdes da Equacao (1.29) é:

n=k

pyi-l1 t J

MP_ —k,,MP,—k JBZP, (1.30)

j=1

Se o dominio do tamanho de cadeia for considerado continuo, as constantes de
taxa k,, passam a ser k, (i), e as quantidades P das cadeias de tamanho i passam a ser
P(i). Assim, a versdo continua da taxa de formag¢ao da Equag¢do (1.30) envolve o termo
k, (i—1)P(i —1). Este termo, referente as reagdes de propagacdo, pode ser escrito em
termos de £k, (i)P(i) somente, se a aproximagdo em série de Taylor de primeira ordem

[18]

) [k, ()P()]

y (1.31)

k,(i-1)Pi-1)~k, ()P
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¢ utilizada. O somatorio das quantidades de cadeias de todos os tamanhos presente na
Equacdo (1.30) pode ser aproximado por uma fun¢do continua de i através da formula

de Euler-Maclaurin, ou seja,

J
j=1

Py =§P~ zTP(j)dj+%[P(1)+P(oo)]=TP(j)dj+?, (1.32)

em que termos de maior ordem foram negligenciados. Admite-se previamente que
P(0)=0, uma vez que as quantidades de cadeias devem tender a zero conforme o

tamanho de cadeia tende a infinito, se 0 modelo matematico representa adequadamente

a situacao fisica. A versdo continua da Equacgdo (1.30) pode ser escrita como [18],

r(i)= [kp (i)P(i)- 4, OPY)] , (i_)P(i)] —k, (i)P(i)}M ~k, (z')P(i)ﬁ P(j)dj+ ?}

di
(1.33)
d|k (i)Pli =
AT, a2
di t 2
Os balangos de massa para a espécie P, em um CSTR, por exemplo, sdo
P _ ) p)2 (134

em que Q ¢ a vazao volumétrica da corrente de retirada do reator, ¢ /' o volume do
reator. Definindo-se o tempo de residéncia médio no reator como O=V/Q, e

considerando-se o0s balangos no caso estacionario, obtém-se a equacdao integro-

diferencial em P(i ):

di

e{_ e, (0P (i)qM ok, (i)p(i)ﬁp( j)d +@} _Pli)=0. (1.35)

A distribuicdo de massas molares pode também ser representada pela defini¢ao

[18]
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W(i) _ massa de polimero (vivo + morto) de tamanho i

massa total de polimero (1.36)

No caso em que as constantes de taxa nao variam com i, ou seja, quando

kp(i):kp k,(i)=k, Vi, a distribuicio de massas molares obtida através da

resolucao dos balangos da Equagao (1.35) ¢ dada por [18]

W(l) _ ie-a(z‘—l){l + ekthT (i _ l)ea }Ll) ,

1+6k,P,
Ok,M,

(1.37)

As equacdes de balango resultantes podem ser bastante complicadas se o
mecanismo envolve muitas reagdes, ou se outros tipos de reator sdo utilizados. Esta
abordagem foi aplicada também a polimerizacdes em uma bateria de CSTRs e a
polimerizacdes em batelada. Neste ultimo caso, as equagdes envolvem também as

derivadas de P(i) com o tempo, e os balancos podem ser equagdes diferenciais parciais

com termos integrais na variavel i [18]. A abordagem de problemas de copolimerizagao

e de formagao de cadeias ramificadas também € possivel através desta técnica [21, 26].

E possivel a adogdo de aproximagdes continuas com mais termos, visando a
aperfeicoar a solugdo destes problemas de polimerizagdo [21, 26]. Se a aproximagdo em
série de Taylor na Equagdo (1.31) e a formula de Euler-Maclaurin na Equagdo (1.32)

sdo escritas com trés termos, tornam-se:

k,(i-1)P(i-1)~k, (i)P()- e, 0P LA [, ()r(0)

di 2 di’
0 " (1.38)
) . i T N .. Pl1) 1 dpP(i
P=2p = PO TP P ] P+ S

1

Em geral, os balancos de massa com os novos termos devem ser resolvidos por

técnicas numéricas. Neste caso, as vantagens desta técnica devem ser confrontadas com
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as vantagens da resolu¢do das equacdes em sua forma original, especialmente se muitos
subintervalos de discretizagdo sdo necessarios para que se obtenha uma solugdo
numérica adequada. H4, entretanto, casos de reacdes de polimerizacdo mais simples
cujas versoes continuas dos balancos de massa podem ser resolvidas analiticamente por

transformadas de Laplace e outras técnicas [18, 21, 26].

Mesmo que ndo seja possivel resolverem-se analiticamente as equacdes geradas
pelas aproximagdes continuas no dominio i, estas equacdes podem ser uteis para a
analise de algumas caracteristicas do sistema reacional. Para polimerizagdes em
batelada, por exemplo, pode-se detectar a existéncia de um "tempo morto" na equagao
que descreve a variacao temporal da quantidade de cadeias de tamanho i, ou seja [18,

21],

(1.39)

Esta observagdo ¢ consistente com o fato de que, em uma polimerizagdo por
adicao em batelada, o tamanho das cadeias aumenta paulatinamente, e cadeias longas
nao sao formadas em tempos curtos. A técnica mostrou-se util para analisar a conexao
entre o comportamento de sistemas de polimerizagdo e varidveis como a alimentagao de
catalisador e as taxas das reacdes de terminagdo que existem no sistema [21, 26]. Este
tipo de aproximagdes continuas, contudo, pode induzir desvios na natureza do problema
de polimerizacao: ¢ possivel mostrar que, para o sistema dado pelas Equagdes (1.25) e
(1.27), os momentos de ordem 0 e 1 da distribuicdo "continua" representam bem os
momentos da DTC de Poisson, que ¢ a solugdo analitica para a DTC do problema.
Porém, o momento de ordem 2 apresenta um erro grande em relacdo ao da DTC de

Poisson, se a aproximacao continua ¢ de segunda ordem [34].

Meétodos de residuos ponderados

E possivel a adogdo de uma aproximagdo continua para P, sem se escreverem

explicitamente os balangos de massa na forma de equagdes integro-diferenciais: pode-se
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admitir, por exemplo, que P, ¢ aproximada por um polindmio P(i) e calcularem-se os

coeficientes de forma que se minimize o erro desta aproximacao [35, 36].

Seja um balanco de massa para P, representado por uma EDO com um termo
nao-homogéneo
dP,

7;:ﬁ(t,3,]3j¢i)+gi(t) i=1,23,... (1.40)

Se a seqiiéncia de fungdes P,(¢), P,(¢), P,(t).. é aproximada por uma fungio de
duas varidveis P(i,¢) - ou seja, a varidvel i passa a ser considerada como continua - a

Equagao (1.40) pode ser substituida pela tnica equagao

oP(i,t)
ot

= fli,t, P(i,0)]+ g(i.2) (1.41)

5

0 que pode ser uma vantagem em determinados casos.

Para que a fungdo P(i,t) seja encontrada, pode-se resolver a EDP, conforme foi
mostrado na se¢do anterior. Mas pode-se fazer uma aproximagao também continua para
P(i,t), porém matematicamente mais simples. Uma vez que se admite que P(i,) é
continua em i, admite-se que ela pode ser descrita por uma soma dos infinitos

elementos p, (z) de uma base para as func¢des continuas em i. Esta base pode ser, por

exemplo, formada por polindmios em i que sejam ortogonais entre si. A expansao de

P(i,¢) em termos dos elementos da base é

P(i,t)= Y ¢, () p, i) (1.42)

Ao se truncar a soma da Equacdo (1.42) com N termos, ¢ obtida uma

aproximagdo de P(i,#) na forma
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P*(i,6) = ¢, (6) p, (). (1.43)

Se a aproximagdao da Equacao (1.43) for substituida na versdao continua dos

balangos de massa na Equagdo (1.41), tem-se que

angi,z) = flit. P ()]~ glir) + 2
- (1.44)
:%@—f[i,t,Po(i,t)]—g(iat) :

em que ¢ ¢ o residuo da equagdo quando P(z’,t) ¢ aproximada por P’ (z’,t). O objetivo
dos métodos de residuos ponderados ¢ minimizar-se este residuo ao longo da varidvel i,

segundo um critério determinado.
O método de Galerkin

Espera-se que o residuo &£ nao seja identicamente nulo; mas pode-se impor que
ele seja ortogonal a todos os elementos p, (i) da base utilizada para descrever a
aproximacdo P°. Assim, a projecio de & no subespago gerado pelos N elementos
) (z) serd o vetor nulo, e, para & ortogonal, a representagio P’ de P neste subespago

serd a melhor possivel. Esta ¢ a idéia do método de Galerkin [37, 38, 39], que pode ser

descrita matematicamente como

(6,p,()=0 ,k=123..N
0

<ap° (i) ). (l,)> ~(flit. PGt} p ) (2t p () =0 k=123, N

ot

(1.45)

em que ha uma restri¢do de ortogonalidade para cada p, (z' ) utilizado na aproximacao.

O produto interno para este espago de fungdes continuas no intervalo [l,oo[ a ser

utilizado na defini¢ao de ortogonalidade pode ser definido, por exemplo, como [40, 41]
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[’e]

(£ £6) =[£G 1) (1.46)

1

Assim, o primeiro produto interno na Equacao (1.45) fica, ao se substituir a

definicdo de P°,

(A, )] LD,
WAL (147
:I E or pk(i)di

Uma vez que somente os coeficientes ¢, da aproximagao sao fungdes do tempo,

a Equacdo (1.47) pode ser reescrita como

(2 ) 05 0
N dc

) (1.48)
Cl ) pe )i, =120
1

=

—
~

Se os N polindmios escolhidos s3o mutuamente ortogonais, as integrais que

aparecem na Equacao (1.48) sdo nulas se i # j, ou seja,

ij(i)pk(i)dizo,sei:&j (1.49)

Assim, do somatorio da Equacao (1.48), s resta um termo:

oP° (i, ) dcj K N
<a—§t)’pf(l)>:7! o, O di, j=12..,N (1.50)
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Desta forma, cada uma das equagdes impostas em (1.45) sera uma EDO nos

coeficientes ¢;, j=1..,N. Ao se resolver o sistema de EDOs formado pelas N
equagdes, encontram-se os valores dos ¢, utilizando-se as condig¢des iniciais baseadas

na DTC inicial. Estas equacdes podem ser lineares ou ndo-lineares, a depender da
natureza dos termos de produto interno de f [i,t,PO(i,t)] e gli,t) com os p,(i).

Sistemas de EDOs nao-lineares podem ser linearizados, e sua solugdo, neste caso, pode

ser obtida iterativamente. [23].

O método da colocagdo ortogonal

Pode-se impor também que as N condi¢des de ortogonalidade <5, D (z)> =0

sejam satisfeitas ao se fazer
g =0, k=12,.,N (1.51)

em N pontos distintos quaisquer do dominio. Esta ¢ a idéia dos métodos de colocagao,

que geram também N EDOs a serem resolvidas para os coeficientes c, [42].

As integrais que surgem pela aplicacdo do produto interno aos termos da
Equagdo (1.44) podem ser aproximadas por quadraturas. Se os elementos da base
utilizada sdo ortogonais e os pontos de colocagdo sao aqueles utilizados para o calculo

das quadraturas, este ¢ o método de colocag¢do ortogonal [23, 35, 36].

Quando as EDOs representadas pela Equagdo (1.51) s3o ndo-lineares, a
convergéncia pode ser dificil e lenta, mas pode ser melhorada através do emprego de

outro tipo de aproximagido P° para a solucdo da Equacdo (1.41) [23]:

P°(i,t)=60(e)Y ¢, (e) p. (i) (1.52)

Na Equagao (2.3.30), 6’(1’) ¢ uma funcdo de referéncia, estritamente positiva e

integravel. A funcdo de referéncia na Equacgdo (1.52) ¢ 1til para se manter P° sempre
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limitada no dominio de interesse, propriedade que ndo ¢ verificada com o uso da
aproximacdo da Equagdo (1.43). Além disto, a convergéncia pode ser acelerada e a
acuracia aumentada, se for escolhida, no inicio das itera¢des, uma funcao 9(1’ ) parecida

com aquela que se espera obter. Em muitos problemas de polimerizacdo, ¢ possivel

utilizar, por exemplo, uma distribui¢ao de Schulz-Flory como func¢do de referéncia [23].

Contudo, a cada passo de iteracdo (nos casos nao-lineares) ou integragao
numérica das EDOs, algumas caracteristicas da solu¢do para a DTC podem mudar
rapidamente. Entdo se a func¢do de referéncia ou os pontos de colocagdo utilizados
forem os mesmos ao longo de todas as iteragdes ou passos de integragcdo, as solugdes
obtidas podem ser imprecisas. Desta forma, foram propostos métodos de colocagdo
ortogonal adaptativa, nos quais se mostra que a atualizagdo dos pontos de colocacdo e
da fungdo de referéncia a cada passo de integracdo melhora a qualidade das

aproximacoes [23, 36, 43].
O método dos elementos finitos

O método de Galerkin, mencionado anteriormente, ¢ um método espectral, pois
nele se utilizam bases que t€ém suporte (o fecho do conjunto dos valores para os quais a
fung@o ndo ¢ nula) global - ou seja, seus elementos ndo sdo identicamente nulos em todo
o dominio do problema. A vantagem do uso de métodos espectrais ¢ a obtengdo de uma

expressao para a solugao aproximada que ¢ valida em todo o dominio do problema.

Quando se utilizam bases de suporte compacto, cujos elementos sao
identicamente nulos em alguma parte do dominio, os métodos de residuos ponderados
sao chamados de mérodos de elementos finitos [42]. Nestes métodos, o objetivo ¢
resolver-se a Equagao (1.41), admitindo-se desde o inicio que i € uma variavel continua

e P ¢ uma fun¢do continua, em vez de se considerar a seqiiéncia P.. Em geral, utilizam-

se polindmios de grau pequeno e com suporte local para a representagao da solugao, e o

dominio ¢ discretizado em J subdominios.
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Se os elementos da base p j(z') escolhidos para aproximar a solugdo sao

polindmios lineares, com suporte igual a extensdo de cada subdominio, eles podem ser

descritos como

-1 .
i _ij—l > L€ [l.lfl’l.l]
p )= ielini,] =00 (1.53)

0, igli ]

J1

Nota-se que estes polindmios obedecem a relagao

L, k=

1.54
0, k=j (1.54)

p,(ik)={

A representagdo dos p; (z’ k) encontra-se na Figura (1.9).

[, I

Ligy j j+l

Figura (1.9) — Representacdo grafica de um elemento da base para o método dos elementos finitos de

Galerkin.

Assim, a aproximagdo P° pode ser escrita como uma combinacdo linear destes

elementos p, (i) na forma

Pie)= 3 B 0)p, ) (1.55)
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ou seja, para valores do dominio compreendidos no intervalo lz' ol MJ, a aproximagao ¢

uma combinagdo linear dos valores da fung@o P nas extremidades i; e i ,, do intervalo.

Portanto, a aproximagao obtida pelo método dos elementos finitos representa os valores
da funcdo de interesse em um numero determinado de pontos. Busca-se, entdo, a

determinag@o dos coeficientes P, (t), ao se substituir a aproximacao da Equacao (1.55)

na expressao do residuo, na Equacdo (1.44), e ao se impor a relagdo de ortogonalidade

da Equacao (1.45) [37, 44].

1.3.3 - Método dos momentos e reconstrucdo

Em muitos casos, deseja-se caracterizar o polimero produzido somente por
valores como a massa molar média e a polidispersao da distribuigdo. Estes valores nao
representam a DTC como um todo, mas podem ser obtidos com facilidade relativa
através do método dos momentos, no qual ndo se resolvem todos os balangos de massa,
mas um numero pequeno de equagdes [25, 30]. O momento de ordem k de uma

distribuicao de tamanhos de cadeia de um polimero pode ser definido como [14, 25, 30]

A=Y i"P, (1.56)

i=1

em que P, ¢ a quantidade de polimero de tamanho i. O momento ¢ representado como

1
um somatorio, uma vez que a DTC ¢ uma distribuicdo discreta. Se em um problema
especifico a DTC for aproximada por uma fun¢do continua, é possivel escrever-se o

momento de ordem £ como
A =[ i P(i)di. (1.57)
1

Se P ¢ expressa em mols por volume, o momento de ordem zero A, ¢

1

equivalente ao numero total de mols de polimero por volume, enquanto o momento de

ordem um A, representa a quantidade total de meros por volume no polimero [14, 25].
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E possivel mostrar-se que as relagdes entre o tamanho de cadeia médio por numero i,,

o tamanho de cadeia médio por peso i., a polidispersio PD e os momentos de ordens

0,1e2sao

l N /1 _.w MW l/l
in=20 i, =22 pp=tr =2 200 (1.58)
2«0 2/1 in Mﬂ ﬂ/l

Os momentos de ordem mais alta estdo associados a outras caracteristicas da
DTC que ndo possuem interpretacdo tdo imediata quanto i,, i, € PD. Quanto mais
momentos forem calculados, maior o contetido de informacao sobre a distribuigao;

porém, sdo utilizados, usualmente, apenas os trés primeiros momentos 4,, 4, ¢ 4,,

suficientes para o calculo dos usuais ;n, iwe PD [14, 30].

De maneira semelhante, ¢ possivel definirem-se momentos de uma distribuigao

para copolimeros. Neste caso, 0 momento de ordem k +/ ¢ definido por

Mo =220 'P, (1.59)

i=l [=1

em que i ¢ o nimero de unidades no polimero oriundas de um dos mondémeros ¢ j € o

numero de unidades oriundas do outro [19, 30].

A técnica dos momentos pode ser aplicada, por exemplo, ao sistema cujo

mecanismo encontra-se na Equacao (1.25). Ao se multiplicarem as EDOs referentes a

cada P, da Equagdo (1.27) pela sua respectiva poténcia i*, tém-se as novas equagdes

d1*p
d 1 :_lkjjl

. ,,fP (1.60)
Lok p it =23,
dr

As condigdes iniciais também podem ser multiplicadas por i*:
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lkljl(o)_lk‘Ptot _Rat (1 61)
i*P(0)=i*0=0 '
A soma das EDOs da Equacdo (1.60) para todo valor de i =1,2,3
i=l __Zikpi"'zlkpi—l
dt i i1 (1.62)
dﬁ’k c k
= =—A, +)i"P
=k sz 1

O tultimo somatodrio na Equacgdo (1.62) ¢ equivalente a

Zlk ZI: l+1 (1.63)

Este somatodrio pode ser relacionado aos momentos, dependendo do valor de £ :

k=1:>i(i+1)kP i(z+1)P =1 + A (1.64)

k:2:>i(i+1)k13=i(z+1) P =2, +2A4 + 4,
i=1

i=1

Conseqlientemente, as equagdes para os momentos de ordens 0, 1 e 2 ficam, para

este sistema de polimerizagao,
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d—:() 9 /10(0):})10[

T

%:,10 , 4,0)=P, (1.65)
dr

%:(2/’1“4'10) ’ /12(0):3(”

dr

A solucao do sistema da Equacao (1.65) em termos de 7 encontra-se na Equagao

(1.66).

—_

A
A =P, (1+7) (1.66)
A (1+3T+T2)

As equacdes para os momentos da distribuicdo de tamanho de cadeia podem ser
obtidas ao se multiplicarem as equacdes dos balangos de massa por i* e ao se realizar o
somatorio de todas elas. Entretanto, pode ser necessario algum algebrismo para que
estes aparegam explicitamente. Para sistemas de polimerizacdo com balangos mais
complicados, as equacdes dos momentos podem ser obtidas através do uso de fungdes

geratrizes [25, 30].
A reconstruc¢ao da distribuicao

A reconstrugdo da distribuicdo através de seus momentos baseia-se na hipdtese
de que se conhece a forma da distribui¢do, mas seus parametros sao desconhecidos e
devem ser determinados através do conhecimento dos momentos. Suponha-se que sao
conhecidos os momentos 4, e A, de uma DTC de um polimero. Se também se supde
que a DTC do polimero ¢ a DTC de Schulz-Flory, dada pela Equagao (1.13), tem-se que

0 seu momento de ordem zero ¢
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A=) B =) P, p " (1-p)
i=1 i=1
" (1.67)
:Ptot (l_p)z pl_l :Ptot
i=1
O momento de ordem um ¢ dado por
=3P =3P, p" (- p)
i=1 i=1
=P, (1-p)Yip" (1.68)

A partir das Equagdes (1.67) e (1.68), conclui-se que, para uma distribuicao de
Schulz-Flory, P

L =A € p= (/11 -4, )/ A, . Entdo, se 4, e A, forem obtidos através do
método dos momentos ou experimentalmente, ¢ conhecida também a distribuicdo de

Schulz-Flory que possui momentos 4, € 4.

Contudo, a DTC procurada pode ndo ser parecida com a de Schulz-Flory, e pode
necessitar de um maior nimero de momentos para ser descrita adequadamente. Nestes
casos, deve-se utilizar uma distribui¢ao hipotética descrita por mais parametros. Uma
vez que o procedimento de reconstrucdo pode falhar se a distribuicao "real" for pouco
simétrica ou se apresentar multimodalidade [25, 37], geralmente deve-se usar um

numero razoavel de momentos para a reconstrucao da DTC.

O fato de a reconstru¢do da DTC ser dificil em alguns sistemas de polimerizagao
em que ha efeito gel e multimodalidade levou ao desenvolvimento de técnicas como a
de fracionamento numérico [45, 46]. Esta técnica baseia-se na segregacao numérica da
populagdo de cadeias poliméricas em subpopulagdes, ou ‘“geracdes”. Em alguns
problemas, por exemplo, os elementos de cada subpopula¢do possuem tamanhos de
cadeia de ordens muito diferentes, e a DTC reconstruida com os primeiros momentos
ndo descreve bem a DTC "real" em todo o dominio dos tamanhos de cadeia. Assim,

propoe-se que o método dos momentos seja aplicado a cada uma destas geragdes, € ndo
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a distribuicdo inteira. A cada gera¢do ¢ atribuido um conjunto de momentos, € o
procedimento de reconstrucdo ¢ aplicado a cada uma delas; cada geracdo possui, entdo,
uma DTC que a descreva. Conhecidas as distribuicdes individuais das geracdes, a
distribuicao total é obtida ao se somarem as distribui¢des individuais, devidamente

ponderadas pela quantidade de polimero existente em cada geragdo [45].
O problema do fechamento

Para alguns mecanismos, as equagdes utilizadas para se calcularem os momentos
dependem de outros momentos de ordem superior que ndo sdo conhecidos. Diz-se que

estas equagdes de momentos ndo sdo fechadas [25].

Para uma polimerizacdo reversivel em etapas de um mondmero bifuncional

(como um a-hidroxi-acido), representada por

N L .
P+P, P, +X (X =espéciede baixo peso molecular) (1.69)

o balanco de massa ¢, para um processo isotérmico € em batelada,

ar k(i j—kPIE:Pn —k'X(i-1)P +2k'X ipn (1.70)

1 n=1 n=i+l1

Pode-se mostrar que [25] as equacdes dos momentos, para as EDOs representadas

pela Equagao (1.70), sdao

) (1.71)
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em que se nota que a EDO para o momento de ordem 2 depende do momento de ordem
3. Neste caso, deve-se buscar uma equagdo algébrica de fechamento, que relacione o
momento de ordem 3 aos momentos de ordem zero e um. Ao se admitir que a

distribuicdo P, pode ser expandida em uma série de polindomios de Laguerre — cujos

coeficientes dependem dos momentos — qualquer momento pode ser calculado em
termos dos outros momentos. Pode-se calcular a expressao do momento de ordem trés e

truncé-la, de forma que se obtém a aproximacgao [25, 47]

22

2
A = Jo (2/12/10 —4 ) (1.72)

Com a Equacdo (1.72), é possivel resolver o sistema da Equacdo (1.71). O
problema da Equacao (1.71) também pode ser resolvido através do uso de outras regras
de fechamento, que admitem previamente outras formas para a DTC [14]. Momentos de
ordem superior também podem ser calculados em problemas nos quais ndo ha
fechamento, ao se admitir que a seqiiéncia de momentos pode ser aproximada por uma
funcdo continua, obtida pelo método da colocagdo ortogonal [23]. Observa-se que o
fechamento so6 € possivel se, neste caso, se admite que a DTC ¢ descrita adequadamente

por uma certa expansdo funcional, o que nem sempre ¢ verdade.

Desta forma, mostraram-se varias estratégias para a obtencao da distribuicao de
cadeia, cada qual mais adequada a um tipo de sistema de polimerizacdo. Procura-se,
com estas técnicas, e quando necessario, contornar-se o grande problema da modelagem
de reagdes de polimerizagdo — o grande niumero de equacdes de balango, que, em geral,
ndo possuem solucdo analitica. Entretanto, a obtencdo da DTC pode ser trabalhosa
mesmo com o uso destas técnicas. Por isto, parece interessante procurar caracteristicas
matematicas uteis destes modelos sem a resolucao de suas equacdes, mas através de sua

analise.
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CAPITULO 2 — A ESTRUTURA E ANALISE MATEMATICA DA CINETICA DE

REACOES QUIMICAS

O objetivo deste capitulo ¢ a apresentacdo de sinteses de alguns trabalhos em
que se propuseram analises de modelos de sistemas cinéticos (com maior ou menor grau
de generalidade). Estas andlises baseiam-se na busca de certas propriedades
matematicas destes modelos que podem ser estudadas sem a resolucdo de suas
equagoes. Mostram-se também alguns resultados que provém destas analises, bem como

alguns pontos em comum abordados pelos diferentes autores.

2.1 - A cinética quimica formal

As numerosas observagdes experimentais das caracteristicas dindmicas e de
equilibrio de muitos tipos de reagdes quimicas seguiram-se esforcos para a descricao e
previsdo estas caracteristicas matematicamente. Os primeiros autores de trabalhos deste
tipo consideravam uma cinética quimica (relacionada a um sistema reacional especifico)

como definida na seguinte frase:

"Uma cinética quimica define a varia¢do da composi¢do de um sistema quimico

com o tempo." [48]

Houve, ainda, autores que fizeram distingdo entre a cinética pura, tipicamente
estudada pelos quimicos, e a cinética aplicada, tipicamente estudada pelos engenheiros

quimicos:

"A cinética de reagoes pura diz respeito a dindmica destas mudancas [de
concentrag¢do] e aos mecanismos e taxas de reagdo, enquanto a cinética de reagoes
aplicada considera o que acontece quando as equagoes resultantes sdo resolvidas

dentro das condigoes fisicas de um tipo de reator em particular.” [49]
Nao se tardou a notar que havia classes de sistemas quimicos descritos por

equacdes que guardavam entre si certo grau de semelhanga. Isto levou alguns a

imaginarem a possibilidade de construgdo de estruturas ldgico-matematicas que
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descrevessem, de forma generalizada, um grande numero de sistemas quimicos, ou
talvez todos eles. Uma estrutura, neste texto, significa um conjunto de defini¢des e

equagoes que representem classes de sistemas quimicos.

Desta forma, ao examinar a estrutura do sistema, alguns autores esperavam, sem
resolver os balangos de massa para um conjunto especifico de parametros, inferir sobre
a dinamica ou o equilibrio deste sistema. Assim como se criou um ramo da Mecanica
em que se analisavam as estruturas de seus sistemas — a Mecanica Racional —, procurou-

se subdividir a cinética quimica em "experimental" e "formal":

"Pode ser util introduzir o termo 'cinética quimica formal' para denotar o
segmento da filosofia natural que trata dos aspectos da cinética quimica que sdo

independentes da natureza especifica das substancias que tomam parte em uma

reacdo."[20]

Entre as vantagens mais 6bvias de se construir uma estrutura geral para a analise
do comportamento de sistemas quimicos estd o fato de que as conclusdes obtidas sdo
validas para todos os sistemas que ela compreende. Além disso, o entendimento de tais
estruturas genéricas pode ser um auxilio valioso para o planejamento adequado de
experimentos e para a preparagdo de programas computacionais que fornegam as
solugdes dos balancos de massa do sistema. Estas conclusdes podem ser obtidas sem
que necessariamente se resolvam os balangos de massa. No entanto, a analise ndo prové
as solugdes para modelos especificos e nem este € o seu objetivo; mas pode ser util para
o estudo da estabilidade e da convergéncia dos métodos utilizados para a resolugdo do

modelo, por exemplo.

Entender-se o comportamento de sistemas complexos ¢ importante, por
exemplo, para o projeto de processos e para a predicdo do comportamento destes
processos quando as variaveis de processo sao mudadas [50]. A elaboragdo de tais
estruturas depende, contudo, de algumas etapas anteriores no estudo da cinética de

reacdes, como indica a Figura (2.1).
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Observagoes q . I Modelos .| Criagdo de
. . Mecanismos iy
experimentais matematicos estruturas
eliminar reagbes estudos da

medigdes p.ex. expressoes de taxa

irrelevantes e improvéaveis dinamica do sistema

Figura (2.1) — Os vérios aspectos de estudos da Cinética Quimica.

Em uma estrutura geral que represente sistemas com cinética de primeira ordem,
por exemplo, deve-se mencionar que os balangcos de massa para estes sistemas

obedegam a um sistema de EDOs lineares [50, 51]

da
—=Ka . 2.1
7 (2.1

Um dos objetivos de tais estudos €, ainda, a previsao comportamentos cinéticos
que estejam de acordo com a Termodinadmica. Se for considerada a estrutura dos
sistemas de primeira ordem em que s6 ha reacdes reversiveis entre as espécies, mais a
condi¢do de balanceamento detalhado — oriunda de consideragdes termodinamicas e que
serd discutida posteriormente —, foi possivel escrever a importante conclusao [17, 50,

517:

"As concentragoes das espécies de sistemas reacionais fechados que apresentam

cinética de primeira ordem e reagoes reversiveis ndo oscilam com o tempo."

Assim como os trabalhos que tratam dos sistemas de cinética de primeira ordem,
ha trabalhos que tratam de andlises profundas das propriedades de outros sistemas
reacionais especificos, cujos balancos de massa possuem determinada forma. Em outros
trabalhos, sdo propostas estruturas aplicaveis a todo tipo de reacdo quimica [48, 52, 53,
54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62] e sdo apresentadas conclusdes menos especificas, mas

nao menos relevantes. A Figura (2.2) mostra a abrangéncia de cada uma das estruturas.

Nesta segunda classe de trabalhos, os autores importaram algumas nogdes da
Andlise Matematica para a Cinética Quimica para a constru¢do de tais estruturas. Ao
considerarem entidades fisicas como elementos de conjuntos, definiram também
relacdes entre estes elementos. Moléculas foram consideradas como relacdes entre os

elementos de um conjunto de atomos; complexos (os lados esquerdo e direito das
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reagcOoes) foram considerados como relagdes entre moléculas; e reagdes foram
consideradas como relacdes entre complexos. A natureza destes conjuntos e das
relagdes entre seus elementos permitiu-lhes fazer observacdes sobre a dependéncia
linear de balangos de massa [49] ou sobre a dindmica do sistema [53, 58], sem mesmo

escrever os balangos de massa especificos destes sistemas.

Estrutura para
qualquer reagao

Estrutura para reagées com

cinética de “ag¢ao das massas” hi

1

- a B 7
r,=k,cicycl..

Estrutura para

reagées com cinética

de “agao das massas”
de primeira ordem

Figura (2.2) — Representag@o da abrangéncia das diferentes estruturas propostas para o estudo da cinética

de reacoes.

2.2 - A estrutura matemadtica da cinética de reacoes

2.2.1 — O tratamento axiomdtico de sistemas reacionais [48, 50]

Ao se observar experimentalmente o comportamento dos sistemas reacionais, €
possivel a proposicao alguns axiomas para a construcdo de uma estrutura para a cinética
destes sistemas. Todas as estruturas matematicas de sistemas cinéticos fechados com n

espécies (sendo a, a massa de cada espécie) quimicas devem obedecer aos seguintes

cinco axiomas:

1) A massa total se conserva, ou seja,

a; = constante (2.2)
i=1
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2) As concentragoes sdo ndo-negativas:
a, 20. (2.3)

3) A taxa de variag¢do das massas é fungcdo continua de todas as massas:

—L=fi(a,,a;,....a,). (2.4)

Os balangos de massa das espécies do sistema podem ser escritos na forma

vetorial

—= fla), (2.5)

r . ~
em que a:[al,...,an] ¢ o vetor coluna que contém as concentragdes das

espécies e f =[ N ]T contém as taxas de reacao.

Utilizando-se os trés axiomas anteriores, ¢ possivel mostrar-se que o sistema
possui (a0 menos) um ponto de equilibrio (ou ponto fixo no tempo), com o uso do
teorema do ponto fixo de Brouwer. A existéncia de pontos de equilibrio nao significa

por si s6, contudo, que o sistema convergird para um destes pontos. H4 uma composicao
E3 g7 . ~ .
a , correspondente a um ponto de equilibrio, que ndo muda com o tempo, ou seja, em

*

a,

L —fla’)=0. (2.6)

4) No ponto de equilibrio, as taxas de transformacdo entre duas espécies quaisquer sao
exatamente iguais. Esta condig¢do é conhecida como reversibilidade microscopica (ou,
no caso da cinética, como balanceamento detalhado), a qual, de certa forma, concilia

os modelos cinéticos e algumas observagoes termodinamicas sobre o sistema.

46



5) Existe uma fung¢do de Liapunov apropriada para as equagoes diferenciais que
representam a evolucdo dinamica do sistema reacional. A existéncia desta fungdo
assegura a estabilidade dos pontos de equilibrio e a convergéncia do sistema para um
ponto de equilibrio, para qualquer condi¢do inicial. Para sistemas reacionais
isotérmicos, a energia livre de Gibbs é uma fun¢do de Liapunov. A entropia é uma
fungdo de Liapunov para sistemas adiabdticos. Porém, ndo necessariamente estas
fungoes da Termodinamica Classica serdo fungoes de Liapunov para qualquer sistema

quimico.

Apesar de este axioma impor a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema,
existem sistemas reacionais idealizados cujos pontos de equilibrio podem ndo exibir
esta estabilidade. Como exemplo, pode-se citar o sistema com autocatalise descrito pela
reacao

A +4,—>4,. (2.7)

Os balangos de massa para este sistema fechado sao

% =—ka,a,

! 2.8)
43, = ka,a

dt 172

Pode-se mostrar que, se o ponto fixo (a,,a,)=(10) sofre uma pequena

perturbagdo, a composicao tende a atingir o ponto fixo estavel (a1 ,a, ) = (0,1).

Porém, a existéncia de funcdes de Liapunov ndo ¢ suficiente para se
determinarem os caminhos de reacdo, mas sO para se garantir a convergéncia para os
pontos de equilibrio. Ou seja, a funcao de Liapunov representada pela energia livre de
Gibbs ndo proibe, por si s6, caminhos de reacdo que sejam inconsistentes com as outras
funcdes de Liapunov, isto é, que estejam relacionados ao mesmo tempo a uma
diminui¢do da energia livre de Gibbs e a um aumento de uma outra fungao de Liapunov

[50].
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2.2.2 — Os prolegomenos da andlise de reacoes quimicas [20, 49, 52, 63]

Os conceitos de Algebra Linear mostram-se bastante convenientes para
consolidar a analise da estrutura de um sistema quimico. O conceito de espago vetorial
pode ser aplicado a Cinética Quimica, por exemplo, ao se considerar um espago das
espécies quimicas envolvidas em determinada reagdo [20, 49, 52], de forma que estas

espécies quimicas passem a possuir uma representacao matematica.

Seja um sistema reacional em que ocorrem reagdes entre espécies quimicas que
contém apenas atomos de carbono, hidrogénio e oxigénio. Cada espécie pode ser
considerada como uma "combinacdo linear" destes tipos de atomos, ou seja, CO, € o
resultado da combinagdo linear 1xC+0x H +2x 0. Os coeficientes das combinagdes

lineares que representam as espécies quimicas sdo sempre numeros inteiros. Além disso,
. T T ~ . ~

assim como no espago R’ [1,1] e [1,2] sdo vetores diferentes, CO, e CH,O sio

"vetores" distintos no espaco de espécies. Ainda considerando este espago, percebe-se

que CO,,H,0 e H,CO, sdo espécies "linearmente dependentes", uma vez que a

operagao de "soma" entre CO, e H,O resulta na espécie H,CO, [63].

Para que o conjunto de espécies quimicas formadas pela combinagdo linear de
atomos seja um espaco vetorial, um de seus elementos deste espaco deve ser o zero ou
elemento neutro. Este elemento ¢ a "espécie trivial", com zero atomos, que para o
exemplo mencionado acima seria  equivalente 4 combinacdo linear
0xC+0xH+0x0. O total de espécies moleculares formadas a partirde C, O e H

forma, entdo, um espaco vetorial de dimensdo igual a trés, uma vez que sdo trés os

elementos de sua base [63].

A aplicacdo de conceitos matematicos abstratos a cinética permite até mesmo a
representacdo de espécies que ndo existem, se assim for vantajoso: apesar de a espécie
C,,0,, ndo possuir necessariamente um significado quimico, esta substancia faz parte
do espago de espécies considerado, uma vez que € obtida pela combinagdo linear
3IxC+0x H +23x0. Desta forma, infinitas substancias podem ser formadas a partir
de combinagdes lineares dos elementos da "base" deste espaco, que ¢ formada, neste

caso, pelos atomos C, O e H [63].
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De modo genérico, pode-se definir uma espécie molecular 4, como uma

entidade da forma [52]
T
A4,=Y BB, (2.9)

em que B! é um nimero inteiro maior que zero e ¢ o elemento da matriz B localizado
na linha s e na coluna ¢. Os simbolos B,, para t=1,2,...,T representam os elementos

quimicos ou espécies atomicas, 7 sendo o nimero de elementos presentes no sistema a

ser estudado. Para o sistema em que ocorre a reagdo 2H, + O, - 2H,0, em que estdo

envolvidos os 4tomos H e O e as trés espécies H,, O, ¢ H,0 [63], temos

2 0
o, |=|o 2|7 |=p" (2.10)
2 2 1|9 oy |

sendo que, neste caso, 7 =2.

Se todos os f! associados a uma espécies forem nulos, tem-se a "espécie nula"
ou "espécie trivial". A Equacdo (2.9) permite a defini¢do de uma "pseudo-espécie", a

qual apresenta um ou mais de seus S negativos [52].

Utilizando as defini¢des anteriores, € possivel enunciar o seguinte teorema [52].

Teorema: o conjunto de todas as espécies moleculares formadas a partir das espécies

atomicas B,,...,B, constitui um espago vetorial U, de dimensdo T sobre o conjunto

dos numeros inteiros.

E possivel verificar-se que este conjunto de espécies moleculares possui todas as

propriedades de um espaco vetorial, no qual a operacao de soma "+" de duas espécies

A, e A, ¢ definida por [52]
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T

A +4, =g+ 5B, 2.11)

t=1

n_n

e a operacao de multiplicagdo "x" por um numero inteiro ¥, definida por:

yxd, =Y (5)B, (2.12)

Um outro exemplo da aplicagdo de tais conceitos de Algebra Linear a Cinética
Quimica ¢ a defini¢do da independéncia linear de reagdes quimicas. Quando um
conjunto de reacgdes ¢ linearmente independente, ndo hé forma de se expressar qualquer

uma das reagoes envolvidas como combinagao linear das outras [49].

Propde-se, por exemplo, que as duas etapas que constituem a reagao global

2NO+2H, — N, +2H,0 [17], ou seja,

2NO+H, - N,+H,0, )13
H,0,+H, >2H,0 ’ @13)

sejam representadas sob uma forma vetorial "simbdlica", na qual cada linha do vetor
resultante da multiplicagdo representa uma das reagdes quimicas, com coeficientes

estequiométricos negativos atribuidos aos reagentes [49]:

NO
| H,
—2—1110N_o )14
0 -1 0 -1 2 2ol (2.14)
| H,0,
| H,0

O posto da matriz na Equacdo anterior ¢ igual a 2, que ¢ também o numero total
de reacdes. A igualdade entre o posto desta matriz e o total de reagdes caracteriza a

independéncia linear do conjunto de reacdes quimicas [49].
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A importancia de se conhecer o nimero de reagdes linearmente independentes
consiste na possibilidade de se reduzir o nimero de equagdes de balanco a serem
resolvidas. Se ha R reagdes independentes e S espécies B,...Bg envolvidas nestas
equagdes, sendo que R<S, os S balancos de massa de cada espécie podem ser
escritos em termos dos R graus de avanco de cada reacdo. A dependéncia linear de
reacoes pode, ainda, ser detectada experimentalmente, através de medidas das

concentragdes das espécies envolvidas em varios instantes de tempo [49].

Assim, as R reacdes quimicas que ocorrem no sistema podem ser consideradas
como relagdes entre estas espécies moleculares. Mais especificamente, uma reagdo R, ¢é

considerada como um funcional linear [52] dado por
S
R =>a’4,, r=1..R, (2.15)

em que a’ s3o os coeficientes estequiométricos, que sao positivos para os produtos e

negativos para os reagentes. Se todos os «’ sdo nulos, tem-se a "reacdo trivial". Se

S
z a’ B! =0, tem-se a chamada "reagéo propria", em que ha balanceamento dos atomos

s=1

[52].

Pode-se definir uma operacdo de "soma" entre estes objetos matematicos

chamados reacdes. Esta operacdo, denominada "+", ¢ dada por
S
R +R. =Y (a +a})4,. (2.16)
s=1

Nota-se que a operagdo de soma entre reagdes definida na Equagdo (2.16) ¢
diferente da soma entre espécies, definida na Equacao (2.11). A outra operagao definida
para as reagdes ¢ a de multiplicacdo de uma reagdo por um escalar (real), representada

por "x" [52]:
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y xR :i(mj)As. (2.17)

s=1

Desta forma, o conjunto de todas as reagdes possiveis sobre um dado conjunto

de espécies {AS }, s =1,...,§ € um espago vetorial V' de dimensdao R sobre o campo dos

numeros inteiros. O conjunto de todas as reagdes possiveis, nesta interpretacao formal
do sistema quimico, ¢ o conjunto de todos os funcionais lineares definidos na Equacdo
(2.15) possiveis para um determinado sistema quimico — € ndo o conjunto de todas as

reagdes quimicamente plausiveis para o sistema [52].
A partir destas defini¢des, € possivel escrever um teorema [52]:

Teorema: as reagoes sobre o conjunto das espécies {AS } estdo em um subespago de V
cuja dimensdo é (S -T '), em que T' é a dimensdo do subespago de U, em que se

encontra o conjunto {AS}. u

Este teorema possui uma conseqiiéncia direta [52]:

Corolario: pode haver, no maximo, S —1 reagoes entre S espécies (moleculares) nao-

triviais para T'> 1, a ndo ser que todos os [3. sejam iguais a zero. ®

Conforme ja havia sido comentado em trabalhos anteriores [49], ¢ possivel
mostrar que um dos conjuntos de reagdes linearmente independentes do sistema ¢

suficiente para descrever sua cinética [52]:

Teorema: as mudangas de composi¢do de um sistema quimico regido pelo conjunto de
reagoes {Rr}, r=1,...,R, podem ser completamente descritas por um subconjunto de

reagoes independentes. B
Uma vez propostos os rudimentos da estrutura de sistemas quimicos, foi um

passo natural tentar expandir-se esta estrutura de forma a se definirem algumas

propriedades de equilibrio através de conceitos termodindmicos. Uma estrutura
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admissivel para um sistema quimico deve levar em conta algumas questdes de cunho

termodindmico, como a existéncia e estabilidade de pontos de equilibrio [48]. Assim,

S
pode-se definir que a reagdo propria Z a’ A, =0 ird ao equilibrio quando [52]

s=1

ia*‘ In(c*)= 4. (2.18)

em que y ¢ uma constante que depende somente de variaveis termodindmicas como
temperatura e pressdo. A Equagdo (2.18) ¢ a condi¢do de equilibrio termodinamico em

um sistema ideal (em que a fragdo molar ¢’ ¢ igual a atividade da espécie s), a qual

pode ser descrita através dos potenciais quimicos, ou seja,
S o
>atp, =0. (2.19)
s=1

As definig¢oes desta segdo [20, 49, 52, 63] e os axiomas da se¢do anterior [48]
sdo estruturas basicas e elementares para a interpretacdo matematica de qualquer tipo de

reacdo quimica, com defini¢des e conclusdes que, por vezes, se equivalem.

2.2.3 — A Cinética Geral de Acdo das Massas

Nos trabalhos de que se trata nesta secdo busca-se uma estrutura geral para a
cinética de sistemas quimicos, bem como salientar sua aplicagdo a um subconjunto
importante dos sistemas reacionais: aqueles cujas expressoes de taxa obedecem a "lei de
acdo das massas". A utilizac¢do de tais expressdes nos balangos de massa ¢ criticada por
ser, as vezes, inconsistente com a Termodindmica, mesmo que descreva bem o
comportamento cinético. Apesar disto, este tipo de expressao de taxa ¢ muito utilizado

para descrever a cinética de numerosas reagdes [64].

Da mesma forma que em trabalhos anteriores [48], a construcdo desta estrutura
inicia-se pela exposi¢do de alguns axiomas. Diz-se que uma estrutura de sistemas
quimicos fechados com misturas ideais € consistente com a estequiometria e a

termodinamica se obedece aos seguintes quatro requerimentos [53]:
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1) A expressdo de taxa de cada reagdo elementar é da forma de ag¢do das massas,

2) Os coeficientes estequiométricos sdo tais que a massa é conservada em cada rea¢do
elementar;

3) As constantes cinéticas nas expressoes de taxa sdo restritas de tal forma que o
principio do balanceamento detalhado seja satisfeito,

4) Os coeficientes estequiométricos sdo numeros inteiros e ndo-negativos.

Entdo, um sistema que ndo obedeca a estes quatro axiomas simultaneamente nao
¢ considerado estritamente coerente com a realidade fisica. Porém, tenciona-se que a
estrutura abstrata também permita a interpretacao de sistemas idealizados. Um sistema

possui cinética de acao das massas generalizada se somente a condigao (1) for satisfeita.

Se a condi¢do (2) ndo precisar ser satisfeita, sistemas abertos podem ser
descritos por esta estrutura. E, em sistemas abertos, ndo ha razdes para se requerer que o
comportamento cinético seja coerente com os requerimentos termodinamicos dos
sistemas fechados. Portanto, nestes sistemas, ndo € necessaria a condicdo (3), a qual
impde que em cada reacdo de um sistema em equilibrio, a taxa da rea¢do no sentido

direto ¢ igual a taxa da reagao no sentido inverso [53].
Para a exposi¢do das idéias desta se¢do, algumas defini¢des sdo necessarias:

Espécies e espécies externas: as reagdes ocorrem entre as espécies 4., sendo que pode
haver espécies externas B,, cujas concentragdes sdo consideradas constantes. O niimero

de espécies ¢ igual a m [53].

Complexos: os lados dos reagentes e os lados dos produtos em cada reagdo quimica. O

nimero de complexos ¢ igual a n. Matematicamente, um complexo ¢ definido por [53]

C,=>»i4,, (2.20)
i=1
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_ 1 2 m 4 ~ i
sendo que y; = [y ;Y e Y ] ¢ o vetor do complexo C,. Seus elementos sdo y',
os coeficientes estequiométricos das espécies 4, no complexo C;. Logo, as espécies

que ndo aparecem no complexo C; terdo y; =0.

Estas defini¢des estdo ilustradas no exemplo da Figura (2.3).

complexo C, complexo C,
—r
B, + ,A\:l > 24,

espécie espécie
externa

Figura (2.3) — Representagao das rea¢des quimicas na estrutura proposta por Horn e Jackson [53].

Espaco das espécies: ¢ aquele gerado por vetores do espaco de espécies, que possuem

dimensdo m . O vetor do espaco de espécies relacionado a espécie 4, é composto de

zeros, exceto pelo elemento na posicdo i, que € igual a 1. Assim, o espago das espécies

¢iguala V' =R" [53].

Espaco dos complexos: os n vetores que formam a base para este espaco sdo associados

a cada complexo C; - possuem todos os seus elementos iguais a zero, exceto pelo de

indice j. O espago dos complexos ¢ W = R" [53].

Pode-se mostrar que qualquer concentragao que possa ser atingida pelo sistema
pode ser representada como uma combinacdo linear dos vetores da base de V', ou seja,

as concentragdes atingiveis estdo em um subespaco de V. Como as concentragdes sao

. . -t ’ o, .
sempre ndo-negativas, diz-se que o vetor ¢ pertence a V' , que é o ortante positivo de

V.

Matriz dos complexos: € aquela cujas colunas s@o os vetores dos complexos y;, ou seja:
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Y=: .. | (2.21)
A matriz Y representa uma transformacao linear do espago dos complexos W
para o espago das espécies V' [53].

Vetor de formacgdo das espécies: € designado por f e representa o lado direito

do sistema de equagdes de balangos de massa, que sdo

dce
o fle) (2.22)

O vetor f tem a mesma dimensdo de c¢. Logo, f €V [53].

Vetor de formagdo de complexos: pode-se escrever um "balango de complexos" se a

Equagao (2.22) ¢ multiplicada pela inversa da matriz Y , isto &,

dY'e
dt

=Y f(c)=glc). (2.23)

O vetor g(c) ¢ chamado vetor de formagao de complexos, e pode-se mostrar que

g e W [53].

Vetor de rea¢do elementar: para uma reagdo escrita em termos de seus complexos,

como C,; — C;, o vetor desta reagdo elementar ¢ x =y, — y, . Ele ¢ uma representacéo

vetorial da variacao dos coeficientes estequiométricos da reacao [53].

Taxas e matriz de taxas: a reagdo C; — C, esta associada uma taxa r;, que € fungéo de

c. A matriz de taxas R(c) é constituida pelos elementos v (c) e possui dimensdes 7 x n

[53].
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Espaco estequiométrico: € o espaco S (de dimensdo s ), que € gerado por todos
os vetores de reagdes elementares. Assim, S € um subespaco de V. Um vetor de reagdo

¢ qualquer vetor contido em S [53].

Sistema conservativo: aquele em que hd um vetor no complemento ortogonal de S
(S*) que também esteja no ortante positivo V' *. Isto significa que para todo vetor
yeS hi um veS* composto exclusivamente por elementos positivos (ou seja,

excluindo elementos nulos), e, como os subespacos S e S sdo ortogonais,
<$, v> - 0. (2.24)

Ou seja, alguma combinagao linear entre os elementos de v ¢ igual a zero, o que

diz que ndo "sobram" espécies em uma reagdo que envolva os complexos C; e C,, isto

¢, que existe alguma combinagdo linear dos coeficientes estequiométricos de uma

reacao tal que seu resultado seja nulo [53].

No sistema quimico fechado representado pela reacao

24, A5 (2.25)

héa dois complexos: C, =24, e C, = 4,. Os vetores dos complexos sdo y, = [2 O]T e

y, =[0 1]". O tnico vetor de reagio elementar é x =y, —y, =[-2 1].

Neste caso, o espago estequiométrico ¢ formado por todos os multiplos do vetor

[—2 l]T, ou seja, S ¢ uma linha no espago R*. O complemento ortogonal de S é o
espaco formado pelos multiplos do vetor [1 Z]T, 0s quais sao ortogonais aos multiplos

de [—2 l]T. Desta forma, pela Equacao (2.24), pode-se classificar o sistema quimico

de (2.25) como conservativo.
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Mas, se a mesma reagdo quimica ocorre em um sistema aberto, em que ha
alimentacdo e retirada das espécies do reator, esta estrutura permite escrever a "pseudo-

reacao"

24, Az 0 A (2.26)

em que as reagdes envolvendo o "complexo zero" representam a alimentacdo e a

retirada de espécies. A semi-reagao

Ap——0 (2.27)

representa a retirada da espécie 4, do meio, por exemplo. Para o sistema da Equacdo

(2.26), tém-se quatro complexos: 24,, 4,, 0 e 4,. Os vetores dos complexos serdo

2 0 0 1
10 |1 10 10 598
=l 2= lol Y T lol Y=o (2.28)
0 0 0 0
Os vetores das reagoes elementares serao
-2 0 1
1 -1 0
X, =YV, =) = 0 » Xy TV =V, = 0 » X3 =Yy~ Y = ol (2.29)
0

r T
Um vetor ortogonal a x, ¢ qualquer vetor da forma [a 2a b c] , € para a,b
e ¢ positivos este vetor contém exclusivamente elementos positivos. Ja os vetores
. A T T A
ortogonais a x, e x, tém as formas [« 0 b ¢|' e [0 a b c¢]', que contém
elementos iguais a zero. Como ndo existe vetor ortogonal estritamente positivo para x,
e também para x,, o sistema € ndo-conservativo. Na verdade, os sistemas com espécies

externas e com o "complexo zero" ndo sdo necessariamente conservativos. A grande
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vantagem da introdu¢do do complexo zero €, contudo, a possibilidade da representagao

de sistemas abertos, conforme ocorre em varios tipos de reatores quimicos [59].

Simplex de reagdo: formado pela interse¢do de V" com o conjunto formado pela

soma de todos os vetores ve S a composi¢do inicial ¢,. Os vetores do simplex de

reacdo com elementos nao-negativos formam o simplex de reagdo positivo, ou seja, o

conjunto de todas as concentragdes atingiveis pelo sistema quimico [53].

Estas definigdes, meramente baseadas em observagdes sobre a estequiometria e a
cinética do sistema, também se aplicam ao exame do equilibrio do sistema. Definem-se,

entdo, para um determinado sistema quimico:

Conjunto de concentragoes de equilibrio E : inclui todas as concentragdes ¢ € V" tais

que f(c)=0 [53].

Conjunto de concentrag¢oes em que hd balanceamento dos complexos C: ceV ™ tais

que g(c)=0 [53].

Conjunto de concentragoes em que ha balanceamento detalhado D: ¢ €V™ tais que

R(c) =R’ (c) (ou seja, a taxa de uma reacgdo ¢ igual a taxa da reacdo inversa) [53].
Pode-se notarque Dc Cc E.

Sistema de ac¢do das massas quase-termostdtico: um sistema quase-termostatico com

respeito a um vetor a € V' ¢é aquele em que as concentragdes de equilibrio obedecem a

restri¢ao

[In(c,) In(c,) .. In(c,)]-[In(a,) In(a,) .. In(a,)]=

In(c)-In(a)e S*. (2.30)

Esta restricdo estd diretamente relacionada a condicdo de equilibrio

termodinamico
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z (coef. estequiométrico) . (potencial quimico) =0, (2.31)

sendo que a seria como o estado padrao da definicdo do potencial quimico, o qual ¢
fungdo de In(c) em sistemas ideais [53]. Esta é uma formulagio mais abstrata da

condicdo de equilibrio termodindmico encontrada em outros trabalhos de cinética

quimica formal [52].
Sistema de agdo das massas quase-termodindmico: existe a, a € V" tal que

a) o sistema € quase-termostatico com relagao a a ;

b) paratodo ¢ € V", e se ¢ ndo é uma concentragdo de equilibrio,
(In(c)—In(a))- f(c)<O0, (2.32)

A condigdo b) ¢ uma medida de espontaneidade da reagdo, relacionada a

condigdo AG <0 [53].

Estas caracteristicas "termodinadmicas" do sistema quimico sdo Uteis para se

obter as seguintes conclusoes [53]:

Lema: se um sistema de ag¢do das massas é quase-termostatico com rela¢do a a, entdo

. ~ r . ~ 77 . *
cada simplex de reag¢do contém precisamente uma concentra¢do de equilibrio ¢ , em

que f(c*)=0. u

Lema: se um sistema de a¢do das massas é quase-termodindmico, entdo qualquer

caminho de reagdo c(t) que se origina em uma concentrag¢do ¢, em V"' permanece no

simplex de reagdo positivo que contém c,,. Além disso,

lime(t)=c", (2.33)

t—0
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* /4 ~ 77 . r . 14 . ~
em que ¢ ¢é a concentrag¢do de equilibrio unica,a qual estd no simplex de reag¢do

positivo. B

Ou seja, se o sistema € quase-termodinamico, garante-se que o modelo dindmico
ndo levard a predi¢do de mais de um ponto de equilibrio e que o sistema quimico
convergira para o ponto de equilibrio Unico. Procurou-se, contudo, se havia alguma
outra caracteristica apresentada pelos sistemas quimicos tal que ela implicasse serem

estes quase-termodinamicos. O proximo teorema trata desta questdo [53].

Teorema: se um sistema de a¢do das massas tem os complexos balanceados (ou seja,
g(c) =0) em uma concentra¢do a no ortante positivo do espaco das espécies, entdo o

sistema é quase-termodindmico com respeito a a. Alem disto, o sistema tem os
complexos balanceados em todas as concentra¢oes de equilibrio e ¢, portanto, um

sistema de agdo das massas com os complexos balanceados. B

A importancia deste teorema reside no fato de que se um sistema cinético ¢
quase-termodinamico, certas propriedades de estabilidade global para a dindmica
quimica deste estio asseguradas. E possivel, entdo, que se facam inferéncias sobre a
dindmica quimica, que ndo exibird certos fenomenos exoOticos como oscilagdes

sustentadas ou biestabilidade [54].
A deficiéncia de um mecanismo

O balanceamento dos complexos em uma rede de reagdes mostrou-se ser um
atributo cuja conseqiiéncia era ser o sistema em questdo quase-termodinamico, o que
significa ndo possuir fendmenos dindmicos "exdticos". Nota-se que a condi¢cdo de
balanceamento dos complexos ¢ mais "fraca" que a do balanceamento detalhado.

Assim, investigaram-se também as condi¢des necessarias e suficientes para que
os complexos de um mecanismo sejam balanceados. Para estes estudos foi necessaria a

elaboragdo de mais algumas defini¢des.

Sistema cinético: € uma cole¢do contendo os seguintes objetos [54].
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e um conjunto finito M que contém todas as espécies, com m >1 elementos;

e um conjunto finito N que contém todas os complexos, com n > 2 elementos;
e 0 espago das espécies V' =R";

e 0 espago dos complexos W =R";

° a matriz de complexos Y ,sendoque Y : W -V ;

. ~ . e ;. . . . -t
e 0 conjunto ndo-vazio / , que € o dominio do sistema cinético (/" c V );

° a matriz de taxas R, de dimensdes nxn, e com elementos 7; .

Mecanismo: é o conjunto de pseudo-reagdes, para sistemas abertos e fechados [58].

Sistema (ou subsistema) cinético reversivel: aquele em que todos os complexos sdo

ligados através de reacdes reversiveis [54].

Sistema (ou subsistema) cinético fracamente reversivel: aquele em que todos os
complexos estdo ligados por reagdes reversiveis ou irreversiveis, mas em que, se
"partindo" de um complexo, sempre ¢ possivel "voltar-se" a ele através de reagdes entre
os outros complexos. Todos os complexos ligados desta maneira formam as classes de

ligacdo do sistema. Por exemplo, o sistema [60]

A[ +A2 4‘1‘134‘ 2A4
(2.34)
A4 + A34‘A5
¢ reversivel, enquanto o sistema
24, A;

\, 7

¢ somente fracamente reversivel. Nota-se que a reversibilidade implica reversibilidade

fraca.
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Classe de ligagcdo em um mecanismo. um conjunto de complexos que tém a propriedade
de todos os complexos do conjunto serem ligados entre si (diretamente ou
indiretamente, sem considerar a dire¢do das setas), ¢ de nenhum destes complexos ser

ligado a qualquer outro fora deste conjunto. [58]

Para o mecanismo da Equacao (2.35), o numero de classes de ligagao ¢ [ =2.

Deficiéncia de um mecanismo: a deficiéncia ¢ definida por 6 =n—/—s,em que n € 0
numero de complexos, / o nimero de classes de ligagdo ¢ s a dimensdo do espaco
estequiométrico S (s mede o numero de reagdes linearmente dependentes). A

deficiéncia ¢ uma quantidade ndo-negativa [54, 58]

O mecanismo da  Equagdo (2.35) possui n=35 complexos

(24,, 4,, A, + 4;, A, e A;). Os vetores de reacOes elementares associados a este

mecanismo Sao

-2 0 0 0
1 0 0 0
x, =] 0 |,x,=|-1x;=[0 [ x,=]|1 (2.36)
0 -1 0
| 0 | | 0 | | 1] | —1]

O conjunto de todas as combinagdes lineares destes vetores forma o espago
estequiométrico S do mecanismo em questdo. Vé-se, porém, que — (x2 + x3)= x,, isto
¢, do conjunto de quatro vetores da Equagdo (2.36), ha somente trés linearmente
independentes. Logo, o espaco estequiométrico, neste caso, possui dimensdo s =3. O

mecanismo possui, entdo, deficiéncia 6 =5-2-3=0.
E possivel mostrar-se que o fato de a deficiéncia de um mecanismo ser igual a

zero leva a uma conseqiiéncia importante: os complexos neste mecanismo sao

balanceados, e, portanto, ele ¢ quase-termodinamico [54].
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Teorema: um mecanismo tem seus complexos balanceados se e somente se as duas

condigoes sdo satisfeitas:

a) O mecanismo é fracamente reversivel;

b) A deficiéncia do mecanismo é zero, isto é, s =n—[ .M

O mecanismo de Lotka, descrito por

A —=24,
A+ A4, — 24, (2.37)

A0

Possui deficiéncia 6 =6-3—-2=1. Este mecanismo pode apresentar, para
certos conjuntos de parametros, oscilagdes sustentadas em torno de um ponto de

equilibrio [59].

O teorema da deficiéncia zero

O grande nimero de mecanismos com deficiéncia zero, € a constatacdo de que
eles apresentam dinamica "bem-comportada" levou a formulagdo de um teorema mais

consistente sobre tais mecanismos [59].

O teorema da deficiéncia zero: considere um mecanismo para o qual o numero de
complexos é n, o numero de classes de ligacdo é | e o subespago estequiométrico
possui dimensdo s. Suponha que n—1—s=0, ou seja, que o mecanismo possui

deficiéncia zero. Entdo as seguintes afirmagoes sdao verdadeiras:

a) Para cinética arbitraria (a¢do das massas ou outra), pode existir uma

composi¢do de equilibrio em V' (ou seja, com todas as concentrag¢oes positivas)

somente se o mecanismo ¢é fracamente reversivel.

b) Se o mecanismo é fracamente reversivel, entdo, para cinética de a¢do das

massas, com qualquer escolha (positiva) para as constantes de taxa:
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° existe, em cada classe de compatibilidade estequiométrica de V7,
exatamente uma composicado de equilibrio;

e  toda composicdo de equilibrio em V™ ¢é assintoticamente estavel em relagdo
a classe de compatibilidade estequiométrica em que ela reside;

o as equagoes dindmicas ndo podem dar origem a solugoes periodicas

sustentadas em V* (com exce¢do da solugdo trivial c(t)= constante). B

A importancia deste resultado levou o autor a afirmar que "Assim, para um sistema
cinético fracamente reversivel, a equagao s =n—/ serve de condicao (...) para excluir
ou ndo a possibilidade deste conjunto de equagdes dar origem a oscilagdes sustentadas e
outros fendmenos interessantes. (...) esta condigdo parece ser satisfeita para a maioria
dos conjuntos de reagdes quimicas que aparecem nos textos-padrdo de cinética

quimica." [58]

E interessante, ainda, investigar as condi¢des para que haja ciclos na dindmica do

sistema quimico [61]:

Teorema: para um mecanismo de deficiéncia zero que ndo é fracamente reversivel,

nenhum tipo de cinética pode dar origem a um ponto de equilibrio em V" ou a um ciclo

—_+
de composi¢oes em V- com um pontoem V'. R

Assim, pode-se assegurar a dindmica "bem-comportada" de um sistema quimico
de formas equivalentes: averiguando se ele ¢ quase-termodinamico, se possui 0s
complexos balanceados ou se possui deficiéncia zero. Pode-se, ainda, garantir uma
dindmica ndo-exotica através de outro critério: o da coincidéncia entre o espago
estequiométrico S e o subespago cinético S', sendo que S'c S. O subespago cinético ¢

o menor subespaco vetorial que contém a imagem da fungdo de formacgdo de espécies

f(c), ou seja, S'=span(Im(f)) [60].

O subespaco cinético, portanto, depende da cinética do sistema; se as expressdes
de taxa utilizadas para o sistema quimico forem muito complicadas, encontrar S'

também ¢ complicado. O espago estequiométrico, por sua vez, depende somente do
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mecanismo proposto e ¢ simples determind-lo. Se S'=S, ¢ possivel enxergar mais
claramente qual ¢ a imagem da fun¢do de formacao de espécies f (c) Além disso, um

sistema quimico s6 pode ser quase-termodinamico se S'= S [60].

O critério da deficiéncia dos mecanismos mostrou-se bastante objetivo e simples
para o proposito de conhecer algo sobre a dindmica do sistema sem se resolverem seus
balangos de massa. Porém, se a deficiéncia do mecanismo ¢ diferente de zero, sua
dinamica pode ser exdtica, mas ndo necessariamente o serd. O teorema da deficiéncia
um enumera algumas condi¢des para que um mecanismo de deficiéncia igual a um

possua um unico estado estaciondrio (ou equilibrio, para os sistemas fechados) [62].

2.2.4 — Teoria de grafos [55, 56, 57]

Os grafos sao entidades matematicas muito utilizadas em problemas discretos,
em que se estudam os problemas que envolvem arranjos entre certos objetos e as
possiveis relagdes entre estes objetos [65]. Os autores que realizaram estudos sobre a
estrutura de sistemas reacionais procuraram evidenciar, em suas analises, os "objetos" e
as "relacOes" existentes nestes sistemas. Os grafos surgiram, entdo, como alternativa

para a representacao pictografica destes objetos e relagdes.

Em um grafo, cada vértice representa um objeto do sistema a ser considerado, e
uma aresta representa uma relacdo entre dois objetos. Baseando-se nisto, pode-se
representar uma molécula como um grafo, admitindo-se que os 4&tomos sdo seus vértices
e as ligacdes quimicas, suas arestas [65]. Pode-se representar também um complexo (no
sentido proposto por Horn [53]) como um grafo em que os vértices sao as espécies € as

arestas ligam espécies que formam um complexo.

A teoria de grafos foi utilizada por alguns para a melhor compreensao de alguns
mecanismos quimicos mais complexos que envolvem um certo numero de
intermediarios [66, 67]. Neste caso, os vértices do grafo sdo os intermediarios das etapas
do mecanismo, as quais sdo representadas pelas arestas. Com este uso dos grafos, foi

possivel propor um método para se escreverem as equagdes de taxa do mecanismo;
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além disso, com base na forma dos grafos resultantes, foi proposta uma classificagdo

determinados mecanismos quimicos como cataliticos, ndo-cataliticos e mistos.

Os grafos também foram utilizados com éxito para a representacao dos
complexos pequenos [55, 56, 57], que sdo aqueles que podem ser representados como a
soma de duas espécies (ndo necessariamente distintas). Ou seja, um complexo pequeno
0 pode ser representado na forma 4, + 4, ou 24,. Para os complexos pequenos, a
representacdo de um sistema reacional em forma de grafo pode ser feita da seguinte
forma: cada vértice representa uma espécie. As espécies que formam o complexo
pequeno estdo ligadas por arestas [56]. Se o complexo for da forma 24, ele ¢
representado como um vértice com uma aresta que sai € chega neste mesmo vértice. A
Figura (2.4) mostra um mecanismo de reagdo constituido somente por complexos

pequenos e o grafo que o representa (o grafo dos complexos do mecanismo).

A[ _ 2A1

w

Ar+ Ay —— A3 ——

Figura (2.4) — Um sistema reacional e sua representagao por um grafo [56, 57].

O "vértice zero" ¢ a raiz do grafo da Figura (2.4). O complexo pequeno formado
pelos vértices 0 e 2 e a aresta que os liga € simplesmente 4,. Se o "complexo zero" faz

parte de algum mecanismo, ele pode ser representado em seu grafo como uma aresta

que sai do vértice zero e chega a ele mesmo.

O objetivo de se representar desta forma era investigar a possibilidade de se
deduzir propriedades dinamicas deste sistema quimico ao se olhar somente o tipo de
grafo gerado. Um haltere, representado na Figura (2.5), ¢ um tipo de grafo que pode ser

gerado pela representacdo de um sistema com complexos pequenos [56].

Um haltere impar ¢ aquele que contém ciclos com um ntimero impar de vértices.

No caso da Figura (2.5), os ciclos do haltere possuem trés vértices. Um sistema quimico
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cujo mecanismo ¢ representado por um haltere impar apresenta peculiaridades em sua

dindmica, conforme o teorema e o corolério a seguir.

Figura (2.5) — O haltere, um tipo de grafo.

Teorema 1: se o grafo dos complexos de um sistema de ac¢do das massas com
complexos pequenos ndo contém um ciclo par ou um haltere impar, entdo as seguintes

propriedades se verificam para este sistema:

a) reversibilidade fraca implica comportamento quase-termodindmico.
b) a viola¢do da reversibilidade fraca implica a ndo-existéncia de estados
estacionarios em que todas as concentra¢oes sdo positivas, e violagdo do

comportamento quase-termodindamico. B

Corolario: o grafo dos complexos de um sistema de agdo das massas fracamente
reversivel contéem um ciclo par ou um "haltere" impar se o seu comportamento mostra
um ponto de equilibrio instavel, mais de um ponto de equilibrio no mesmo simplex de

rea¢do ou solugoes periodicas para as quais as concentragoes sdo positivas. B

E possivel mostrar-se, ainda, que o grafo de um mecanismo que ndo contenha
um haltere impar ou um ciclo par possui deficiéncia zero [56]. O menor haltere impar

possivel esta representado na Figura (2.6).

C» «

Figura (2.6) — O menor haltere impar possivel.

O mecanismo representado pela Figura (2.6) possui duas espécies (representadas
pelos nos) e n=3 complexos pequenos: A4, +4,, 24, ou 24,. Necessariamente, sO

existe uma classe de ligacdo em tal sistema (constituido somente por complexos
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pequenos), uma vez que uma reagdo deve envolver dois complexos (o que sobra deve
estar relacionado a um dos outros da primeira reagdo). Desta forma, / =1. O mecanismo

mais geral que pode ser representado pelo grafo da Figura (2.6) ¢ [57]

A+ 4,

s k"‘\&f (2.38)
1

o qual pode, por exemplo, representar um sistema em que ha isomerizagdo. Neste caso,

os vetores dos complexos sao

1 2
y, =2 0 = ol C, =24, (2.39)
o1 ol
y; =2 = 2| C, =24,

Somente dois destes vetores sdo linearmente independentes. Os vetores de

reacdes elementares serdo

o] [2] [-2
x2:y3_yz:|:2 _|:0:|:|: 2} (2.40)
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Estes trés vetores sdo linearmente dependentes. O espago estequiométrico,
varrido por x,, x, € Xx,, tem dimensdo s=1. Desta forma, a deficiéncia deste
mecanismo ¢ 6 =n—/—s =1, o que poderia significar oscilagdes ou multiplos pontos
de equilibrio. Os balancos de massa para o sistema representado por (2.38) sdo, se as

constantes cinéticas forem definidas em relacdo a 1 mol de 4,,

dA
b=l + 2 AT+ iy ke Ay + (2 + K )4
(2.41)
dd,  dd,
dt dr

em que A4, e A4, representam as concentracdes das respectivas espécies. Da Equagao
(2.41), ¢ possivel mostrar que sdao preditas duas concentragdes de equilibrio ao se
igualarem as derivadas a zero na Equacdo (2.41), mas que uma destas € positiva ¢ a
outra ¢ negativa. Assim, as equagdes da cinética predizem somente um ponto de
equilibrio no simplex de reagdo, apesar de 0 mecanismo em questdo possuir deficiéncia

igual a 1.

2.3 - A andlise matematica de modelos de cinética de reacoes

A andlise de estruturas mais especificas de sistemas quimicos baseia-se também
na andlise das equacdes que regem a dinamica e o equilibrio do sistema. Neste caso, as
equacdes a serem analisadas possuem carater menos genérico € com propriedades
matematicas mais definidas do que aquelas examinadas nos trabalhos mencionados na
secdo anterior; assim, podem-se obter conclusdes mais profundas sobre o sistema em

questdo, ainda que se perca em generalidade.

Uma vez que as equacdes que descrevem o sistema quimico sdo apresentadas
com maior precisdo neste caso, a andlise destas pode ser feitas ao se utilizarem
resultados de diferentes areas da matematica, como a Algebra Linear, a Teoria de

Equacdes Diferenciais ou a Analise Combinatdria [20].

70



2.3.1 — A estrutura e a andlise de sistemas reacionais complexos [50]

Os conceitos de Algebra Linear mostraram-se adequados para a anélise da
estrutura de muitas classes de sistemas quimicos, dentre as quais encontram-se as dos
sistemas monomoleculares e pseudo-monomoleculares. Nos sistemas monomoleculares,
ha apenas expressdoes de taxa de primeira ordem, enquanto nos sistemas pseudo-

monomoleculares as expressoes de taxa sao de pseudo-primeira ordem.

As equacdes de balanco em sistemas monomoleculares irreversiveis também
formam sistemas lineares. Sistemas contendo reacoes irreversiveis sao uma idealizagao,
mas podem ser boas aproximagdes da realidade se as reagdes envolvidas apresentam
uma grande variacdo na energia livre. Em teoria, sistemas com reacdes irreversiveis
podem apresentar infinitos pontos de equilibrio, a depender da concentragdo inicial.
Mas, na realidade, ap6s um tempo suficientemente longo, todos os experimentos devem

apresentar um unico ponto de equilibrio.

Os balangos de massa para as espécies destas classes de sistemas sdo equagdes

lineares, ou seja,

da
— =Ka, (2.42)
dt

se os sistemas sdo fechados e suas propriedades nao variam com o espago. A seguir,
exemplifica-se a aplicagio de conceitos de Algebra Linear as equagdes lineares proprias

de sistemas monomoleculares reversiveis.
Sistemas monomoleculares reversiveis

Um sistema monomolecular reversivel ¢ aquele em que a intera¢do entre as
espécies acontece somente através de reagdes reversiveis de primeira ordem, e as

equagoes de balango de massa do sistema sdo equacdes diferenciais ordinarias lineares.

O "sistema triangular" da Equacdo (2.43), por exemplo, ¢ monomolecular e reversivel.
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k
A‘42_71A2

1
klzk
)}X@ % (2.43)
As

Os balangos de massa para este sistema sao, se todas as reagdes sdo de primeira

ordem e se o "sistema triangular" ¢ fechado,

d a, - (k21 + k31) ki, ki, a,
E a, | = ky, _(klz +ksz) Ky a, |. (2.44)
as ks, ks _(k13 +k23) a;

O sistema de EDOs da Equagdo (2.44) pode sofrer uma transformagao
matematica que facilite a andlise de sua dindmica e a estimagdo dos valores das

constantes de taxa k; a partir de dados experimentais. No sistema de equagdes

transformado, as EDOs sao desacopladas. As EDOs do "sistema triangular" ficam

b1 o 0o 0 Tb,
o [=lo =4 0 |5 |, (2.45)

ou seja, o sistema de equagoes foi diagonalizado. O sistema de EDOs da Equagdo (2.45)
descreve um sistema quimico hipotético, o "sistema caracteristico", cujas concentragdes

b. podem ser interpretadas como representagdes das concentragdes a, em um sistema

de coordenadas diferente.

O sistema de EDOs da Equacdo (2.45) € escrito em termos de uma matriz
singular, o que se deve a existéncia de uma reagcdo dependente das outras duas. Portanto,
um dos valores caracteristicos ¢ nulo no sistema caracteristico representado pela
Equagdo (2.45), associado a concentragdo b,, que ndo muda com o tempo. Desta

maneira, b, ¢ a concentracdo de uma espécie que representa a massa total do "sistema

caracteristico".
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Para um sistema reacional qualquer, a diagonalizag¢do, portanto, transforma o

sistema quimico "real" em um sistema "caracteristico" conforme a equagao

da dp
—=Ka < —=Af, 2.46
dt dt o (2.46)

em que A ¢ a matriz diagonal que contém os valores caracteristicos da matriz K .
Assim, a possibilidade de diagonalizacdo é equivalente a existéncia de uma matriz P
tal que P'KP = A. Pode-se, ainda, realizar uma transformagio adicional tal que o

sistema caracteristico obedega a um sistema de coordenadas ortogonal.

Esta diagonalizagdo permite que algumas caracteristicas interessantes da
dinamica do sistema sejam percebidas com mais clareza. Por exemplo, em determinadas
circunstancias, o caminho de reagdo (a curva que o ponto de composi¢do traga enquanto
tende ao ponto de equilibrio) pode ser uma reta. O caminho de reagdo esta no simplex
de reacao do sistema caracteristico, que ¢ a superficie que contém todas as composigdes

possiveis para este sistema.

Pode-se mostrar que os caminhos de rea¢do retos sdo aqueles que estdo nas

direcdes caracteristicas do sistema. No equilibrio, tem-se que

*

da

= —Ka' =0=0-a
dt

(2.47)

. R 1, . * L, . .

Assim, a composicao de equilibrio @ ¢ um vetor caracteristico da matriz K , o

qual estd associado ao valor caracteristico A=0. H4 ainda os outros vetores
caracteristicos, que determinardo as diregdes caracteristicas do sistema. Cada uma das

concentragdes @; que venha a ser um vetor em uma das diregdes caracteristicas do

sistema obedece a

L =Ka,=Aa, (2.48)
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Ou seja, a variagdo temporal dos elementos do vetor @; ¢ proporcional ao

proprio a; . Ao se reescrever a Equacgio (2.48) como

lim = Ja,(t), (2.49)

vé-se que o vetor a; (t+ At) sera um multiplo de a ; (¢). Isto significa que, no simplex
de reagdo, a composi¢do «; () seguira por uma linha reta, se o vetor a ; (¢) estiver sobre

uma das dire¢Oes caracteristicas.
Determinacio experimental das constantes de taxa

O fato de se conhecerem os caminhos de reagao retos nao ¢ mera sutileza sobre o
comportamento do sistema, mas pode ser aplicado a estimacgdo das constantes de taxa a
partir de dados experimentais. E mais adequado determina-las através da determinacio
dos valores e vetores caracteristicos do sistema do que através da solucdo geral do
sistema original da Equacdo (2.44). Os vetores caracteristicos podem ser obtidos
experimentalmente através de algumas tentativas, até que o caminho de reagdo
verificado para uma certa condi¢ao seja uma reta. Os dados da variagdo da composicao
com o tempo também serdo utilizados para a determinacdo dos valores caracteristicos.
Com os valores e vetores caracteristicos, o sistema estda completamente descrito, e
através de um método que realize a transformacao inversa, pode-se encontrar a matriz

de constantes de taxa K .

2.3.2 — A andlise das regides de composicdo atingiveis em reatores quimicos

Um tipo ainda mais aplicado do estudo da estrutura de um determinado sistema
reacional ¢ a andlise das regides de composicao atingiveis deste sistema. Esta analise
mais aplicada de modelos de reagdes quimicas ¢ adequada para propositos de
otimizagdo, como, por exemplo, a escolha do melhor reator ou das melhores condigdes

de operacgdo para a reacdo de interesse [68].

Seja o sistema reacional
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A+B——>X;+C

A+B——>X;+C (2.50)

Suponha-se que ¢ necessario maximizar uma fungio M(x,,x,), em que x, ¢ a
conversdo de A na primeira reagdo € x, a conversdo de 4 na segunda. Em um sistema
reacional como este, pode-se construir, em um grafico x, versus x,, uma regido com
todos os pontos correspondentes a reatores realizaveis. Esta ¢ a regido atingivel, que
pode ser assinalada através da realizagdao de simulacdes do comportamento dindmico do

sistema quimico em varios tipos de reatores e em varias condi¢des de concentragdes

iniciais, temperaturas e politicas de alimentacdo diferentes [68].

Estas condi¢des para as simulagdes podem ser escolhidas aleatoriamente, mas
procedimentos mais sistematicos para sua escolha sdo, em geral, mais eficientes. A
regido atingivel pode também ser determinada ao se delimitarem suas bordas, as quais
representam casos limites das condi¢des do processo e, por isto, dependentes de menor

numero de parametros. [68]

Esta técnica pode ser aplicada a problemas de otimizacdo em reatores de
polimerizagdo, em que se pode buscar, por exemplo, uma regido atingivel para a massa
molar média, funcdo dos valores atingiveis de dois momentos da distribuicao de

tamanho de cadeia do polimero produzido: A, e A,. Pode-se buscar também uma regido
atingivel para a polidispersdo, obtida ao se considerarem as variaveis A4,, 4, € 4,.0s

momentos, por sua vez, dependem de varidveis como as conversoes, a concentracao

residual de iniciador e os tempos de residéncia nos reatores [69].

A obtengdo da regido atingivel ¢ uma técnica geométrica. Por exemplo: a
mistura de duas correntes que contém polimeros diferentes pode ser representada por
uma linha reta ligando as composi¢des misturadas. E gerada ao se usarem os perfis dos
reatores e estas linhas de mistura até que a maior regido convexa possivel seja atingida
(se a regido ndo for convexa, ndo serd a maior regido atingivel possivel, pois uma

operacdo de mistura entre correntes podera aumentar esta regiao) [69].
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2.4 - Comentdrios sobre as estruturas dos sistemas quimicos

2.4.1 — Compatibilidade entre a cinética e a termodinamica

Uma das discussdes em torno do uso de expressdes de taxa como a da ac¢do das
massas na Cinética Quimica diz respeito a sua compatibilidade com a Termodinamica.
E possivel, por exemplo, calcular os pontos de equilibrio do sistema através das
equagdes dindmicas de balanco de massa; porém, alguns dos pontos de equilibrio

encontrados podem ndo existir ou ser instaveis.

A Termodinamica de Processos Irreversiveis surgiu para o tratamento de
sistemas que envolvem taxas de reacdo, desde que estes sdo estejam "muito longe" do
equilibrio. Esta teoria ¢ baseada no principio termodindmico de que, em todo processo
irreversivel (isto ¢, em todo processo acontecendo a uma taxa finita) ¢ criada entropia.

Entdao, um dos conceitos centrais da teoria € a taxa de producao de entropia [51, 70], ou

o=—. (2.51)

Este principio ¢ usado conjuntamente com o fato de que a entropia de um
sistema isolado atinge o maximo no equilibrio. Supde-se, ainda, que sistemas
ligeiramente deslocados do equilibrio podem ser estatisticamente descritos quase da
mesma forma que os sistemas em equilibrio [70]. Um aspecto interessante desta teoria ¢
que se exige a existéncia de certas relacdes entre as constantes de taxa em sistemas com

reacoes acopladas, que ndo estejam "muito longe" do equilibrio [70].

Um outro principio utilizado no estudo de reagdes quimicas em sistemas
fechados ¢ o principio da reversibilidade microscopica. Este determina que, em um
sistema em equilibrio, qualquer processo molecular ocorre & mesma taxa (na média) que
o processo inverso a ele [17, 70]. Este principio foi formulado com base em conceitos
de mecanica estatistica [17], e tem como conseqiiéncia o principio do balanceamento
detalhado: no equilibrio, a taxa de conversdo de um estado I a um estado II deve

igualar-se exatamente a taxa de conversdo do estado Il para o estado 1 [17, 71, 72].
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Considere-se o "sistema triangular" da Equagdo (2.43) [50, 51, 73] e seus
balancos de massa, na Equacdo (2.44). Este sistema ¢ composto por duas reagdes
reversiveis linearmente independentes e uma reacdo dependente. As concentragdes de
equilibrio podem ser calculadas através dos balangos de massa, fazendo-se da, /dt =0.
Desta forma, calculam-se as concentragcdes de equilibrio com base somente em

consideragdes cinéticas, € ndo em consideragdes termodinamicas.

_(k21 +ky, )al,eq +k12a2,eq +kl3a3,eq =0

kyay e, _(klz +hy )a2,eq +hyas,, =0 (2.52)
k31al,eq +k32a2,eq _(k13 +ky;s )a3,eq =0

O sistema da Equagdo (2.52) ¢ linear e, assim como no caso das reacdes
quimicas, somente duas de suas equagdes sdo linearmente independentes. Assim, ndo ¢

possivel encontrar a,, , a,, € a,, somente através da resolu¢do do sistema da

Equagdo (2.52), mas ¢ possivel encontrar as relacdes entre as concentragdes de

equilibrio, que sao

a3,€f1 — k12k31 +k21k32 +k31k32
aZ,eq k13k21 + k21k23 + k23k31

a2,eq — k13k21 +k21k23 +k23k31
Qe ki ks + bk ko + kysks,

: (2.53)

a3,eq — k12k31 +k21k32 + k31k32 )
k12k13 + k12k23 + k13k32

al,eq

O principio do balanceamento detalhado exige que, em cada uma das reagdes, a
taxa de formagdo de uma espécie seja igual a sua taxa de consumo, ou seja, que cada
uma das trés reagdes estd individualmente em equilibrio. Ao se igualarem estas taxas,

surgem as seguintes relagdes entre as concentracdes de equilibrio:
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a k
_ 3eq 32
k32a2,eq = k23a3,eq < =—,

A3 e kys
a k
_ 2Zeq _ "1
k12a2,eq _kZIal,eq = i (2.54)
ay o 12
a k
_ 3.eq 31
k3 1@y ey = ki35, & — P
a 13

Nota-se que as relagdes previstas pela Equacao (2.54) sao diferentes daquelas
previstas pela Equacgdo (2.53). Mas, ao se combinarem as relagdes da Equagdo (2.54)

entre si, obtém-se

k21k13k32 = k12k31k23 (2.55)

ou seja, segundo o principio do balanceamento detalhado, existe uma restri¢do para os
valores das constantes cinéticas neste sistema fechado. Considerada a restri¢do da
Equacdo (2.55), as trés relagdes "cinéticas" obtidas na Equacdo (2.53) reduzem-se as
relacdes da Equagdo (2.54). Entdo, admitir o principio do balanceamento detalhado
torna as relagdes da Equagdo (2.53), que foram preditas por consideracdes "cinéticas",

compativeis com os conceitos termodinamicos de equilibrio, para sistemas fechados.

O ‘'sistema triangular" ¢ um dos exemplos de sistemas fechados que
exemplificavam o "paradoxo de Wegscheider". Wegscheider mostrou, em 1902, que a
condi¢do de a taxa tender a zero nas equagdes de balango nao coincide necessariamente
com a condi¢do de equilibrio termodindmico, quando ha muitas reagdes elementares
linearmente independentes (mesmo que suas expressdes de taxa sejam de agdo das
massas) [51, 53]. Ele afirmou que sé haveria concordancia entre estas condicdes se as
constantes de taxa obedecessem a certas relagdes, como a da Equagdo (2.55). Somente
em 1925, Lewis relacionou a necessidade da existéncia destas relagdes ao principio do

balanceamento detalhado [51].
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De fato, as equagdes da dinamica quimica podem originar outras incoeréncias
termodinamicas [48]. Por isto, em alguns trabalhos que propuseram estruturas para a
analise de sistemas reacionais, buscaram-se as caracteristicas necessarias para que as
expressoes de taxa mais comuns fossem consistentes com exigéncias termodinamicas

[20, 48, 52, 53, 54, 55, 58, 59, 60, 61, 62].

2.4.2 — Existéncia de oscilacoes e dindmica exotica

As oscilagdes das concentragdes das espécies ocorrem em muitos sistemas
quimicos. Podem acontecer, ainda que raramente, em sistemas quimicos fechados,
isotérmicos € homogéneos, como o sistema de Bray-Liebhafsky, mas sdo comuns em
sistemas quimicos fechados, isotérmicos e heterogéneos, nos quais pode haver
acoplamento das reagdes a fendmenos de difusdo e adsor¢do [51, 73]. Reacdes quimicas
que ndo apresentam oscilagdes em sistemas fechados e isotérmicos podem apresenta-las
em reatores quimicos abertos, a depender das vazdes de alimentagdo e retirada das
espécies, da concentracdo dos reagentes e da temperatura [20, 73]. Comportamentos
oscilatorios sdo abundantes, contudo, em sistemas bioquimicos existentes nos seres

vivos [73].

Entre as reagdes oscilatorias que ocorrem em sistemas fechados, isotérmicos e
homogéneos, podem ser citadas as reacdes de Bray-Liebhafsky e a de Belousov-

Zhabotinsky. As reagdes globais do sistema de Bray-Liebhafsky sdo

2105 + 5H,0; + 2H —» L, + 50, + 6H,0

(2.56)
L+ 5H0, —» 2[07 +2H + 4H,0

Verificou-se que, durante a reagdo, a cor marrom caracteristica do iodo e as
bolhas de oxigénio eram intermitentes, ¢ o periodo com que estas apareciam e
desapareciam podia ser de cerca de dez dias [50, 73]. A oscilacdo das concentragdes
também foi verificada através de espectrometria de massas [74]. A existéncia de
oscilagdes neste sistema reacional supostamente homogéneo foi um assunto polémico
entre os que a estudavam; seu mecanismo ndo era bem conhecido até a década de 70, e

muitos acreditavam que a reagdo ndo era verdadeiramente homogénea, em virtude das
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bolhas formadas no meio e da possivel existéncia de impurezas sdlidas [51, 75].
Atualmente, considera-se esta reacdo como um "oscilador quimico" genuino [73, 75,

76].

A reagdo de Belousov-Zhabotinsky ¢ um outro exemplo de reagdo oscilatoria

N ~ ~ , . L. , L, . 4+
homogénea. Na reagdo em uma solugdo de bromato, 4cido citrico e ions cérico Ce" ',

2BrO5 + 3CHy(COOH), + 2H' €' 2B+CH(COOH), + 3CO, + 4H,0 (2.57)
Br

~ A 4+ 3+
Belousov esperava ver a conversao monotonica de Ce™ (amarelo) em Ce

(incolor), mas a solucdo oscilava entre o amarelo e o incolor repetidamente [73, 77].

Assim, muitos propuseram mecanismos quimicos € modelos matematicos
verossimeis para estas reagdes com base nas observagdes experimentais dos sistemas. A
observagdo experimental de sistemas quimicos fechados sabidamente descritos pelo
"sistema triangular”", por exemplo, ndo indicava que houvesse oscilacdes das
concentragdes nestes sistemas, apesar de os balancos de massa da Equacao (2.44) nao

proibirem oscila¢des, quando tomados isoladamente (sem a restricdo da Equagao (2.55).

E necessario, todavia, averiguar se as oscilagdes previstas pelas equacdes de taxa
sdo termodinamicamente coerentes. Para o "sistema triangular" da Equagdo (2.43),
sabe-se que, se os valores caracteristicos da matriz das constantes de taxa da Equagdo
(2.44) forem numeros complexos, a reagcdo tende ao equilibrio com oscilagdes. Os

valores caracteristicos sao dados pelas equagdes

224 (ky +kyy + kg + gy + kg + ey )+ (2.58)
+ (k21k32 ko ks + ki ki, + kg ks ks ko ki kg ks + kg ks + kG ks ) =0

Pela regra dos sinais de Descartes, percebe-se que as raizes da equacdo em A

sdo negativas. Para que elas sejam complexas, € necessario que
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(klz thyy kg kg ks + ks )2 - (2.59)
4(k21k32 + k21k23 + k31k12 + k31k32 + k31k23 + k12k13 + k12k23 + k32k13 + k21k13 ) < 0 .

A expressao no lado esquerdo da Equagdo (2.59) pode ser negativa para alguns
valores arbitrarios das constantes cinéticas. Mas, se a restrigdo da Equacdo (2.55) for
obedecida, o minimo desta expressdo é sempre um nimero positivo [51]. E possivel
mostrar-se que, para sistemas fechados de primeira ordem, os valores caracteristicos sao
sempre reais € nao ha oscilagdes, se o principio do balanceamento detalhado ¢ imposto

[20, 50, 51].

Conseqiientemente, tanto os pontos de equilibrio quanto as oscilagdes (e outros
fendomenos da dinadmica) determinados pelas equagdes de balanco devem ter também
fundamento termodinamico, quando se trata de sistemas fechados. Quando uma reagao
quimica oscila, nunca passa pelo seu ponto de equilibrio; ao contrario, a oscilagao
quimica ¢ um fenémeno que ocorre longe do equilibrio. A Figura (2.7) mostra
oscilagcdes imaginaveis para as concentragdes e energias livres das espécies em um

sistema quimico fechado [73].

Entretanto, em um sistema fechado com vérias espécies, a concentragdo de uma
destas pode oscilar passando pelo seu ponto de equilibrio, conforme a hipodtese (a) da
Figura (2.7), desde que a energia livre decresca e que nem todas as concentragdes

oscilem em torno de seus pontos de equilibrio [73].

Salienta-se que, em sistemas abertos, o principio de balanceamento detalhado
nao impde restricdes quanto a existéncia de oscilagdes e a quantidade e estabilidade de
"pontos de equilibrio" (ou, mais adequadamente, estados estaciondrios) preditos pelos
balangos de massa, pois € possivel manipular as vazdes de alimentagdo e retirada das
espécies ou a temperatura de modo que estas excentricidades ocorram [59]. Por isto,
alguns analisaram a diversidade de comportamentos da cinética das reacdes, admitindo
que as constantes de taxa possam assumir qualquer valor, de forma que estas analises
ilustrassem também comportamentos plausiveis para sistemas abertos. Outrossim, isto
permite que sejam estudados mecanismos mais abstratos, que ndo representam

necessariamente reagdes quimicas reais, como o de Lotka-Volterra [59].
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Energia livre
Energia livre

Tempo Tempo

/,\ /equilibrio

Concentragéo
Concentragdo

/‘ equilibrio

Tempo Tempo

(a) (b)

Figura (2.7) — Oscilagdes imaginaveis para sistemas quimicos fechados. (a) Oscilagdo em torno do
equilibrio (ndo consistente com a segunda lei da Termodinamica, pois a energia livre deve decrescer
monotonicamente até o valor de equilibrio); (b) oscilagdes que caminham até o equilibrio (consistentes

com a segunda lei) [73].

Um dos objetivos dos trabalhos que propuseram estruturas para a cinética de
reagoes foi averiguar as condigdes para que os sistemas quimicos ndo apresentassem
oscilagdes. Mostrou-se, por exemplo, que mecanismos com deficiéncia igual a zero nao
apresentam oscilacdes, sendo eles abertos ou fechados [54, 58, 59]. Entretanto, em
mecanismos descritos por equacdes de taxa de pseudo-primeira ordem, as quantidades
de espécies podem apresentar oscilagdes [51], conforme ilustrado pelo exemplo de

copolimerizagdo do Capitulo 3.

Mecanismos mais complexos e afastados da idealidade, como os de reagdes de
polimerizagao, apresentam grande variedade de comportamentos dinamicos em sistemas

abertos. Reagdes de polimerizagcdo podem exibir oscilagdes porque a dependéncia que a
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viscosidade do meio apresenta com a temperatura esta acoplada a dependéncia que as
constantes de taxa tém com a viscosidade [73]. H4, ainda, muitos outros efeitos que
influenciam o comportamento dos reatores de polimerizagdo, em escala de laboratério e
industrial; através da andlise de bifurcagdo de alguns sistemas, foram encontrados
fendmenos como multiplicidade de estados estaciondrios, oscilagdes sustentadas e caos

[78, 79, 80].

Alguns mecanismos simplificados ilustram tipos mais complexos de dindmica,
caracterizados pela existéncia de oscilagdes sustentadas; entre eles, hd o mecanismo de
Lotka-Volterra, o "Brusselator" e o "Oregonator" (o qual ¢ uma representacdo

simplificada da reacao de Belousov-Zhabotinsky) [59, 73, 81].

O sistema de Lotka-Volterra ndo representa nenhum sistema quimico real, mas
se propde a representar um sistema ecoldgico em que se consideram as populacdes de

grama, coelhos e linces [59, 73]. O mecanismo ¢ dado por

A+x T oy

X+vY Koy (2.60)

y_Fop

em que A4 representa a quantidade de grama, X a de coelhos, ¥ a de linces e P a
matéria organica resultante da morte dos linces. Todavia, o mecanismo pode ser
interpretado como uma reacdo abstrata, em que coelhos e linces se reproduzem
autocataliticamente, e em que as reagdes sdo irreversiveis, pois coelhos ndo viram
grama e os animais nao ressuscitam. O modelo matematico para o sistema de Lotka-

Volterra é

dx
—=k.ax—k xy;
d " ¥
(2.61)

dy
-5=hw—h%
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em que a ¢ a quantidade de grama, x a de coelhos e y a de linces. A quantidade de
grama a ¢ considerada constante, pois ¢ muito maior que a dos animais. Na Figura (2.8)

mostra-se, no plano de fase xy, a solucao do sistema da Equagdo (2.61).

Plano de Fase: x versus y

0.8r

Figura (2.8) — Resolugédo das EDOs caracteristicas do sistema de Lotka-Volterra, para k¢ =1.0, k, =09,

k,=25,a=0.5, x(0)=5.0 ¢ »(0)=0.3.

Assim, foram apresentados, neste capitulo, varios enfoques diferentes para a
analise de modelos para a cinética quimica e para a criacao de metodologias e estruturas
gerais para esta analise. Finalmente, nota-se a relevancia de tais agdes ao se observar a

quantidade de resultados tteis que foi gerada para o estudo dos sistemas quimicos.

Portanto, a partir do exame dos trabalhos apresentados neste capitulo,
depreende-se que ¢ possivel fazer inferéncias sobre o comportamento de sistemas
reacionais através da andlise das equagdes de seus modelos matematicos. Para esta
analise, ndo ¢ necessario que estas equacdes sejam resolvidas, o que pode ser 1til nos

casos em que a resolucao das equagdes do modelo ¢ trabalhosa.

Como os modelos de reagdes de polimerizagdo possuem muitas equacdes, cuja
resolucdo ndo ¢ geralmente trivial, a analise destes modelos pode ser importante para o
estudo do comportamento destas reacdes. Ha algumas questoes relativas as reacdes de

polimerizacdo que sdo potencialmente analisaveis através deste enfoque, como:
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e a possibilidade de existéncia de oscilagdes das quantidades de polimeros com o
tempo;

e a possibilidade de existéncia de periodicidades na distribui¢do de tamanhos de
cadeia;

e a averiguagao de existéncia e unicidade de solugdes para os balangos de massa
transientes;

e a averiguacao de fatos que fazem a DTC prevista pelo modelo possuir sentido
fisico. A DTC deve, por exemplo, tender a zero conforme o tamanho de cadeia
tende a infinito;

e aprocura de cotas superiores para a distribuicdo de tamanhos de cadeia;

e aprocura de cotas superiores e inferiores para as massas molares médias;

e o estudo de algumas particularidades do método dos momentos, em especial

quando ndo ha fechamento das equacgdes.
Neste trabalho, algumas destas questdes sdo abordadas, para classes especificas de

modelos de polimerizagao. Certamente existem muitas outras questdes sobre os

modelos de polimeriza¢do que podem ser clareadas através da analise.
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CAPITULO 3 — ANALISE PRELIMINAR DE MODELOS LINEARES DE

POLIMERIZACAQ

O Capitulo 2 tratou de alguns exemplos de andlise e elaboragdo de estruturas
para sistemas quimicos, € nele apresentaram-se algumas das importantes conclusdes
obtidas em tais estudos. Neste capitulo, sera apresentada a andlise de mecanismos de
polimerizacdo lineares, baseada em um mecanismo que ¢ capaz de representar varias
reacoes de polimerizagdo. O objetivo desta analise €, primeiramente, escrever as
propriedades mais basicas das equagdes de balancos de massa, como a existéncia e
unicidade de suas solugdes. Verifica-se, ainda, a influéncia das politicas de alimentagdo
de espécies ativas sobre as composi¢des finais obtidas em reatores de polimerizagao.
Finalmente, apresentam-se andlises de dois modelos de polimerizagao especificos, para
ilustrar-se a utilidade deste tipo de trabalho para a melhor compreensdo de tais sistemas

reacionais.

3.1 — A interpretacdo de polimerizacoes lineares através de um mecanismo linear

genérico [82]

Os mecanismos de polimerizacdo também podem ser distribuidos em classes,

apesar de sua complexidade e variabilidade. O mecanismo genérico

Pr + X, LF)PJH (+(‘1’ik,,~ )T D), propagacao
Pf+X, K, p! (+ (vt,.’f ; )T D), transformagio de cadeia
3.1
P'+X, ——>Pp (+ (Vl'i]f ; )T D), interrupgdo do crescimento
P'+X ; RN (+ (vd i]f ; )T D), desativacdo

¢ capaz de representar varios problemas de polimerizagdo linear, como
homopolimerizagdes e copolimerizagdes por radicais livres, polimerizagdes por inser¢ao
multipla e andlise das distribui¢cdes de poliadas ("n-ads"). Este mecanismo permite a
representacdo de polimerizagdes em que hd cadeias de mesmo tamanho, mas com

caracteristicas diferentes (porque possuem, por exemplo, configuragdes espaciais
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diferentes ou composicao global diferente). Assim, na Equacao (3.1), Pl-k ¢ uma cadeia
viva do tipo k e tamanho i, que reage com X, que ¢ um reagente de baixo peso
molecular do tipo j. O reagente X, pode ser o mondmero, ou uma impureza que

interrompe o crescimento da cadeia polimérica.

Admite-se que o sistema segue uma cinética de “acdo das massas”, em que
Kpﬁ‘-’l , Ktj?’l, Kij?’l e de sdo as constantes cinéticas das reacdes de propagagao,

transformagao, interrup¢do e desativacdo, em que uma cadeia de tipo k£ e tamanho i

reage com um reagente de tipo j, levando a formag@o de uma cadeia de tamanho /.

O vetor D contém as espécies quimicas produzidas ou propriedades do
polimero, isto ¢, ele representa as espécies que sao formadas na reacdo com excegao do
polimero vivo. Este vetor pode conter, por exemplo, os diferentes tipos de cadeias de

polimero morto. Os elementos dos vetores lpl-]f Iz Vt,-]f Iz th.’fj vdl-]f j sdo os coeficientes

. r, . . \ ~ T
estequiométricos relacionados a formagdo dos elementos de D. O produto (vplk/) D

na Equagdo (3.1) representa os termos da reagdo quimica que denotam as espécies

formadas, multiplicadas por seus respectivos coeficientes estequiométricos.

No caso deste mecanismo, os balancos de massa para as espécies poliméricas

vivas P sdo

dpf _ .
a7
NS NC NS NC
+> D (Kplx, )PL+Y > (Kek x, )P
=1 j=1 =1 =1 (32)
_NS NC (K le )Pk_NS N (KUX )Pk *
= & ~ &
NS NC NC
55 (e -3 (ki v e
~ & =
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em que Kp*', Kt

e i Ki]’,‘” e Kd;‘ sdo as constantes cinéticas de propagacao,

terminagdo, interrupgdo e desativacdo, como na Equacdo (3.1). Em nota¢do matricial, os

balangos ficam

dP:
7;+(A—Kt)Pl~ =f,+KpP_, , (3.3)

em que o vetor P, é formado pelas massas das espécies P, também representadas por

este ultimo simbolo:

P=(p .. BY) (3.4)

(3.5)

Admite-se também que as vazdes de alimentagio das espécies P* sdo

conhecidas; elas sdo denotadas por f;, e constituem o vetor f;:

i

Lo ). (3.6)

Nas Equagdes (3.4) e (3.6), NS ¢ o numero de tipos diferentes de uma cadeia de

tamanho i. Os elementos das matrizes A, Kt e Kp, apresentadas nas Equagdes (3.7)-
(3.9), séo fungdes das constantes cinéticas e das concentragdes dos reagentes X ;. Os

elementos da matriz de propagacdo Kp sao dados por

NC

Kp:[Kpmn]’ Kpmn :Z (Kp;’m X]) (37)

J=1

Os elementos da matriz de transformagdo Kt sao
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ke=[ki, ], ki, = (k" x,), (3.8)

mn

E os da matriz de consumo A sdo

A = [Amm ]’

NC NS
4, = z{z (kp™! + K + K™ )} + de’.”} X,

(3.9)

Nas Equagdes (3.7), (3.8) e (3.9), NC ¢ o numero de espécies de baixo peso

molecular X ;e

Alguns sistemas de polimerizacdo podem ser representados pelo mecanismo
genérico usando-se artificios como as condi¢oes de deslocamento. Considere-se o

mecanismo

i+l

P2 5P +M

1 —

P+M—>PpP
; (3.10)

o qual inclui uma etapa de despolimerizagdao. Neste caso, M ¢ o mondmero. Para que

se possa escrevé-lo na forma da Equacdo (3.1), pode-se interpretar a cadeia P, como o

segundo elemento do vetor P,, o que ¢ a condi¢do de deslocamento. Entdo, neste caso,

(3.11)

3.1.1 — A representacdo matricial de modelos lineares de polimerizacdo: estado

estacionario[82]

Para este mecanismo genérico, os balancos de massa estacionarios para as

espécies vivas P*,i> 1, sio representados por
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(A4-Kt)P,=KpP_ , (3.12)

caso para o qual as vazdes de alimentagdo sdo nulas. Para a andlise do comportamento
das reagdes de polimerizacdo descritas pelo mecanismo da Equagdo (3.1), devem-se

examinar as propriedades das matrizes (A—Kt) e Kp. Foram examinados alguns

modelos, classificados segundo as caracteristicas de suas matrizes de propagacdo Kp .
Quando Kp =0:

E possivel interpretar um sistema de polimerizagdo em que somente se considera
a composicao das cadeias poliméricas, € ndo o seu tamanho, utilizando o mecanismo da
Equagao (3.1), ao se fazer Kp = 0. Uma copolimerizacdo com dois comondmeros pode

ser interpretada como na Equacgao (3.13),

P M, L5 P (v M M,)
P M, L P (+ M M,)
P+ M, L P (M M,)
P M, L P (v M, M,)

(3.13)

em que P e P sdo cadeias poliméricas cujos ultimos meros, sio provenientes dos

comondémeros M, e M,, respectivamente. Os simbolos entre parénteses na Equacdo
(3.13) sdo as diadas formadas em cada uma das reagcdes do mecanismo. O vetor P,

neste caso, passa a ser simplesmente P, que ¢ definido por
P’ =|p" p*:| (3.14)
O balango de massa em termos deste vetor fica

(A-Kt)P=0. (3.15)
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Pode-se afirmar que, quando Kp =0 e as constantes de taxa de desativacao
Kd7 sao diferentes de zero, a matriz (A - Kt) possui dominancia diagonal nas colunas,
se nao sao utilizadas condi¢des de deslocamento. Assim, segundo o Teorema de
Gershgorin [40, 83], a matriz (A —Kt) ¢ inversivel e possui valores caracteristicos de

parte real positiva, neste caso. O enunciado deste teorema ¢

Teorema (Gershgorin): seja a matriz quadrada C, de dimensdo nxn, cujo elemento

na linha j e coluna k ¢ dado por c; . Se A ¢ um valor caracteristico de C, entdo,

para algum j tal que 1< j<n, tem-se

‘%‘/1‘5;‘%‘- - (3.16)

k#j

Ou seja, o Teorema de Gershgorin mostra que a distdncia entre um valor
caracteristico 4 = a+bi e o elemento da diagonal da matriz na linha j ¢ menor que a
soma dos outros elementos desta mesma linha. O Teorema de Gershgorin esta ilustrado

na Figura (3.1), para matriz que possui dominancia diagonal nas linhas.

Parte
imaginaria

circulo onde estédo os 4

C. Parte
real

Figura (3.1) — Ilustragdo do Teorema de Gershgorin, para matriz com dominancia diagonal nas linhas, em

que X ¢ o somatorio presente na Equacdo (3.16).
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Como c; ¢ real, sua distancia a parte real a de 4 ¢ menor do que a distancia a

A, que pode ter parte complexa diferente de zero. A Equacdo (3.16) pode ser reescrita

como a Equacao (3.17):

‘ Re(j_‘ﬂ ﬁ“‘_z‘/k
k¢]

‘ ~Re( 1 ‘”—a‘_z

(3.17)
k¢]
n n
_Z‘c/‘k‘ Sc¢-as Z‘c/‘k‘ .
k=1 k=1
k#j k#j

Assim, sdo validas as seguintes desigualdades para os valores caracteristicos:

Z‘ J<a<e +Z‘ Al (3.18)
k¢]

k¢]

Para matrizes que possuem dominancia diagonal nas linhas, como ¢ o caso da
T . , . e
transposta (4 — Kt)", o elemento da diagonal é maior que a soma dos médulos dos

outros elementos da mesma linha. Portanto, a expressdo ¢ — Z‘c | » presente no lado

esquerdo da Equacdo (3.18), representa um numero necessariamente maior do que zero.
IR T ~ . .

Uma vez que os valores caracteristicos de (4 — Kt)" sdo iguais aos de (4—Kt), o

Teorema de Gershgorin assegura que (A—Kt) ¢ inversivel e possui valores

caracteristicos de parte real positiva nestas condigdes.

Portanto, para que seja obtida uma solucdo Unica e ndo-trivial da Equagao (3.15),
¢ necessario utilizar uma condicdo de contorno da forma da Equagdo (3.19), que ¢ a
equagao de balanco de massa da espécie de tamanho zero (ou o iniciador da reacao) de

tipo k:
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o NS NC NS NC
SO S (ki xR gt =5 3 (Kot x, B
i=0 /=1 j= =1 j=
NS INC/ 1 NS NC o
+2 > (ke xR+ 3 Y (ki) X, )R (3.19)
=1 j=l =1 j=l
. J J
+Y (ka* x, )P}
j=1
Desta forma, a solugdo P ¢ tal que
P=(A-Kt)" f,, (3.20)

em que f, é o vetor que contém as taxas de formagao das espécies de tamanho zero. No
entanto, se algumas das constantes Kd' forem nulas, (A — Kt) pode ser singular. Desta
forma, o sistema linear da Equagdo (3.15) teria infinitas solugdes, as quais pertenceriam
ao espago nulo da matriz (A—Kt). Para que se obtenha solug@o unica, utiliza-se o
seguinte procedimento: calcula-se o posto da matriz (A — Kt); se este ¢ menor do que

NS, isto €, se € um nimero natural NS — NB, (em que NB >0), sdo necessarias NB
condig¢des de contorno da forma da Equacao (3.21), a qual estabelece que a quantidade

total de espécies ativas ¢ conhecida [82]:

NS

DIDNATA (321)

i=l k=

—_

Para Kp nao-singular, sem condicoes de deslocamento

No caso em que Kp # 0 e ¢ ndo-singular, a matriz (A - Kt) possui dominancia
diagonal nas colunas. Utilizando-se novamente o Teorema de Gershgorin, conclui-se
que a matriz (A—Kt) possui valores caracteristicos de parte real positiva. Estas

caracteristicas sao importantes para a analise, pois neste caso os balancos de massa

podem ser escritos como

P=(A-Kt)'KpP._,. (3.22)
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A forma da distribuicdo de tamanhos de cadeia depende, principalmente, das
propriedades da matriz (A—Kt)f1 Kp . cujos valores caracteristicos sempre possuem

modulo menor do que 1. Isto garante que os elementos de P, tendem a zero conforme i

tende a infinito. Os valores caracteristicos de (A - Kt)_le podem ser negativos; assim,
os elementos do vetor P podem tender a zero de forma oscilatoria conforme i

aumenta. Os valores caracteristicos podem, ainda, ser nimeros complexos: um exemplo

de mecanismo em que isto acontece

Pi +ML>Q1'+1
O, +M—"L25W,

i+1
W, + M5 p

i+l

, (3.23)

P+X—"25p + 4,

o qual representa uma polimeriza¢do em que deve haver a formagdo de complexos de

transicao antes que a incorporagdo do mondmero ocorra. Neste caso, € possivel mostrar
. —1 , . o . .
que a matriz (4 — K¢)"' Kp tem um valor caracteristico real e positivo e dois complexos

de parte real negativa. Logo, a distribuicdo de tamanho de cadeia prevista por este
modelo também ¢ oscilatoria, porém mais complicada do que aquelas geradas pela

existéncia somente de valores caracteristicos reais € negativos.

As distribui¢cdes de tamanhos de cadeia no caso em que Kp ¢ ndo-singular e

Kp # 0 podem ser escritas como distribui¢des de Schulz-Flory generalizadas, na forma

P

i+n

=VA"V'P, (3.24)

em que V' é a matriz dos vetores caracteristicos de (4 — Kt)" Kp, e A a matriz de seus

valores caracteristicos.
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Para Kp singular, ou quando condicdes de deslocamento sdo necessarias

Quando a matriz Kp ¢ singular, algumas das quantidades das espécies ativas
Pl.k podem ser obtidas como combinagdes lineares das outras, isto €, a dimensdo do
sistema de equacdes de balango ¢ reduzida. Neste caso, ndo se garante que os valores

caracteristicos de (4— Kt)"' Kp possuam modulo menor do que 1, nem que (A — Kt)

possua dominancia diagonal. Estes fatos também nao sdo garantidos se condi¢des de

deslocamento como a da Equagdo (3.11) sdo utilizadas.

Os valores caracteristicos de (A—Kt)fle com modulo maior que 1 ndo
representam adequadamente o problema real, pois levam a distribui¢cdes de tamanho de
cadeia em que os P* tendem a infinito conforme i tende a infinito. Portanto, sdo

chamados de modos de crescimento espurios, os quais podem ser eliminados com a

manipulacdo das equagoes.

3.1.2 — A representacdo matricial de modelos lineares de polimerizacdo: estado

transiente

Antes de se fazer uma analise de modelos lineares especificos de polimerizagao,

¢ importante que se facam algumas consideracdes sobre as solu¢des da Equagdo (3.3).
Existéncia e unicidade de solu¢oes da Equacio (3.3)

Um sistema de equagdes diferenciais ordindrias tem somente uma solugdo se os

elementos da matriz (4 — Kt) e do vetor (f, + KpP,,) sio integraveis no dominio de

tempo considerado [85]. Conforme sera mostrado abaixo, a Equacdo (3.3) satisfaz a

estes requisitos, € tem, portanto, uma unica solucao.

Segundo as Equagdes (3.7), (3.8) e (3.9), os elementos de (A—Kt) e Kp sao

produtos de constantes de taxa e quantidades de espécies de baixo peso molecular, que
sdo tomadas como fungdes continuas por partes; acredita-se que ndo € possivel

manipular fisicamente as condigdes do sistema de modo que estas funcdes sejam, por
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exemplo, descontinuas em todos os pontos. Portanto, os elementos de (A —Kt) e Kp

sdao funcdes continuas por partes no tempo, €, por isto, sdo integraveis no intervalo de

tempo.

Os elementos do vetor f;, que sdo vazdes de alimentagdo, podem ser fungdes

descontinuas do tempo, a depender da politica de alimentacdo empregada no processo
de polimerizagdo. Admite-se, contudo, que na pratica ndo ¢ possivel manipular as
vazoes de alimentagdo de tal forma que estas sejam func¢des do tempo descontinuas em

todos os pontos, por exemplo. Entdo, se os elementos de f, forem considerados como

fungdes continuas por partes, serdo também integraveis.

Assim, para se garantir a existéncia e unicidade de solucdes para a Equagdo

(3.3), resta mostrar que P_, ¢ uma fungdo integravel. Isto serd feito ao se considerar,

primeiramente, o balango de massa para P,:

%+(A—Kt)l’1:fl+fo , (3.25)

em que f, é a taxa de transformagdo do iniciador ou do catalisador nas espécies P*.
Por um ponto de vista puramente matematico, a formagdo de P* através de uma reacio
quimica ¢ equivalente a sua alimentagdo através de uma corrente com vazio f,, . Se f,

¢ integravel, pelos mesmas razdes praticas discutidas acima para f;, os elementos de P,

1

sdo funcdes continuas e integraveis, uma vez que os termos homogéneo e ndo-
homogéneo da Equagdo (3.25) sdo integraveis. Se P, ¢ integravel, P, também ¢
integravel, uma vez que os elementos dos vetores KpP, na Equacdo (3.3) para i =2 sdo

integraveis.

Ao se repetir este raciocinio indefinidamente para i =3,4,5,..., conclui-se que
P_, ¢ uma funcdo continua e integravel do tempo para todo i, o que permite concluir,

finalmente, que existe uma unica solu¢do P, para a Equacdo (3.3).
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Deste modo, as trajetorias dinamicas das distribui¢des de tamanho de cadeia sdo
unicamente determinadas pelas politicas de alimentacdo e pelas caracteristicas cinéticas
do sistema. Portanto, para se alterarem as trajetorias das distribuicdes de tamanho de
cadeia e, com isto, se manipularem as propriedades do material polimérico, € necessario
alterar também as politicas de alimentacdo, para um dado conjunto de constantes

cinéticas.

Este resultado ¢ valido para todas os mecanismos de polimeriza¢ao linear que
ndo incluem etapas de despolimerizagdo, ou seja, em que ndo sdo necessarias condigdes

de deslocamento como a da Equagdo (3.11).

As solucoes da Equacio (3.3) sao nao-negativas

Na Equacgdo (3.3), os elementos do vetor P, devem ser sempre nao-negativos
quando os elementos do vetor de condigdes iniciais Po, sdo ndo-negativos. Se os

elementos P* do vetor P, sio nulos, isto é se P =0 em qualquer tempo ¢, a Equagio

(3.3) fica
dpP* < 1 fLN !
o —; (4-Kt),P' + f} + ; Kp, L, . (3.26)
I#k I#k

De acordo com a Equagdo (3.9), A,, =0 quando k#/. Ao se substituir a

relagdo A,, =0 na Equagdo (3.26), tem-se

de NS ; ‘ NS ;
— = (Kt), P + [} + Kp,P.,. (3.27)
i B

Uma vez que os vetores P, e f, ¢ a matriz Kp contém somente elementos
nio-negativos, a derivada dP! /dt é positiva sempre que P* =0. Assim, quando P é
. . . ko~ . ~

igual a zero, tende a crescer a partir deste ponto; logo, P° ndo pode ser negativa. Entao,

P. ¢ ndo-negativo se P,_, ¢ ndo-negativo.
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Por conseguinte, se P, ¢ ndo-negativo, P, ¢ também ndo-negativo, e, por
inducdo, P, € ndo-negativo para todo i>1. Isto significa que as solugdes da Equacdo
(3.3) sempre terdo significado fisico no que diz respeito a nao-negatividade das
solugdes, se o vetor P, que ¢ diretamente dependente das condi¢des iniciais, ¢ ndo-

negativo.
A analise dos ultimos pardgrafos baseou-se na forma diferencial dos balancos de

massa, presente na Equacdo (3.3). Deste ponto em diante, as andlises serdo feitas

utilizando-se a forma integral dos balancos de massa, isto €,
P()=2(.0) Po, + [ 2(1,7) [ £,(c)+ Kp P, (r)]dr , (3.28)
0

em que €(f,7r) é o matrizante ou matriz fundamental do sistema de equagdes

diferenciais. O matrizante ¢ calculado através da expressao [85, 86, 87]

Q(t,r):
l_r)n{ 145 (- K[ [-(4- K)o ] (4~ Ke)ar, ...dtl}, (3.29)

na qual I ¢ a matriz identidade. Se os elementos —(A—Kt)y da matriz — (A4 — Kt)

forem constantes com o tempo, o matrizante se reduz a exponencial da matriz

e -KN=7) 1831 dada por

Q(t, r)z exp[— (A - Kt)(t - r)] =

I —(A—Ke)t— 1)+ [(A—Ktz)'(t—r)]z ~ [(A—Kt?,)'(t—r)r . (3.30)
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O efeito das vazoes de alimentacio na solu¢ido do modelo, para Kp = 0 [84]

A solucao do modelo de polimerizacao, dada pelas Equagdes (3.28) e (3.29),
pode ser vista como a soma de dois termos distintos. O primeiro termo do lado direito
da Equacdo (3.28) depende, principalmente, da cinética de polimerizagdo e das
condi¢des iniciais. O segundo termo no lado direito da Equacdo (3.28), entretanto,
depende principalmente da forma de operacdo de alimentagdo. Esta contribuicdo da
operacdo do reator a solucdo ¢ também influenciada pelas caracteristicas cinéticas

inerentes do sistema, pois depende de .Q(t,r); 0 matrizante, por sua vez, depende de
(A—Kt). Conforme visto na Equacgdo (3.18), os valores caracteristicos da matriz
(A — Kt) sdo0 iguais a zero ou sao numeros complexos com parte real positiva. Nota-se

que se suas partes imaginarias nao sao nulas, as solucdes podem apresentar oscilagdes
no tempo. Tais oscilacdes sdo o assunto do exemplo que trata de uma reagdo de

copolimerizagdo que serd mostrado posteriormente.

Exemplo: estas oscilagdes também podem ser previstas em outras reagdes de

polimerizacdo, como aquelas representadas pelo mecanismo

P+EL‘”>Q
Q+EL“>W (3.31)

w+E—X s p

Este mecanismo representa uma reacdo de polimerizagdo em que as cadeias
ativas podem assumir multiplos estados, como em polimerizagdes de olefinas iniciadas

por catalisadores [82]. A matriz (A — Kt) referente a este mecanismo ¢é

Kt*? 0 -kt
(A-Kt)=|-Kt}*  Kt* 0 (3.32)
0 -kt K&

Os valores caracteristicos de (4 — Kt) sdo as raizes de
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B —(Ke¥ + Ke2* + K VP + (Kt Ke> + KiK' + K K =0, (3.33)
as quais podem ser nimeros complexos [84]. m

A forma do matrizante 2(¢,7) depende do mecanismo considerado e estabelece
a influéncia das vazdes de alimentagdo sobre o comportamento da reagdo de

polimerizagdo. Através da Equacao (3.29), ¢ possivel observar que .Q(t, r) converge
para a matriz constante £(0), conforme ¢ tende a infinito. Esta matriz £(c0) é nula se
todos os valores caracteristicos de (A - Kt) tém parte real positiva. Porém, ela pode nao
ser nula se pelo menos um dos valores caracteristicos de (4 — Kt) é identicamente igual

a zero [82]. Se .Q(oo) ¢ diferente da matriz nula, a solugdo P(¢) pode ser escrita como

P(1)=2(1,0) Po+ j.Q(t,r) f(o)dr;

(3.34)
}imP(t)= Q(0) Po + J. Q(0,7) f(r)dr .
0
E conveniente escrever-se .Q(oo) COmo a soma Qo(r) + Ql(r), ou seja,
lim P(t)= () Po + j (QO (r)+ Q' (r))f(r)dr
‘ (3.35)

:Q(oo)PoJrT .QO(T)f(T)dT-FT Ql(r)f(r)dr'

As parcelas Q°(r) e Q'(r) sdo geradas, respectivamente, pelos valores
caracteristicos nulos e nao-nulos de (A—Kt). Para que a solugdo P(¢) seja finita, a

integral de 2°(z) £(r) na Equagio (3.35) também deve ser finita.

Exemplo: se todos os elementos da matriz (A—Kt) mostrada na Equacdo (3.32) sao

iguais a constante K = 1, o matrizante de (A — Kt) ¢ igual a
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| 20,0, +1 \/§w3a)l -0, +1 - \/§w3a)l - 0,0, +1
.Q(t,r) =3 \/50)30)1 - 0,0, +1 20,0, +1 \/§w3a)l —w,w,+1 | (3.36)
\/§w3a)l -o,0,+1 - \/§w3a)1 - 0,0, +1 20,0, +1

Os termos ®,, @, € ®, sdo dados por

, :sin(_f(t—r)j; (3.37)

o, =cos(_;/§(t—r)j; (3.38)

w; = exp{— %(t - r)} . (3.39)

O matrizante na Equagdo (3.36) pode ser escrito como a soma das duas parcelas

Q°(t,7r) e Q'(1,7):

Qt,7)=0°(t,7)+ 2'(t,7)

. 1 11 . 20,0, \/§w3a)l -W0,0, — \/§w3a)l - W,0,
=3 11 1| +=|- \/§w3a)1 - 0,0, 20,0, \/§w3 0, — O,0, (3.40)
1 11 \/Ea)3a)l -0,0, - \/ga)3a)l - 0,0, 20,0,
%/_/
Q°(t,7) 2'(1,r)

A parcela Q' (t, z') tende a matriz nula quando ¢ tende a infinito, porque o termo
s tende a zero conforme ¢ tende a infinito, pois 7 < ¢. Deste modo, a matriz .Q(oo,r)

pode ser escrita como

111 0
1
_ 0 1 _ -
.Q(oo,z')—.Q(T)Jr.Q(T)—31 L1 +3]0 00 (341)
111 00 0
.(ZO(T) .(Zl(r)
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Se, na Equacao (3.35), a integral de Qo(r)f(r) ¢ finita no dominio [0, oof , as
solucdes da Equacdo (3.34) sdo limitadas e tém sentido fisico. Esta condicdo ¢ sempre
satisfeita se f{7) estd no espacgo nulo de Qo(r). Neste exemplo, o espaco nulo de Qo(r)

¢ composto pelos vetores f (r) tais que seus elementos /', /* e £ satisfagam a Equagio

(3.42):
U4 e =0, (3.42)

Uma vez que os elementos de f'devem ser ndo-negativos, f{ 7) estd no espago nulo
de Qo(r) — ¢ a solugdo P ¢ finita — se f1, f2, € f3 sdo nulos. Se f{7) ndo estd no espago
nulo de Qo(r), solucdes limitadas podem ser obtidas somente se f{7) tende a zero

conforme 7aumenta. m

Desta forma, as vazoes de alimentagao de espécies ativas devem ser projetadas de
acordo com as propriedades de 2°(r). Se £°(z) ndo ¢ nula e ndo se deseja a

acumulagdo continua de espécies ativas, por exemplo, ndo se devem utilizar vazdes de

alimentagdo constantes.
Sistemas auto-extinguiveis e auto-sustentaveis

Se () ¢ igual & matriz nula, entio 2°(r) é também igual & matriz nula; neste

caso, as solucdes P(f) serdo ndo-triviais somente se f{7) for diferente do vetor nulo.

Assim, se f(7) # 0, a Equagdo (3.35) se transforma em

0

limP(¢)= [ @'(z) f(r)dz; (3.43)

t—0
0

esta solucdo no infinito ndo depende das condigdes iniciais, mas somente na politica de
alimentacdo. Neste caso, o sistema pode ser chamado auto-extinguivel, uma vez que as
quantidades finais das espécies ativas sdo iguais a zero, se o vetor de alimentacdes ¢
nulo. Portanto, a polimerizacdo s6 pode ser continuada neste sistema se o reator €

operado em semibatelada ou batelada alimentada.
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Se () ndo ¢ igual a matriz nula, solugdes finitas podem ser obtidas mesmo

quando f{7) = 0, uma vez que

lim P(t)= () Po = () (PoN + Po* )= Q(0) Po™ . (3.44)

[—>0

Na Equacgao (3.44), Po" ¢ Po' sio vetores que estdo, respectivamente, no
espaco nulo de Q(oo) e no seu complemento ortogonal. A Equacao (3.44) mostra que o
sistema € auto-sustentdvel e a solugdo do modelo de polimerizacdo estd no
complemento ortogonal no espago nulo de .Q(OO). A solu¢do permanece constante e
diferente de zero, se as condi¢des iniciais apresentam projecdes nao-nulas sobre este

espaco. Por conseguinte, algumas polimerizagdes podem ser mantidas mesmo quando as

vazoes de alimentagdo sao nulas [84].
Mantendo a composicio constante

Muitas vezes deseja-se que o polimero produzido tenha caracteristicas uniformes
ao longo da reacdo, ou seja, deseja-se que a sua composicao permanega constante com o

tempo. Neste caso, a Equacao (3.12) torna-se
(A-Kt)P = f, (3.45)

em que se admite que Po = P. Pretende-se averiguar se ¢ possivel definir uma politica
com vazao de alimentacao constante f de modo que P seja constante. Nota-se que
somente sdo aceitas componentes ndo-negativas para f'e P, de forma que o conjunto de

desigualdades

NS
i k k .
A, P’ —; Kt, P*>0, VP'20, jk=1..,NS (3.46)

k#j
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deve ser satisfeito. A fronteira de cada uma destas desigualdades descreve um
hiperplano no espaco vetorial de dimensdo NS. Estes hiperplanos cruzam a origem e o

ortante positivo, uma vez que sao descritos pelas expressdes

X Kt

p=> —EP' VP'>0, k=1..,NS.
k=1
k#j

(3.47)

Vi

Os hiperplanos da Equacgdo (3.47) dividem o ortante positivo em duas regides
distintas: aquela formada por pontos que satisfazem e aquela formada por pontos que
ndo satisfazem a desigualdade na Equagdo (3.46). Logo, pode-se concluir que a solucao
P ndo esta arbitrariamente localizada no ortante positivo (a ndo no caso em que K#;=0,
J, k=1,...,NS), mas deve estar no conjunto de composi¢des definido pela Equacao (3.46).
Assim, sO sera possivel manter-se a composicdo P constante se as vazdes de

alimentacdo sdo tais que P esteja neste conjunto.

Exemplo: seja o mecanismo de polimerizagdo mostrado na Equagdo (3.48), em que P e
O sdo cadeias poliméricas de tipos diferentes; £ e B representam 0s comondmeros
etileno e 1-buteno, respectivamente. Os simbolos e e b aparecem na reagao para denotar

as moléculas incorporadas de etileno e 1-buteno:

P+E—X" 5pye

P+B—2" 5040

a (3.48)
O+E—L spPye
0+B—"" 50+b
A matriz (A4 — Kt), neste caso, é
+Kty? - Kt
(A—Kﬁ:{_K;Z Kﬁ; (3.49)
2 1

A regido no plano (P, Q) que consiste das composigdes possiveis e constantes P

e Q ¢ restrita pelas desigualdades

104



Kt*P-Kt#'Q0>0 e —Kt2*P+Kt?'0>0 (3.50)

as quais podem ser satisfeitas somente se ' e f* sdo, simultaneamente, iguais a zero e

2.1

se P=—0. Esta ¢ a expressdo que define a intersecéo entre os conjuntos de pontos
/L

2

restritos pelas desigualdades, dada, neste caso, por uma linha. A produgdo deste
copolimero com composi¢do constante, portanto, s6 € possivel em um niimero restrito
de casos — aqueles em que as composi¢des se encontram sobre esta linha, no plano

(P,Q), e em que as alimentacdes sao nulas.
Alcancando um conjunto especificado de pontos

Se for desejavel que a composicdo do polimero seja constante com o tempo,
primeiro € necessario garantir-se que esta pode ser alcancada a partir de um certo

conjunto de condi¢des iniciais. Seja a Equagdo (3.45) escrita em forma discretizada:
P =1 (4, — Kt,) At| P, + f, At =P, + f, At . (3.51)

Na Equacao (3.51), Py € a solugdo obtida quando as vazdes de alimentacdo sdo

nulas, e A¢ representa o intervalo de tempo analisado (o qual se admite pequeno).
Conforme a Equacdo (3.51), um conjunto de composi¢des P ¢ alcangéavel através de

uma tnica etapa de alimentagdo se, ao longo da trajetéria Py(f), o vetor [P — Py(¢)]

contém somente componentes nao-negativas, uma vez que os componentes de fiA¢
devem ser positivos. Logo, para um conjunto de condigdes iniciais Po, hd um conjunto

bem definido de composi¢des alcangaveis através de uma Unica etapa de alimentagao,

denominado PR (Po) e ilustrado na Figura (3.2).

Antes de se propor uma estratégia para o controle das condi¢des de reacdo, ¢
necessario garantir que a composicao desejada P pertenca ao conjunto PR(Po). A

operacao do reator pode, entdo, ser dividida em duas etapas: na primeira, a composi¢ao

desejada deve ser alcancada a partir das condi¢des iniciais. Na segunda, esta
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composicao deve ser mantida; ela deve estar no conjunto de composi¢des atingiveis

através da politica de alimentagdo escolhida.

P*(Po)
Py

Py(»)

R 4

Figura (3.2) — Representagdo do conjunto de composigdes atingiveis PR (Po).

Pode-se questionar que composi¢des P podem ser atingidas através de politicas

de alimentagdo mais complexas formadas por mais de uma etapa de alimentacao.

Utilizando-se a Equagao (3.51), ¢ possivel construir o conjunto PR (Po), que consiste

dos vetores
t
P= Q(t,O)Po +m, taisque m= .[Q(t, T)f(r)dr . (3.52)
0

Na Equacao (3.52), m ¢ um vetor de elementos ndo-negativos. Se a politica de
alimentagdo ¢ dividida em duas etapas distintas (representadas por f; e f3), o vetor de

composicdes desejadas P ¢ alcangado a partir de um vetor de composigdes intermediario
Py, ou seja,

P=0(t,1,)P, +m, = Qt,t,)2(t,0)Po+m,)+m,. (3.53)

Utilizando-se a propriedade da multiplicagdo de matrizantes descrita pela

equagio (z,,)2(z,,0)= 2(¢,0) , a Equagio (3.53) torna-se
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P=9Q(t,0)Po+m,, (3.54)
em que

m, :Q(z‘,tl)m1 +m,

— 0000 @0, ), (e + [ 20,)1, ()
0 4 (3.55)

4 t

:IQ(t,r)fl (r)dr + IQ(t,r)fz (r)dr.

0 4

Pode-se considerar que as componentes de fl(r) sdao nulas apos o tempo ¢ €

que as componentes de f, (r) sdo nulas de 0 a ¢;. Assim, m; ¢ igual

(3.56)

Pela Equagao (3.56), percebe-se que m3 pode ser obtido através de uma politica
de alimentacdo com uma Unica etapa, na qual o vetor de alimentacdes f; € equivalente a
soma dos vetores f; + f>. Desta forma, se .Q(t,O) nao depende da composicao inicial Po,
o conjunto de composi¢des atingiveis ndo pode ser modificado por politicas de
alimentagdo com multiplas etapas. Isto é, o vetor P obtido através da politica de
alimentagdo representada por m, seguido de m, também pertence ao conjunto PR (Po),

assim como m; (e m, na Equagdo (3.52)).

Na pratica, porém, o vetor de composi¢des iniciais Po pode influenciar a
dindmica de reatores de polimerizagdo reais de forma significativa. Por exemplo,

vetores Po diferentes poderiam levar a perfis de temperatura diferentes, que poderiam,
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por sua vez, levar a comportamentos diferentes para os parametros cinéticos. Se o
matrizante também depende de Po, as Equagdes (3.52) e (3.53) poderiam ser reescritas

como
P=9Q(t,0, Po) Po+m; (3.57)
P=0(t,t;;P) P, +m, = Qt,t,;2(t,,0) Po + m,)(2(¢,,0; Po) Po + m,)+ m,.  (3.58)

Neste caso, uma politica de alimentagdo com multiplas etapas poderia levar a
composi¢des P que ndo se encontram no conjunto PR (Po), uma vez que , neste caso, P
ndo tem a forma P= Q(t,O) Po+m,. Na Equacdo (3.58), a propriedade da
multiplicagdo de matrizantes ndo ¢ util para se avaliar o produto .Q(l, t; P ).Q(t1 ,0; Po),
porque os componentes de (A — Kt) podem ser diferentes em cada uma das duas etapas

de alimentagdo. Portanto, se a composi¢do inicial modifica a dindmica do sistema, o
conjunto de composicdes atingiveis relativo a politicas de alimentacdo com etapa tnica

¢ diferente daquele obtido para politicas de alimentacdo em etapas multiplas.

Entdo, define-se PR(Po) como o conjunto de composi¢des que pode ser

alcancado a partir de Po e de politicas de alimentacdo com multiplas etapas. Pode-se

construir PR (Po) iterativamente a partir de Po, da seguinte forma: com Po, obtém-se
R R X R

P™(Po). Os elementos de P"(Po) sdo usados para se aumentar P"(Po), gerando-se
R2 . , ~ .~ R2 .

P™2(Po) — isto ¢, obtém-se as composicdes em P"2(Po) a partir dos pontos de

PR (Po) e politicas de alimenta¢dao adequadas. Este procedimento €, entdo, repetido por

infinitas vezes, e leva a construcdo de PR(Po). Estes conceitos estdo ilustrados na

Figura (3.3).
Admitiu-se, para a discussdo dos pardgrafos anteriores, que qualquer vetor m ¢

valido, desde que seja ndo-negativo. Todavia, muitas vezes nao ¢ possivel ajustar-se a

composi¢ao da corrente de alimentacdo a valores arbitrarios. Pode também nao ser
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viavel a preparacdo de uma certa espécie ativa fora do equipamento utilizado para a

polimerizagao, por exemplo.

Po; Po,  Po;

>
»

Figura (3.3) — Construcio do conjunto de composicdes atingiveis através de multiplas etapas pR (Po).

Pode ser necessario, ainda, que a razao entre as vazdes de espécies ativas deva
ser fixa, por razdes praticas. Para que esta restricdo seja considerada, o vetor de

composi¢des da alimentacdo, neste caso, ¢ escrito como:
f=>x fY=Fx. (3.59)

Na Equagdo (3.59), F ¢ matriz de dimensdo (NS x NF), cujas NF colunas fk)
representam as composicoes das NF correntes de alimentagdao independentes que estdo

disponiveis. O simbolo x representa um vetor de dimensdo NF cujo k-€simo elemento ¢é
a vazdo da corrente da alimentacdo de composicao fk). As Equacgdes (3.45)-(3.47)

podem ser reescritas como

(A—Kt)P = Fx; (3.60)

NS NF
. k _ (k) k s J— .
Ajj pi— k§=l Kt_/k Pk = kz_lff x, VP ,x 20, jk=1.,NS; (3.61)

k#j
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NS NF
4_ k (k) k o —
4, P’_; Ki, P +;fj X, VPYx 20, jk=1.,NS. (3.62)

k#j

Assim, o conjunto de composi¢des constantes € mantidas através de politicas de
alimentacdo adequadas esta nas interse¢des entre os NS hiperplanos e o ortante positivo
do espago de dimensao (NS + NF) gerado por P e x. Uma vez que todos os hiperplanos
definidos pela Equagdo (3.62) cruzam o ortante positivo (pois ndo ha termos
independentes de P, P' ou xp), garante-se que as solucdes (P, x) correspondentes a

condicdo da Equacdo (3.60) existem. Se a Equag¢do (3.60) ¢ escrita como
P P
[(A4-Kt) —F]LJzAF{ }:0, (3.63)

percebe-se que estas solucdes [P x]T estdo no espago nulo da matriz estendida Ag, a

qual combina caracteristicas da cinética do sistema de polimerizacdo e restricdes da

operacao do reator.

Exemplo: suponha-se que, no caso do mecanismo da Equagdo (3.49), seja necessario
admitir-se que f, e f, seguem a uma restricdo de equilibrio f, =af,. A Equagdo

(3.63), quando aplicada a este mecanismo, possui a forma

P
-Kt)> Kt} «a 0|- 364
G b I (.64)

X

A condi¢do da Equagdo (3.64) so ¢ satisfeita se a equacio P = (th‘l / Kt;‘z)Q
(como na Equagdo (3.50)) ¢ valida e se x ¢ igual a zero (ou: se ndo ha alimentagdo ao
reator). Assim, percebe-se a influéncia das restrigdes de operagdo sobre o controle do
reator: novamente, vé-se que nao ha alimentagdo que mantenha a composicado constante,

neste caso. m
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As Equacdes (3.52)-(3.55) podem ser modificadas para se definir o conjunto de

composicdes atingiveis quando hd restricdes para a composi¢do das correntes de

alimentacdo na forma da Equacdo (3.60). Neste caso, o conjunto pR (Po) consiste dos

vetores

P= .Q(l,O)Po +m , tal que m = j.Q(l, r)F(r)x(r)dT . (3.65)

O conjunto de composi¢des atingiveis PR(Po) através de etapas multiplas ¢é

dado por vetores P da forma

P=0(t,t,) P, +m, = Qt,1,)(2(z,,0) Po+ m, )+ m, =

Q(1,0)Po+ Qt,t,)m, + m, . (3.66)
Nota-se que o vetor m, = Q(t, t )m1 + m, possui a forma
m, = Q(l‘,tl)m1 +m,
4 ¢
=Q(t1, ).[ Q(t,,7)F () x,(r)dr + J- Q(t,7)F(7) x,(r)dr
0 ! (3.67)

_[2,0)F(e) x,(0)d + [ 200, )P (e) . ()

0 4

Ao se considerar que o termo F(z)x, (z) é nulo apés # e que o termo F(z)x, (r)

¢ nulo de 0 a ¢;, m; pode ser escrito como

{
= j Qe 7)F(r)[x, () + x,(7)]dr (3.68)
|
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Como m; tem a mesma forma de m na Equagdo (3.65), pertence ao conjunto

PR (Po) das composicdes P atingiveis através de politicas de alimentacdo com uma

unica etapa. Novamente, a politica de alimentagdo com maultiplas etapas € incapaz de

aumentar o conjunto das composigoes atingiveis.
Analise das distribuicoes de tamanhos de cadeia: Kp # 0

Quando se considera Kp # 0, as cadeias ativas de polimero sdo classificadas de
acordo com seu tipo e também de acordo com seu tamanho. Neste caso, procura-se
obter a distribuicdo de tamanhos de cadeia completa, ao se levar explicitamente em
conta o tamanho das cadeias. Quando Kp # 0, as equacdes do modelo da reagdo de

polimerizacao estdo representadas na Equacao (3.69):
P,(1)=2(t.0) Po, + [ Q(t,7)[£,(c) + Kp P (c)]dr . (3.69)
0

Na Equacao (3.69), .Q(t,r) ¢ dado pela Equacgdo (3.29). Como a forma da
solucao geral da Equacdo (3.69) ¢ semelhante aquela da Equacao (3.34), espera-se que
esta seja estavel e limitada para vazdes de alimentagdo limitadas, como aquela. Por isto,

as distribui¢des de tamanhos de cadeia serdo o foco da analise deste caso.

Nas fabricas, ¢ usual serem nulas as condigdes iniciais Po;,i=1,...,00 e os

vetores de alimentagdo f;,i=1,...,00, pois, geralmente, as correntes contém somente

catalisadores e nao ha polimero no reator antes do inicio da reacdo. Nestas condigoes, a

Equacao (3.69) pode ser reescrita como

P(t)= | Q(t,z)Kp P_(r)dr. (3.70)

© t—

Se a Equacgdo (3.70) ¢ valida, a solugdo geral para o vetor P(¢) é
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Ny

()=

Jo 'Q(t’ 7 )KP(Tl )j: ‘Q(Tl P )KP(Tz ) --JOTI_Z ‘Q(Ti—Z 5Ti )KP(TH )Pl (Ti—l )dTi—l dt,ydr,

(3.71)

Considera-se, ainda, que o vetor que contém as quantidades de cadeias de

tamanho 7 = 1, denotado P,(¢), ¢ dada por

P(1)= | Q(t,7) f,(z)dr, (3.72)

© Ly

em que fy representa a taxa de formagado da espécie responsavel pela iniciagdo da reagao
de polimerizagao. Define-se a expressdao na Equagao (3.71) como a i-ésima convolug¢do

de Schulz-Flory da fungao fo(t) através do ntcleo .Q(t, T)Kp, para o caso em que Po; =
0 e f; = 0 para todo i.

Exemplo: seja uma polimerizagdo catidnica com um s6 tipo de cadeia ativa, com o

mecanismo

P, +M—2 5 p. (3.73)

Admite-se que a taxa de formacdo de F, decresce exponencialmente com o

~ —k,t . ,
tempo de acordo com a fungdo f,(¢)=f,(¢)=k,e”". Admite-se também que a
quantidade de monomero decai exponencialmente com o tempo de acordo com a fungao
M =M ,e™ . Logo, admite-se, implicitamente, que 0 mondmero é consumido através

de uma reacdo de primeira ordem, e que a constante de taxa de iniciagdo ¢ igual a
constante de taxa de propagacdo. Os balancos de massa para as espécies poliméricas

ativas sdo, neste caso,

% + (kpMOeikpt )Pt = (kpMOeikpt )PH i>1 (3'74)
% * (kpMOe_kpt )Pl =fo = koe_kpt i=1 (3.75)
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Este ¢ um mecanismo de polimerizacdo que se enquadra na classe definida

através do mecanismo genérico da Equacdo (3.1), com

(4-Kt)=(4-Kt)=k M,

(3.76)
Kp =Kp = kpMOe_k”t :
Uma vez que (4 — Kt) é um escalar neste caso, o matrizante é [86]:
Qt,7)=Q(t,7)= exp( [ —(4- Kt)dtl) = exp[M0 (e*"p’ —e " )] (3.77)

Embora a Equacdo (3.77) possa ser utilizada para o célculo da i-ésima
convolu¢ao da Equagdo (3.71), ¢ mais conveniente reescrever as Equagdes (3.74) e

(3.75) em termos de uma nova variavel € tal que
A0 =k Moe™ dt = 0=M,(1-c™") (3.78)
Pode-se notar que & =0 quando ¢ =0. Além disto, & — M, quando ¢ tende a

infinito. Os balancos de massa das Equagdes (3.74) e (3.75) podem, entdo, ser reescritos

em termos da nova variavel:

aFp_p, s (3.79)
de

Pop-to i 3.80
o ' kM, (3-80)

Assim, através das Equagdes (3.79) e (3.80), nota-se que ¢ possivel escrever-se

P como a i-ésima convolucdo de Schulz-Flory com a varidvel transformada 6,

conforme a Equacao (3.81):

p=[ e" [ e’ [ e [ "k grdr,. (3.81)

0 g g2 0 pTh 0 g kpMO
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A Equacio (3.81) pode ser simplificada e resulta em

P =

0 I o
vl S R RS

(3.82)

Ao se resolverem as integrais da Equagdo (3.82), tem-se a seguinte expressao

para P;:

p_[le
M (

0" | _ e ’k, eg_iﬁ_f
i-1 kM, ~

(3.84)

A quantidade P, tende a zero quando i — o, pois o somatdrio na Equagdo

(3.84) tende a ¢’ quando i tende a infinito. A evolugdo da distribui¢io de tamanhos de

cadeia representada pela Equacdo (3.84) ¢ mostrada na Figura (3.4). m

Quantidade de polimero (unidades arbitrarias)

Figura (3.4) — Evolugao temporal da DTC dada pela Equacao (3.84).
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Tamanho de cadeia

Como Q(t,r) converge exponencialmente para a matriz nula, garante-se que P;

converge para o vetor nulo conforme i cresce, admitindo-se que (4 — Kt) é inversivel e

Kp(t) e fo(t) sdo fungdes limitadas. Isto assegura que a DTC converge para zero

conforme o tamanho de cadeia tende a infinito, o que ¢ condizente com o fato de a

massa no reator ser finita. Se a matriz (A - Kt) ¢ singular, entdo fy(7) deve pertencer ao
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espaco nulo de .Qo(r) ou deve convergir para zero para que se obtenham solucdes P;(¢)

limitadas. Entretanto, isto ndo ¢ suficiente para que se garanta a convergéncia dos Py(¢)

para zero, conforme i aumenta. Isto, porém, contradiria argumentos fisicos basicos,

como a exigéncia de que a massa no reator seja finita.

Entretanto, a matriz (A - Kt) ¢ singular somente se ndo se permite que algumas

das espécies P,-k crescam [82], o que significa que pelo menos uma das colunas da

matriz Kp(t) ¢ nula. Os balangos na forma diferencial na Equagdo (3.3) podem ser

divididos em duas parcelas:

ap;
dt

dP;;

+(Ay; — Kt)1) P = Kp| Py + Kt Py (3.85)

+(Ayy — Ktoy) Py = Kpy) Py + Kty Py;. (3.86)

Nas Equagdes (3.85) e (3.86), os vetores Pi(¢) e Pp,(t) contém, respectivamente,

as espécies de cadeias poliméricas que crescem através das reacdes de propagacdo e as

que ndo crescem. Assim como na andlise anterior, a Equagdo (3.86) possui solugdes
limitadas P»;(f) e tende a zero conforme i tende a infinito, se P;;(f) permanece limitado e

tende a zero conforme i tende a infinito. As Equagdes (3.85) e (3.86) podem ser
resolvidas iterativamente conforme se mostra nas Equacdes (3.87) e (3.88),em que &

indica a iteragao:

dp}

+(dyy - Kty 1) P} = Kpyy Py + Ktyp Py (3.87)

k
sz' k k k
L+ (Ay — Ktyy) Py = Kpy) Py + Kty Py (3.88)

Se as iteragdes sdo iniciadas com P, =0, a Equagdo (3.87) leva a solucdes
limitadas e P,, converge para zero conforme i tende a infinito, porque a matriz

(All_Ktll) ¢ inversivel (se as constantes cinéticas sdo limitadas e as vazdes de

alimentacdo sdo ajustadas de forma apropriada). Portanto, a Equagao (3.88) também tem
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solugdes limitadas, que convergem para zero conforme i tende a infinito. O vetor lei

pode, entdo, ser utilizado para se iniciar uma nova iteracdo, a qual leva, novamente, a

solucdes limitadas que convergem exponencialmente para zero conforme i tende a

infinito, por causa do comportamento exponencial de P21i~ O procedimento iterativo

pode ser repetido infinitas vezes e a convergéncia de P; até o vetor nulo ¢ assegurada.

Mas, durante transicdes de tipos de polimeros em séries de reatores de
polimerizagdo continuos, nem f;(f) nem Po; s3o nulos. A andlise da convergéncia de P; a
zero € essencialmente a mesma se os elementos fi(¢) sdo considerados como fungdes
continuas por partes € se fi(f) e Po; sao limitadas. Portanto, conclui-se que as
distribuicdoes de tamanhos de cadeia permanecem limitadas e convergem para zero
conforme o tamanho de cadeia tende a infinito, quando mecanismos cinéticos lineares

sdo considerados em problemas dinamicos.

3.2 - A distribuicdo de tamanhos de cadeia como seqgiiéncia

Conforme visto no Capitulo 1, a distribuicdo de tamanhos de cadeia ¢ formada
por um conjunto de pontos (i,R. ), ou seja, ¢ uma relagdo entre o tamanho de cadeia i e
uma quantidade P, de cadeias (de todos os tipos ou de um deles) deste tamanho. Neste

trabalho, admite-se que hd mais de um tipo de cadeia do mesmo tamanho i, cujas
quantidades no meio reacional podem ser organizadas em um vetor, o qual pode variar

com o tempo.

Como o tamanho de cadeia i ¢, por definicdo, um niimero natural, os vetores
que contém as quantidades das cadeias de tamanho i podem ser organizados
logicamente em uma seqiiéncia P =(P,)=(P,P,,P,,...). Pode-se considerar que esta
seqiiéncia ¢ finita, tendo seu fim no tamanho de cadeia maximo que o polimero atinge
no sistema, ou i,,,, . Pode-se também considerar que esta ¢ uma seqiiéncia infinita, em

que todos os elementos P, para i >i,,,, sdo nulos.

Assim, o balanco de massa mais genérico para as espécies de tamanho i pode

ser escrito em termos de um operador 7, aplicado a seqiiéncia P, no caso em que a
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equagdo diferencial para P, depende de todos os outros P,, j # i .Por exemplo, durante

o processo de degradagdo aleatoria de cadeias poliméricas, representado por
k
P—5P +P_ (3.89)

os balangos de massa para as cadeias sao

dP =
7; =2ky P, —k(i-1)P. (3.90)

Entdo, o vetor P. pode ser expresso simbolicamente através das equagado

P =T|P], (3.91)

1 1

em que se nota que o operador aplicado a seqiiéncia também pode variar com i. Isto
acontece, por exemplo, quando se considera que as constantes de taxa variam com o

tamanho da cadeia polimérica.

Para os mecanismos lineares, o balango de massa de P, s6 depende de um outro
elemento da seqiiéncia, que é P,_, . Por exemplo, na polimerizagdo viva através de

catalise cationica, representada pela reagdo

P+M—sp (3.92)
os balangos de massa para as cadeias poliméricas sdo, simplesmente,
dP,
7; =—Kp,MF, + Kp, \MF,_, . (3.93)

A quantidade P, pode ser isolada a partir da Equagdo (3.93), utilizando-se um

determinado operador:
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d
[—°+Kp,~M}P,- =Kp, ,MP_,. (3.94)

dt
P =T(P.);
R ] o
Assim, no caso de mecanismos lineares, a Equagao (3.91) fica
P.=T(P_), (3.96)

em que o operador T, neste caso, age sobre P_, somente, e ndo sobre toda a seqiiéncia
P . Para um operador como o da Equacdo (3.96), nota-se que a quantidade P, pode ser

escrita como a aplicagdo sucessiva dos operadores 7, a quantidade P, ou

P =T1/(T (T, ..(T,(T,(P)))=TT T, ..TT,(P). (3.97)

Em mecanismos lineares mais simples, o operador que age sobre P, ndo varia

l

com 7. Neste caso, os balancos de massa podem ser representados como
P=T(P_), (3.98)
e, neste caso, a Equacao (3.97) se reduz a
P =TTT..TT(P)=T"'(P). (3.99)
Esta ¢ uma representa¢do genérica das distribuicdes de tamanhos de cadeia em

polimerizagdes lineares, cuja forma ¢ semelhante a da distribui¢do de Schulz-Flory da

Equagdo (1.13), em que o operador ¢ simplesmente o escalar p, ou a distribuicao de
Schulz-Flory generalizada da Equagdao (3.24), em que o operador ¢ a matriz

Vav™ = (A —Kt)_l Kp . A DTC prevista pelo processo de Markov da Equagao (1.23)
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também se encaixa na notacdo da Equagdo (3.99), uma vez que a matriz de

probabilidades ¢ um operador linear, independente de i .

Estas tltimas sdao DTCs obtidas para o estado estacionario, mas a Equacao (3.91)
¢ adequada também a representacdo de sistemas transientes. Na distribui¢ao de Poisson,
com o mecanismo da Equagdo (1.25) e os balangos de massa da Equagdo (1.27). Nota-

se que, para este problema de polimerizagdo, os balancos resultam em
P(zr)=e" [P (s)e’ds, i>1. (3.100)
0

Na Equacao (3.100), o operador T que age sobre a fungéoPH(r) ¢ uma

integral, de modo que ela também pode ser reescrita como
(3.101)

Outros balangos de massa transientes também podem ser representados segundo
a forma da Equacdo (3.91). Os balangos de massa para o mecanismo linear genérico da

Equagdo (3.1) sao

%+(A—Kt)l’l—:f,—+KpPi_1 : (3.102)
e sua solucdo geral ¢
P(t)=2(t.0) Po, + [ 2(t,7) [£,(c)+ Kp P_,(r)]dr . (3.103)
0

Estes balangos também podem ser escritos na forma P =T (PH), para o

operador
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7(s)= 2(0) Po, + [ (1, 2)[,(c)+ Kp ()] (3.104)

Para simplificar a notagdo, pode-se escrever T(P,)=TP,. Nota-se que, no caso

dos mecanismos lineares, os operadores também sdo lineares. Para os operadores

lineares limitados, ¢ valido dizer que
e <[l]#] (3.103)

para uma norma qualquer apropriada ao operador e aos vetores P, da polimerizagdo em
questao [40]. Supondo que para uma determinada polimerizag¢do a equacdo P, =T (PH)

¢ valida, pode-se escrever, para um operador linear limitado,
|2 =l <[l (3.106)
Neste caso, a norma de T pode ser interpretada como a menor cota superior (0

supremo) da "probabilidade de propagagao" da reacdo de polimerizacdo, em analogia a

distribuicdo de Schulz-Flory.

3.3 — Exemplos especificos do comportamento de modelos lineares de polimerizacdo

A utilidade da andlise de modelos que descrevem reagdes de polimerizagdo pode
ser demonstrada através de dois exemplos, que sdo casos especiais do modelo linear
genérico da Equagdo (3.3). No primeiro exemplo, trata-se das condi¢des para que haja
oscilagdes nas quantidades de cadeias com o tempo, em um sistema de copolimerizagao.
No segundo exemplo, trata-se de condi¢des para que haja periodicidades na distribuicao

de tamanhos de cadeia de um homopolimero.
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3.3.1 — Dindmica oscilatoria em sistemas de copolimerizacdo

Se, em um problema de copolimerizacao, deseja-se calcular as composi¢des das

cadeias sem considerar a distribui¢do de tamanhos de cadeia, pode-se fazer a matriz Kp

nula na Equagdo (3.3). O modelo terminal, descrito por

P +A—5 5P (+44)
P,+B—"2 5P, (+4B)
P,+A—">P, (+BA)
P,+B—* 5P (+BB)

(3.107)

¢ utilizado para descrever algumas reagdes de copolimerizagdo. No caso do modelo

terminal, a matriz (A4 — Kt) e o vetor de composigdes sio dados por

(A Kt)—{sz _kﬂ P—{PA} (3.108)
~k,B kA | P, '

Os valores caracteristicos da matriz (A—Kt) na Equagdo (3.108) sdo niimeros
reais: 4, =0 e A, =k,B+k,;4. Assim, o modelo terminal prediz um comportamento

dindmico ndo-oscilatdrio para os elementos de P, e as solugdes de estado estacionario
sdo atingidas através de trajetorias exponenciais. Porém, se o modelo penultimo ¢

utilizado para descrever as mesmas reagdes de copolimerizagdo, ou seja, [88, 89]

P, +A—"5P, (+A444)
P,+B—2 5P, (+AAB)
P,+A—" 5P, (+A4BA)
P,+B— 5P, (+A4BB)
P, + A—5 P, (+BAA) ’
P, +B—% P (+BAB)
P, + A—“ P, (+BBA)
P, +B—%P_(+BBB)

(3.109)

amatriz (4 — Kt) e o vetor de composi¢des P sdo
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k,B 0 — kA 0 Py

(A_Kﬁ:—@B k,A+k,B kB 0 p_| P G.110)
0 ~k A kA+kB —kA| P, '
0 ~k,B 0 ke, A P,

No caso do modelo peniltimo, os elementos da matriz (4 — K¢) na Equagio
(3.110) sao fungdes de todas as constantes de taxa (exceto k, e ky, uma vez que a

primeira e a ultima reagdes na Equacao (3.109) ndo causam mudangas de composi¢ao).

Pode-se questionar se (4—Kt) neste caso pode apresentar valores

caracteristicos complexos e se, conseqiientemente, o modelo penultimo ¢ capaz de
predizer comportamento oscilatorio. Nota-se que, neste caso, o sistema quimico ¢
descrito por expressdes de taxa de segunda ordem. Se as concentracdes dos
comondmeros sao mantidas constantes com o tempo, as expressdes de taxa sdo de
pseudo-primeira ordem. Mesmo que as reagdes na Equacdo (3.109) sejam reversiveis, as
restri¢des provenientes do balanceamento detalhado ndo se aplicariam a um sistema de
pseudo-primeira ordem, pois sempre seria possivel escolher valores para 4 e B tais
que os valores caracteristicos da matriz fossem complexos [51]. Porém, para que 4 e
B sejam constantes, deve haver alimentagdo destas espécies ao sistema, que deve, neste
caso, ser aberto. Desta forma, ndo haveria sentido em se considerar um balanceamento
detalhado, porque o sistema ndo atinge o equilibrio. As composigdes em um sistema
descrito pelo modelo penultimo, de fato, podem apresentar oscilagcdes, conforme o

desenvolvimento que se segue.

Como (A— Kt) é singular, um de seus valores caracteristicos é 4, =0. Os

outros trés, denominados 4,,4, e A,, sdo as raizes do polindomio de terceiro grau

A =C A +CA-C, . (3.111)

Os coeficientes C,, C, e C; deste polindmio sdo fungdes das constantes de taxa

e das quantidades de comonomeros, dadas por
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C,=Alky + ks +k,)+ Bk, +k, +k,)>0;

C, = A*(kyks + k ik, + sk, )+ B* (k,ky + kykg +k kg )+
AB(k,ky + kg + kyky + kg + ko, +kk,)>0 (3.112)

C, =kksk, A® +k,k,k B +(k,k kg +k,k k., +k,k,k,)AB*

+(kykshy +k ko, +k,k ok, )4 B >0 '

Utilizando-se a regra dos sinais de Descartes [90], pode-se concluir que o
polindmio na Equacdo (3.111) apresenta trés raizes reais positivas ou uma raiz real
positiva mais duas raizes complexas conjugadas, de parte real positiva, pois ha trés
mudangas de sinal nos coeficientes (C, C,, C3 > 0). Para se examinar a possibilidade de

existéncia de valores caracteristicos complexos, analisa-se a solucdo analitica de

A’ —C,A* +C,.—C, =0, que ¢ escrita em fungio dos termos p, ¢ ¢ R [90]:

p =%(3C2 -(c, )2)> q= %(‘27C3 +9(C1C2)_2C13)’

(3.113)

Se R>0, o polinobmio da Equagdo (3.111) apresenta uma raiz real e duas
complexas conjugadas. Se R <0, o polindmio apresenta trés raizes reais positivas.
Assim, as condigdes para a existéncia de valores caracteristicos complexos de (4 — Kt)

Sao:

1) p>0;
(3.114)

BN
N
(3]

Vv

|
A/
w |~
w2

N p<0,|2L
)p {2

Verificacao da condicio I na Equacio (3.114)

Pode-se verificar a condi¢ao I na Equacdo (3.114) de maneira mais conveniente,

ao se definir a varidvel p~ como
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* pP

:ﬁ262¢2+61¢+60' (3.115)
1

p

, * o , . ,1e . . e A .
Asraizes de p sdo Uteis para a analise de sinais deste polindmio, e dadas por

-c * 1/012 —4c,c, (3.116)

2c,

A defini¢do de ¢,, ¢,, ¢, e ¢ encontra-se nas Equacdes (3.119) e (3.120). O

. E . . r J el r
sinal de p~ é igual ao sinal de p, uma vez que A> é um nimero positivo e G, é dado

por

G, = (ky + ks +k,)>0; (3.117)
portanto, o sinal de p” pode ser utilizado para verificar a condicio I. A soma

G, =(k, +k, +k,)>0 (3.118)
¢ utilizada na definicdo de ¢, na Equagdo (3.119):

G.B
p=——>0. 3.119
G A ( )

A variavel ¢ ¢é func¢do da razdo B/A entre as quantidades de comondmeros. As

expressdes para os coeficientes ¢, ¢, € ¢, sdo

Cy = Q305 + a0, + A, 3
2
c :a7(a2+a4+a6)+a5(a2+a4)+a2a3—§, (3.120)

C, =Q,a, +a,0, + 0,0 3
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Os coeficientes ¢, ¢, e ¢, dependem das variaveis ¢, definidas na Equagdo

(3.121), as quais podem ser consideradas como parametros cinéticos "normalizados"

k k k
aZ__za 0542—460(6:—6;
G, G, G,
k k
G, . 1

As defini¢des apresentadas na Equacdo (3.121) sdo utilizadas para que a andlise

seja simplificada, uma vez que p" depende somente de ¢, € os «, tém seus valores
restritos (0< e, <1). Portanto, o comportamento de p*(¢) depende de ¢ e dos

coeficientes c,, ¢, € c,.
Verificagdo dos sinais de c, e c,

Pode-se mostrar que ¢, <0 e ¢, <0 por meio de algumas desigualdades [91].
Para isto, mostra-se que, para quaisquer numeros reais a, b, ¢ tais que a, b, c<1 e

a+b+c=1, verifica-se que
1
(ab+bc+ac)—§SO. (3.122)

O lado esquerdo da desigualdade na Equagdo (3.122) mostra uma expressao

semelhante as de ¢, e ¢, na Equagdo (3.120). Seja
(a—b) +(b-c) +(a-c)’>0 Vab,ceR. (3.123)

Ao se expandir o lado esquerdo da desigualdade na Equagao (3.123), tem-se [91]
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(a=b)Y +(b-c) +(a—c) 20
< 2a’ +2b% +2¢* —2ab—2bc—2ac>0 . (3.124)

< a’+b’+c¢® =2ab+be+ac
Pode-se escrever também
(a+b+c)2 =(a2 +b° +c2)+2(ab+bc+ac). (3.125)
Substituindo-se a Equacao (3.124) na Equagdo (3.125), tem-se

(a2 +b° +cz)+2(ab+bc+ac)2 ab + bc + ac + 2(ab + be + ac)

3.126
< (a+b+c) >3(ab+bc+ac) ( )
Como a,b,c<lea+b+c=1, tem-se
(a+b+c)’ =3(ab+bc+ac)
17 > 3(ab + be +ac)
U (3.127)
(ab+bc+ac)£% ou (ab+bc+ac)—%£0

Assim, ao se comparar a Equacdo (3.127) a Equagdo (3.120), nota-se que ¢, <0

e ¢, <0.0 termo —4c,c, que se encontra na raiz quadrada da Equagao (3.116), entdo,

¢ um termo negativo. m

Desta forma, como ¢, <0 e ¢, <0, as raizes de p’(¢) podem ser reais ou

complexas. Através da regra dos sinais de Descartes e da Equagdo (3.116), conclui-se

que, se ¢, >0, o polindmio p*(¢) , definido na Equacdo (3.115), tem 2 ou 0 raizes reais

positivas, e nenhuma raiz real negativa. Se p’(#) possui duas raizes reais positivas, é

uma fung¢do positiva para ¢ compreendido entre as duas raizes ¢, e ¢, do polindmio

p". Neste caso, a condi¢do I da Equacdo (3.114) ¢ satisfeita, e o0 modelo penultimo
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prediz a existéncia de comportamento oscilatdrio para os elementos do vetor P . Este

comportamento esta ilustrado na Figura (3.5).
Se ¢, <0, p"(¢) tem 2 ou O raizes reais negativas e nenhuma raiz real positiva.
Entdo, p’(#) é ndo-positivo para todo ¢ >0, e ndo ha oscilagdes, como é indicado na

Figura (3.5).

E necessario, também, determinar se ¢, ¢ uma quantidade positiva ou negativa, a

depender das constantes «,,, definidas na Equagao (3.121).

Estudo de sinais de c,

E possivel encontrar uma faixa para os valores de c,, ao se notar que

o, +as+a, =1

3.128
a, ta, +a, =1 ( )
e
(a3 +a; +a7)(a2 +a, +a6):1
=a,a, +a,a, o0, a0 taas oo oo, taa, tago, . (3.129)
=a,a, +as(a, +a,)ra(a, +a, +ag)+ (e, + o, +asay)
Entio,
a,a, +as(a, +a,)va,(a, +a, +a,)+ (a0, +a,a, +aa,)=1
2 1 , (3.130)
a,a, +as(a, +a,)+a,(a, +a, +a6)—§ :5—(053054 + o0, a0y )
ou
1 1
¢ 25—(a3a4 + o0, +a5a6):§—[a3(a4 +a6)+ a5a6] . (3.131)
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O lado direito da Equagdo (3.131) atinge seu valor minimo quando

o, =1 2
= ¢ =-=,
o, +oas =1 3

e atinge seu valor maximo quando
1
a,=a,=0 = ¢, =—=.
3

A procura pelos valores extremos de ¢, leva a desigualdade

a qual mostra que ¢, pode ser positivo ou negativo. m

(3.132)

(3.133)

(3.134)

Portanto, os parametros cinéticos € ¢ podem assumir valores para os quais

p >0< p>0.Uma vez que ¢ depende também das quantidades dos comondmeros

A e B,um sistema que nio esta oscilando pode comegar a oscilar se 4 ¢ B mudam de

tal forma que ¢ passe para a faixa na qual p >0. A Figura (3.5) ilustra os diferentes

tipos de comportamento dinAmico que podem ocorrer, a depender do sinal de p”.

Porém, se ¢, <0, p >0 para todo ¢. Assim, é preciso verificar a existéncia de

valores caracteristicos complexos através da condi¢cdo II da Equacdo (3.114). Ao se

substituirem as expressdes de p e ¢ na Equacdo (3.113) e as defini¢des das Equagdes

(3.119) (3.121) na condicao II da Equacao (3.114), esta condi¢ao pode ser escrita como

y=d.¢°+d. ¢’ +d,¢" +d,¢’ +d,$*d,p+d, >0, d,,d,>0,

(3.135)
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Figura (3.5) — Dependéncia do comportamento dindmico do sistema de copolimeirzacao descrito pelo

modelo penultimo com o sinal de p*.

p >0
comportamento
oscilatorio:
/,/ S
N ¢ p* <0 ¢
p <0 comportamento
co~mportgmetn'to n&o-oscilatério *
nao-oscilatorio <0
compprtamento
oscilatorio

ou seja, a Equagdo (3.135) representa outra condicdo para que haja oscilagdes. Os

coeficientes d,, deste polinomio y sdo fungdes complicadas dos parametros cinéticos

normalizados «,, . Alguns testes numéricos mostram que os coeficientes d,, m

L...

5

podem ser positivos os negativos, € que as raizes do polindmio y na Equagado (3.135)

podem ser reais, o que significa que o sinal deste polinomio pode mudar conforme ¢

muda, e P(t) pode, se a condi¢do II ¢ satisfeita, apresentar respostas oscilatorias. A

Figura (3.6) ilustra este fato

com
nao

—

K

comportamento
nao-

oscilatério

portamento //\\_ |y
roscilatorio / Vo
/ \ l! comportamento
/ Voo oscilatério
Yi
corﬁportame\hto
oscilatorio) ¢

Figura (3.6) — Comportamento do sistema descrito pelo modelo pentiltimo segundo o sinal do polindémio

y.
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Portanto, pode-se concluir que os elementos de P(t) podem oscilar antes de o
sistema atingir o estado estaciondrio, através da analise dos valores caracteristicos de
(A—Kt) definida na Equagdo (3.110). Se o mesmo sistema ¢ descrito pelo modelo
terminal, contudo, estas oscilagdes ndo podem ser previstas. Para um sistema de
copolimerizagdo em que nao ha alimentacao das espécies poliméricas, ou seja, f =0, 0

vetor P(t) é dado por
P(t)=2(1,0) Po=e""" )" Po. (3.136)

Se este sistema ¢ representado pelo modelo penultimo, e

(3.137)

Po=[0 0.1 03 of

o comportamento dinimico dos elementos P,,, P,,, P,, e P,, do vetor P(t) ¢ aquele
mostrado na Figura (3.7). A oscilacdo das quantidades P,,, P,,, Py, € P,, em torno de
seu valor de equilibrio ndo ¢ proibida por conceitos termodindmicos: ha varias espécies

quimicas neste sistema, ao contrario da situagdo mostrada na Figura (2.7), em que s6 ha

uma espécie.

Conclui-se, portanto, que a natureza dindmica das solugdes destes modelos de
copolimerizagdo depende do tipo de mecanismo utilizado para descrevé-lo (terminal ou
penultimo). Mostrou-se que a natureza do mecanismo de propagacao pode alterar de

maneira qualitativa a natureza dinamica das solugdes do modelo a ele referente.
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Figura (3.7) — Comportamento dindmico do sistema de copolimerizacdo descrito pelo modelo pentiltimo,

com os parametros dados pela Equacao (3.137).

3.3.2 — Analise de periodicidades na DTC de um homopolimero

A Equacao (3.138) mostra um mecanismo de homopolimerizacdo da classe dos
mecanismos de inser¢cdo multipla, os quais sdo utilizados para descrever algumas
reagoes de polimerizagcdo de olefinas por coordenagao [82]. O mecanismo da Equacao

(3.138) possui dois tipos de cadeias ativas e duas etapas de interrupgao do crescimento:

P+M—15p

i i+l
A+ M —2s 0,
Qi + M &) Pi+l
0 +M—2-0
P+X—sp 44,

O +X—L25P + 4

(3.138)

i+l

As matrizes (4 — Kf) e Kp relacionadas ao mecanismo da Equagdo (3.138) sdo

dadas por

(3.139)

(A—Kt){

Kp, M + Kp,,M + Ki, X 0 '
0 Kp, M + Kp,,M + Ki, X |
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Kp. M Kp, M
Kp:{ Pufd S } (3.140)

Kp,M Kp,,M

A fim de deixar a analise deste mecanismo no estado transiente mais clara,
estuda-se este mecanismo no estado estaciondrio inicialmente. No caso de
polimerizagdes por inser¢ao multipla em estado estacionario, P; pode ser obtido pela

multiplicagdo de P, ; pela matriz mostrada na Equac¢ao (3.141):
P =(A-Kt) KpP_, (3.141)

se a vazdo de entrada da espécie P; no reator ¢ nula. Mostrou-se que as quantidades de

polimero P; e O; podem oscilar se (A — Kt)_l Kp possui um valor caracteristico positivo

e um negativo [82]. No caso do mecanismo da Equacao (3.138), a matriz (A - Kt)_1 Kp

é
Kp, M Kp, M
- Kp, M +Kp .M +Ki,X Kp,M+Kp,M +Ki, X
A—Kt) ' Kp = 11 12 1 11 12 1 3142
( ) P Kp,,M Kp,M ( )

Kp, M +Kp,,M +Ki,X Kp, M +Kp,,M +Ki, X

-1 ~ ..
Pode-se notar que os elementos de (A —Kt) Kp sdo positivos e os elementos
em sua diagonal principal sdo menores ou iguais a um. Pode mostrar-se, também, que os
modulos dos valores caracteristicos 4, e 4, desta matriz sdo também menores ou iguais

aum.
Mostrando que os valores caracteristicos ttm modulo menor que um:
Primeiramente, definem-se as somas

S, =Kp,M +Kp,M +Ki X;
(3.143)
S, = Kp, M + Kp,,M +Ki, X.
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Nota-se que sdo validas as desigualdades

Kp M <S,, Kp,M<S,, Kp, M<S, e Kp,, M <S,. (3.144)

O determinante da matriz (A — Kt )_1 Kp na Equagao (3.142) ¢ igual a

] Kp, M Kp,,M — Kp,,M Kp, M

det [A Kt
SISZ

(3.145)

Com as desigualdades da Equagdo (3.144), ¢é possivel dizer que o determinante

obedece a desigualdade

] S,S, - Kp,,M Kp, M

det [ A—Kt) =1 - (quantidade positiva);

)5, (3.146)
det (4 Ke) ' Kp|<1.

Logo, o determinante de (A —Kt)f1 Kp ¢ menor do que 1 e pode ser negativo.

Da mesma forma, pode-se obter um valor minimo para o determinante, ao se usarem as

desigualdades da Equagdo (3.144):

Kp.M Kp,M~S, S
] P D 192 _ (quantidade pOSitiVa) -1;
s S, (3.147)

det |(4 - Ke)" Kp|> 1.

det [A Kt

Para o trago de (A — Kt )_1 Kp na Equagao (3.142), tem-se que

] Kp, M szzM

trilA4 - Kt
r[( S, S,

>0;

tr[(A—Kt)‘le]sulzz; (3.148)

0<tr l(A —Kt)f1 KpJS 2;
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se as desigualdades da Equacdo (3.144) sdo utilizadas. As Equagdes (3.146)-(3.148)

podem ser reescritas, respectivamente, como as Equacgdes (3.149) e (3.150), em termos

dos valores caracteristicos de (4 — Kt)" Kp :

—1< A4 4, <1,0u |4 4,|<1; (3.149)

0<A +4,<2. (3.150)

Através da desigualdade para o traco da matriz na Equagao (3.150), conclui-se,
neste caso, que as partes reais dos valores -caracteristicos ndo podem ser
simultaneamente negativas. Assim, os trés casos relativos aos sinais dos valores

caracteristicos sao analisados a seguir.

Se os valores caracteristicos sdo ambos reais e positivos, a Equagdo (3.150) ¢
suficiente para mostrar que cada um deve ser menor ou igual a 1. Se os valores
caracteristicos sao reais e de sinais contrarios, mostra-se através da Equagao (3.150) que
o valor caracteristico positivo ¢ maior que o moédulo do valor caracteristico negativo.

Seja A, o valor caracteristico positivo e 4, o negativo. A Equacdo (3.149) implica que

1
A(=4)<1= 4 < : (3.151)
(_12)
e a Equacdo (3.150) implica que
-4, <A L2-4,=-4, < 4,. (3.152)

Através das Equagoes (3.149) e (3.150), € possivel dizer que

(-4) (3.153)
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Assim, pela Equagdo (3.153), tem-se que A, estd entre —1 e 1. Como A4, é o
valor caracteristico negativo, entdo ele deve estar entre —1 e 0. Demonstracao

semelhante pode ser feita para se concluir que A, deve estar entre 0 e 1 (basta isolar-se

A, nas Equagdes (3.151) e (3.152), em vez de A, ). Assim, para o caso em que A4, € 4,

tém sinais contrarios, seus modulos também sdo menores ou iguais a 1.

Se os dois valores caracteristicos de (A—Kt)f1 Kp na Equagdo (3.142) sdo
complexos, devem ser conjugados. Assim, a Equagao (3.149), que limita o determinante
de (A —Kt)f1 Kp , pode ser utilizada para se demonstrar que o moédulo destes valores

caracteristicos complexos ¢ também menor ou igual a 1. Sejam estes representados por

(a+bi) e (a—bi). Neste caso, a Equagdo (3.149) pode ser escrita como
(a+bi)(a—bi)<1= (@ +b*)<1= (@ +17)7 <1 (3.154)

Ou seja, se os valores caracteristicos de (A —Kt)_l Kp na Equagdo (3.142) sao

complexos conjugados, possuem modulo menor ouiguala l. m

Para a analise de oscilagdes, ¢ util considerar a norma do vetor P;, que pode ser

dada pela soma dos valores absolutos dos elementos deste vetor, ou seja,
|2l =|P!| +|P?| =[] +]o]= P + 0, (3.155)

uma vez que P; e O; sdo numeros nao-negativos. Conseqiientemente,

R|| , € igual a
quantidade que seria detectada como o total de polimero com tamanho de cadeia i por
uma analise ideal de cromatografia de permeacdo em gel, se esta técnica fosse capaz de

distinguir entre cadeias de tamanho i e i + 1. Pode-se definir também a norma da matriz

(4 - Kt)"' Kp que é induzida pela norma do vetor da Equacio (3.155), a qual ¢ dada por

: (3.156)

H(A - Kt)_1 Kp H1 = max f“ |cmn
m=1
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em que c¢,, sdo os elementos desta matriz. Portanto, a norma da matriz definida na

Equacdo (3.156) ¢ o maximo entre todas as somas dos elementos das colunas da matriz.

A andlise de periodicidades na DTC do homopolimero baseia-se em dois
exemplos mostrados na Tabela (3.1), que apresenta os quatro primeiros vetores P;

obtidos através da Equacdo (3.141) para estes dois exemplos. No Caso I da Tabela (3.1),

os valores caracteristicos de (4— Ktz)" Kp sio 0.99 e -0.98; neste caso, podem ser
notadas oscilacdes nos valores de P;, Q; e ||P,||1 Contudo, o Caso II da Tabela (3.1)
ilustra uma homopolimeriza¢do para a qual a matriz (A—Kt)f1 Kp também possui

valores caracteristicos 0.99 e —0.98, mas para a qual as quantidades P;, O; e ||P,||1 nao

apresentam periodicidades.

Tabela (3.1) — Comparagdo entre os vetores P;, i = 2, ..., 5 obtidos em dois casos diferentes. Em ambos os

casos, as matrizes (A4 - K#)"' Kp possuem valores caracteristicos 4; = 0.99 e 1, = - 0.98.

Caso | Caso 11
(A—Ke)' Kp [ 0.006 2 } [ 0.005 0‘98}
0.485112 0.004 0.9900255102 0.005
(4~ Ke)" Kp|, 2.00 0.995
: P |71, a 7]
1 [1.00 1.00]" 2.00 [1.00 1.00] 2.00
2 [2.00 0.489] 249 [0.985 0.995]" 1.98
3 [0.990 0.975] 1.96 [0.980 0.980] 1.96
4 [1.96 0.484] 2.44 [0.965 0.975] 1.94
]

5 [0.980 0.951]" 1.93 [0.960 0.960] 1.92

Apesar de as matrizes (4 — Kf)' Kp do Caso I e do Caso II possuirem os mesmos

valores caracteristicos, suas normas sao diferentes. Isto pode explicar por que a norma

||R|| , éo oscila no Caso II, uma vez que
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|, =|(4-xe)" Kp P, (3.157)

Da Equacao (3.157), obtém-se a desigualdade

|P], <|(4- Ko KD | [P, (3.158)

a qual significa que a soma ||Pl||1 :|Pi|+|Qi| ¢ menor do que ||PH||1 :|P1;1|+|QH|
multiplicada por H(A —Kt)_1 Kp H1 A norma da matriz H(A —Kt)_l Kp Hl aparenta estar

relacionada a uma “probabilidade de propagacdo” aniloga a da distribuicdo de Schulz-

Flory. No Caso I da Tabela (3.1),

|, < 2.004 [P,

(3.159)

19

ou seja, € possivel que ||R|| | seja maior que ||Pl._1 || | para algum i. Neste caso, pode haver

oscilacdes do quantidade total de polimero ||Pl||1 . Entretanto, no Caso II da Tabela (3.1),

Ip), <0995 |,

(3.160)

17

o que proibe oscilacdes da quantidade ||P

i

.» apesar de ndo proibir oscilagbes nas

quantidades |R| e |Ql.|. Estas oscilagcdes podem estar presentes segundo a andlise do
modelo; contudo, a cromatografia de permeacdo em gel ndo detectaria oscilagdes de

|P], ouPie 0 [92].

Logo, as matrizes dos Casos I e II possuem os mesmos valores caracteristicos,
mas os sistemas por elas descritos comportam-se de maneiras qualitativamente
diferentes. Espera-se que esta diferenca esteja presente também em modelos dindmicos

de homopolimerizacdo por inser¢cdo multipla, para os quais a solugdo para o vetor R(t)

¢
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P.(t)= 2(1,0)Po + j Q(t, 7\ KpP_ (z)+ f.(r)]dz. (3.161)

Seja a solucao dinamica para B(t) da Equagao (3.162), para a qual ﬁ(r) =0 ¢
Po=0:

P(t)=[0(t,7)KpP, (z) dr. (3.162)
0
A Equagao (3.162) pode ser reescrita como

P=T(P,), T(o)=|Q(t7)Kp(r)edr, (3.163)

S —

que representa o fato de que o vetor P, ¢ obtido através da aplicacdo do operador T a

l

um vetor P,_,, para i > 2, conforme a Equagdo (3.98). Pode-se averiguar se a aplicacdo

sucessiva deste operador 7 ao vetor P; pode produzir distribui¢cdes de tamanho de

cadeia que apresentam periodicidades com o tamanho de cadeia i.

Na Equagdo (3.163), T ¢ um operador de Volterra, o qual ndo possui valores
caracteristicos se os elementos de .Q(t,r)Kp sao fungdes continuas [93]; entretanto, seu

espectro ndo € vazio, mas seu unico elemento ¢ zero [40, 94]. A analise do operador T
da Equacdo (3.163) deve, portanto, ser diferente daquela realizada para a matriz (4 —
Ko)' Kp, no caso do estado estacionario. As oscilagbes na DTC para esta

homopolimerizacdo transiente estdo associadas ao fato de a matriz Q(t,r)Kp(r) possuir

um valor caracteristico negativo.

No caso deste mecanismo, o matrizante ¢ dado por
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Q(,7)= exp|:— [(4- ki) ds} -

T

T

exp(— [(Kpy M + Kp,,M +Ki X s) dsJ 0 (3.164)

0 exp[— [(KpyyM + Kp,M + Ki, X )s) dsJ

uma vez que as matrizes (A — Kt) e (A — Kt) ds comutam [86]. Como os pardmetros

N —_—

cinéticos Kp,, € Ki; sdo positivos, as integrais que aparecem na Equagdo (3.164) sdo
também positivas (porque a variavel de integracdo 7 estd no intervalo [0, 7]). O

matrizante pode, entdo, ser reescrito como
exp(—1 0
.Q(t,r)z{ o(-1,) ; )}, (3.165)

em que /, e /, sdo as integrais positivas da Equagdo (3.164). Uma vez conhecida a

forma do matrizante, os valores caracteristicos da matriz Q(t,r)Kp(r) sao

A = %{e_llen +e 2Kp,, + \/(e_ll Kp,, —e *Kp,, )2 + 4(6_11 Kp,, Xe_lz Kp, )}M (3.166)

A, = %[e_ll Kp, +e “Kp,, ~ \/(e_ll Kp, —e *Kp,, )2 + 4'(6_11 Kp,, Xe_lz Kp, )}M (3.167)

Notam-se algumas propriedades dos valores caracteristicos das Equagdes (3.166)
e (3.167). Primeiramente, tem-se que |ﬂ,2| < 4, . Observa-se também que A, >0 e que A,
e A, sdo valores caracteristicos reais, pois o termo dentro da raiz quadrada ¢ positivo. O

valor A, pode ser negativo, se a condi¢do

\/(671' Kp,, — e " Kp,, )2 + 4(67[' Kp,, X€712 Kp,, ) >e Kp,, + e Kp s

= Kp,Kp,, > Kp, Kp,,,

(3.168)
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¢ satisfeita. A condicdo presente na Equacdo (3.168) ¢ a mesma condigdo para que,
neste modelo de inser¢io multipla em estado estacionario, a matriz (4— Kt)” Kp
possua um valor caracteristico negativo e um positivo. Na Equag¢do (3.168), portanto,

exige-se que o determinante da matriz Kp seja negativo para que A, seja negativo.

A condi¢do expressa na Equagdo (3.168) ¢ necessaria para que ocorram as
periodicidades da DTC; entretanto, ndo € suficiente para que aquelas existam, conforme
se pode perceber pelas Figuras (3.8) e (3.9), elaboradas com os parametros mostrados na

Tabela (3.2).

Tabela (3.2) — Parametros utilizados para a construcdo dos graficos nas Figuras (3.8), (3.9) e (3.10).

Variavel Figura (3.8) Figura (3.9) Figura (3.10)

M 1 1 1

X 1 1 1
Kpi 0.006 0.005 0
Kp1» 0.485112 0.990055 2.5
Kpo 2 0.98 3.5
Kpa» 0.004 0.005 0
Ki, 0.1 0.1 0.1
Ki, 0.2 0.2 0.2
Pi(d) [0, 17T [0, 17T (1% 01"

Na ultima coluna da Tabela (3.2), encontram-se os pardmetros de um modelo de
insercdo multipla em que as periodicidades na DTC do polimero apresentam um
comportamento limitante. Estes parametros representam uma polimerizagao em que as
cadeias do tipo Q; possuem somente tamanhos pares e as cadeias do tipo P; possuem
somente tamanhos de cadeia impares. A Figura (3.10) ilustra, para tamanhos de cadeia

pequenos, a distribui¢do de tamanhos de cadeia das cadeias do tipo P;.
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Figura (3.8) — Distribui¢ao de tamanhos de cadeia com periodicidades, para um polimero formado pelo

mecanismo de inser¢do multipla da Equacéo (3.138), no tempo ¢ = 10 e para os parametros na Tabela

(3.2).
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Figura (3.9) — Distribuicdo de tamanhos de cadeia sem periodicidades, para um polimero formado pelo

mecanismo de inser¢do multipla da Equacao (3.138), no tempo t = 10 e para os parametros na Tabela

3.2).
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Figura (3.10) — Comportamento limitante de uma distribui¢do de tamanhos de cadeia com periodicidades,
para um polimero formado pelo mecanismo de inser¢do multipla da Equagao (3.138), no tempo t=10 ¢

para os parametros na Tabela (3.2).

Distribui¢des de tamanhos de cadeia similares aquela da Figura (3.10) podem ser
obtidas ao se escolherem valores nulos para os pardmetros Kp;; ¢ Kpy;. Em uma
polimerizacdo em que Kp;; = Kpy, = 0, ndo ocorrem as reagdes de propagagdo nas quais
nao héd mudancga do tipo de cadeia. Uma cadeia s6 crescera se for convertida em uma
cadeia de tipo diferente. Logo, se no inicio da polimerizacdo todas as cadeias de
tamanho 1 sdo do tipo P, todas as cadeias de tamanho 2 serdo do tipo Q;, e assim por
diante. Tal comportamento foi também observado na simulacdo de uma polimeriza¢ao
por condensacdo estaciondria, através do uso de cadeias de Markov [31]. Contudo,
deve-se salientar que os métodos experimentais utilizados atualmente para a medicao da
DTC nido detectam tais periodicidades, as quais, sdo, além de tudo, mais facilmente

notadas para tamanhos de cadeia pequenos.

A existéncia de distribuigdes de tamanhos de cadeia oscilatorias ainda nao foi
comprovada experimentalmente. Mas esse exemplo mostra que a existéncia de
distribuigdes de tamanhos de cadeia oscilatorias ¢ possivel em polimerizagdes nos
estados estacionario e transiente, desde que certas restrigdes paramétricas sejam

obedecidas.

Assim, conclui-se que a analise matemadtica das equagdes que descrevem o0s

balancos de massa em problemas de polimerizagdo pode revelar a existéncia de solugdes
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nao comuns, presentes até mesmo em mecanismos simples de polimerizagdo. Por
exemplo, mostrou-se pela primeira vez que as equagdes do modelo penultimo para
copolimerizagdo podem apresentar solucdes que oscilam com o tempo, o que nao ocorre
com as solucdes previstas pelo modelo terminal. Mostrou-se também que as
distribuigdes de tamanhos de cadeia em polimerizagdes interpretadas pelo mecanismo
de inser¢do multipla podem apresentar comportamento oscilatério com o tamanho de
cadeia i, tanto em estado estacionario quanto em estado transiente. A existéncia destas

oscilagdes depende de algumas relagdes entre os parametros do modelo.
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CAPITULO 4 — ANALISE DE PONTO FIXO DE MODELOS DE POLIMERIZACOES

LINEARES

No Capitulo 3, mostraram-se dois exemplos em que a analise matematica dos
modelos de reagdes de polimerizacdo ajudou a trazer a tona algumas caracteristicas
implicitas destes sistemas reacionais. Neste capitulo, pretende-se analisar as
polimerizacdes lineares de maneira mais genérica, ao se procurarem algumas
propriedades de seus modelos utilizando teoremas de ponto fixo. Para isto, utiliza-se
neste capitulo a abordagem em que se considera a DTC como uma seqiiéncia gerada por

um operador, a qual foi introduzida no Capitulo 3.

4.1 - A Teoria do Ponto Fixo

A Teoria do Ponto Fixo ¢ apropriada para o estudo de sistemas de polimerizagao
em que os balancos de massa podem ser escritos como na Equagdo (3.96), ou seja,

P.=T,(P_,). Uma definigdo importante para esta analise ¢ a de ponto fixo [40, 41].

Defini¢do: o ponto fixo de um operador T : X — X de um conjunto X nele mesmo é

um elemento x € X que é mapeado sobre si mesmo (ou "mantido fixo" por T ), isto é,
Tx=x, (4.1)
ou seja, a imagem Tx coincide com x.

Pode-se imaginar um procedimento iterativo para a determinac¢ao do ponto fixo:

toma-se um elemento x, € X do conjunto e aplica-se a ele o operador. O resultado
desta operacdo ¢ o elemento x,, que também pertence a X . Aplicando-se o operador a

X,, obtém-se x, e assim por diante, numa regra de substitui¢cdo sucessiva dada por

x,=Tx,,,nx1. (4.2)
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Se o operador possuir determinadas propriedades, este procedimento de
substitui¢do sucessiva pode convergir para um ponto fixo x. Os teoremas de ponto fixo
procuram estabelecer que propriedades este operador deve possuir para que haja

convergencia.

A convergéncia através do processo iterativo dado pela Equagdo (4.2) ¢ uma
caracteristica importante em varios ramos da matematica aplicada. Através de conceitos
da Teoria do Ponto Fixo € possivel, por exemplo, assegurar a unicidade de solugdes em
equagoes diferenciais [95] e a convergéncia de técnicas de substitui¢ao sucessiva para a

determinagdo numérica de solucdes de equagdes algébricas [40].

E possivel mostrar que, se o operador for uma contragao, conforme a definigado

abaixo, o processo iterativo da Equagao (4.2) converge [40].

Defini¢do: Seja X = (X ,d ) um espago métrico. Um operador T : X — X ¢é chamado
de contragdo (ou mapeamento contractivo) em X se ha um numero real positivo o <1

tal que, para todos x,y € X,
d(Tx, Ty) < ad(x,y). (4.3)

Isto significa que as imagens dos pontos x e y estdo mais proximas uma da

outra do que estes pontos estdo um do outro. O fato de o operador ser uma contragdo
garante a convergéncia da Equacdo (4.2) para um ponto fixo, segundo o Teorema do

Ponto Fixo de Banach, reproduzido abaixo.

Teorema: Considere um espago métrico completo X =(X ,d) e T:-X—>X um
operador. Se T é uma contra¢do em X , entdo T possui um unico ponto fixo x. E, se

x, é um elemento da seqiiéncia (x,), n=0,...n tal que x, =Tx,_,, entdo:

1) d(x,,x )<a—m)d(x0,x1);

m>n _(l—a

2) limx, =x. 1

n—>a0

(4.4)
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Contudo, esta ndo ¢ a Unica forma de se averiguar a convergéncia da Equagao
(4.2). Existem outros teoremas mais gerais do que este, que estdo baseados em
defini¢des generalizadas de contragdo [95]. Por exemplo, ¢ possivel mostrar que, se o

operador ¢ uma contragdo no sentido de Krasnoselskii, ou seja,

ala,p)el0,1),0<a<b

a<d(x,y)<b ’ )

AT 1) < ala.b)d(x. ), para {

ele possui somente um ponto fixo no espago métrico X [95]. A contragdo no sentido de
Krasnoselskii ¢ definida para elementos de X contidos em um intervalo especificado.
Existem, ainda, muitos teoremas de ponto fixo para outros tipos de operadores. Um

deles ¢ o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, que assegura que todo operador continuo

cujos dominio e imagem sdo o mesmo conjunto fechado, limitado e convexo em R”"

possui um ponto fixo [96].

Um outro teorema de ponto fixo interessante diz respeito a operadores que

variam ao longo do processo iterativo, como no caso da Equacao (3.96) [95].

Teorema: se (T1 ,T1,,..,T, ,) ¢ uma seqiiéncia infinita de operadores, cada um tendo no
minimo um ponto fixo x, ,n=1,23,... e T, : X - X é um mapeamento contractivo com
d(T,x,T,y)< a,d(x,y) e a seqiiéncia (T,T,,...,T,,..) converge uniformemente para

T,, entao (xl,xz,...,xn,.‘.) converge para x,. &

4.1.1 — Aproximacoes para seqiiéncias geradas atraveés de iteracoes sucessivas

Um teorema desenvolvido por Ostrowski permite a comparagdo entre duas
seqiiéncias, definidas como na Equacdo (3.98), e que sdo geradas por operadores
diferentes [95]. Este teorema enuncia uma desigualdade para a distancia entre elementos
destas duas seqiliéncias, sendo, portanto, apropriado para se estimar a distancia entre

elementos de uma seqiiéncia e de uma seqiiéncia que aproxima a primeira.
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Teorema (Ostrovski): Seja T : X — X uma contragdo em um espag¢o métrico completo

e

d(Tx,Ty)< ad(x, y) (4.6)

para todo x,ye X e k e(O,l). Seja x, um ponto arbitrario em X e x,,, =Tx, para

n=0,2,..., e seja (ym) uma seqtiéncia em X e

gm :d(ym+17Tym) (47)

Entao,
d(x’ .merl)S (1 - a)_l [gm + ad(merl’ym )]: am > (48)
d(xaym+1)S d(xm+17ym+l )+0(md(x0,y0)+ zamii‘gi =b,, 4.9)

i=0

e limy =x, seesomentese limg, =0 [95]. B

m—>0 m-—»o0

4.2 - Os mapeamentos contractivos relacionados a distribuicao de tamanhos de cadeia

No Capitulo 3, foi visto que ¢ possivel interpretar um modelo genérico de um
sistema de polimeriza¢dao linear como uma iteracdo sucessiva, conforme a Equagdo
(3.96). As polimerizacdes lineares serdo representadas aqui pelo mecanismo genérico
apresentado na Equagdo (3.1), acompanhadas de seus balangos de massa em estado
transiente. Antes do estudo deste sistema, porém, ¢ conveniente considerar algumas

semelhangas matematicas entre este sistema genérico e alguns sistemas mais simples.

A distribui¢do de tamanho de cadeia estaciondria de Schulz-Flory, dada pela

Equacdo (1.13), origina-se de um mapeamento contractivo para todo i, se P € R, com

, conforme a Equagao

a métrica usual para os nimeros reais dada por d(x, y)=|x— y

(4.10):
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P =qP., i>l. (4.10)
Da Equagao (4.10), pode-se escrever
7.~ Pl =P, - P[. (“.11)

A constante g <1 ¢ a "probabilidade de propagagdo", que pode ser escrita como

uma fungdo das constantes cinéticas. Neste caso, o operador 7 representa simplesmente

a operacao de multiplicagdo por ¢, que ¢ real, positivo € menor que 1. Assim, este

operador ¢ uma contragao.

A distribui¢do de Poisson, por sua vez, pode ser obtida ao se resolverem os
balancos de massa transientes referentes ao mecanismo da Equagao (1.25). A DTC de
Poisson resulta das equagdes representadas na Equacdo (3.24), em que a solugdo para

P(r) € escrita em fungdo de P_,(r), e que é repetida abaixo:
P(r)= e_’J. > (s)e*ds, i>1. (3.24)
0

Para se averiguar se a distribuicdo de Poisson procede de um operador

contractivo, é necessario definir uma distancia entre as quantidades P(r) ¢ P, (r). Esta

pode ser a distancia induzida pela norma de Chebyshev ou a norma do supremo de

P(r), isto &,

IR =suple(e)

(B} P,(0)=|P(e) P, () = suplp () P, c)

2

(4.12)

em que J ¢ o intervalo de tempo que estd sendo considerado para a andlise da

polimerizagdo. O médulo da diferenga entre P(z) e P, (r) ¢ dado por
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[P (5)- £ sl @13

J“[
o

Tomando o maximo de ‘PH (s)- P, (sj e retirando-o da integral, tem-se

|P.(£)=P,(z) < sup| Py (s)- P,y (s) - [ evds 4.14)

seJ

A integral no lado direito da Equagédo (4.14) é e re”ds = (1 —e’ ) Segue-se,

o

entdo, a desigualdade

|P.(z)-P,(c) <sup|P_,(s)- P, (s)] -(1-¢). 4.15)

seJ

Tomando o maximo no lado esquerdo da desigualdade anterior,

sup‘P,. (T)— P, (r)( < sup‘PF1 (s)— P, (SX . sup(l —e’ ) (4.16)

red seJ red
Se o intervalo de tempo em que ocorre a reagdo ¢ J = [O, T, J,

a= sup(l—e” )=1—eir’

ted

<L (4.17)

Assim, escrevendo a Equacdo (4.16) em termos das distincias entre os
elementos, nota-se que o mapeamento integral definido pela Equacdo (3.24) ¢ uma

contragdo para todo 7 finito, isto €,

d(P ()P (r)<ad(P(c),P (7)), a<l. (4.18)
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Se 7>, o —>1, e, tem-se que, para 7 infinito, o mapeamento dado pela

Equacdo (3.24) é ndo-expansivo.

Estes dois exemplos simples mostram que a DTC pode ser construida através da
iteracdo sucessiva de um operador, que nestes dois casos, € uma contracdo. A natureza
de "iteragdo sucessiva" de reag¢des de polimerizagdo ja havia sido considerada pelo uso
das cadeias de Markov para determinagdo da DTC [31]. As matrizes de transi¢do de
probabilidades sao mapeamentos nao-expansivos para qualquer modelo que descrevam,
se sua norma ¢ dada pela maior das somas dos elementos em cada linha, como no caso
da Equacdo (1.22). Existem teoremas de ponto fixo que garantem a convergéncia de

iteracdes feitas através mapeamentos ndo-expansivos como este [95].

4.3 - A andlise de ponto fixo para um mecanismo linear genérico

A andlise de ponto fixo de mecanismos lineares baseia-se no mecanismo

genérico descrito na Equacdo (3.1), repetida abaixo [82].

K k.l T -
I)l»k + Xj P N Plil (+ (WIk,j ) D)’ propagacao
P+ X ; K, P! (+ (th‘ ; )T D), transformagdo de cadeia
(3.1)
P+ X ; A P/ (+ (Vil.’fj )T D), interrup¢do do crescimento
Pr 4+ X, TN (+ (le.’fj )T D), desativagdo

4.3.1 — A andlise de ponto fixo para um conjunto de mecanismos

Uma vez que ¢ comum que o vetor de concentragdes iniciais Po, e o vetor de
vazdes de alimentacdo de espécies poliméricas fl.(t) sejam nulos em muitos processos,

serdo consideradas, primeiramente, os balangcos de massa em que isto ocorre. Estes

podem ser escritos em termos da seqiiéncia (Pl.), gerada através da iteragdo
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(4.19)

A Equacao (4.19) mostra que neste tipo de mecanismo, o crescimento de cada
cadeia de tamanho i ¢ dependente somente da quantidade de cadeias de tamanho i—1,
e que neste caso esta relacao ¢ independente de i porque o operador integral T nao
depende da "iteragao"i. Para a analise de ponto fixo do operador T na Equagao (4.19),
considera-se que cada R(l) pertence ao espaco vetorial de vetores de dimensdao NS
cujos elementos sdo fungdes que variam no tempo; € necessario também definir uma
distancia entre dois elementos distintos g(¢) e h(z). Aqui, esta distancia ser4 induzida

pela norma

(4.20)

l’

i\gk(f)(

(¢)] = sup = sup|g (1)
teJ teJ

que ¢ o valor maximo da soma dos modulos dos elementos de g(l) que pode ser

atingido no tempo. Para que se simplifique a notagdo, a soma dos modulos dos

elementos de g(t) foi chamada de || g(l] ,» que ¢ diferente de || g(l] , como se pode notar

na Equagdo (4.20) e na Tabela (4.1). Assim, a norma do vetor que representa a

quantidade de polimero P, () ¢ dada por||B (tj| Esta norma é conveniente para o

presente estudo porque representa uma quantidade fisicamente mensuravel; esta denota
a maxima quantidade total de cadeias de um determinado tamanho i atingido durante a

reacdo em batelada (porque f, =0).

Tabela (4.1) — Distingdo entre simbolos de norma utilizados na analise de ponto fixo de T .

Simbolo Significado e caracteristicas Interpretagao fisica
”P ” norma 1 do vetor P, soma das quantidades de todos os tipos de cadeias de
i (varia com o tempo) tamanho i em cada instante de tempo

maximo valor de ”Pl ” | atingido durante o intervalo
”P, ” norma do vetor P,

de tempo considerado na reagdo de polimerizagdo
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A expressdao da Equacao (4.20) obedece a todos os requisitos de uma norma, € o
espaco dos vetores acima descritos ¢ um espago completo com esta norma (ver

Apéndice 1). A distancia induzida por esta norma ¢

d(g(0). (1)) = |g(0)~ (1) =sup

> e (-

. 4.21)

Tendo sido definidos o operador, o espago vetorial e a norma a serem utilizados,
pode-se iniciar o desenvolvimento da andlise. No caso do modelo da Equacao (4.19),

pode-se escrever a norma 1 da diferenca entre dois vetores P.(t) e P, (t) como

|P.(6)-P,(t), = | [ 2(t.2)p (P, (z)- P, (z))dz| . (4.22)
0 1
A Equagao (4.22) pode dar origem a uma desigualdade:
HPZ. (t)- P, 01‘1 < JHQ(Z‘, 7)Kp (P,._1 (r)- P, (T)M1 dr. (4.23)
0

Uma vez que o matrizante Q(t,r) e a matriz de propagacdo Kp sdo operadores

limitados por serem matrizes reais [40, 41], € possivel escrever a desigualdade

[P.()- 2,0, < [l2te.e gl | (P, ()P (0], “24)

em que se utilizam as normas 1 das matrizes. A norma 1 de matrizes ¢ induzida pela

norma 1 dos vetores [41]. A norma da matriz Kp , por exemplo, ¢ calculada através da

expressao

NS
[Kp], = max 3 [Kp,. (4.25)
im1
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que denota a maior entre as somas dos elementos das colunas desta matriz; a norma do
matrizante ¢ calculada da mesma forma. A norma dada pela Equagao (4.25) pode variar

com o tempo.

A desigualdade da Equagdo (4.24) pode ser desenvolvida:

|P(0)- P, (o)), < ﬁllﬂ(ta o)Kp|,d f} supl (P, (2) - P, ()],
; (4.26)

gﬁ||g(t,r)||l||xp||ldf}.d(g1 ()P, (7).

Assim, tomando o maximo valor da expressdo no lado esquerdo da Equagdo

(4.26) ao longo do tempo, tem-se

supl, (1)~ P (¢}, < sup D |2G.7)p| dr} d(P, ()P, (7).
ou (4.27)

d(P(0).P, (1)) < sup ﬁllﬂ(a o)Kp, dr} d(P_, (7). P, (7).

Entdo, segundo a equagdo anterior ¢ a definicdo da Equacao (4.3), o operador

integral de polimerizagdes lineares serd uma contragao se
t
@ =sup [leG.z), | K], dz <1 . (4.28)
o

Uma desigualdade para a norma 1 do matrizante

Algumas desigualdades para as normas dos matrizantes sao importantes para a

analise do comportamento de sistemas dinamicos. Pode-se provar analiticamente, por
. M .
exemplo [83], que a norma espectral (ou a norma-2) da exponencial e" da matriz M

obedece a uma desigualdade do tipo HeM’ <Ce ™V em que C ¢ uma constante e
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a[M ] ¢ a abscissa espectral de M (a maior das partes reais dos seus valores

caracteristicos). O objetivo de varios trabalhos ¢, através de técnicas numéricas,
determinar o melhor valor da constante C, para cada tipo de norma utilizada [97, 98].
Vém sendo feitos alguns esforgos para se obterem cotas superiores para algumas normas
"p" de exponenciais de matrizes, ao se utilizar o conceito da derivada logaritmica da

matriz. A norma logaritmica ,u[M ] da matriz M ¢ dada por [98, 99]

u[M]= lim w (4.29)

A-0" A

para uma norma da matriz induzida por uma norma vetorial qualquer em R". Esta
quantidade também é chamada medida da matriz. E possivel mostrar que, para qualquer
matriz e qualquer norma induzida, [98, 99]

M
e

<erMl (4.30)

A cota superior que utiliza a norma logaritmica na Equagao (4.30) apresenta

grande vantagem sobre a cota superior mais 6bvia dada por

e < e, (4.31)

uma vez que, se M possui valores caracteristicos negativos, espera-se que a norma

HeM’ decaia com o tempo. A cota superior dada pela Equagao (4.31), contudo, aumenta

exponencialmente com o tempo, uma vez que ||M|| ¢ sempre positiva. A norma

logaritmica ,u[M ], contudo, ¢ negativa, se os valores caracteristicos de M sdo

negativos [97]. Desta forma,
uM]<<o[M], (4.32)

em que O'[M ] ¢ o raio espectral de M, ou seja, o maior dos modulos de seus vetores

caracteristicos [40, 41].
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Deste modo, para a norma 1 de matrizes quadradas, induzida pela norma 1 de

vetores em R", a norma logaritmica da matriz M ¢ dada por [98]

y7 [M]= mjax{mjj + i‘mlj }, (4.33)

i=li#j
em que m; sdo os elementos da matriz M e n € o numero de linhas e colunas de M .

Assim como ocorre para a exponencial de matrizes, espera-se que o matrizante
de —(A —Kt) possua uma cota superior que decaia exponencialmente, uma vez que os
valores caracteristicos de (A — Kt) sempre t€m parte real positiva [82]. Porém, o calculo

do matrizante ¢ uma tarefa complicada, a ndo ser em casos especiais, como, por
exemplo, quando a matriz ¢ diagonal, ou quando comuta com sua integral no tempo

[86].

Uma técnica utilizada para a solugdo numérica de sistemas lineares de EDOs ¢ a
aproximacado do matrizante por uma forma "quantizada" ou discretizada. A
discretizacdo do matrizante se d4 ao particionar o intervalo [to,t] em N subintervalos,
ao longo dos quais os elementos da matriz —(A4— Kt) sdo considerados constantes.
Entio, admite-se que a matriz — (4 — Kt) possui o valor constante — (4 — Kt), em cada
subintervalo n,n=1..N. A Figura (4.1) mostra a evolucdo no tempo da forma
discretizada de um elemento desta matriz [87].

-(4-k1),, (4 &)

ij,2

T tl tz tN—2 tN—l {

Figura (4.1) — Evolugdo de um elemento — (A - Kt),-j da matriz — (A - Kt) com o tempo, em sua

forma discretizada.
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O matrizante de cada —(A4—Kt), em cada subintervalo é, uma vez que estas

matrizes sdo constantes, igual a exponencial de cada matriz — (A - Kt)n :
Q,(t,.1.t,)~expl-(4- K1), (1, -1, )]. (434)

A Equagao (4.34) da, entdo, a expressao do matrizante em cada subintervalo. O

matrizante de um sistema dindmico possui a seguinte propriedade [85, 87]:
Qt,,,)20.1,) = Q(t,.15). (4.35)
A Equacao (4.35) relaciona-se ao fato de que, para sistemas dinamicos com
modelos lineares, a trajetorias das varidveis do sistema de um tempo ¢, a ¢, e depois de

t, a t, equivalem a trajetoria do sistema de ¢, a ¢,. Assim, o matrizante de —(A—Kt)

(para todo o intervalo [T,t]) ¢, aproximadamente, um produto de exponenciais de

matrizes, cada uma calculada em um subintervalo [87]:
Qt,7)~ ] Jexpl- (4 - Kt),(t, ~1,.,)] (4.36)

Se o intervalo de tempo [r,t] ¢ dividido em subintervalos iguais a At =¢, —¢, ,,

a Equagdo (4.36) se torna
N
Q(t,7)~ ] exp[-(4- Kt), - At], (4.37)
n=1
de modo que ¢ possivel obter uma aproximagao para a norma 1 do matrizante:

2.7, ~

ﬁa¢¢pmhﬂd

: (4.38)

1
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Como as exponenciais de matrizes reais e limitadas também sdao matrizes reais e
limitadas, ou seja, sdo operadores lineares e limitados, uma cota superior para a norma 1

do matrizante é:
N
|@(,7)|, <] Tlexpl- (4 - Kt), - A]] . (4.39)
n=1

Cada uma das exponenciais no produtorio da Equacao (4.39) tem, por sua vez,

uma cota superior, conforme a Equagao (4.30). Pode-se escrever
| expl- (A4 - Kt), - 4t]|, < explus[- (4~ Ke), ] au}. (4.40)
Utilizando a notacao
wl-(4-Ke), =, (4.41)
sendo que 4, € uma aproximagdo constante para a fun¢do do tempo x, [— (A —Kt)].

Substituindo-se a Equagdo (4.41) na Equagdo (4.40), a desigualdade da Equacgao (4.39)

pode ser reescrita como:

||.Q(t,rﬂ|1 Sexp[,ul,1 -At]- exp[,uL2 -At]- exp[,uL3 -At]-...--exp[,ul,N -At]

(4.42)
= eXP[(;uLl T, ety ) At]
Assim, a expressao na Equacdo (4.42) fica, em forma compacta, como
N
||Q(t, r]|1 < exp{z My, At} . (4.43)
n=l1

O lado direito da desigualdade em (4.43) ¢ uma soma de Riemann. Se A4t > 0, ¢
por conseguinte, N — oo, espera-se que a representacdo "discretizada" do matrizante

seja mais fiel a sua expressao real. Desta forma, a soma na Equagdo (4.43) se torna a
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integral de Riemann de 4, no tempo, de 0 a 7. Assim, a cota superior para o matrizante

fica na forma

||.Q(t,r]|1 < exp[j H, ds} . (4.44)

A norma logaritmica da matriz — (A - Kt)

A norma logaritmica da matriz ¢ obtida ao se aplicar a defini¢do da Equagdo

(4.33) a matriz — (A4 - Kt), ou

[~ (4 - Kt)]= max[— (4-K1), Z\—A szq (4.45)

i=l,i#j

Percebe-se que [ (A4— Kt)| ¢ negativa, uma vez que a matriz — (4 — Kt)
possui dominancia diagonal nas colunas. No problema de polimerizacgao linear genérico

em questdo, a matriz 4 ¢é diagonal, ou seja, 4;=0; a matriz Kt ¢é constituida de

elementos Kz, ndo-negativos. Desta forma,

u,[- (4 - Kt)|= ma){— (4-Kt), ZKt} (4.46)

i=l,i#j

Pela defini¢do dos elementos da matriz 4, na Equacdo (3.9), tem-se que a

norma "1" logaritmica de — (A - Kt) fica

1, [~ (4 - Kt)]= mjax{— f (kp, +Ki, + Kd, )} (4.47)

i=lLi#j

Assim, a norma logaritmica de — (A4 — Kt) ¢ fungio somente dos elementos das

matrizes que fazem parte da estrutura do sistema genérico.
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A analise de contractividade do operador
Para que o operador 7 seja uma contragdo, ¢ necessario que a condicao da

Equagdo (4.28) seja satisfeita. Utilizando as Equagdes (4.44) e (4.47), esta condig¢ao

pode ser reescrita como

t
a< sup[J- epr[ y7a ds] . ||Kp||1 dr} <1. (4.48)
teJ 0 v

Em principio, a condi¢cdo da Equacdo (4.48) ndo ¢ necessariamente satisfeita
para todos os modelos de polimerizagdo em foco. Mas para alguns casos especificos,

pode-se afirmar que o operador 7' ¢ uma contragao.

Corolario 1: se u, [—(A—Kt)]é—”Kp”l, o operador T da Equacdo (4.19) é uma

contracgdo.

Se [~ (4~ Kt)]< | Kp

,» a integral na Equacg@o (4.48) fica

Jexe) [ s ds |-, dz < [exe) [~ K, (c)as |- 1, . (4.49)
0

0

A integral no lado direito da Equagao (4.49) possui solucgao analitica:

Kp”1 (S)dS} . ||Kp||l dr=1- expD - ||Kp||1 (s) ds} . (4.50)

0

Jo| ]

0

Nota-se que, se o intervalo de interesse ¢ J = [O,t fJ,
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- -1 0 -

0

(4.51)

1- expﬁ - ||Kp||1 (s) ds} <1

0

para tempos finitos. Entdo, para tempos finitos, o operador 7 ¢ uma contragdo se as

condig¢des do Corolario 1 sdo satisfeitas, segundo a Equacao (4.51). &

Coroldrio 2: se intervalo de tempo em que se considera a reagdo de polimerizagdo em

questdo for suficientemente pequeno, o operador T é uma contragdo.

Para ¢ =0, a integral no lado esquerdo da Equacao (4.48) ¢ igual a zero, ¢ a

condi¢do desta mesma equacdo ¢ satisfeita. Se ¢ € pequeno de forma que y, e ||Kp||1

possam ser aproximados por constantes, a integral na Equagao (4.48) fica

||Kp||1 j exp[,u1 (t - r)] dr = ﬂlg;nll) [1 - exp(,ult)]. (4.52)

Se o intervalo de tempo considerado ¢ J = [O,t* ], tal que

¢ <t 4 L (4.53)
|l ) |

Como yx, <0, e para que a expressdo na Equagdo (4.53) seja menor do que 1,

tem-se que o0 maximo no tempo da integral calculada na Equagao (4.52) ¢

| &,

sup {_ ) [1- exp(,ult)]} <l. (4.54)

teJ

Assim, para um tempo ¢ menor do que aquele determinado pela Equacao (4.53),

o operador 7' € uma contragao.
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Exemplo: andlise de contractividade para o mecanismo de inser¢cdo multipla. O
mecanismo ¢ aquele representado na Equagdo (3.138), e repetido aqui para maior

clareza:

P+M—"15P

i+l

Pi +M&>Qi+l
Qi+M%E+l (455)
0+ M —0 |

P+X—"5P + A,

i+l

0, +X—25P + 4,

No mecanismo da Equacdo (4.55), P, e O, sdo cadeias de tamanho i distintas,

M ¢ o monOmero e X uma espécie de baixo peso molecular com a qual as cadeias
vivas sofrem reacdes de transferéncia de cadeia, produzindo polimero morto. A matriz

de propagacao para este mecanismo ¢ dada por

Kp, M Kp, M
={ P P21 }’ (4.56)
Kp,M Kp,M
e a matriz de consumo ¢ dada por
Kp M +Kp,,M + Ki, X 0
(A—Kt)z P11 P12 1 ‘ . (4.57)
0 Kp, M + Kp,,M + Ki, X
O matrizante ¢ dado por [86]
.Q(t, r) = exp{— j (A — Kt) ds} =
exp[—! (KpM +Kp,,M +Ki, X )(s)dsj 0 (4.58)

0 exp(— [ (Kpoy M+ Kp,, M + KizX)(s)ds]

o qual pode ser escrito na forma
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Q(t,7)= exp(_jz dsj 0 (4.59)
0 exp(— j ; dsJ

em que z e z sao as fungdes dentro das integrais na Equagao (4.59), que também
1 2

sdo os elementos de (A —Kt). Conforme foi justificado no Capitulo 3, estas integrais
sdo fun¢des ndo-negativas do tempo. E necessario, agora, determinar as quantidades
relevantes para a analise de contractividade do operador 7 para o mecanismo de
insercdo multipla. A norma "1" da matriz Kp ¢ dada pelo maximo valor da somas dos

elementos de cada coluna:

2

2
|, = max 3|,
b (4.60)

”KPHI = maX[(Kpn +Kpy, )M’(KPZI +Kpy )M]

A medida g, da matriz — (A — Kt) ¢, segundo a definicao da Equagao (4.33), e

ao notar que os elementos de — (A4 — Kt) sdo negativos,

[~ (A—Kt)]:—min(zlj ; j (4.61)

A norma do matrizante é

2

Jote), =max3e,
|2 7)), = maxl:exp(— IZ ds} exp(— j; dsﬂ (4.62)
= expB — min(zl: ZZ: j ds}
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Percebe-se que, para este mecanismo,

ol (4- Ke) - (. )

(4.63)

~|&p, < [~ (4-Kt)]. (4.64)

A igualdade entre —||Kp||1 e u[-(4-Kt)] so se verificaria se todas as

constantes de propagacdo fossem iguais e se as constantes de interrup¢ao fossem iguais

entre si, ou seja,

Kp,, =Kp,, =Kp,, =Kp,, ¢
(4.65)
Ki, = Ki,.

Para as condi¢des da Equagdo (4.65),—||Kp||1 =4, [—(A—Kt)] e, segundo a

Equagdo (4.48), o operador T definido na Equacao (4.19), para este mecanismo de

insercao multipla, € uma contragao.
O ponto fixo do operador T

O fato de o operador T ser uma contragao em determinados casos permite que
sejam feitas algumas observagdes sobre a DTC do sistema de polimerizagdo

correspondente, com o uso do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Teorema 1: se o operador linear T na Equacgdo (4.19) for uma contragdo, as seguintes

afirmagoes sdo validas:

a) O operador T possui um unico ponto fixo, que é P, = 0. Isto significa que

||R|| — 0 conforme i — oo.

b) O maximo valor atingivel da quantidade total de cadeias de tamanho i no

tempo, denotado por ||B , € limitado pela expressdo
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[P < alP|=[P]<a™[R] (a<D), (4.66)

a qual possui forma semelhante a uma distribui¢do de Schulz-Flory.

Prova: a parte a) segue das observacdes feitas nesta se¢do, mais a constatacdo de que

existe um ponto fixo P, =0, uma vez que
se P, =0=>P, =TP, =0. (4.67)

Deste modo, este € o ponto fixo unico do operador 7 . Na verdade, espera-se que
toda iteragdo representada pela Equacdo (4.19) deva possuir um ponto fixo, se 0 modelo
descreve o sistema real adequadamente. A existéncia de um ponto fixo representa
matematicamente o fato de que a distribuicdo de tamanhos de cadeia deve convergir

conforme i — o0, € ndo apresentar um comportamento "explosivo".

A parte b do teorema segue do fato de que ¢é possivel escrever, de forma

semelhante & Equagao (4.26), a seguinte desigualdade, uma vez que o operador ¢ linear:

||P,-||{J||a<r,rx|l||rfp||ld{ Ip.|
0

~lp, |

(4.68)

Como ||PH || < a”PH” e assim por diante, tem-se o resultado da Equagao (4.66).

A determinagdo da cota superior da Equacdo (4.66) permite, por exemplo, que se
saiba de antemao que tipo de polimero pode ser produzido. A distribuicao de tamanhos
de cadeia deste nunca podera ultrapassar a cota superior dada pela Equacgdo (4.66),

conforme a Figura (4.2).
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regido em que
se encontra a DTC

Cota superior para ||P||
o
(%)
1

0 200 300 400 500

Figura (4.2) — Cota superior para os sistemas de polimerizagao representados pela Equagao (4.66), tal que

T ¢ uma contragdo e que ”P1 ” =lea=0.99.

A existéncia desta cota pode ter conseqiiéncias praticas. Por exemplo, em um
problema de projeto de um processo de polimerizacdo, ¢ possivel definir de antemao
que ndo ¢ possivel produzir uma DTC que viole a desigualdade da parte b do Teorema
l.m
Quando 7 nio é uma contracio

Se ndo for possivel afirmar que o operador 7 ¢ uma contragdo, outros resultados

permitem assegurar que a iteragdo da Equacdo (4.19) possui um ponto fixo. Pode-se

escrever a cota superior da Equacao (4.69),
I”.Q(t,r)Kp”l dr < J-”Q(t,Tml”Kp”1 dr < Iexp{[,ul a’s}”Kp”1 dr (4.69)
0 0 0 T

Mas, como 4, <0,

Iexphyl a’s}”Kp”1 dr < j ||Kp||1 dr (4.70)
0 T 0
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Tomando o valor maximo que a fungao ||Kp||1 pode atingir no intervalo de tempo

considerado,
t t
'[ ||Kp||l dr < su}:)”Kp”l j dr = ||Kp||-t (4.71)
0 te 0

Desta forma, pode-se escrever

o(e0., ) fl e g (e (17, )

< ”KP” oL d(PH (l)a P_H (l))

(4.72)

1 . . N
Se tzn?, o operador T ndo pode ser caracterizado como uma contracao.
P

Contudo, seja o operador T" tal que T" aplicado ao vetor P. resulte no vetor P

i+m?
que ¢ a quantidade de cadeias de tamanho i+m. Pode-se indagar se 7" ¢ uma

contracdo. Assim, tem-se que

T"P()-T"P,(1)=P.,()-P,,()=[er)Kp (P, (c)-P.,.(c))dr.  (4.73)

o t—p~

O termo P (t)—P

i+m Jj+m

(t) pode ser escrito como uma convolugdo de

I)i—l(t)_P

J-1

() [82], ou seja,

P.)-P,, ()=

, 4.74
22, p [0, o [ 0002 )8 (P ) e ar, ar, ar, 7Y
0 0 0

Tomando a norma nos dois lados da Equagao (4.74),
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I)Hm (Z)_ Pj+m (11‘ =

JQ(Z’T;n )KI’ JQ(Z’T)n—l )KP-”J‘Q(t’Tl)KP (I)i—l(z-l)_l)j—l(z-l ))d71 ...dr,  dt,
0 0 0

=sup
t

|

t T 73
< { [l2(.z,)8p|, [|2(.z, K|, .. [|@(.7)Kp), dz,...dz,, dfm} (P, ()P, (0))
0 0 0

1

J.Q(t, z, )Kp J]Q(Z, z,  )Kp... f!)(t, r,)Kpdz,...dr,  dr,
0 0

0

(4.75)

]p (P(z)-P. (),

Segundo as Equagdes (4.70) e (4.71), pode-se substituir ||Q(t,r)Kp|| | S”Kp” na
Equacao (4.75), o que resulta em
|&p|" "

P, (t) - Pj+m (11‘ < |— H(Pz—l (l) - Pj—l (Z)M (4.76)

m!

Escrevendo a Equacdo (4.76) em termos das distdncias entre os vetores, tem-se

que

m o,
t

a(p. 02, )< (e (012, 0) @)

Para um tamanho de cadeia suficientemente grande m , o operador T, tal que

k > m , é também uma contragdo, ou seja,

o _ (lr]e)” <l (4.78)
m!
Entdo, tem-se que
o - QlKe!It) B
i!
(4.79)
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Entdo, para todos os sistemas de polimerizagdo representados pela Equacao
(4.19), pelo menos o operador T” ¢ uma contracao. Portanto, o teorema do Ponto Fixo
de Banach assegura que a aplicagdo sucessiva do operador T™ ao vetor P, converge
para um Unico ponto fixo, que ¢ P, =0 . Esta ¢ uma analise cldssica para operadores de

Volterra, entre os quais se encontra o operador 7 [40]. Portanto, mesmo que a DTC
admita solugdes oscilatorias ao longo do tamanho de cadeia i, a amplitude destas
oscilagdes converge para zero. A DTC oscilatdria ¢ limitada por uma curva de Schulz-

Flory.

O fato de T" ser uma contra¢ao também esta relacionado a mecanismos lineares

de polimerizacdo no estado estaciondrio. No caso do mesmo mecanismo genérico, €

para as alimentagdes f; nulas, a solu¢gdo P depende das matrizes (A—Kt)_l e Kp

[82]. Considerando-se que a matriz (A - Kt‘)f1 Kp ¢ diagonalizavel, pode-se escrever
P =|4-Kt)' Kp|p_, =vav-'P,,. (4.80)

Os seus valores caracteristicos de (4 — Kt)' Kp — os elementos de A — possuem

modulo menor ou igual a 1 [82]. A anélise de contractividade se inicia pela obtengdo da

desigualdade

d(Pi’P_/):HPi _PjHI :HVAVA(PH _Pq}

J

17

(4.81)
d(p.p)<vav| alp..p.).

em que a distancia é aquela induzida pela norma 1 dos vetores em R, e a norma das
matrizes ¢ induzida por esta norma dos vetores. Neste caso, uma vez que se trata de uma

polimerizagdo em estado estaciondrio, estas normas nao sao fungdes do tempo.

Em principio, ndo se pode afirmar que a = HVA V*IH1 <1, o que caracterizaria o

operador matricial (4 - Kt)' Kp como uma contragio. Mas, para (A4—Kt)" Kp

aplicada m vezes, € possivel escrver
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LV 1 :HVAV_I (Pi+m—1 P ]‘1
- HVA2 v (Pi+m—2 —P, 1‘1 (4.82)

= HVAm v (Pi—l _Pj—11

E, a partir da equagdo anterior, pode-se afirmar que

AP Py )5 lpa" v (e )

(4.83)

<[vl, 4"

e p)

1

Para algum m, A”'Hl <<1, de modo que «,, =||V||1HA”'H1 HV‘IH1 <1. Desta

forma, ha convergéncia para o ponto fixo P, =0.

Do mesmo modo que na Equagdo (4.68), pode-se buscar uma cota superior para

a distribuicdo de tamanhos de cadeia, mesmo para o caso em que somente se pode

comprovar que existe um 7" que € uma contracdo. Pode-se escrever, para o problema

transiente,

[P,

Age, P a, <1 (4.84)

Neste caso, as constantes ¢, so serdo menores do que 1 para i>m. Assim,

€SCreve-se

Pl lp]  ao
|| <e, 2] @, >1
(4.85)
o] <
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A DTC ¢ limitada, entdo, pela curva ||Pl.+1|| <a, ||Pl ,em que «; ¢ uma fungdo de

i, dada pela Equagdo (4.79). Num problema dindmico em que ||P1 ||=1 e para um

determinado tempo em que ||Kp||t =10, esta cota superior estd representada na Figura

(4.3), na qual se vé que, neste caso, m = 25.

Portanto, 0 méximo valor no tempo atingido por ||R|| , encontra-se na regido

hachurada. No exemplo, a condi¢ao ||Kp||t =10 representa um tempo pequeno para o

sistema de polimerizac¢do, no qual predominam as cadeias de tamanho pequeno.

A forma da cota superior para a DTC assume um maximo quando 7" ¢
contracdo. Desta forma, de i =2 até i =m, ndo ¢ proibido que a DTC possua um

maximo ou apresente periodicidades em i .

3000

regido em que

2000
se encontra a DTC

1000

Cota superior para ||P||

10 20 30

Figura (4.3) — Cota superior para os sistemas dinamicos de polimerizac¢do representados pela Equagéo

(4.19), tal que T™ é uma contragdo e que ”Pl” =le ”Kp”l‘ =10.

Além disto, nota-se que a Equagdo (4.27), na qual se baseia esta andlise de
contractividade, resulta tanto para o sistema da Equagdo (4.19) quanto para o sistema

descrito pelos balangos
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P(1) = 2(0)Po + j.Q(t,r)[f(r)+Kp P_ () dr, (4.86)

que representam uma polimerizagdo na qual as quantidades iniciais de cadeias de
tamanho i, dadas por um vetor Po, e as vazdes de alimentacdo das espécies ativas

dadas por vetor f, sdo iguais para todos os tamanhos de cadeia i.

Deste modo, o termo HR (t)- P, (t}

o calculado pela Equacao (4.22), seria igual

aquele calculado pela Equagao (4.86). A andlise de contractividade leva aos mesmos
resultados para os balancos da Equacgdo (4.19) e da Equacdo (4.86), apesar de estes
representarem polimerizagdes diferentes. Conseqlientemente, a Figura (4.3) pode
representar uma cota superior também para a DTC de polimerizagdes regidas pela
Equagdo (4.86), a qual representa um sistema dindmico em que ocorre alimentacdo de
cadeias poliméricas e em que as quantidades iniciais de cadeias poliméricas ndo sdo

necessariamente nulas.

Com base no fato de o operador 7™ ser uma contragdo para algum valor de m,

o Teorema 1, pode, entdo, ser reformulado.

Teorema 1 (reformulado): em qualquer sistema de polimerizagdo que seja representado

pelo mecanismo da Equagdo (3.1) e pelo modelo da Equacgdo (4.19):

1) a distribui¢do de tamanhos de cadeia prevista deve tender a zero conforme i — .
2) a distribui¢do de tamanhos de cadeia em um determinado instante de tempo é

limitada por uma cota superior dada por

2a) ||R|| <a" ||P1 , se o operador T na Equagdo (4.19) é uma contragdo;
a,||P,|.a; > 1para i<m

2b) ||B||S , se T" (conforme a Equacdo (4.73)) é
051._1||P1 ,a; <l,para i>m

uma contracdo. &
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Uma iteracio aproximada

Quando T ¢ uma contragdo, pode-se investigar se a seqiiéncia (R) (obtida ao se
aplicar sucessivamente o operador 7 ao vetor P,) pode ser aproximada por outra

seqiiéncia Q,, obtida pelas iteragdes sucessivas da Equagao (4.87):

0. =5()0.,, (4.87)

em que os elementos da matriz S(t) sdo funcdes do tempo. A Equacdo (4.87) tem a
forma da Equacdo (4.80), que gera uma distribuicao generalizada de Schulz-Flory,

exceto pelo fato de que o operador, neste caso, varia com o tempo. Se S(t) também ¢
uma contragdo, a seqliéncia (Qi) converge para o ponto fixo @ =0. O Teorema de

Ostrovski, descrito nas Equagdes (4.6) — (4.9), prové, como resultado intermediario,

uma cota superior para a distincia entre os vetores P, e Q.,,, isto ¢, mede a qualidade

desta aproximagao:

d(P,.0,,)<> a e +ad(P,Q)). (4.88)

Jj=0

Se se considera que @, =P, ou seja, que as iteracdes comecam do mesmo

ponto, a Equacao (4.88) se torna
d(P,.0. )<Y a7, (4.89)

Assim, a medida da qualidade da aproximagdo depende dos &,, dados por

¢ =d0,,.7T0)

# =1 ~T0] =surl@.. 70, = (4.90)

S(t)Qi —J-;.Q(I,T)KindT :

1

=sup|SQ, ~TQ, =sup
teJ teJ
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Utilizam-se, nesta andlise, as mesmas distancia e norma definidas nas Equacdes

(4.20) e (4.25). Uma cota superior para &, pode ser obtida através do desenvolvimento

das seguintes desigualdades:

U(: Q(t,7)KpQ.dr

&g < slu})[”S (¢ )Qi”l +

|

1

.[Ot .Q(t, r)Kle. dr

< S,qu”S (z‘)Ql.”1 + S;uP

< sup||S(z‘]|1 . sup||Q,.||1 +sup JZ ||.Q(t, r)Kle.” dr
teJ teJ teJ

(4.91)
<sup|S(c)), -suple)], +sup [[|2(c.7) |l @47
teJ teJ teJ
<sup|S(), -suplle,], +supl - sup [[| 2. 2)] [Kp] a2
<IsO)- 1.+ lo,|-sup [Jat. ) o],
Entao
o, <l | I):+sup [t o) Il o 492)
Se T ¢ uma contragao,
a =sup ﬂ”!)(z, rm 1||Kp|| dr <1, (4.93)
teJ
no intervalo de tempo J que ¢ considerado. Entao
e, <lels@)+1] (4.94)

Uma vez que S (t) ¢ um operador limitado, t€ém-se as desigualdades
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lo:]<ls@)le..|

' (4.95)
le<|s ()l
E, para um inteiro i —1 > 0, ¢ valida a relagdo
| @) <]s) ™. (4.96)

Utilizando as Equacgdes (4.94) e (4.96), pode-se escrever uma cota superior para

g, que dependa somente do operador matricial S(t) e do ponto inicial das iteragdes

0 ="r:
g <[s@)+1]s¢) e (4.97)

Ao se substituir a desigualdade acima na Equacao (4.92), obtém-se

d(P.1,0)< Yo e, <a (SO + 1)) + a2 (SO + s Clle) +.+
= (4.98)

(Is@l+ls@)lel+ s+ sl el

+
N

ou
A(P1.0.)< (SO e o +a|() .+ als() <) ] (499

A soma entre colchetes na Equagdo (4.99) tem i termos. Supondo que
NOESH (4.100)

ou seja, que § também ¢ uma contragdo, pode-se reescrever a Equacao (4.99) como

N e

d(P.,,0,.)<(SC)+1)-i-[max(a,|s (4.101)
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ou

s@)) 2] (4.102)

d(I)Hl 01 ) < (“S(tm + 1)' I [max(a,

Deste modo, é possivel calcular a qualidade da aproximagio de (P.) por (Q,)
através da Equacdo (4.102), utilizando-se a distancia d (PM,QM),Z‘Z 1. Pode-se notar
que a mesma cota superior para d(PM,QM) serd prevista para matrizes S(t) que

, 0 que ndo significa que a mesma d(Pman) sera

tenham a mesma norma ||S(t)|

prevista.

Portanto, a partir da expressdo na Equacdo (4.102), a seguinte conclusdo pode

ser escrita:

Lema 1: sejam (B) e (Ql.) seqiiéncias que representam as DTCs de sistemas
polimeéricos. Seja (R) gerada pelo operador integral da Equagdo (4.19), tal que T é
uma contragdo. Seja (Ql.) uma distribui¢do do tipo Schulz-Flory generalizada que varia

com o tempo, gerada pela iteracdo da Equacgdo (4.87), tal que S também é uma

contragdo. Assim, a distdncia entre os vetores "real” P., e aproximado Q,, , que

i+1”

contém as quantidades de cadeias de mesmo tamanho i+1, possui a seguinte cota

superior:

d(P.,,0,.)<(S@)+1)-i-[max(e,|SE)] (2] (4.103)

A Figura (4.4) representa a forma desta cota superior para d (Pi+1 0., )
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1
@
=]

1

40

20

Cota superior para d(P, ,0,)

T " T T ]
0 500 1000 1500

Figura (4.4) — Representagdo grafica da cota superior para d (Bw 0. ), para HS(tM =0.99,

P|=10¢
a=095.

Nota-se que a distancia entre P,, e Q,,, diminui conforme o tamanho de cadeia

i aumenta, e tende a zero conforme ¢ — co. Assim, uma aproximacao de Schulz-Flory
generalizada para uma distribuicdo qualquer definida pelos balangos da Equagao (4.19)

¢ mais adequada para pesos moleculares altos.

Além disso, pode-se estimar para qual valor de i a distancia d(Pman) sera,
por exemplo, menor ou igual a ||P1||/100. Assim, o maximo valor que a distancia

d(P,,,Q,,,) pode assumir sera dado por

i1 P,
sl 1)~ 5. (104

Q|S(tj| + 1)- i [max(a,

Resolvendo-se a Equacdo (4.104) para os mesmos parametros para os quais foi

tracada a Figura (4.4), conclui-se que o valor de i correspondente a um erro maximo de

|]/100 ¢

i=[1236.084

4.105
i=1237, ( )

em que o simbolo [ x | denota o maior inteiro mais proximo de x.
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O comportamento da cota superior para d (PH],QHI) mostrado na Figura (4.4) ¢

intuitivo, mas sua constatagdo permite que a cauda de uma DTC calculada seja
aproximada por uma distribuicdo de Schulz-Flory generalizada, nos casos em que esta
cauda ndo representa bem a DTC real. Quando a DTC ¢ aproximada por polindmios,
por exemplo, pode ser que esta aproximagdo continua oscile entre valores positivos e
negativos com i, na regido de altos pesos moleculares. Estes valores esptrios podem ser
retirados e, em seu lugar, podem ser colocados, entdo, os valores correspondentes de

uma distribui¢cdo de Schulz-Flory.

Para se escolher uma aproximacao de Schulz-Flory adequada, pode-se tomar,

por exemplo, um tamanho de cadeia de corte i.. Tomam-se, ainda, os NS pontos da
distribui¢do relacionados aos tamanhos i. — NS +1,i. —NS,...,i.. Estes pontos, ja
calculados pela técnica numérica, serao tomados como "verdadeiros". A partir destes,
calculam-se os NS’ elementos da matriz S(t), que ¢ utilizada para gerar os outros

pontos relacionados a tamanhos de cadeia maiores que i..

4.3.2 — O ponto fixo do operador T,, dependente de i

Quando os balangos de massa para polimerizacdes lineares possuem a forma da
Equagdo (3.103), ndo ¢ possivel aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, uma vez

que neste caso, a seqiiéncia (R) ¢ gerada pelo operador 7, que varia com o tamanho de
cadeia i. Esta iteragcdo com o operador 7, foi mostrada na Equagdo (3.96). A
dependéncia de T, com i deve-se a existéncia dos termos Q(I,O)Poi e f. nestes

balangos de massa, cuja forma vetorial ¢é repetida abaixo:

P(0)=2000)Po, + [ 200.2),e)+ Kp ()
' , (4.106)
7,(0)=2060)Po, + [ 200.2)[1,(e)+ Kp (e
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O operador T, na equagdo acima € um operador na forma
T,z =Q(t0)Po, + | Q(t,7)[f,(c)+ Kpz(c)ldz, (4.107)
0

quando aplicado a um vetor z qualquer que possua NS elementos que variam com o

tempo. Cada T, individualmente, possui um ponto fixo no espaco constituido por estes

vetores, uma vez que, para dois vetores z € y que pertengam ao espago considerado,

Tz-Ty=| Qt7)Kp(a(c)- y(z))dz, (4.108)

e a analise de contractividade ¢ semelhante a do caso em que o operador ndo varia com

i, ou seja, do caso de T . Desta forma, o operador T, para um i fixo, ¢ uma contragao.

Isto €, uma seqiiéncia formada pela aplicagdo sucessiva do operador T, ou
(21:22:250) = (2, T12,. T2, 0.0 (4.109)

converge para um ponto fixo x;. A seqiiéncia de que se trata aqui - aquela constituida

pelas quantidades P,, contudo, ¢ do tipo
(P,P,P,.)=(P,T,P.T,P,,.) (4.110)

em que cada "iteragdo" ¢ feita com um operador diferente.

Admita-se, entdo, que existe, no sistema de polimerizacdo em foco, um tamanho
de cadeia maximo qualquer, denotado por i,,,, . Admita-se também que as condigdes

iniciais Po, e as alimentagdes f, formem as seqiiéncias

(Po,)=(Po,, Po,....Po, .0,0...); (4.111)
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(fz ) = (fla Soseees f,mx ,0,0,...).

Nas seqiiéncias (Poi) e ( fl.), considera-se que as quantidades iniciais e as
vazdes de alimentagdo de todas as cadeias de tamanho maior que i,,,, sdo nulas. Assim,
¢ possivel dizer que as seqiiéncias (Po,) e (f,) convergem uniformemente para os
vetores Po, =0 ¢ f, =0, respectivamente. Com base na Equacdo (4.106), € possivel

dividir o operador 7, em duas partes, uma independente e a outra dependente de i:

Z('): T(.)+Ui;

T(e)= IQ(AT)KP Ol 4.112)

U, = (10) Po, + [ 0(s,7) £,(c)d.

A parte independente de i ¢ o operador 7' considerado nas segdes anteriores. A

parte dependente de i é o termo U,, que contém os vetores Po, e f,. Como estes
ultimos convergem uniformemente para zero, U,, que ¢ uma funcdo linear destes,
também converge uniformemente. Pela Equagdo (4.112), nota-se que U, converge

uniformemente para U_ =0 .

Assim, pela primeira expressao na Equagdo (4.112), o operador dependente de i

denotado por 7, converge uniformemente para o operador T . Desta forma, segundo o

1

Teorema 1, os pontos fixos de cada operador T, convergirdo para o ponto fixo de 7T,

1

que¢ P, =0.

Deste modo, ao longo das iteragdes

P,
P,=TP (4.113)
P3 :T2P2
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as quantidades P, se aproximardo cada vez maisde P, =0.

O operador também pode depender de i se as constantes cinéticas variam com o
tamanho das cadeias envolvidas nas reacdes. Neste caso, se todas as constantes cinéticas
tendem a zero conforme i — o, os elementos das matrizes (4 - Kt) e Kp tendem a
zero (exceto pelos mecanismos em que se utiliza a condi¢do de deslocamento, como o

da Equacao (3.11)). Assim, o matrizante tende a matriz identidade I, e o operador 7,

1

converge uniformemente para o operador nulo O .
O unico ponto fixo para o operador nulo &, entdo,
OP =P, <P =0 (4.114)

Desta forma, mostrou-se que, em sistemas de polimerizagao representados pelo

balango de massa da Equacdo (4.106), a seqiiéncia (R) deve tender a P, =0. Os

balancos de massa para estes sistemas, levam a uma distribui¢do de tamanhos de cadeia

que tende a zero conforme i — 0.

Assim, neste capitulo, mostrou-se que as equagdes de balanco de massa que
descrevem sistemas lineares de polimerizacdo (em estado estacionario ou transiente)
podem ser representados por equagdes que remetem a um processo iterativo, na forma
P; = T/P;;, em que T; ¢ um operador linear. O uso de teoremas de ponto fixo para o
estudo deste processo iterativo permite concluir que, se o operador 7; € uma contragao,
a DTC ¢ limitada superiormente por uma curva semelhante 8 DTC de Schulz-Flory.
Além disso, se T; ¢ uma contragdo, a DTC pode ser aproximada por uma curva de

Schulz-Flory, na regido de tamanhos de cadeia grandes. Se 7; ndo ¢ uma contragao,
mostrou-se que pelo menos o operador 7" ¢ uma contrag@o para algum m. Neste caso,

a DTC ¢ limitada superiormente por um outro tipo de curva, e tende a zero conforme

I —> 0,
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CAPITULO 5 - DESENVOLVIMENTO DE UMA REGRA DE FECHAMENTO DOS

MOMENTOS

5.1 - A utilizacdo da técnica dos momentos

No Capitulo 1, foram apresentadas algumas técnicas para se calcular a
distribui¢do de tamanhos de cadeia de polimeros. As distribuicdes de tamanhos de
cadeia de alguns sistemas de polimerizagdo sdao representadas por expressoes
condensadas e matematicamente simples, como a DTC de Schulz-Flory e Poisson.
Porém, para a maioria dos sistemas de polimerizagdo, a resolucdo dos balangos de
massa e a obten¢do da distribui¢do de tamanhos de cadeia podem ser tarefas dificeis.
Mesmo para os mecanismos lineares tratados nos Capitulos 3 e 4, a solucdo dos
balancos de massa envolve o célculo do matrizante e a integragdo no tempo, problemas

que s6 possuem solucdes simples e analiticas em casos especiais.

Além disso, em alguns problemas ¢ necessario somente calcular quantidades
médias relacionadas a DTC, como a massa molar média. Para os casos em que nao se
precisa calcular toda DTC, a obten¢do dos momentos da distribuigdo ¢ apropriada para
descrever o material polimérico formado. Uma DTC aproximada pode ser obtida a
partir da técnica de reconstru¢do dos momentos [27], conforme discutido no Capitulo 1.
Portanto, a aplicagdo da técnica dos momentos pode ser bastante util. O principal
objetivo deste capitulo ¢ examinar a aplicacdo da técnica dos momentos em problemas

de polimerizagao.

5.2 - O fechamento das equacoes dos momentos

Em muitos mecanismos de polimerizagdo, as equagdes dos momentos nao sao
fechadas, ou seja, o lado direito da EDO para um momento depende de um momento de
ordem superior, como no exemplo da Equacao (1.71) do Capitulo 1. As técnicas para
fechamento das equacgdes de momentos funcionam em muitos casos [14, 23, 25, 47],
mas podem falhar se, por exemplo, a DTC real do polimero ndo pode ser

adequadamente representada por uns poucos polindmios de Laguerre.
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Propde-se aqui uma técnica para fechamento "natural" das equagdes de
momentos, que ndo depende da defini¢do prévia de uma forma para a DTC. Esta nova
técnica de fechamento ¢ baseada na existéncia de momentos negativos da distribuigao,
cuja definicdo ¢ semelhante a dos momentos positivos. O momento discreto de ordem

(- n) ¢ dado por

P, P P *
=P +2+2+2 4 =>i"P, (5.1)
2" 3" 4" pa

5.3 — Os momentos negativos de uma distribuicdo

Em geral, é possivel definir momentos positivos, negativos e fracionarios para
populacdes de nlimeros positivos. Os momentos negativos e fracionarios nao sao muito
utilizados, mas podem ser uteis em certos problemas. Por exemplo, se em um problema
de Economia deseja-se estudar a renda de um certo grupo de pessoas, € se as contas de
poupanga destas pessoas estd relacionada a raiz quadrada da renda, o célculo do
momento de ordem 2 da distribui¢cdo de contas de poupanga pode ser util neste caso

[100].

Em algumas distribui¢cdes continuas, o momento de ordem (-1) pode nao
convergir para um valor finito [101, 102]. A DTC ¢ considerada aqui como uma
distribuicao discreta, para a qual se admite que existe um tamanho de cadeia maximo

i,ux tal que, paratodo i >1i,,,,a massa de polimero ¢ P, =0. Assim, admite-se que o

momento de ordem (-1) da DTC discreta existe.

A aproximagdo proposta neste trabalho baseia-se no fato de que a seqiiéncia

formada pelos momentos negativos de ordem 7, isto &, {/1(7”)}, n=123,..., converge

para o limite 4 = P,, conforme n aumenta, ou seja,

lim|4_,|=4="P. (5.2)

n—»0

Isso pode ser facilmente observado na Equacdo (5.1), a medida que » aumenta.

Desta forma, para n grande, ¢ possivel escrever a relacao
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/1(7,,) ~ /1(%1)’ (5.3)

o que significa que momentos adjacentes de ordem negativa assumem valores proximos,
para n grande. Isto pode ser mostrado ao se calcular o modulo da diferenca entre entres

momentos, dada por

(5.4)

E possivel fazer o ultimo termo da Equacdo (5.4) tdo pequeno quanto se queira,

ao se escolher n grande o suficiente, uma vez que

J

o1l w1
Z_n an

i=1 1 i=1 1

-

1
l‘nfl

> (1.—1]‘- (55

-1

e que 1/ i"" tende a zero para n grande.

5.3.1 — A Funcdo Zeta de Riemann

1

-n

O somatoério z
i=1 1

, presente na Equagdo (5.5), ¢ a funcdo zeta de Riemann

¢(n), definida como [103, 104, 105]

11 |
=1 —
¢(n)=1+ > + 3n Zl E (5.6)

de forma que & (n) ¢ uma série de Dirichlet [106, 107].

A seqliéncia formada pelos valores da fung¢do =zeta de Riemann

{{(n)}, n=1,2,3,... converge para o limite 2 =1:
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lim[¢(n)]= Z =1 (5.7)

Os valores de £(n) podem ser calculados numericamente, com excegdo de £(1),
que é uma série divergente. Além disto, existem tabelas com valores de ¢(n), bem
como aproximagodes para ¢ (n) validas para determinadas faixas de » [108, 109].

Utilizando-se valores tabulados da fungao zeta, tem-se, por exemplo, que

~0.001. (5.8)

Assim, a Equacao (5.4) fica, para n =10,
(i) = Ay £ 0.001 (mgx B ) (5.9)

0 que mostra que a distancia entre os momentos de ordem -10 e -9 é menor que um
milésimo da maior das quantidades P.. A Tabela (5.1) mostra os valores da funcdo zeta
de Riemann, os quais mostram que esta func¢ao tende a 1 quando n — oo. Conclui-se,

portanto, que os momentos negativos convergem muito rapidamente, qualquer que seja

a DTC considerada.

Tabela (5.1) — Valores da funcdo zeta de Riemann [108].

n ¢(n)

1 o

2 1.6449340668
3 1.2020569031
4 1.0823232337
5 1.0369277551
33 1.0000000001
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5.4 — Um exemplo simples de fechamento

A nova técnica de fechamento pode ser aplicada a um problema simples de

fechamento, a fim de que se apresente a idéia central. Seja a equagao

dP

—=—iP, 5.10

ot ; (5.10)
a qual descreve um problema ficticio em que a taxa de desaparecimento da quantidade
de particulas ( P,) é proporcional ao seu tamanho (i ). Esta equagdo pode ser usada para
representar a DTC em um problema de balango populacional em que agregados sdo
coletados por uma superficie de dimensdes muito maiores que as das particulas. As

equagoes dos momentos da distribui¢do de tamanhos sdo representadas pela Equagao

(5.11):

(5.11)

As equagdes de momentos acima nao sdo fechadas, uma vez que a EDO para o
momento de ordem k£ depende do momento de ordem £ +1. Assim como feito para as
equagdes dos momentos positivos, é possivel escrever as equagdes para os momentos
negativos neste problema. A equacdo para o momento de ordem (-1) ¢, por exemplo,

obtida ao se escrever

0 (5.12)
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As equagoes que descrevem os momentos negativos sdo, desta forma,

(72) — .1
— _2«(_1) ( )

A nova regra de fechamento pode ser aplicada a dois momentos de ordem

negativa, como os de ordens (-100) e (-99), ao se admitir que
Ac100) = A(-o9) - (5.14)

Para uma anélise mais formal, seja a aproximacao da Equagdo (5.15) escrita em

termos de um residuo, que se admite ter a forma de um polindomio:
N .
Acron) = Aoy + 205t (5.15)
Jj=0

O coeficiente a, na Equagdo (5.15) € responsavel por incorporar a diferenca

entre as condigdes iniciais para A, © 4y, uma vez que, para ¢ = 0, tem-se que

+a,. (5.16)

/1(—100) — /1(—99)

t=0
Com a aproximag¢do da Equacao (5.15), a EDO para o momento de ordem (-100)

torna-se

dﬁ“(—lOO)
dt

dA (10 & ;
;’t ) = _2‘(—100) + Z ajt’
=0

= _/1(799) A

(5.17)
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Desta forma, pode ser obtida uma aproximagdo para A, como fun¢do do

tempo, dada pela expressao

N
Aoy = Ce™ +e™ I(Zajtjj e' dt

Jj=

N

0
bjth , (5.18)
j=0

=Ce ' +e”' e’[

N
=Ce™ + (ijtj]
=0

em que C ¢ a condi¢do inicial para A, . As constantes b, sdo fungdes dos a,,

J

coeficientes do polindmio na Equagdo (5.15). O momento A4, pode ser calculado

através de

=Ce" + Y bt' > at’. (5.19)
j=0 =0

=Ce™ +i(b/’ _a/)tj
Jj=0

Uma vez conhecido 0 momento 4, ele pode ser utilizado para calcular o

momento Ay, através da EDO para 4, conforme

dA
(-99) _
dr Ao
g
P (5.20)
(-98) dt

N N
:‘[‘ e+, —a,-)’j}cet 2l e
j=1

J=1
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Este processo pode ser aplicado sucessivamente a todos os momentos negativos

e positivos. Assim, neste problema, os momentos t€ém a forma da soma da exponencial

Ce™ com um polinémio, cujos coeficientes dependem da ordem k£ do momento:

N
Ao=Ce" +> W), vk, (5.21)

J=1

Esta condicdo inicial C apareceu nos calculos como a condicdo inicial de

A2100)» 0@ resolugdo da EDO na Equagéo (5.17). Os outros momentos foram obtidos

através de operagdes de diferenciacdo, e nao de integracdo; por isto, suas condigdes
iniciais ndo foram envolvidas explicitamente nos calculos. Mas estas condigdes iniciais
sdo levadas em conta na forma das solu¢des na Equagdo (5.21) porque se escreveu o

residuo polinomial.

Neste exemplo simples, foi possivel obter expressdes aproximadas para os
momentos da distribui¢do. No caso do problema de degradagdo de polimeros a ser
abordado neste capitulo, necessita-se de outras definicdes e aproximagdes para se
escreverem as equagdes dos momentos negativos. Entdo, antes de se executar a analise
do problema de degradacdo, serdo mostradas as defini¢des de nimeros harmonicos e da

formula de Euler-Maclaurin para a aproximag¢ao de somatorios.

5.5 — Os Numeros Harmonicos

A funcdo zeta de Riemann, presente na Equagdo (5.6), ¢ uma soma infinita. Os
numeros harmonicos sdo somas finitas relacionadas a fun¢do zeta de Riemann, e sao
muito utilizados na matemadtica discreta aplicada a computagao [110]. Um namero

harmonico de ordem k ¢ a soma finita

H?k>=zi=1+i+i+...+i (5.22)

.k 2k 3k l-k
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para k£ > 0. O nimero harmoénico de ordem 1, H l.(l), pode ser também denotado por H., .

Se k<0, o nimero harmodnico ¢ simplesmente uma soma de poténcia de inteiros

positivos, como por exemplo [111]

HO = 14141+ +1=i;

‘. 5.23
H,-(l)=1+2+3+...+i:Q. 629

5.6 - As séries assintoticas e a formula de Euler-Maclaurin

As séries assintdticas sdo aquelas cujos termos decrescem e atingem um valor
minimo, a partir do qual os termos comecam a crescer. Logo, estas ndo sdo séries
convergentes; mas, se forem truncadas em um estdgio tal que os termos sao
suficientemente pequenos, podem ser bastante uteis para formular aproximacdes de
funcdes [112]. Estas séries também sdo denominadas semiconvergentes, € podem ser

somadas e multiplicadas como as séries convergentes [113].

O erro da aproximagdo de uma fungdo por uma série assintotica truncada ¢ da
ordem do primeiro termo negligenciado da série, o que justifica o fato de que, se a série
¢ truncada no seu termo minimo, esta serd a melhor aproximagao possivel para a fungao

em questdo [114, 115].

Em virtude de suas propriedades, as séries assintdticas sao utilizadas para a
aproximacao de fun¢des como o fatorial e a fungdo erro [112]. Estas também podem ser
utilizadas para a aproximagdo de outros somatoérios: a formula de Euler-Maclaurin

aproxima um somatorio de termos f, por uma série assintotica, dada por [116, 117]

k

> f=] 1@ +7 2’[ )P E 524

J

i=a

2/1

em que f ¢ a derivada de nimero 2/ —1 da fungdo f, e as constantes B,; sdo os

nimeros de Bernoulli. A expansdo em série assintotica do nimero harmonico de ordem

2, através da formula de Euler-Maclaurin, €, por exemplo,
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1 1 1 1 1
HY =)=+ — - — ¢ +O[—j, 5.25
7=¢0) i 2i* 6 30° i’ (5-25)

se sdo considerados somente os cinco primeiros termos da série. O erro desta
aproximacao ¢ da ordem de 1/ i’ . A Tabela (5.2) mostra as aproximacdes de Euler-

Maclaurin para alguns nimeros harmonicos.

Tabela (5.2) — Séries assintdticas de Euler-Maclaurin para alguns nimeros harmoénicos.

k H®
1 1 1 1 1 1
H =HY =in(i)+y +—- + —~ +O(—j
=Y =inli)+y 2 127 12000 252i°  \
Constante de Euler-Mascheroni: ¥ = 0.57721566...
2 1 1 1 1 (1)
HY —r2)— 4 — - — ¢ —
7=¢Q) i 2% 6 30i° i’
3 1 1 1 1 (1}
HY =r3)-—+——— ¢ +0| =
7=¢0) 27 28 4t 124° i
4 1 1 1 1 1
HY=¢((@4)-—+———+—+0| =
’ 1) 3 21 3 67 i’
5 1 1 5 1
HY =¢(5)-—+—-———+0|—
7=¢0) 4i* 20 124° (z’g
6 O —g(6)-L L L O(l
! 5 2i% 247 i°
7 1 1 7 1
HO — ()L L o(_
: <) 6i* 27 1248 i
8 H(S):é’( )_L_FL_’_OL
’ 7i7 248 i’

Ao se observar a ordem do erro em cada uma das séries da Tabela (5.2), espera-
se que os numeros harmdnicos de ordem mais elevada sejam bem descritos por séries

com poucos termos. Uma vez que os termos de erro para estas aproximagoes
assintoticas sao da ordem de 1/ i” ,em que p ¢ um numero inteiro e positivo, o erro da
formula de Euler-Maclaurin ¢ maior para i =1 do que para os outros valores de i. O

numero harmoénico H l(k) ¢ igual a 1 para qualquer ordem £k ; a Tabela (5.3) mostra o
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calculo de Hl(") através das séries assintoticas da Tabela (5.2), truncadas antes dos

termos de erro nela escritos.

Tabela (5.3) — Aproximagao para H

(k)

1

=1, através das séries assintoticas da Tabela (5.2).

k H," aprox.
1 1.0022
2 1.0116
3 1.0354
4 1.0823
5 0.8703

Nota-se que as aproximacdes assintoticas para H l(k) =1 pioram conforme k

aumenta. As séries assintoticas para k& mais elevado devem possuir cada vez menos

termos para descrever razoavelmente H l(k), ou seja, para i=1, a série assintOtica

comeca a divergir com poucos termos. Porém, as séries assintdticas truncadas

representam bem os nimeros harmonicos para i > 1. Este fato estd ilustrado na Figura

(5.1).

2.5

2.0 1

Numero Harmonico

ordem 1:
ordem 2:
ordem 3:
ordem 4:
ordem 5:

+ ]

*d4dhpon

x4 D>oao

Figura (5.1) — Comparacao entre os nimeros harmdnicos de varias ordens calculados analiticamente

(simbolos cheios) e através da formula de Euler-Maclaurin da Tabela (5.2) (simbolos vazados), para I de

l1as5.
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5.7 - A aplicacao da técnica proposta a um problema de degradacdo de um polimero

Mesmo o estudo do mais simples problema de degradagdo de um polimero, que

pode ser representado pelo mecanismo
P——>P +F_ (5.26)

pode ser util para se compreenderem a estabilidade, a durabilidade e as caracteristicas
de polimeros reciclados [118]. Pode-se considerar que a cisao de uma cadeia polimérica
pode ser aleatoria (em qualquer ponto da cadeia), no ponto médio ou na extremidade da
cadeia. Se, para o mecanismo da Equagdo (5.26), a cisdo ¢ aleatoria, o balanco de massa

para as cadeias de tamanho i € [23, 118]

dP. & .
—r= ZIZkTPj —k,(i-1)P. (5.27)
J=i+

A partir da Equacdo (5.27), escreve-se a EDO para o momento de ordem (— k).

Se k>0, e deseja-se calcular os momentos negativos, a equacdo para 0 momento de

ordem —k fica

=2k, > TSP~k Y iR kYRS
dt i=1 j=i+l i=1 i=1 (5.28)
dﬂ( _k o0 o o0
a;t L2k, Y P kA A
i=1 Jj=i+l

Nota-se que as equagdes dos momentos negativos também nao sao fechadas, isto
¢, a equagao para o momento de ordem (— 4 ) depende do momento de ordem superior
(—k+1). As EDOs para os momentos, representadas na Equagdo (5.28), possuem um

termo S que nao depende explicitamente dos momentos, dado por

S=2kT§:i”‘ ipj. (5.29)
i=1 J=i+l
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Ao se rearranjar a soma S, percebe-se que esta envolve somas de poténcias de

reciprocos para k > 0. Para o calculo dos momentos negativos, S é escrita como

S=S[*+2%+.+G-1)*]p. (5.30)

i=1

A soma [1”‘ +27* +...+(i—1)7kJ na Equacgdo (5.30) é o niimero harmonico

H™*. O somatério S pode ser reescrito de maneira mais adequada, ao se somar e

1

. = —k
subtrair l(_k) = Zz P

zi[luz A ”‘]P zf’fe (5.31)

Desta forma, as equagdes dos momentos se ficam na forma

d/i( N
dt

2kT(ZH P -2 ]—krﬂ_(k_lﬁkr/l(_k)
(5.32)

o0

= 2krzH Aty = Rr A

A Equacdo (5.32) representa as equacdes de momentos negativos € positivos.
Para momentos positivos (k < 0), os nimeros harmonicos H l.(k) sao somas de poténcias

de numeros inteiros, as quais possuem formas analiticas fechadas. Contudo, isto nao

acontece para as equagdes de momentos negativos (k >0). Deve-se procurar uma

(k)

forma de escrever o nimero harmonico H,"’ em termos das poténcias de i, para que a

2 k . . ..
soma ZH i( )R possa ser escrita em termos dos momentos negativos e positivos da
i=1

distribui¢do. Esta forma pode ser a aproximagdo dos nimeros harmdnicos H l.(k) através
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da formula de Euler-Maclaurin. A EDO para o momento de ordem (-2) ficaria, por

exemplo, ao se utilizar a aproximagao da Tabela (5.2) para H l.(z),

d o
(2) _ @)
= 2k Zl HYP =k ALy =k Ay
d2 2 R 1 3
(2) _
. _2kTZI‘{g(2)—;+ 7 e T30 Jro[i7 HR —kp ALy =k Ay

Se o termo do erro na aproximacao for negligenciado, a Equacao (5.33) pode ser

reescrita como

Py o | S lpyslp o lp 1
0 —2k{;c(2)3— .B+Zzl_23—z6i3e+z3mse}

i=1 1 i=1 i=1 i=1

(5.34)
— kA — kA

que, em termos dos momentos negativos € do momento de ordem zero, ¢

)
dr

1 1 1
=2k, [;(2)10 “ Ayt A Aty 1(5)} —kp Ay —kp Ay (5.35)

O mesmo procedimento pode ser usado para se escreverem as EDOs dos

momentos de ordem menor do que (-2). Para se escrever a EDO do momento 4,

entretanto, hd um obstaculo adicional: a aproximagdo do niimero harmoénico ou H, pela

formula de Euler-Maclaurin possui um termo logaritmico, que dificulta a representagao

de A, em termos dos outros momentos.

5.7.1 — Uma correcdo das equacoes dos momentos negativos

Conforme foi mostrado na Tabela (5.3), a férmula de Euler-Maclaurin pode nao
representar muito bem em algumas situagdes os numeros harmdnicos H l(k), que
multiplicam P, na Equag¢do (5.32). A Equagdo (5.33), por exemplo, pode ser reescrita

como
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dA a 11 1 1 }
(-2)
~2k 2)——+———+ P +2k,.P
dt T;[g( ) io2% et 3080 T (5.36)
—kp Ay — kA Ly
se H?'P, = P ¢é separado do somatério, que pode ser expandido:
d/’i_ 0 © 1 | 0 0 1
(-2)
~2k 2)P - -P+ —P —->» —P + P |+
dt {gd i zzz ) L X A zz 30i° (5.37)
+2k, P—kp Ay =k Ay
A Equacio (5.37), por sua vez, pode ser escrita em fun¢do dos momentos:
da 1
(-2)
2k {:(2)(40 ~P)= ey - B+l - R)
(5.38)
- l(ﬂ“(%) - Pl )+ L(ﬂ“(—s) - Pl) + 2kTP1 - kTﬂ“(—l) - kTﬂ’(—z)
6 30
Desta forma, a EDO para o momento 4, ¢
dA. 1 1
(-2)
2k [4(2)/10 — A+ Ae — g A 55 /1(5)}
L1 (5.39)
+2kr(— 5(2)+1—5+g—3—0jP1 k(A - B) =k (2 - P)

A Equacao (5.39) ¢ ligeiramente diferente da Equacao (5.35), pois apresenta um
termo em P . Aparentemente, o problema se torna mais complexo com a insercdo de
uma nova variavel nas equagdes de momentos, mas deve-se notar que P ¢ uma
quantidade natural quando se utiliza o fechamento através de momentos negativos, uma
vez que a Equagdo (5.3) pode ser escrita como

Ay = Ay = B (5.40)
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ou
N .
P A=A + 20t (5.41)
=0

se a aproximagao ¢ escrita ao se levar em conta o residuo.

Neste problema de degradacdo em particular, espera-se que, conforme ¢ — o,

todos os P, com excegdo de F,, tendam a zero. Assim, todos os momentos, positivos e
negativos, tendem ao mesmo valor (que serd o valor de A,, que ¢ constante) quando
t — o, e as derivadas dA, /dt tendem a zero. Nota-se que para 0 momento de ordem
(— 2), por exemplo, a derivada dA / dt na Equagdo (5.35) ndo se anula se todos os

momentos possuem o mesmo valor, o que de fato acontece na Equagao (5.39).

5.7.2 — As equacoes dos momentos positivos e negativos

Assim, a Equacdo (5.40) sera a responsavel pelo fechamento dos momentos.
Quanto maior o valor de &, melhor serd a aproximacdo desta equagdo. Supde-se, por

exemplo, que a aproximagao

R A R Ay ® Ay * R (5.42)

¢ adequada para os propositos deste problema. A equacao para o momento de ordem

(~8) &, se ¢ utilizado um tempo caracteristico 7 , sendo que dr = k,dt :

da ©
(-8) _ (®)
=2 HP -4 -4
dr & Th A T Ay
() (5.43)
d._ i
d(:) =2Y HYP (45 -R)-(2y-P)
i=2
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A introducdo da variavel P, € ttil também para truncar a série que representa o

numero harmdnico de maneira consistente com a aproximagao da Equacao (5.40). Se a
(8)

aproximagao para H;”’ mostrada na Tabela (5.2) for utilizada, a Equagdo (5.43) fica, ja

em termos dos momentos,

Segundo a aproximacdo da Equagdo (5.40), os termos (/1(_7) —Pl) e (l(_g) —Pl)

podem ser considerados nulos. Assim, a equagdo para o momento de ordem (-8) é&,

aproximadamente,

dA )

dr

=20(8)4, ~ R). (5.45)

A partir das Equacgdes (5.44) e (5.45), pode-se escrever

B ac8a, ). (5.46)
dr

Nota-se que, mesmo que se escolhesse uma aproximacao melhor, fazendo, por

exemplo, Ao = 449 ® B, @ EDO para o tltimo momento negativo considerado seria

semelhante a da Equacdo (5.46), ou seja, se transformaria em uma EDO que dependeria

somente de A e A,. Nota-se que se a ordem de um momento tende a —oo, a EDO

relativa a ele tende ao balango da espécie A, .

A Equagdo (5.46) pode ser util para se escrever o momento A, em func¢io de A :

1 dP
Ay =——~—"+P. 5.47
©2@8)dr (5.47)

A EDO para o momento de ordem (-7) é, por sua vez

198



)

dr

=2¢(7\2, - P) - % (Ao =P )= (g =)= (3 - P). (5.48)

Com a aproximagao da Equagdo (5.40) e a Equagdo (5.47), pode-se reescrever,

para o calculo de 4 ),

Ao =B+ 3(@ - 1} 4R (5.49)

calcula-se 0 momento A, e assim por diante. Desta forma, a Equagéo (5.42) apresenta

um "fechamento retrospectivo". As equagdes dos momentos de ordens (—5) a (—2)

sdo:
dA 1 : >
=2\ ()4 - 1)‘2(/1(-4> ‘Pl)+5( 5~ 1)_5(1(‘6’ B l)j; (5.51)
—(/1( 4) _Pl)_(/l( 5) _Pl)
i, 1 1 1
d(z' H= 2(4(4)(/10 ~P) 5(’1(—3> _Pl)+5(/1(“‘) _P‘)_E(/I(‘S’ _P‘)j; (5.52)
(- R)-(4y-R)
2, 1 ! 1
d(f) = 2(5(3)(/10 —Pl)—E(/l(fz) —P1)+5(/1(73) —R)_Z(;t("‘) _Pl). (5.53)
| : .
E(ﬂ(_e) - 1)) - (ﬂ“(—Z) - P )_ (1(_3) _Pl)
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d_ 1 1
- 2(4(2)(40 ~B)= iy = RSl = R)- iy - B)
{ ; (5.54)
%(ﬂ“(—s) - 1)) ~(4y—R)-l4s - R)
Para a EDO do momento A, a existéncia de um termo logaritmico na

expansdo de Euler-Maclaurin do nimero harmoénico H, deve ser contornada. Se fosse
considerada esta expansdo, que esta na Tabela (5.2), a EDO para o momento A

possuiria um termo de "momento logaritmico", ou seja,

i,y &
%%ﬂgHﬁ—%—@m
) oS i) P+ 27 (2~ B) =L (3~ P )+ = (20 - B) (5-35)
= ’ 0T ) T e
1
el = P)=(4 - )= (4, - P)

Este termo logaritmico ndo ¢ exprimivel em termos dos momentos positivos e

negativos. Procura-se, entdo, uma outra aproximagdo para o termo envolvendo o

numero harmoénico H,.

A aproximacao pode ser sugerida pelo valor de ZH P calculado para duas
i=1

distribuigdes de tamanhos de cadeia comuns: a de Schulz-Flory e a de Poisson,
apresentadas nas Equagdes (1.13) e (1.28), respectivamente. Tanto a primeira quanto a
segunda podem ser completamente descritas através dos momentos A, e A, por
exemplo. No Apéndice 2, mostra-se que, para estas duas distribui¢des, pode-se fazer a

aproximacao

iHﬁz%P{%JH} (5.56)
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para massas molares médias que ndo sejam muito pequenas (como € o caso de um
polimero no principio da degradacdo). Esta serd a aproximagao utilizada também para a

Equagao (5.55).

A EDO para o momento /1(71) fica, entdo,

(5.57)

Desta forma, quando 7 - e 4, e 4, tendem a 4,, d4 , /dr tende a zero.

Podem também ser propostas outras aproximagdes para o somatorio da Equagao (5.56)
que envolvam outros momentos e tdo complicadas quanto se queira; porém, a
aproximacao da Equagdo (5.56) serd utilizada na resolugdo do problema. Espera-se que

a Equagdo (5.56) seja uma representagdo melhor da variagdo de A, para tempos

pequenos, em que o peso molecular médio ainda ¢ alto.

A equagdo para o momento de ordem zero €

dA
— = - A (5.58)
dr

enquanto a equacao do momento de ordem um ¢

dA,
— =0, (5.59)
dr

ou seja, o momento A, € constante, no calculo analitico. De acordo com a técnica aqui
proposta para o fechamento, contudo, A, ¢ calculado através da Equacdo (5.58), que ¢ a

EDO para A,. Na Equagao (5.57), podem ser substituidos no termo logaritmico o valor

de 4, da Equacdo (5.47) e o valor de A, calculado através da Equacdo (5.58), que é
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(5.60)

dA (1+ 1 Jaup1 1 d*P
T

A= TR ®) ) a T acl) a

Assim, os momentos negativos de ordens (-8) a (-1) e os momentos positivos A,
e A, podem ser escritos como fungdes de P,. A substituigdo de 4., 4, ¢ 4 na
Equagdo (5.57) resulta em uma EDO de ordem 7 em P, da forma
d'p d°p d’P, d*p d’p d’Pp
+a +a +a

asg 7 6 +as 4 +a,
dr’ dr® dr’ dr?t dr’ dr?

+

(5.61)
+az?+al}°1 +24, ln(%j =0
T

0

em que A, e A, sdo dados pelas Equagdes (5.47) e (5.60). A Tabela (5.4) mostra os

valores das constantes da Equagao (5.61).

Tabela (5.4): constantes da Equagéo (5.61).

k a,

1 0
-0.7102157658
-0.1780879706

0.2387741958 x10™!
-0.4595989044 x107
0.9948517167 x107
-0.4771860596 x107
0.1519490357 x107

(oIS e Y B VS N )

Esta EDO pode ser resolvida como um sistema de equagdes diferenciais de

ordem 1, se sdo conhecidas as condigdes iniciais necessarias relativas a varidvel P .

Para a resolu¢do deste sistema, foi utilizado um método adaptativo de Runge-Kutta.

Salienta-se que, se forem consideradas somente as equagdes dos momentos de

ordens de (~8) a 1, este sistema de equagdes ¢ fechado. Se ndo se deseja calcular o
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momento A,, pode-se resolver este sistema, se as condigdes iniciais para 0s momentos

envolvidos sdo conhecidas (para isto, seria necessario conhecer a DTC inicial), e utilizar
as solugcdes para a reconstru¢do da DTC. Contudo, na maioria dos casos, deseja-se

conhecer 0 momento A,, uma vez que ele estd relacionado a massa molar média por

peso, a qual € uma quantidade fisicamente mensuravel.

3.7.3 — As condicoes iniciais referentes a P,

Para a resolucao da Equagao (5.61), serdo necessarias as condi¢des iniciais para

P, e suas primeiras sete derivadas. Entretanto, ¢ comum serem conhecidas apenas as
condigdes iniciais para A,, 4, € A, em problemas de polimeriza¢do. Outras condigdes

iniciais podem, porém, ser extraidas das equagdes diferenciais que descrevem os

momentos. Suponha-se conhecida a condi¢do inicial para P (a obtengdo desta condicdo
inicial sera discutida mais adiante). A condi¢do inicial para a derivada primeira de P,

pode ser calculada através da Equacgao (5.62), uma vez que se considera que

—H =208)4,0)-A(0). (5.62)

As outras derivadas de P, estdo relacionadas a derivadas de A,,. Os dois lados da

Equacdo (5.46) podem ser diferenciados e calculados em 7 =0, o que resulta em uma

equagao para a condi¢do inicial para a derivada segunda de B, :

d’p
dr’ L

_dp
dr

:24(8){61/10

dr

}. (5.63)

=0

7=

Assim, as derivadas de P, podem ser calculadas a partir das derivadas de A,.
Estas ultimas podem ser calculadas através da EDO para A,, mostrada na Equagdo

(5.47). Segundo esta equacdo, pode-se escrever
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d'2,|  d7A| a2
dr’ dr” dr’”

(5.64)

=0 =0 =0

As derivadas de A, sdo necessarias para o calculo das derivadas de A4, em 7 =0.

Considera-se que todas as derivadas do momento A, sdo conhecidas e nulas, uma vez

que, com base na Equacao (5.59), pode-se escrever

d’ 2,
: =0. 5.65
dr’ o ( )

Desta forma, sdo obtidas as condi¢Oes iniciais para P e suas derivadas. A
necessidade de todas estas oito condigdes iniciais para P, ¢, na verdade, equivalente a
necessidade de se conhecerem oito informagdes para a solucdo das equacdes dos
momentos negativos, como por exemplo, as condig¢des iniciais para os momentos de
ordens (-8) a (-1). As condigdes iniciais para estes momentos negativos s6 poderiam ser

obtidas, em geral, se a distribui¢do inicial (ou uma estimativa) fosse conhecida.

3.7.4 — O cdlculo de A,

A EDO para A, € proveniente de

%:zilf,ﬁ”g ~ 2 =2, =(1-1)(4, +4,)=0. (5.66)
i=1

Desta forma, ndo seria possivel calcular o momento A, segundo a técnica
apresentada, uma vez que este ndo surge naturalmente na EDO para o momento 4, .
Porém, uma aproximacdo para A, pode ser obtida ao se analisar o limite da expressdo

que descreve dA,/dr quando ¢ —>1.

A vantagem da abordagem via nimeros harmdnicos estd em se poder escrever a

equacdo para qualquer momento, seja ele negativo ou mesmo nao-inteiro. Conforme o
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desenvolvimento do Apéndice 2, pode-se escrever a equacdo para um momento de

ordem c qualquer:

di. (1- 1-
T NPT

dr l1+c l+c 6

Se o momento de ordem ¢ + 1 € calculado através desta expressao, tem-se

l+c¢)dA c(l+c
A ®| — | =+ A== | — (A, = A). ,
(l_cj Tt 6(1_Cj(ﬂ ) (5.68)

Na Equacao (5.68), o limite do lado direito da expressio possui duas
indeterminagdes para ¢ — 1, uma vez que (1-c), dA,/dz e (A, —A,) tendem a zero.
O limite de A_,, pode ser obtido através da regra de L’Hopital, conforme mostrado no

Apéndice 2:

oA = 0P &
A, = A —a—;—z ;zln(1)5+§ ;m(z)P,. : (5.69)

A aproximagdo para A,, ¢ fun¢do de “momentos logaritmicos”, que ndo sdo
diretamente exprimiveis em termos dos momentos de ordens inteiras ja calculados.
Portanto, serdo necessarias aqui aproximacgdes para estes somatorios da Equacao (5.69).
No Apéndice 2, encontram-se possiveis aproximagoes, as quais foram obtidas ao se

admitir que P, obedece a uma distribui¢do de Schulz-Flory. Isto faz com que a

aproximagao da Equacdo (5.69) para A, seja somente uma fungdo de 4, e 4,.

A condicdo inicial para a quantidade P, estd ligada a condicdo inicial para o
momento A,: aquela deve ser tal que a condi¢do inicial para A, seja obedecida na

Equagdo (5.69). Na pratica, essa relagao pode ser dificil de se estabelecer, uma vez que

as condigdes 1niciais para as derivadas temporais de P, dependem da condigdo inicial de

P.
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5.8 - Solucées para o problema de degradacdo utilizando a nova técnica

5.8.1 — Degradacao de um polimero com distribuicdo inicial de Schulz-Flory

Se o polimero possui, inicialmente, uma distribuicdo de Schulz-Flory, dada por

P|_ =10-(1-0.9999)-0.9999"" (5.70)

tirz=0

as condi¢des iniciais para os momentos de ordens 0, 1 e 2 sdo

/11

5.
., =10%; (5.71)

|, =1.9999-10°.

Neste problema de degradacao, existem solucdes analiticas para os momentos

A, € A,, que sdo

Ay (T) =4 o T (/10 =0 /11| -0 ) exp(— z');
(5.72)
A4 (7) = /11|,:0 .
Além disso, foi escolhida a condigdo inicial para P, como
p| _, =001 (5.73)

E necessério verificar se a condi¢do inicial para P, é consistente com o valor de
A, (z' = 0) obtido, o qual deve ser igual a condi¢do inicial para A, dada pela Equagado

(5.71).

As solugdes analiticas para A, e A, podem ser comparadas as solucdes

aproximadas, calculadas através das Equacdes (5.47) e (5.60). A solugdo aproximada do

momento A, pode ser comparada aquela obtida através da regra de fechamento que
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utiliza aproximacao da seqiiéncia de momentos por polindmios de Laguerre, dada pela
Equacdo (1.72) [14, 47]. As Figuras (5.2), (5.3) e (5.4) abaixo mostram a evolu¢do dos

momentos 4,(z), 4,(r) e 4,(r) calculados através da nova técnica de fechamento.

Momento de ordem zero
1200 T T T T T
® Nova técnica
— Analitico

1000

800 -

Lo 600 -

400 -

200 -

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
T

(a)

X 104 Momento de ordem zero

@® Nova técnica
1.8 | = Analitico

0 0.02 004 006 008 01 012 0.14 0.16 0.18 0.2
T

(b)
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x 10° Momento de ordem zero

25 T T T T T T
® Nova técnica
—— Analitico
[ ]
2 L |
[
1.5+ B
[ ]
A
0 °

1F ® B

(c)

Figura (5.2) — Evolugdo do momento de ordem zero da DTC do polimero, calculado pela nova técnica de

fechamento, até (a) 7 =0.01, (b) 7=02 e(c) =1.0.

x 10° Momento de ordem um
1 .001 T T T T T T
@® Nova técnica
1.0008 -/ — Analitico |
1.0006 R
1.0004 + B
1.0002 + B

0.9998 - 1

0.9996 - 1

0.9994 - 1

0.9992 - 1

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
T

(a)
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x 10° Momento de ordem um
T T T T T T T .

® Nova técnica

1.0008 || = Analitico 4

1.001

1.0006 - R

1.0004 - R

1.0002 - { R

0.9998

0.9996

0.9994

0.9992

0 0.02 004 006 008 01 012 014 0.16 0.18 0.2
T

(b)

x 10° Momento de ordem um

1"

® Nova técnica l
10| =—— Analitico

Figura (5.3) — Evolugdo do momento de ordem um da DTC do polimero, calculado pela nova técnica de

fechamento, até (a) 7 =0.01,(b) 7=0.2 e(c) 7=1.0.

Nota-se que os momentos de ordens zero € um sdo bem representados até um

valor de 7 por volta de 0.15. Em 7 =0.15, a degradagao do polimero estd bastante
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avancada, uma vez que, neste tempo, o tamanho de cadeia médio por numero ¢

A,/ 2, = 7. Desta forma, solugdes de excelente qualidade podem ser obtidas para a faixa

de interesse pratico.

x 10° Momento de ordem dois
’ [ ‘Nova técnica | | |
1.8}| — Laguerre )
1.6 N
1.4 N

0 L L L L 1 I
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
T

(a)

x 10 Momento de ordem dois

T T T T T
® Nova técnica
— Laguerre 4

—@ d . —@ —@ —0
0 0.02 004 006 008 01 012 014 0.16 018 0.2
T

(b)
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x 10° Momento de ordem dois

T
@® Nova técnica
—— Laguerre

(c)

Figura (5.4) — Evolugdo do momento de ordem dois da DTC do polimero, calculado pela nova técnica de

fechamento, até (a) 7 =0.01, (b) 7=02 e(c) =1.0.

A solucdo aproximada obtida para A, (r) concorda com a condi¢do inicial para
A, mostrada na Equagdo (5.71); assim, a condicdo inicial para P, ¢ condizente com este

problema de degradacdo, mesmo que o valor inicial verdadeiro de P, seja

B| _ =10-(1-0.9999)-0.9999° = 0.001. (5.74)

=0

Outras condigdes iniciais para F, foram testadas e ndo provocaram mudangas
perceptiveis no comportamento dinamico dos momentos de ordens zero, um e dois.
Aparentemente, isto se explica pelo fato de B possuir um valor muito pequeno em

relacdo a suas derivadas, o que faz com que sua influéncia na Equagao (5.61) seja

também pequena.

A Figura (5.5) mostra a evolugdo dos momentos negativos de ordens (— 7) a
(— 1) até 7 =0.01. Nota-se que estas aproximagdes possuem erros grandes, uma vez que

predizem momentos de ordens (—5), (—4), (=3), (~2) e (~1) negativos nos instantes
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iniciais da degradacdo, apesar de as derivadas destes momentos estarem de acordo com
a situacgdo fisica (ou seja, serem positivas). E possivel notar, ainda, que os erros da
aproximagdo sdo menores para os momentos de ordens (— 7) e (— 6) e aumentam
conforme a ordem dos momentos negativos aumenta. Isto ¢ reflexo da propagagdo dos

erros que ocorre quando ha os sucessivos calculos dos momentos de ordem A4,
atraves da equagdo do momento de ordem A4, conforme as Equagdes (5.45)-(5.57).

Momentos negativos

2000 ‘ ‘ ‘
O.w A A A A A A A A A A
wyvwvy v v v v v v v v v v
-2000 g ee0e * * * * * * * * * *
-4000 -
-6000_ | | | n | | | | | | n | | | | | | L
kk
-8000 - g
-10000 | Ay |
P ° ° ° ° ° ° ° ° ® x(_z) )
-12000 | RN
. 7\.(_4)
-14000 - v M) |
Ttm* * * * * * " * * A k(—G) "
-16000 ‘

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
T

Figura (5.5) — Evolucdo dos momentos de ordem negativa da DTC do polimero, calculados pela nova

técnica de fechamento, até 7 =0.01.

Conseqlientemente, os momentos de ordem mais negativa que foram utilizados
para o fechamento das equagdes (que sdo, neste caso, A g = A, e A_4) podem ser
descritos como fungdes de F, obtidas através de poucas substituicdes do tipo
mencionado acima, como na Equacao (5.49). Entdo, espera-se que os momentos mais
negativos utilizados — os quais sdo fungdes de derivadas de baixa ordem de P, — sejam
aproximados de maneira mais adequada que os momentos negativos de ordens maiores,

como A, e Acy.

As aproximagdes para os momentos A, e A,, dadas pelas Equagdes (5.47) e

(5.60), também sdo fungdes de derivadas de baixa ordem de P,, o que faz com que estas
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sejam adequadas. O fato de a aproximagdo para A, ser somente funcdo de A, e 4,

contribui para que esta possua erros menores.

5.8.2 — Degradacdo de um polimero com outra distribuicdo inicial

Se o polimero que sofrera degradagdo possui uma distribuicdo de tamanhos de
cadeia que ndo obedece a distribuicdo de Schulz-Flory, a aproximacdo para A, pode nao
ser tao adequada. Se as condig¢des iniciais para os momentos de ordem zero, um e dois
sdo aquelas na Equagdo (5.75) e a condigdo inicial para P, ¢ escolhida como na

Equagao (5.76),

ﬂ’l

5.
=10 (5.75)

A, =4.9998-10";

R|_, =001 (5.76)

a evolugdo dos momentos de ordens zero, um e dois neste caso ¢ como na Figura (5.6).

Momento de ordem zero

600

® Nova técnica
— Analitico

500

400

X300

200

100

T x 10
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x 10°

Momento de ordem um

® Nova técnica
—— Analitico

(©)

Ab L4
[ )
[ ]
° [ J
1»eeee ® ® ® 8
1 L |
1 I I I I I I 1 I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
T x 10°
(b)
x 10° Momento de ordem dois
5 T T T T T T
® Nova técnica
4.5} —— Laguerre |
41 i
3.5 .
3 |
——— 2—0
3.5 4 4.5 5
T x 10°

Figura (5.6) — Evolucdo dos momentos de ordens (a) zero, (b) um e (c) dois, até 7 =0.005, para as

condicdes iniciais dadas pela Equagao (5.75).

A Figura (5.6) mostra que as aproximagdes para A, e A, obtidas através da nova

técnica de fechamento s3o adequadas nos tempos iniciais da degradagdo. A
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aproximagao para A,, entretanto, ndo descreve corretamente o valor deste momento em
7 =0 e em valores muito pequenos de 7 quando comparada a solugdo para A, obtida
pelo fechamento por polindmios de Laguerre. De qualquer forma, a aproximacdo de A,

pela nova técnica ¢ adequada para 7 > 0.0005 .

Neste caso, em que a distribui¢do de tamanhos de cadeia inicial do polimero ndo

¢ uma distribuicdo de Schulz-Flory, percebe-se que a aproximacgdo para o somatorio

Ziln(i)R. — utilizada na expressdo da Equagdo (5.69) — pode ndo ser adequada. Esta

i=1

foi obtida, no Apéndice 2, ao se admitir que P, obedecia a uma distribui¢do de Schulz-
Flory. Como a expressdo para A, dada pela Equacdo (5.69) ¢ somente fungdo de A4, e
A, - os dois pardmetros necessarios para se descrever completamente uma distribuicdo
de Schulz-Flory — aquela acaba por descrever, no tempo 7 =0 do processo de

degradacao, um momento /12|T=0 equivalente a distribuicdo de Schulz-Flory descrita

pelos momentos /10|T:0 e A |T:0. Uma aproximac¢ao melhor para o somatorio da Equagao

(5.69) poderia contornar este problema.

Finalmente, salienta-se que seria possivel aplicar a idéia desta nova técnica —
calcular o momento de ordem k& +1 ao se diferenciar o momento de ordem k£ - com o
fechamento proposto pela expansdo da DTC em poucos polindmios de Laguerre, como
na Equacdo (1.72). Basta que se calcule A, através da equagdo para A,, e assim por
diante. Mas o fechamento da Equacao (1.72) ndo seria adequado a problemas em que as
equacdes de momentos dependem de uma quantidade maior de momentos de ordem
superior (como em um caso no qual a EDO para A, dependesse de A, e A4,), enquanto
o fechamento proposto pela Equagdo (5.3) ¢ aplicavel, em principio, a qualquer

problema de ndo-fechamento.

215



CAPITULO 6 — CONCLUSOES E SUGESTOES

De maneira geral, acredita-se que as contribui¢des deste trabalho, obtidas através
da andlise das equagdes dos modelos, podem ser importantes para a compreensdo de

algumas classes de sistemas por eles descritos.

No Capitulo 3, mostraram-se propriedades matematicas de um modelo de
polimerizacao linear e genérico, capaz de representar varios sistemas de polimerizagao.
Este modelo, que ¢ constituido por um sistema linear de equagdes diferenciais
ordinarias, possui solug¢do unica e positiva. E também suficientemente flexivel para
representar problemas em que somente se consideram a composicdo do polimero
produzido (e ndo a distribui¢do de tamanhos de cadeia). Quando se considera somente a
composic¢ao do polimero, foi possivel mostrar que esta composi¢do ndo ¢ arbitraria, mas
encontra-se em uma regido atingivel bem definida, que em geral ndo pode ser

aumentada com politicas de alimentacao de multiplas etapas.

Mostrou-se ainda, no Capitulo 3, que dois modelos que descrevem a dindmica da
composi¢ao de um copolimero — os modelos terminal e pentltimo — podem possuir
solucdes qualitativamente diferentes, através de sua andlise. Assim, em uma
copolimerizagdo interpretada pelo modelo penultimo, oscilagdes da composi¢do com o
tempo podem ser preditas, ao passo que, se a mesma copolimerizacdo for interpretada
pelo modelo terminal, ndo se prevéem tais oscilagdes. A importancia de se assegurar
que estas oscilagdes podem ocorrer reside no fato de que desta forma, elas podem ser
reconhecidas como comportamento inerente do sistema, € ndo como fendmeno
provocado por perturbacdes externas (como por exemplo problemas no controle da
temperatura ¢ na medicdo das concentragdes). Foram feitas também algumas
observagoes sobre a existéncia de periodicidades na distribui¢ao de tamanhos de cadeia
de homopolimeros formados por mecanismos de inser¢do multipla, nos estados
estacionario e transiente. Encontrou-se uma situacdo limitante para a qual um tipo de
cadeia polimérica sO apresentava cadeias de tamanho par, e o outro tipo de cadeia so
apresentava cadeias de tamanho impar. E importante que se chame a atengdo para este

fato, porque este tipo de periodicidades nunca foi detectado experimentalmente.
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No Capitulo 4, demonstrou-se que as distribui¢des de tamanho de cadeia de
polimeros formados através de uma classe de mecanismos sdo limitadas por uma
expressao semelhante a uma distribuicao de Schulz-Flory. Demonstrou-se, ainda, que a
cauda da distribuicdo de tamanhos de cadeia de tais polimeros aproxima-se de uma
distribui¢do de Schulz-Flory e que esta distribui¢do tende a zero conforme o tamanho de
cadeia tende a infinito. Assim, pela primeira vez determinou-se uma regido atingivel
para a distribuicdo de tamanhos de cadeia — que ndo pode, portanto, estar
arbitrariamente localizada no conjunto formado por todos os pontos (i, P;). Além disso,
mostrou-se que o modelo genérico utilizado para esta andlise € consistente com a
realidade fisica, no sentido de que a quantidade de cadeias de tamanho P; tende a 0

quando o tamanho de cadeia i tende a infinito.

No Capitulo 5, apresentou-se uma nova técnica para o fechamento das equagdes
dos momentos da distribuicdo de tamanhos de cadeia, a qual possui as vantagens de ndo
utiliza uma aproximacao funcional pré-definida para a DTC e de se aplicar, em
principio, a qualquer tipo de problema de fechamento. Sua implementagdo, contudo,
exige certa manipulacdo matematica e mais informagdes sobre a distribui¢do de

tamanhos inicial.

Sugestoes para trabalhos futuros

Seria util verificar se ¢ possivel estender-se a andlise de ponto fixo para
operadores nao-lineares e para operadores que variam com o tamanho de cadeia i, e
também encontrar cotas superiores (e inferiores) para os pesos moleculares médios.
Desta forma, informagdes uteis para o projeto de reatores de polimerizagdo (como:
estipular uma regido atingivel para a distribuicao de tamanhos de cadeia, a consisténcia
do modelo e a aproximacao da cauda da distribui¢do por determinada fun¢ao) poderiam

ser obtidas antes das trabalhosas simulagdes destes sistemas.

A nova técnica de fechamento para as equacdes dos momentos ainda precisa ser
colocada em bases formais, com andlise dos erros provocados pelas diferentes
aproximacodes realizadas. Seria util, ainda, automatizar a determinagdo das equagdes de

momentos negativos; assim, seria possivel escolher mais facilmente qual momento
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negativo seria igualado a P, para que os erros obedecessem a uma certa tolerancia. O

estudo de outros problemas em que as equag¢des ndo sdo fechadas estabeleceria a

utilidade da nova técnica.

Além disto, seria interessante uma resolug¢do alternativa das equacdes de
momento que considerasse a regra de fechamento 4, ~ 4(,,, como uma “condigédo de
contorno” para uma fun¢ao ﬂ(k), que descreve a variagdo dos momentos com a ordem
k. Desta forma, se € necessario conhecer os momentos 4,, 4, € 4, no problema de
degradagdo, escrevem-se as equacOes dos momentos A,, 4, € A, e para alguns
momentos negativos. Estima-se o valor de A, (a varidvel responsavel pelo nao-
fechamento, e que aparece na EDO de A,) em cada tempo 7 e resolve-se o sistema de
EDOs. Escolhe-se um 4, tal que a “condi¢éo de contorno” 4, =~ 4(4,,) seja obedecida,

através de um processo iterativo. Testes preliminares para a implantagdo desta técnica
foram realizados, mas percebeu-se que a “condicdo de contorno” ¢ obedecida para

qualquer estimativa de A,, ou seja, que a condi¢do 4, ~ 4(,,, ¢ bastante insensivel ao

valor escolhido para A, .

Um outro topico interessante seria a utilizagdo de momentos fraciondrios em
conjunto com esta nova técnica para o fechamento das equacdes de momento. A regra
de fechamento, neste caso, seria semelhante a que foi utilizada, uma vez que momentos
fracionarios de ordens suficientemente negativas também tendem ao valor de F. A
vantagem em se utilizar momentos fracionarios esta em se evitar o calculo de momentos
de ordens de grandeza muito grandes; contudo, estes momentos fracionarios podem nao

possuir interpretacao fisica.
Finalmente, espera-se que os resultados deste trabalho sejam uteis para trabalhos

posteriores que abordem a modelagem de reagdes de polimerizagdo, e que as sugestdes

apresentadas possam enriquecer estes resultados.
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APENDICE 1 - SOBRE A NORMA UTILIZADA NO CAPITULO 4

a) A Equacgdo (4.20) representa uma norma

Neste caso, P.(¢) é um vetor cujos elementos sdo fungdes do tempo. A norma do

vetor P,(t) ¢ dada por

NS
|2 (e)|=sup |7 (e}
ted | =1

(Al.1)

em que J ¢ o intervalo de tempo de interesse.
al) A norma ¢ sempre um niimero nao-negativo: ||R (tm >0.

Uma vez que o somatdrio na Equacdo (Al.1) ¢é positivo, tem-se que 0 maximo

deste no tempo também ¢ um ntimero positivo:

> 0= sup
teJ

>0 (A1.2)

> e

k=1

> 1)

k=1

a2) A norma de um elemento ¢ igual a zero se e somente se este ¢ o elemento nulo do

espago: ||R (t]| =0 P(1)=0.
Para o elemento nulo, tem-se que

P(t)=0= P'(t)=0 Vk,t (A1.3)

> ()

k=1

Assim, para este vetor nulo, =0 Vt. Deste modo,

sup =|P(t)=0 (AL.4)

te

f\f:k(d

k=1
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Por outro lado, se ||Pl.(t1|=0 entao supf‘f;k(tj =0. Isto significa que

ted | k=1
NS NS
Z‘E" (tX =0 V¢, o que implica Z‘P/‘ (t} =0 V¢. Uma vez que esta é uma soma de
k=1 k=1

modulos, serd nula somente se P*(¢)=0 Vk,z, e isto implica P.(t)=0 Vt.
a3) A norma de um multiplo do vetor é o multiplo de sua norma: || PP, (ll| = ﬂ”B (ll| :

Segundo a defini¢do da norma, pode-se mostrar que

I8 ) = supl3 | () =supl 3 | (1)
L e (A1.5)
= fsup PNAGEIAG!

a4) Desigualdade triangular: HR (t)+ P, (tX‘ < ||R (tm + HPJ (tX‘ .

Através da definicdo da norma e das propriedades da fungdo modulo, é possivel

obter as desigualdades:

3P4 () + P ()

k=1

||E (t)+ P, (t]| =sup

tel

NS
<sup |Ek (tﬂ + |ij (t)‘

WAGIYAD

=sup
tel | k=1 tel
[ s NS (AL.6)
<sup Z|Ek (tﬂ + Z|PI." (tﬂ
tel | [k=1 k=l

—NS
<sup Z |Ek (t)|
k=1

+sup =[P} + ”PJ (t)“
tel tel]

>r0)

b)O espago considerado é completo

O espago de vetores cujos NS elementos variam continuamente com o tempo ¢

para todo i, com norma definida por
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NS

2[B )

k=1

|P:(e)]=sup

teJ

(A1.7)

¢ completo.

Seja (Ql.) uma seqiiéncia de Cauchy neste espaco. Entdo, para um nimero N ha

dois elementos desta seqiiéncia Q, e @, taisque i, j >N ¢

d(0,(1).0,()=]2.()-0, (1] = supl> [0} ()- 0" (¢)

<& (A1.8)
ted | =1

Entdo, para qualquer ¢, € J,
NS ‘ i
Y0k (e,)-05 6 ) < £ (A1.9)
k=1

A Equagao (A1.9) pode ser reescrita como

lo-0)| < Lo

em que |of representa a "norma 1" usual para vetores em R". Pode-se concluir que
(Q,(z,)) ¢ uma seqiiéncia de Cauchy de vetores em R quando se usa esta norma, e
(Ql. (to )) converge para um limite Q(to) se i > o0, porque R" é um espago completo,

com a métrica induzida definida por d (Ql. 0, )= HQZ. -0 JHl .
Seja ¢ um valor qualquer de tempo. Se j — oo na Equacdo (A1.10),

sup
te

Z‘Qik _Qk‘

k=1

<e. (A1.11)
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Entdo, para todot e J,

;‘Qik _Qk‘

<e. (A1.12)

Para cada elemento Qf do vetor,

‘Ql.k —Q"\ <e(k) vr. (A1.13)
em que g(k) depende do elemento & e ¢ tal que
e()+..+elk)+..+s(NS)<e (A1.14)

~ k k : ~
A Equagio (Al.13) denota que Q; (t)—> 0 (t) uniformemente. Entdo, uma vez
que Q]’,c ¢ uma fungio continua, o limite Q" é também uma fung¢io continua, e o limite

Q ¢éum vetor cujos elementos variam continuamente com o tempo. Entdo, uma vez que

Q pertence ao espago que estd sendo considerado, este € um espago completo.
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APENDICE 2 — SOBRE 0S SOMATORIOS LOGARITMICOS NO CAPITULO 5

A2.1 - Aproximacdo para o somatorio z H,P
i=1

Neste somatorio, /4, ¢ um niimero harmoénico e P. ¢ a quantidade de cadeias de

polimero de tamanho i. Considera-se que a aproximagdo para o somatorio sera feita ao

se admitir que P, obedece a uma distribuicdo mais simples e conhecida, como a

1

distribuicdo de Schulz-Flory ou a de Poisson. A Tabela (A2.1) mostra a relagdo dos

momentos A, € A, com os parametros destas distribuicdes.

Tabela (A2.1) — Momentos de ordem zero e um em fungdo dos parametros das distribui¢cdes de Schulz-

Flory e Poisson [4, 29].

Distribuicio Ao A
Schulz-Flory:
i1 Ay =P, A = A
P, =P,q"'(1-9) (1-9)
Poisson:
P()=P exp(-7) 7" Ay =P, A =P, (1+7)

v (i-1)

Para a distribui¢ao de Schulz-Flory, tem-se que [111, 115]

(A2.1)

Quando ¢ se aproxima de 1, este somatorio se aproxima da expressao
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2 ln(%j = 2, In(i. ). (A2.2)

0

em que i, € o tamanho de cadeia médio por numero. No problema de degradacdo,

A, = A, para 7 — . A expressdo na Equacgdo (A2.2) ndo estd definida neste caso, mas
quando A, se aproxima de A,, a expressdo na Equacdo (A2.1) tende a 4,, se ¢ aplicada

aregra de L’Hopital. No entanto,

. Al
ﬂlolil}] {/10 ln(l—oﬂ =0. (A2.3)

ou seja, a expressao da Equacdo (A2.3) tende a zero conforme A, — A4,. Como se deseja

o0
que a aproximagao para ZH P seja condizente também com as equagdes dos
i=l1

momentos, ¢ conveniente se utilizar uma forma modificada da aproximacao da Equacao

(A2.2), que ndo envolva formas indeterminadas para 7 — oo. Uma forma modificada
o0

pode ser encontrada ao se examinar 0 somatorio ZH P com P dada pela distribui¢do
i=1

de Poisson.

Para a distribuicao de Poisson, tem-se

RS 1 "
=P, ey H,._1+-J (7 I (A2.4)

O primeiro dos somatorios que aparecem ao final da Equacao (A2.4) pode ser

escrito na forma [119]
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iH. ; - iHi L = e'[in(r)+(0,7)+7] (A2.5)

em que y ¢ a constante de Euler e /I~ (O,z') ¢ a funcdo gama incompleta, definida por

[120]

Ia,x)= [t e dt (A2.6)

X

O segundo somatdrio ao final da Equagao (A2.4) ¢ equivalente a funcao

i-1

> T > (e -1). (A27)

i=1 l

—

N
i
N

Para a distribui¢ao de Poisson,

iHiPi o {eT [in(z)+ 7°(0,7)+ }/]+%[e’ ~1 } (A2.8)

i=l

Pelos valores de 4, e A, da distribuicdo de Poisson, na Tabela (A2.1), pode-se

dizer que

r="1-1, (A2.9)

ou seja, que 7 ¢igual a in—1.Com isto, a Equacao (A2.4) pode ser reescrita em termos

dos momentos, isto &,

iH,.R:/lo ln(%—lJ+F(0,r)+}/+l_ : (A2.10)

i=1 0
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em que ¥ ¢ a constante de Euler, que tem o valor y =0.57721566... . A funcao no lado

direito da Equacao (A2.10) ndo esta definida em 7 =0, uma vez que

lim h{ﬁ - 1j =—o0; lim 77(0,7) = +o0. (A2.11)

g4 o Ay

O valor da fungdo gama incompleta /7~ (O,T) ¢ pequeno para valores de 7

maiores do que 1, como aqueles mostrados na Tabela (A2.2).

Tabela (A2.2): fungio [~ (O, T) para alguns valores de 7 .

T r(,7)

1 ~0.22

10 ~0.42 x 107
100 ~0.37 x 10

Se Z=ﬂ.l//10 >>1, tem-se que 7>>0, e a Equagdo (A2.10) pode ser

aproximada por

o A
D H.P, zﬂo{h{ﬂ—ljw}, (A2.12)

i=l1 0

0
Para que a aproximagdo do somatorio ZH P tenda a um dos momentos
i=1

quando A, — A,, utilizar-se-a a seguinte aproximacdo para este somatorio no problema

de degradagao:

Y HP =~ 4 l:m[%JH}. (A2.13)
i=1

0

239



o0
Pode-se, entdo, pensar a aproximagao para ZH P como a multiplicagdo de um
i=l1

"niimero harmoénico médio" por 4,,, uma vez que

SHP=H, Y P=H, . (A2.14)

i=1 i

Para a distribuicdo de Schulz-Flory com ¢ proximo de 1 e para distribuicao de

Poisson com 7 >> 0, este "niimero harmoénico médio" ¢, aproximadamente, o logaritmo
do tamanho de cadeia médio por nimero mais um. Deve-se salientar que as expressdes
das Equagdes (A2.2) e (A2.14) sao validas quando o peso molecular médio do polimero

¢ alto, ou seja, no inicio da degradacao.

oF

A2.2 — Aproximacdo para o somatorio z i ln(i )8_
i=1 4

A equagdo para um momento de ordem ¢ no problema de degradagdo de

polimeros, em que ¢ nao € inteiro, ¢ dada por

dl, &
o= 2> H P -2, -2 (A2.15)
2 i=1

Assim como os numeros harmdnicos de ordens inteiras, Hl.(_”) pode ser

aproximado por uma série de Euler-Maclaurin:
(—c) S . 1 cc+1 . C e 1 1 c cc-3
HE =S v —— i i+ Sy o — - L 0f) (A2.16)

Nota-se que H 1(*") =1 ¢ bem representado pela expressao acima. Ao se substituir

a Equagao (A2.16) na Equacdo (A2.15), a equagdo para o momento A, fica
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dA l1-c 1-c c
Cx|l— A, | — A +— (A, —A4). A2.1
d'[ (1-}*6’) c+1 (14‘0) 0 6( c—1 0) ( 7)

Quando ¢ =0, por exemplo, a Equagdo (A2.17) se reduz a equagdo para o

momento /4,, ou seja,

dA,
dr

=4 —A. (A2.18)

Se a Equagdo (A2.17) ¢ utilizada para calcular o momento A_,,, tem-se que
1+c)dA, 1+
Ao o | — | Lo =S| 5 (A = A)- (A2.19)
l-c) dr 6\1-c

O objetivo de escrever a Equagao (A2.19) nesta forma ¢ analisar o limite de seu

lado direito quando ¢ — 1, ou seja,

. . l+c)dA, . . lec(l+c
lim 4., ~ lim K:) i } +lim 4, —lim {g (:] (s =24 )} : (A2.20)
O primeiro e o terceiro termos do lado direito da Equacao (A2.20) representam

limites com a forma indeterminada 0/0, uma vez que se sabe que

di,

T c—l

L —)=0. (A221)

Estas indeterminagdes podem ser eliminadas com a utilizacdo da regra de

L’Hopital. Para isto, ¢ necessario o computo das derivadas do momento A, e de sua

derivada temporal (agora denotada por 04,/07 ) em relagdo a variavel c:

oA 0 & *
c=—iP=>Yin(i)P;
PP Z n(i)P,; (A2.22)
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{(I+)§(?j+a{;}

hnll Aoy = 111111
« « -1 (A2.23)
4 2 =) Ces M, - )
oc
+ 4, % lclilll )

Ao se substituirem as derivadas da Equacdo (A2.22) na Equagao (A2.23),

obtém-se, para o limite de A_,, a expressao

c+] 2

lim 4,., —hm[1+c ZZ In(7) 2P}—1im 0%,
i

c—1 c—l pany >l (32'
3 (A2.24)
+ 4, +% hnll { (1+c) Zic’l ln(l')P,} +% linll (2 + 1Ay = 2,)]
c—> -1 >
Fazendo-se ¢ — 1 na Equacdo (A2.24),
A~ A, ———2i In —+ 21 (A2.25)
A2.3 — Expressdo para os somatorios iln(i )R [4 i i ln —’ em_termos dos

i=1 i=l1

momentos

Assim como na equagdo para 0 momento A, a Equagdo (A2.25) apresenta

dois somatdrios que envolvem logaritmos, os quais ndo sao prontamente exprimiveis

em funcdo dos momentos utilizados. Sendo assim, € preciso obter aproximagdes para
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d oP
estes somatorios. O termo Ziln(i)—’, no lado direito da Equagdo (A2.25), pode ser
i=1 2

reescrito como

iiln(i)? = %iiln(i)ﬂ : (A2.26)
i=1 i=1

r
ou seja, nota-se que ele representa a derivada temporal de um “momento logaritmico”.
Uma vez que

In(i)>1, i>3, (A2.27)

espera-se que o momento logaritmico da Equacdo (A2.26) obedega as desigualdades
A <Ylil(i)P < 4,, (A2.28)
i=1

0 que ndo se verificaria somente se o polimero possuisse um tamanho de cadeia médio
muito baixo. Portanto, espera-se também que a derivada deste momento logaritmico da

Equagdo (A2.26) seja negativa, conforme a Figura (A2.1).

dj, /dz

-8 -6 -4 2 2 4
k, ordem do momento

Figura (A2.1) — Variagdo da derivada temporal dos momentos com a ordem destes no problema de

degradacao da Equacdo (5.25).
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Nao existe uma aproximagdo para ln(i) que seja satisfatoria para dominios
extensos de i. Portanto, o momento logaritmico da Equagao (A2.26) deve ser estimado
através de outra maneira. Pode-se considerar, por exemplo, que este somatério ¢

idéntico ao que seria obtido se P, obedecesse a uma distribui¢do de Schulz-Flory, ou

seja,
iiln(i)g = iiln(i)PM (1-¢)g™ = w iiln(i)qi : (A2.29)
i=1 i=l1 i=1

Se o somatorio for aproximado segundo a Equacao (A2.29), introduzir-se-a uma
forma funcional para que ocorra o fechamento dos momentos. Contudo, esta forma
funcional ¢ utilizada somente na aproximagdo de certos somatorios, € nao dos

momentos da distribuicao.

Nao foi encontrada uma expressdo analitica fechada para o Gltimo somatdrio.

Porém, ¢ possivel aproxima-lo pela férmula de Euler-Maclaurin:

_%]nz(q)(0.005379)+ 0(in*(q))

(A2.30)

Logo, foi encontrada uma expressdo que aproxima, a partir da distribuicdo de
Schulz-Flory, o momento logaritmico da Equacao (A2.26). Como, para esta distribuigao

tem-se

g=1--", (A2.31)

a aproximacao para o somatdrio em questao fica
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i-1 ' q iz N 11 - 10 2 10
In“|1-—
( 1 (A2.32)

1

— 01654+ (0.03045)111(1 - ﬁj - %(0.005379)1112 (1 - ﬁﬂ

1 1

Um dos termos da aproximagdo para o momento A, envolve a derivada do
momento logarimico da Equagdo (A2.32), que ¢, como A, e A, sdo fungdes de 7 no

problema de degrada¢do, dada por

oA 8 2
- OP. J(l—q)f(r) /‘Lo*qf(f) A (l_q)if(f)
S iin() 2 ~ 02 e T o,
i=1 or q q q
oq oq 9q oq
— 1—y—In(-1 —  0.03045— 0.0053791 —
L -9)| o, 7 n( n(CI))ﬁr . or n(q)ﬁr
q q1n*(q) g In*(g) q q
(A2.33)
A(7)
emque g=1-—"~<;
(7)
f(z)= {1 mrd - IIZIE—)ln(q)) +0.1654+0.03045 In(q)— 0.002689 In (q)} .
n’(q

A2.4 — Aproximacdo para o somatorio ZIn(z’ )P,

i=1

0
Este somatério € relacionado ao somatdrio ZH P, uma vez que, conforme a

i=1

Tabela (5.2),

1 1 1 1
H, =In(i)+y+—- + +0|—|. A2.34
)+ 2 12i* 1206 (iﬁj ( )

Ao se considerar
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H, ~In(i)+y =)~ H, -y, (A2.35)

O somatdrio em questao fica

S nG)P ~ Y H P -4, (A2.36)
i=1 j

i=1

sendo que o somatorio ZH P foi aproximado pela expressdo na Equagdo (A2.13).
i=1

Portanto, tem-se que

i In(i)P, ~ 4, {h{%} +(1- }/)} : (A2.37)

i=1 0

246



