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destes modelos podem ser representadas como o resultado da aplicação sucessiva de um 

operador linear a um determinado elemento. Combinando-se esta abordagem e alguns 

teoremas de ponto fixo, são obtidas desigualdades que limitam a distribuição de 

tamanhos de cadeia do polímero para tais modelos, as quais se assemelham a 
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INTRODUÇÃO 

 

É inegável que o emprego dos polímeros sintéticos modificou e facilitou a vida 

no mundo atual. As propriedades físico-químicas destas grandes moléculas e a 

possibilidade de se manipular a distribuição de tamanhos destas tornam os materiais 

poliméricos úteis para grande variedade de aplicações, cujo número cresce a cada dia, 

fato favorecido pelas vastas pesquisas neste campo. 

 

E são precisamente estas propriedades distintas que tornam a produção de 

polímeros e o estudo das reações de polimerização tarefas por vezes complicadas. Na 

produção industrial de alguns polímeros, por exemplo, não é incomum enfrentarem-se 

problemas causados pela alta viscosidade do meio reacional, que dificulta a 

transferência de massa e calor no reator. As técnicas para processamento dos materiais 

poliméricos devem também levar em conta estas propriedades. 

 

Além disto, os polímeros produzidos devem ser adequados ao uso final a que se 

destinam. Conseqüentemente, devem-se conhecer previamente a composição e a 

distribuição de tamanhos que o polímero possuirá ao sair do reator industrial, de forma 

que ele seja destinado a um uso coerente com suas características. Para esta predição 

das características do polímero são de grande valor as atividades de modelagem e 

simulação da polimerização. 

 

A modelagem matemática da cinética de reações de polimerização possui 

particularidades que a tornam mais difícil, em relação à modelagem de muitas outras 

reações: o grande tamanho das moléculas envolvidas pode fazer com que modelos 

consagrados para as taxas de reação sejam inadequados, e a variedade de tamanhos que 

as moléculas dos polímeros apresentam tornam o número de equações do modelo 

extremamente grande. Assim, nem sempre é possível resolver analiticamente as 

equações destes modelos. 

 

Como a resolução das equações dos modelos de polimerização é geralmente 

difícil, a análise matemática destas equações pode ser proveitosa para a determinação de 

quantidades e comportamentos limitantes relativos a estas reações, sem que seja 
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necessário resolver as equações. Evidentemente, a análise matemática não provê 

soluções para modelos complicados, mas resultados que podem até mesmo auxiliar a 

procura das soluções numéricas de tais problemas. 

 

Nesta tese, propõe-se a análise matemática de um determinado conjunto de 

modelos que descrevem reações de polimerização lineares. Os objetivos desta análise 

são revelar características de modelos lineares de polimerização e estudar uma nova 

técnica para fechamento das equações dos momentos da distribuição de tamanhos das 

cadeias poliméricas. 

 

No Capítulo 1 encontra-se uma breve revisão sobre a modelagem de reações de 

polimerização e os métodos mais comuns para obter a distribuição de pesos moleculares 

a partir das equações que descrevem os balanços de massa nestes sistemas de 

polimerização. 

 

O Capítulo 2 trata de uma revisão sobre trabalhos cujos autores buscaram, via 

análise matemática, “leis fundamentais” que descrevem características do 

comportamento de sistemas reacionais genéricos, como a estabilidade de pontos de 

equilíbrio e a possibilidade de o sistema apresentar dinâmica exótica. Neste caso, os 

autores adotaram modelos genéricos que descrevessem um número razoável de sistemas 

químicos para sua análise, de forma que as conclusões obtidas também fossem 

partilhadas por todos estes. Eles propuseram, ainda, definições e conceitos que buscam 

conciliar os resultados baseados em conceitos de cinética de reações e aqueles baseados 

em conceitos termodinâmicos. 

 

O Capítulo 3 mostra alguns resultados obtidos nesta tese, que são resultantes da 

análise preliminar de modelos lineares genéricos de polimerização. Também são 

mostrados, neste capítulo, dois exemplos específicos de análise sistemas de 

polimerização, os quais apresentam características não-triviais que poderiam ser 

ignoradas sem a análise proposta neste trabalho. 

 

Uma análise mais genérica de modelos lineares de polimerização é mostrada no 

Capítulo 4. Neste caso, admite-se que a distribuição de tamanhos de cadeia é obtida 
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através de um processo iterativo. Através de conceitos da Teoria do Ponto Fixo, 

estudam-se algumas particularidades destas distribuições. 

 

No Capítulo 5, é proposta uma nova técnica para o fechamento das equações que 

descrevem a dinâmica dos momentos da distribuição de tamanhos de cadeia. Este 

assunto é particularmente importante quando se abordam mecanismos não-lineares de 

polimerização, para os quais a obtenção da distribuição de tamanhos de cadeia completa 

pode ser muito trabalhosa. 

 

Finalmente, apresentam-se, no Capítulo 6, as principais conclusões obtidas nesta 

tese, assim como sugestões para trabalhos futuros que dêem continuação a este assunto. 
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CAPÍTULO 1 – A DISTRIBUIÇÃO DE TAMANHOS DE CADEIA 

 

Neste capítulo, são apresentados alguns conceitos básicos sobre polímeros e 

sobre a modelagem matemática de reações de polimerização. Posteriormente, são 

examinadas algumas estratégias desenvolvidas para a predição da distribuição de 

tamanhos de cadeia de polímeros. 

 

1.1 – Polímeros e a distribuição de tamanhos de cadeia 

 

Os polímeros são moléculas de alto peso molecular, formadas pela combinação 

de unidades mais simples (os meros), que são oriundos de moléculas de pequeno peso 

molecular (os monômeros). Apesar da utilização imemorial de polímeros naturais como 

a celulose e do conhecimento sobre a produção de alguns polímeros inteiramente 

sintéticos a partir da primeira década do século XX, não havia consenso sobre a 

existência de moléculas de alto peso molecular - as macromoléculas - até 1920 [1]. 

 

Os numerosos tipos de reações de polimerização estão divididos em dois grandes 

grupos: o das polimerizações em cadeia e o das polimerizações por etapas. Nas 

polimerizações em cadeia, a molécula de polímero cresce através de reações em cadeia, 

em que estão usualmente envolvidos íons ou radicais livres. Representa-se, na Figura 

(1.1), a polimerização do etileno via radicais livres, como exemplo de polimerização em 

cadeia [1, 2]. 

 

Nas polimerizações por etapas, as reações que promovem o aumento da cadeia 

acontecem entre duas moléculas polifuncionais e produzem uma molécula maior 

(também polifuncional), e, quase sempre, uma molécula de baixo peso molecular. Neste 

caso, duas espécies moleculares de tamanhos quaisquer podem reagir, e, por isto, uma 

cadeia polimérica pode crescer aos saltos, ou seja, de mais de uma unidade por vez [1]. 

A formação do poli(tereftalato de etileno), ou PET, acontece por uma polimerização em 

etapas, representada na Figura (1.2). 

 



5 

peróxido              I (iniciação)

I   +  CH2 CH2              I CH2 CH2

I CH2 CH2 CH2 CH2   + I CH2 CH2 CH2 CH2

propagação

(terminação por
combinação)

R1 CH2 CH2

R2 CH2 CH2

R1 CH2 CH2 CH2 CH2 R2

   

 

 

Figura (1.1) – A polimerização do etileno via radicais livres (representados por •). R1 e R2 são cadeias 

formadas por átomos de carbono e hidrogênio. 
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Figura (1.2) – Formação do poli(tereftalato de etileno) através de reação por etapas entre o tereftalato de 

dimetila e o etileno glicol. 
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Freqüentemente, os materiais poliméricos são constituídos por moléculas de 

tamanhos distintos, formadas pelas mesmas unidades de repetição. Assim, o número de 

unidades méricas incorporadas a uma cadeia – também conhecido como tamanho de 

cadeia – varia entre as cadeias poliméricas. 

 

A distribuição de tamanhos de cadeia (DTC) relaciona o tamanho de cadeia i  à 

quantidade de cadeias que possuem este tamanho. Esta variedade de tamanhos de cadeia 

pode ser representada também pela distribuição mássica (ou ponderal) de tamanhos de 

cadeia, que relaciona o tamanho de cadeia i  à massa de cadeias que têm tamanho i . É 

possível, ainda, utilizar as distribuições de massas molares por número e por peso, que 

relacionam a massa molar da molécula de polímero à sua quantidade ou a seu peso 

[1,3]. 

 

Algumas quantidades são úteis para caracterizar a distribuição de tamanhos de 

cadeia, como a massa molar média em número, que é definida por 

 

,
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em que iM  é a massa molar das cadeias de polímero com i  meros, e iN  é o número de 

cadeias com i  meros. Pode-se, ainda, definir uma outra média para esta distribuição: a 

massa molar ponderal média, que é dada por 
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A polidispersão (ou índice de polidispersão) é uma medida do espalhamento da 

distribuição de tamanhos de cadeia e é definida como uma razão entre aquelas duas 

médias: 
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.
n

w

M

M
PD =  (1.3) 

 

Se 1=PD , o polímero é monodisperso, ou seja, todas as suas moléculas são do 

mesmo tamanho. 

 

Existem métodos experimentais para a medição direta das médias dadas pelas 

Equações (1.1), (1.2) e (1.3), como a osmometria, o espalhamento de luz e a 

ultracentrifugação [4]. A cromatografia por permeação em gel (GPC) é um método 

experimental para determinação da distribuição de tamanhos de cadeia como um todo, a 

partir da qual podem ser calculadas as médias descritas anteriormente [3, 4, 5]. 

 

É importante determinar as distribuições de tamanho ou suas médias, uma vez 

que estas podem ser relacionadas a propriedades finais de interesse apresentadas pelo 

polímero, como a sua temperatura de transição vítrea gT . Existem correlações, por 

exemplo, para gT  em função de nM , do tipo [6] 

 

,,
n

gg
M

K
TT −= ∞  (1.4) 

 

em que K  é uma constante. 

 

Sabe-se que muitas outras propriedades do polímero, como a resistência ao 

impacto e a solubilidade, estão relacionadas à forma de sua DTC. Propriedades 

termofísicas, mecânicas, elétricas, ópticas, reológicas, de degradação e de 

processamento foram descritas como funções da massa molar média e da polidispersão 

através de várias correlações empíricas [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14]. Contudo, duas 

DTCs diferentes, que descrevam polímeros com propriedades diferentes, podem 

apresentar os mesmos nM  e PD , o que poderia levar à predição errônea das 

propriedades destes polímeros através de tais correlações. Por isto, ainda são necessárias 

mais investigações sobre a influência da DTC como um todo sobre as propriedades do 

material polimérico. 
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As propriedades do polímero produzido estão ligadas não somente à distribuição 

de tamanhos de cadeia, mas também à composição das cadeias (se o polímero é 

formado por mais de um tipo de monômero) e à sua estrutura molecular. O 

conhecimento e o controle da estrutura do polímero são importantes, pois polímeros 

constituídos por cadeias lineares – aquelas que não estão dispostas em forma ramificada 

– fundem-se, dissolvem-se e escoam mais facilmente que aqueles constituídos por 

cadeias reticuladas, por exemplo. 

 

Há ainda, em alguns tipos de polimerização, a possibilidade de as unidades de 

repetição se disporem segundo uma determinada configuração estereoquímica: 

poliolefinas como o polipropileno podem existir, por exemplo, nas estruturas regulares 

isotática e sindiotática, representadas na Figura (1.3) [3]. Esta diferença na configuração 

espacial determina diferenças nas propriedades do material polimérico. O polipropileno 

isotático, por exemplo, apresenta resistência mecânica mais elevada do que o 

sindiotático [15]. 

 

CH3
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C
HH

≡
CH3

C

H

C
HH

CH3

C

H

C
HH

≡

 

 

 

(a) 

 

 

(b) 

 

Figura (1.3) – Representação de cadeias de polipropileno, na configuração (a) isotática e (b) sindiotática. 

 

Assim, é importante desenvolver ferramentas que permitam a previsão da DTC, 

da composição e da estrutura do polímero produzido, uma vez que estas influenciam 

suas propriedades, as quais devem ser adequadas ao processamento do polímero e a seu 

uso final. 
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1.2 – Os balanços de massa de sistemas de polimerização 

 

Os modelos matemáticos que descrevem reações de polimerização incluem as 

equações de balanço de massa das espécies envolvidas e o balanço de energia. Para uma 

reação de polimerização em cadeia que ocorre em estado transiente, os balanços de 

massa para as espécies vivas ( iP ), mortas ( iD ) e de baixo massa molar ( iX ) e o balanço 

de energia podem ser escritos na forma genérica 

 

( );reator,,,,1 TtXPf
t

P
ij

i =
∂
∂

 

( );reator,,,,2 TtXPf
t

D
ii

i =
∂
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( );reator,,,,3 TtXPf
t

X
ii

i =
∂

∂

 

( ).reator,,,,4 TtXPf
t

T
ii=

∂
∂

 

(1.5) 

 

A forma das funções que estão no lado direito da Equação (1.5) depende das 

expressões que denotam as taxas das reações de polimerização. O balanço de massa da 

espécie iP  (polímero de tamanho de cadeia i ) em um reator em batelada é escrito como 

 

( ) ( ). de consumo de taxa de formação de taxa ii
i PP

dt

dP
−=

 
(1.6) 

 

Para uma polimerização em cadeia, em que uma reação de propagação é, por 

exemplo, dada por 

 

,1+→+ ii PMP  (1.7) 

 

a taxa de formação da espécie 1+iP  (a massa de 1+iP  formada por unidade de tempo) 

através desta reação é, geralmente, descrita pela equação 

 

,,, MPkr iipip =  (1.8) 
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que é a representação da taxa da reação mencionada em termos de um modelo de "ação 

das massas". O modelo de "ação das massas" para descrever a taxa de uma reação 

química teve seu maior êxito na predição de taxas de reações entre gases diluídos, caso 

para o qual foi originalmente desenvolvido. Mas a simplicidade de suas expressões de 

taxa fez com que a forma do modelo de ação das massas fosse usada, com algumas 

modificações, para a descrição de taxas de muitas reações, inclusive as de 

polimerização. Assim, modelos do tipo "ação das massas" são utilizados como 

correlações empíricas para a taxa de reação, com parâmetros ajustados através de dados 

experimentais [16, 17]. 

 

A Tabela (1.1) mostra alguns tipos de reação comuns em polimerizações em 

cadeia e por etapas. A expressão de taxa de "ação das massas" para a reação de 

terminação por combinação, por exemplo, torna o balanço para a espécie iP  uma 

equação diferencial não-linear. Isto ocorre porque a taxa de consumo de iP  promovida 

por reações de terminação por combinação com todas as espécies vivas jP  é 

 


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












+== ∑∑

∞

≠
=
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=
ii

ij
j

jiic

i

jiicic PPPPkPPkr
1

,
1

,, . (1.9) 

 

É possível adotar, ainda, na modelagem de reações de polimerização, constantes 

cinéticas que variam com o tamanho de cadeia, uma vez que a taxa da reação é menor 

para cadeias poliméricas de tamanho maior. 

 

1.2.1 – As hipóteses cinéticas para reações de polimerização 

 

Nos sistemas de polimerização, há, freqüentemente, espécies poliméricas de 

tamanho de cadeia 410=i . Se forem escritos os balanços de massa para as espécies 

poliméricas de tamanhos de 1=i  a 410=i , haverá, sem se considerarem os outros 

balanços, 410  equações a serem resolvidas. Portanto, os modelos de sistemas de 

polimerização são caracterizados por um grande número de equações, o que certamente 

dificulta sua resolução – especialmente se elas são acopladas e não-lineares. 
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Tabela (1.1) – Reações comuns em sistemas de polimerização [2, 18, 19]. 

Iniciação M           P1
k i

 

Propagação 
kp,i

Pi + M           Pi+1 

Transferência de cadeia Pi + Xi           P1 + Di
k tf,i

 

Terminação espontânea Pi            Di
k s,i

 

Terminação por combinação Pi + Pj           Di+j
kc,i

 

Polimerização em 

cadeia 

Terminação por desproporcionamento 
kd,i

Pi + Pj           Di + Dj  

Policondensação Pi + Pj           Pi+j + C  

Adição de polímeros Pi + Pj           Pi+j  

Adição de anéis Pi + Rj           Pi+j  

Desativação de grupo funcional Pi + Z           Pi'  

Degradação por cisão Pi            Pi-k + Pk  

Polimerização 

por etapas 

Abertura de anéis Ri + C           Pi  

 

Por isto, adotam-se, às vezes, algumas hipóteses cinéticas que simplificam a 

forma matemática das equações de balanço de massa e permitem a obtenção de uma 

solução aproximada para estas. As hipóteses mais utilizadas para as equações de 

balanços em polimerizações são descritas a seguir. 

 

A aproximação de estado pseudo-estacionário: esta aproximação baseia-se no fato de 

que cadeias vivas, como aquelas que contêm radicais livres na Figura (1.1), são espécies 

muito reativas – que são consumidas rapidamente após serem formadas. Assim, admite-

se que não há acúmulo apreciável destas espécies com o passar do tempo, ou seja, que a 

derivada de tais concentrações no tempo é nula [17, 20]. Com esta hipótese, o balanço 

de massa de cadeias vivas iP  em um reator batelada fica na forma 

 

.0≈−= consumoformação
i rr

dt

dP

 
(1.10) 

 

Então, esta aproximação é equivalente à suposição de que a taxa de formação de 

iP  é igual à sua taxa de consumo [4]: 
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.consumoformação rr ≈  (1.11) 

 

A aproximação de estado estacionário de fato simplifica o sistema de equações a 

ser resolvido, pois equações diferenciais como o balanço na Equação (1.10) passam a 

ser algébricas. Sua utilização, entretanto, é sujeita a algumas críticas, principalmente 

porque contradiz o fato de que há uma taxa finita com a qual o monômero pode ser 

adicionado ao polímero ativado, através da reação de propagação [21].  

 

A aproximação de cadeias longas: com desta, admite-se que a maior parte das 

moléculas de monômero é consumida em reações de propagação e que apenas uma 

pequena fração destas é consumida nas reações de iniciação e transferência de cadeia [4, 

17, 20]. Esta aproximação pode ser descrita matematicamente como uma razão entre as 

taxas destas reações [22]: 

 

.1
.

>>
+ cadeiatranfiniciação

propagação

rr

r
 (1.12) 

 

A validade da aproximação de cadeias longas pode ser confirmada através de 

uma observação experimental: se esta hipótese não fosse válida, não se produziria 

polímero com cadeias de tamanho de cadeia grande [4]. 

 

Princípio da reatividade igual: a reatividade das cadeias poliméricas depende dos 

grupos funcionais, radicais livres, cargas elétricas ou complexos com catalisadores 

existentes em suas extremidades. O princípio da reatividade igual determina que a 

reatividade de cadeias de polímero quimicamente semelhantes é determinada somente 

pela natureza de suas extremidades, e independente do tamanho destas cadeias [4]. 

 

Este princípio implica que a constante da expressão de taxa do tipo "ação das 

massas" não deveria depender do tamanho de cadeia. Mesmo assim, constantes cinéticas 

que variam com i  são utilizadas em alguns modelos de polimerização [23], apesar de a 

adoção de constantes cinéticas que dependem do tamanho aumentar o número de 

parâmetros no modelo; isto pode torná-lo, por vezes, matematicamente intratável. 
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1.3 – A predição teórica da distribuição de tamanhos de cadeia 

 

Para sistemas mais simples de polimerização, é possível obter-se a distribuição 

de tamanhos de cadeia através de considerações estocásticas, ou seja, ao se considerar 

que a reação química entre duas espécies é um evento que acontece segundo uma certa 

probabilidade. A partir deste modo de se interpretarem as reações de polimerização, 

tem-se, por exemplo, a gênese da célebre DTC de Schulz-Flory [24] 

 

Também é possível obter-se a DTC através da resolução direta das equações de 

balanço de massa do modelo que descreve a reação de polimerização, ou seja, 

organizar-se a relação iPi → , a partir de princípios analíticos ou numéricos [25] 

 

Como a resolução direta de todas as equações do modelo pode ser trabalhosa, 

são utilizados para este fim alguns métodos que consideram o tamanho de cadeia i  

como variável contínua e a concentração de polímero iP  como uma função contínua 

( )iP . Desta forma, é possível reduzir-se o número de equações a serem resolvidas. 

Alguns métodos numéricos utilizados para se resolverem estas equações, como o de 

colocação ortogonal, também se baseiam na hipótese de ( )iP  poder ser escrita como 

função contínua [26]. 

 

Se é necessário conhecerem-se somente quantidades como a massa molar média 

e a polidispersão da DTC, ou se a DTC pode ser reconstruída através do conhecimento 

destas quantidades, o uso do método dos momentos pode ser conveniente [27]. Estas 

diferentes formas de se prever a DTC a partir do modelo da polimerização são descritas 

nesta seção. 

 

1.3.1 – A inspiração estocástica para obtenção da DTC 

 

Alguns sistemas físicos podem ser descritos por modelos matemáticos 

determinísticos ou por modelos estocásticos ou probabilísticos. Quando se considera 

que um sistema é constituído por processos determinísticos, admite-se que seu 

comportamento é previsto exatamente pelas equações do modelo. Os processos 
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estocásticos são abstrações matemáticas de um processo cujo desenvolvimento é 

governado por leis estatísticas. Assim, não se menciona qual será o estado futuro do 

sistema, mas a probabilidade de o sistema atingir este estado no futuro. Pode-se 

considerar, por exemplo, que reações químicas são processos estocásticos, e que cada 

etapa da reação é um evento ao qual se relaciona uma probabilidade. [28]. 

 

A distribuição de tamanho de cadeia de Schulz-Flory 

 

A distribuição de tamanho de cadeia de Schulz-Flory também é conhecida como 

a “distribuição mais provável”, uma vez que é a DTC de polímeros produzidos em 

vários sistemas de polimerização, por etapas e em cadeia [29]. Uma DTC genérica de 

Schulz-Flory possui a forma [3, 5, 24, 29] 

 

( )qqPP i

toti −= − 11 , (1.13) 

 

em que totP  é a quantidade total de cadeias poliméricas no meio. A quantidade q , às 

vezes denominada “probabilidade de propagação”, está relacionada à tendência de haver 

crescimento da cadeias. A Figura (1.4) mostra uma representação gráfica da função Pi 

na Equação (1.13). 
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Figura (1.4) – Representação gráfica de uma DTC de Schulz-Flory, para  vários valores de q  e 1=totP . 

 

Originalmente, a distribuição de Schulz-Flory foi obtida para polimerizações por 

condensação, ao se considerar que o crescimento de cadeia polimérica é uma série de 
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eventos – as sucessivas reações entre cadeias menores – e que a hipótese de igual 

reatividade das cadeias é válida [5, 24]. Seja, por exemplo, a polimerização por 

condensação em que o monômero é bifuncional (como um α-hidroxi-ácido, por 

exemplo). A reação de polimerização acontece conforme a representação da Figura 

(1.5). 

 

Seja q  a probabilidade de haver a reação de esterificação entre os grupos 

funcionais carboxila e hidroxila. Deseja-se saber qual é a probabilidade de existir uma 

cadeia polimérica com i unidades, como a representada na Figura (1.6) [24]. A 

probabilidade de ter havido a reação de esterificação que formou a unidade número 1 da 

Figura (1.6) é q . A probabilidade de haver a incorporação da segunda unidade, e de 

todas as outras unidades, é também q , pois se admite o princípio da igual reatividade. 

Assim, a probabilidade de se formar uma cadeia com i  unidades é igual a 1−iq , pois 

houve 1−i  incorporações. A probabilidade de a carboxila terminal permanecer sem 

reagir – o que limita o tamanho de cadeia a i unidades – é q−1 . Conseqüentemente, a 

probabilidade de a molécula em questão ser composta de exatamente i unidades é 

( )qq i −− 11 . Esta probabilidade pode ser interpretada como a fração de moléculas no 

meio reacional que possuem tamanho i  (dada por toti PP ). Deste fato, obtém-se a 

Equação (1.13). 
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Figura (1.5) – Mecanismo de polimerização por condensação de um hidroxi-ácido. 
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Figura (1.6) – Tamanho de uma molécula (cadeia) de polímero formado por condensação de um hidroxi-

ácido. 

 

As cadeias de Markov 

 

Seja um processo estocástico em tempo discreto considerado como um conjunto 

de variáveis aleatórias { },...2,1,0, =nX n , sendo que n  é o tempo discreto ao longo do 

qual o sistema evolui, e nXXX ,...,, 10  representam os estados atingíveis ao longo do 

tempo [28]. As variáveis nX  são definidas no conjunto enumerável Χ , que contém 

todos os valores possíveis que as variáveis aleatórias nX  possam vir a ter. O conjunto 

Χ  é chamado conjunto de estados do processo, e os elementos Χ∈x  são chamados 

estados do processo. 

 

O objetivo de se construírem modelos estocásticos como este é obter uma 

expressão ( )xf  para a probabilidade de a variável nX  assumir o estado x , como na 

Equação (1.14). 

 

{ } ( ) ,...1,0, ===℘ nxfxX n  (1.14) 

 

Em cada instante do tempo discreto 1+n , pode-se definir uma distribuição de 

probabilidades ( )xqn 1+ , conforme a Equação (1.15). Assim, o valor ( )xqn 1+  significa a 

probabilidade da variável 1+nX  assumir o estado x . 

 

( ) { }xXxq nn =℘= ++ 11  (1.15) 

 

Entretanto, a probabilidade de a variável 1+nX  assumir o valor x  pode depender 

dos valores das variáveis 1, +< nkX k . Neste caso, a probabilidade expressa na 

Equação (1.15) é uma probabilidade condicional e obedece às condições expressas na 

Equação (1.16): 
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( ) ( ) nxqxq
x

nn ∀=≤≤ ∑
∞

=
++ ,1e10

1
11  (1.16) 

 

Desta forma, as cadeias ou processos de Markov são uma classe de processos 

estocásticos em que a distribuição de probabilidade condicional de 1+nX  ( ( )xqn 1+ ) 

depende somente do estado de nX  e por isto independe de todos os valores prévios 

nkX k <, . Com isto, pode-se definir, na Equação (1.17), a probabilidade condicional 

ijp  como a probabilidade de 1+nX  atingir o estado j , dado que nX  atingiu o estado i  

[28]. 

 

{ }iXjXp nnij ==℘= +1  (1.17) 

 

A probabilidade ijp  é chamada probabilidade de transição do estado i  para o 

estado j . As probabilidades de transição ijp  podem ser organizadas na forma da matriz 

de probabilidades de transição M , mostrada na Equação (1.18) [28]: 

 



















=

............

...

...

...

333231

232221

131211

ppp

ppp

ppp

M  (1.18) 

 

A matriz M  é denominada matriz estocástica ou matriz de Markov, uma vez que 

possui as seguintes características: 

 

• é matriz quadrada (que pode ter dimensão infinita, se o número de estados é 

enumerável, ou seja, equivalente ao conjunto dos números naturais); 

• seus elementos são não-negativos: jipij ,,0 ∀≥ ; 

• a soma de cada linha é igual à unidade: ip
N

j

ij ∀=∑
=

,1
1

. 
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Assim, uma cadeia de Markov é completamente determinada pela matriz de 

probabilidades de transição e por um vetor linha ( ) ( )[ ]...21 00 qq=0q , o qual contém 

a distribuição de probabilidades para os estados ,...2,1=x , no tempo 0=n . A 

multiplicação mostrada na Equação (1.19) tem como resultado o vetor coluna 1q , que 

representa a distribuição de probabilidades no tempo 1=n  [28]. 

 

Mqq 01 =  (1.19) 

 

A teoria das cadeias de Markov pode ser adaptada a problemas de obtenção da 

distribuição de tamanho de cadeia, se as reações de polimerização são consideradas 

como processos estocásticos. O crescimento das cadeias é, então, considerado um 

processo seqüencial, como um processo de Markov. Neste caso, os instantes do tempo 

discreto ,...1,0=i  são os instantes em que pode ocorrer transformação (como 

propagação ou terminação) das cadeias poliméricas. Assim, os elementos da matriz M  

regulam as transições e exercem papel equivalente ao das expressões de taxas de reação. 

 

O uso das cadeias de Markov permite que sejam considerados problemas de 

polimerização em que cadeias de um mesmo tamanho i  assumem estados distintos. 

Cadeias de um homopolímero simples podem estar no estado “vivo” ou “morto”. Se 

efeitos de taticidade são considerados, as cadeias podem estar nos estados “atático”, 

“isotático” ou “sindiotático”. Para os copolímeros, cadeias de um mesmo tamanho i  

podem estar nos estados “última unidade adicionada à cadeia vem do comonômero A” 

ou “última unidade adicionada à cadeia vem do comonômero B”. Uma vez que o 

número de estados possíveis para uma cadeia polimérica de tamanho i  é finito, a matriz 

de transição de probabilidades e os vetores nq  possuem dimensão finita. Os vetores de 

distribuição de probabilidades nq , por sua vez, são interpretados como vetores que 

contêm as frações das cadeias de tamanho i  pertencentes aos estados considerados, as 

quais são também números no intervalo [ ]1,0 . 

 

Seja, por exemplo, um problema de polimerização em que uma cadeia 

polimérica de tamanho i  pode ser viva (Pi) ou morta (Di), ou seja, há 2=N  estados aos 
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quais estas cadeias podem pertencer. Seja, ainda, o mecanismo deste sistema 

polimerização dado por 

 

pii rPMP , :propagação de Reação 1+→+
 

tjiji rDDPP , :o terminaçãde Reação +→+  

(1.20) 

 

em que rp e rt são as expressões para taxas das reações de propagação e terminação, 

respectivamente. Considera-se, neste modelo, que as cadeias vivas reagem segundo 

duas possibilidades distintas e que as cadeias mortas não reagem. Estas condições 

podem ser representadas pela Equação (1.21), em que jkp  é a probabilidade de 

determinada reação ocorrer: 
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(1.21) 

 

A matriz de transição de probabilidades para esta polimerização é, então, dada 

por 

 









−

=







=

pppp

pp

1

01

2221

1211
M , (1.22) 

 

em que o elemento 22p  da matriz é a probabilidade de haver uma reação de propagação, 

em que uma cadeia viva permanece viva. O elemento 11p , por sua vez, representa a 

probabilidade de uma cadeia morta continuar morta. 

 



20 

O vetor 0q  representa as probabilidades de serem encontradas as cadeias de um 

determinado tipo ao início da reação. Se, no início da reação, só há cadeias vivas, por 

exemplo, tem-se [ ]100 =q . Após i  "tentativas de reação", o vetor de probabilidades 

iq  é 

 

i

i Mqq 0= , (1.23) 

 

que é o vetor que contém as probabilidades de existência de cadeias mortas e vivas que 

tenham tamanho i , equivalentes às frações molares de cada um dos tipos de cadeia após 

i  tentativas. Assim, a DTC é construída ao se relacionar cada uma destas probabilidades 

ao número i , equivalente ao tamanho de cadeia. 

 

Muitas vezes, contudo, as taxas jr  das reações do mecanismo podem ser 

funções complicadas do tempo e de outras variáveis (como o tamanho de cadeia). Desta 

forma, as probabilidades jkp  podem ser também complicadas, o que pode inviabilizar o 

uso da matriz de transição de probabilidades e limitar o uso da técnica de cadeias de 

Markov para a descrição de distribuições de tamanho de cadeia [25, 30]. 

 

O Método de Monte Carlo 

 

Os enfoques de Schulz-Flory e das cadeias de Markov para a cinética de 

polimerização são utilizados para a descrição da DTC de polímeros em sistemas 

simples. Entretanto, a descrição da DTC em sistemas que envolvem um grande número 

de reações ou em sistemas em que há muitos estados possíveis para as cadeias é uma 

tarefa mais difícil. Nestes casos, as expressões explícitas para a probabilidade de se 

encontrarem cadeias de um determinado tipo e de tamanho i  tornam-se muito 

complicadas. O método de Monte Carlo pode ser útil para a obtenção da DTC quando a 

cinética de polimerização é mais complexa [30, 31]. 

 

Seja o mecanismo de uma polimerização representado por [31] 
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Pi + M             Pi+1

Pi + Pj             Di+ Dj

(propagação/despropagação)

(terminação)

p

d

t

 

(1.24) 

 

em que p , d  e t  são, respectivamente, as probabilidades de propagação, 

despropagação e terminação, tais que 1=++ tdp . Assim, uma cadeia viva pode se 

modificar de acordo com três reações químicas neste caso. 

 

O método de Monte Carlo para a obtenção da DTC baseia-se no algoritmo 

descrito a seguir. Inicialmente, é escolhido um número N  de cadeias poliméricas de 

tamanho 1=i , bem como valores para p , d  e t , os quais estão relacionados às taxas 

destas reações, como no caso das cadeias de Markov. Seleciona-se a primeira destas 

cadeias e sorteia-se um número aleatório na  entre 0 e 1. A Figura (1.7) mostra as ações 

previstas pelo algoritmo, a depender do valor de na . 

 

na:
t t+p t+p+d = 10

terminação propagação despropagação] ]
 

 

Figura (1.7) – Ações tomadas pelo algoritmo de Monte Carlo para as cadeias do mecanismo da Equação 

(1.24), segundo o valor do número aleatório. 

 

Quando a primeira das N  cadeias sofrer terminação, passa-se para a 

"construção" da segunda, e assim por diante. Quando todas as N  cadeias tiverem sido 

"construídas" e terminadas, pode-se examinar a DTC deste grupo de cadeias de 

polímero morto. A Figura (1.8) mostra o fluxograma que descreve este algoritmo. 

 

O método de Monte Carlo mostrou-se adequado para a obtenção da DTC de 

sistemas de polimerização mais complexos, como, por exemplo, polimerizações via 

radicais livres e em batelada que incluem muitas reações, como as de iniciação, 

propagação, transferência de cadeia para o polímero, transferência de cadeia para o 

monômero, transferência de cadeia para pequenas moléculas, terminação por 

combinação e terminação por desproporcionamento [32]. No caso de polimerizações via 

radicais livres em emulsão, as taxas de transferência de massa entre as partículas de 

polímero e a fase aquosa também devem ser consideradas. Desta forma, a DTC obtida 
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pelo método de Monte Carlo depende das probabilidades das reações que ocorrem 

dentro das partículas e das probabilidades de transferência de radicais entre as fases do 

sistema [33]. 
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Figura (1.8) – Obtenção da DTC do polímero formado através do mecanismo da Equação (1.24), pelo 

método de Monte Carlo [31]. 

 

1.3.2 – Resolução dos balanços de massa 

 

Em geral, a idéia dos métodos estocásticos para a obtenção da DTC é simples, 

mas sua implementação exige cuidados. As rotinas computacionais do método de Monte 

Carlo podem ser extensas para polimerizações com muitos fenômenos envolvidos, e sua 

execução adequada necessita de algum esforço computacional. Por isto, em alguns 

casos (como naqueles em que as propriedades do sistema variam com o tempo, ou em 



23 

que a cadeia polimérica pode sofrer vários tipos de reação), é mais conveniente 

resolverem-se diretamente as equações de balanço que compõem o modelo do sistema 

de polimerização. 

 

Um exemplo muito simples de obtenção da DTC através da resolução direta dos 

balanços é mostrado a seguir. Seja o mecanismo de polimerização descrito por 

 

1+→+ i

k

i PMP p , (1.25) 

 

em que pk  é a constante de taxa para a reação de propagação, M  é o monômero e iP  é 

uma cadeia polimérica de tamanho i . Os balanços de massa para as cadeias poliméricas 

e para o monômero formam o sistema de equações diferenciais ordinárias 
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i

totp

i

ip

iipip

i

totp

 (1.26) 

 

em que M  e iP  representam também as quantidades de monômero e cadeias de 

tamanho i . Este sistema de EDOs pode ser simplificado ao se adotar uma 

"transformação de tempo característico" dada por Mdtkd p=τ  e ao se escolher 

( ) 00 ==tτ  [25]. O "tempo característico" τ  é também uma forma de se medir o 

progresso da reação, uma vez que está relacionado ao consumo do monômero. O 

sistema de EDOs a ser resolvido é, então, 
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( )

( )

( ) 0
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11
1
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00,
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PPP
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dP

PPP
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dP
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iii

i

tot
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−

τ

τ
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 (1.27) 

 

Para o mecanismo da Equação (1.25), a quantidade total de cadeias vivas não 

varia com o tempo, uma vez que estas sofrem somente transformações entre si, e o 

mecanismo não prevê terminação – o que faz com que esta polimerização seja 

denominada "viva". No início da polimerização, quando ainda não houve propagação, 

todas as cadeias possuem tamanho 1=i . 

 

Estas equações diferenciais ordinárias podem ser resolvidas recursivamente, e 

disto resulta a distribuição de Poisson 

 

( ) ( )
( )!1

exp 1

−
−

=
−

i
PP

i

toti

ττ
τ  (1.28) 

 

É possível obterem-se expressões analíticas para a DTC para muitos modelos de 

polimerização simplificados. A distribuição de tamanhos de cadeia de Schulz-Flory, por 

exemplo, é obtida também pela resolução dos balanços de massa de polimerizações em 

cadeia com taxa de iniciação constante, concentração de monômero constante e 

terminação por desproporcionamento [4, 29]. 

 

 

Aproximações contínuas 

 

Não é sempre possível, porém, obterem-se expressões analíticas para a DTC de 

polímeros para muitos modelos de polimerização, principalmente porque estes podem 

encerrar um grande número de equações acopladas entre si. Ao se considerar que i  é 

uma variável contínua e que a quantidade iP  pode ser aproximada por uma função 

contínua de i  (denotada por ( )iP ) é possível diminuir-se o número de equações a serem 

resolvidas. Para se obter a DTC através da transformação dos balanços de massa em 
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equações íntegro-diferenciais parciais, pode ser necessário utilizarem-se técnicas 

numéricas para a resolução destas equações. É possível, ainda, obterem-se 

aproximações polinomiais para a DTC sem que os balanços de massa sejam 

transformados em suas versões contínuas, através de métodos como o da colocação 

ortogonal e de elementos finitos. 

 

Equações íntegro-diferenciais 

 

Seja o mecanismo de polimerização por adição linear descrito pelas etapas da 

Equação (1.29): 

 

1
,

+→+ i

k

i PMP ip

 

ji

k

ji DPP it

+→+ ,

 

(1.29) 

 

No caso deste mecanismo, admite-se que as constantes de taxa das reações 

variam com o tamanho de cadeia das espécies que reagem. A taxa de formação de iP , 

obtida a partir das reações da Equação (1.29) é: 

 

∑
∞

=
−− −−=

1
,,11,

j

jiitiipiipi PPkMPkMPkr  (1.30) 

 

Se o domínio do tamanho de cadeia for considerado contínuo, as constantes de 

taxa ipk ,  passam a ser ( )ik p , e as quantidades iP  das cadeias de tamanho i  passam a ser 

( )iP . Assim, a versão contínua da taxa de formação da Equação (1.30) envolve o termo 

( ) ( )11 −− iPik p . Este termo, referente às reações de propagação, pode ser escrito em 

termos de ( ) ( )iPik p  somente, se a aproximação em série de Taylor de primeira ordem 

[18] 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ]
di

iPikd
iPikiPik

p

pp −≈−− 11
 

(1.31) 
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é utilizada. O somatório das quantidades de cadeias de todos os tamanhos presente na 

Equação (1.30) pode ser aproximado por uma função contínua de i  através da fórmula 

de Euler-Maclaurin, ou seja, 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )
2

1
1

2

1

111

P
djjPPPdjjPPP

j

jT +=∞++≈= ∫∫∑
∞∞∞

=

, (1.32) 

 

em que termos de maior ordem foram negligenciados. Admite-se previamente que 

( ) 0=∞P , uma vez que as quantidades de cadeias devem tender a zero conforme o 

tamanho de cadeia tende a infinito, se o modelo matemático representa adequadamente 

a situação física. A versão contínua da Equação (1.30) pode ser escrita como [18], 
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(1.33) 

 

Os balanços de massa para a espécie iP  em um CSTR, por exemplo, são 

 

( ) ( ) ( )
V

Q
iPir

dt

idP
−=

, 
(1.34) 

 

em que Q  é a vazão volumétrica da corrente de retirada do reator, e V  o volume do 

reator. Definindo-se o tempo de residência médio no reator como QV=θ , e 

considerando-se os balanços no caso estacionário, obtém-se a equação íntegro-

diferencial em ( )iP : 
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A distribuição de massas molares pode também ser representada pela definição 

[18] 
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( )
polímero de  totalmassa

  tamanhode morto)(vivo polímero de massa i
iW

+
=  (1.36) 

 

No caso em que as constantes de taxa não variam com i , ou seja, quando 

( ) ( ) ikikkik ttpp ∀== , , a distribuição de massas molares obtida através da 

resolução dos balanços da Equação (1.35) é dada por [18] 
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As equações de balanço resultantes podem ser bastante complicadas se o 

mecanismo envolve muitas reações, ou se outros tipos de reator são utilizados. Esta 

abordagem foi aplicada também a polimerizações em uma bateria de CSTRs e a 

polimerizações em batelada. Neste último caso, as equações envolvem também as 

derivadas de ( )iP  com o tempo, e os balanços podem ser equações diferenciais parciais 

com termos integrais na variável i  [18]. A abordagem de problemas de copolimerização 

e de formação de cadeias ramificadas também é possível através desta técnica [21, 26]. 

 

É possível a adoção de aproximações contínuas com mais termos, visando a 

aperfeiçoar a solução destes problemas de polimerização [21, 26]. Se a aproximação em 

série de Taylor na Equação (1.31) e a fórmula de Euler-Maclaurin na Equação (1.32) 

são escritas com três termos, tornam-se: 
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Em geral, os balanços de massa com os novos termos devem ser resolvidos por 

técnicas numéricas. Neste caso, as vantagens desta técnica devem ser confrontadas com 
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as vantagens da resolução das equações em sua forma original, especialmente se muitos 

subintervalos de discretização são necessários para que se obtenha uma solução 

numérica adequada. Há, entretanto, casos de reações de polimerização mais simples 

cujas versões contínuas dos balanços de massa podem ser resolvidas analiticamente por 

transformadas de Laplace e outras técnicas [18, 21, 26]. 

 

Mesmo que não seja possível resolverem-se analiticamente as equações geradas 

pelas aproximações contínuas no domínio i , estas equações podem ser úteis para a 

análise de algumas características do sistema reacional. Para polimerizações em 

batelada, por exemplo, pode-se detectar a existência de um "tempo morto" na equação 

que descreve a variação temporal da quantidade de cadeias de tamanho i , ou seja [18, 

21], 

 

( ) mtttiP <= ,0, ; 

( ) mtttiP >≠ ,0, . 
(1.39) 

 

Esta observação é consistente com o fato de que, em uma polimerização por 

adição em batelada, o tamanho das cadeias aumenta paulatinamente, e cadeias longas 

não são formadas em tempos curtos. A técnica mostrou-se útil para analisar a conexão 

entre o comportamento de sistemas de polimerização e variáveis como a alimentação de 

catalisador e as taxas das reações de terminação que existem no sistema [21, 26]. Este 

tipo de aproximações contínuas, contudo, pode induzir desvios na natureza do problema 

de polimerização: é possível mostrar que, para o sistema dado pelas Equações (1.25) e 

(1.27), os momentos de ordem 0 e 1 da distribuição "contínua" representam bem os 

momentos da DTC de Poisson, que é a solução analítica para a DTC do problema. 

Porém, o momento de ordem 2 apresenta um erro grande em relação ao da DTC de 

Poisson, se a aproximação contínua é de segunda ordem [34]. 

 

Métodos de resíduos ponderados 

 

É possível a adoção de uma aproximação contínua para iP  sem se escreverem 

explicitamente os balanços de massa na forma de equações íntegro-diferenciais: pode-se 



29 

admitir, por exemplo, que iP  é aproximada por um polinômio ( )iP  e calcularem-se os 

coeficientes de forma que se minimize o erro desta aproximação [35, 36]. 

 

Seja um balanço de massa para iP  representado por uma EDO com um termo 

não-homogêneo 

 

( ) ( ) ,...3,2,1,, =+= ≠ itgPPtf
dt

dP
iijii

i

, 
(1.40) 

 

Se a seqüência de funções ( ) ( ) ( )...,, 321 tPtPtP  é aproximada por uma função de 

duas variáveis ( )tiP ,  - ou seja, a variável i passa a ser considerada como contínua - a 

Equação (1.40) pode ser substituída pela única equação 

 

( ) ( )[ ] ( )tigtiPtif
t

tiP
,,,,

,
+=

∂
∂

, 
(1.41) 

 

o que pode ser uma vantagem em determinados casos. 

 

Para que a função ( )tiP ,  seja encontrada, pode-se resolver a EDP, conforme foi 

mostrado na seção anterior. Mas pode-se fazer uma aproximação também contínua para 

( )tiP , , porém matematicamente mais simples. Uma vez que se admite que ( )tiP ,  é 

contínua em i , admite-se que ela pode ser descrita por uma soma dos infinitos 

elementos ( )ipk  de uma base para as funções contínuas em i . Esta base pode ser, por 

exemplo, formada por polinômios em i  que sejam ortogonais entre si. A expansão de 

( )tiP ,  em termos dos elementos da base é 

 

( ) ( ) ( )∑
∞

=

=
1

,
k

kk iptctiP  (1.42) 

 

Ao se truncar a soma da Equação (1.42) com N  termos, é obtida uma 

aproximação de ( )tiP ,  na forma 
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( ) ( ) ( )∑
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=
N

k

kk iptctiP
1

0 , . (1.43) 

 

Se a aproximação da Equação (1.43) for substituída na versão contínua dos 

balanços de massa na Equação (1.41), tem-se que 
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(1.44) 

 

em que ε  é o resíduo da equação quando ( )tiP ,  é aproximada por ( )tiP ,0 . O objetivo 

dos métodos de resíduos ponderados é minimizar-se este resíduo ao longo da variável i , 

segundo um critério determinado. 

 

O método de Galerkin 

 

Espera-se que o resíduo ε  não seja identicamente nulo; mas pode-se impor que 

ele seja ortogonal a todos os elementos ( )ipk  da base utilizada para descrever a 

aproximação 0P . Assim, a projeção de ε  no subespaço gerado pelos N  elementos 

( )ipk  será o vetor nulo, e, para ε  ortogonal, a representação 0P  de P  neste subespaço 

será a melhor possível. Esta é a idéia do método de Galerkin [37, 38, 39], que pode ser 

descrita matematicamente como 
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(1.45) 

 

em que há uma restrição de ortogonalidade para cada ( )ipk  utilizado na aproximação. 

 

O produto interno para este espaço de funções contínuas no intervalo [ [∞,1  a ser 

utilizado na definição de ortogonalidade pode ser definido, por exemplo, como [40, 41] 
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( ) ( ) ( ) ( )∫
∞
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2121 , diifififif  (1.46) 

 

Assim, o primeiro produto interno na Equação (1.45) fica, ao se substituir a 

definição de 0P , 
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Uma vez que somente os coeficientes kc  da aproximação são funções do tempo, 

a Equação (1.47) pode ser reescrita como 
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Se os N  polinômios escolhidos são mutuamente ortogonais, as integrais que 

aparecem na Equação (1.48) são nulas se ji ≠ , ou seja,  
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 (1.49) 

 

Assim, do somatório da Equação (1.48), só resta um termo: 
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Desta forma, cada uma das equações impostas em (1.45) será uma EDO nos 

coeficientes jc , Nj ,...,1= . Ao se resolver o sistema de EDOs formado pelas N  

equações, encontram-se os valores dos jc , utilizando-se as condições iniciais baseadas 

na DTC inicial. Estas equações podem ser lineares ou não-lineares, a depender da 

natureza dos termos de produto interno de ( )[ ]tiPtif ,,, 0  e ( )tig ,  com os ( )ipk . 

Sistemas de EDOs não-lineares podem ser linearizados, e sua solução, neste caso, pode 

ser obtida iterativamente. [23]. 

 

O método da colocação ortogonal 

 

Pode-se impor também que as N  condições de ortogonalidade ( ) 0, =ipkε  

sejam satisfeitas ao se fazer 

 

Nkk ,...,2,1,0 ==ε  (1.51) 

 

em N  pontos distintos quaisquer do domínio. Esta é a idéia dos métodos de colocação, 

que geram também N  EDOs a serem resolvidas para os coeficientes kc  [42].  

 

As integrais que surgem pela aplicação do produto interno aos termos da 

Equação (1.44) podem ser aproximadas por quadraturas. Se os elementos da base 

utilizada são ortogonais e os pontos de colocação são aqueles utilizados para o cálculo 

das quadraturas, este é o método de colocação ortogonal [23, 35, 36]. 

 

Quando as EDOs representadas pela Equação (1.51) são não-lineares, a 

convergência pode ser difícil e lenta, mas pode ser melhorada através do emprego de 

outro tipo de aproximação 0P  para a solução da Equação (1.41) [23]: 

 

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

=
N

k

kk iptcttiP
1

0 , θ  (1.52) 

 

Na Equação (2.3.30), ( )iθ  é uma função de referência, estritamente positiva e 

integrável. A função de referência na Equação (1.52) é útil para se manter 0P  sempre 



33 

limitada no domínio de interesse, propriedade que não é verificada com o uso da 

aproximação da Equação (1.43). Além disto, a convergência pode ser acelerada e a 

acurácia aumentada, se for escolhida, no início das iterações, uma função ( )iθ  parecida 

com aquela que se espera obter. Em muitos problemas de polimerização, é possível 

utilizar, por exemplo, uma distribuição de Schulz-Flory como função de referência [23].  

 

Contudo, a cada passo de iteração (nos casos não-lineares) ou integração 

numérica das EDOs, algumas características da solução para a DTC podem mudar 

rapidamente. Então se a função de referência ou os pontos de colocação utilizados 

forem os mesmos ao longo de todas as iterações ou passos de integração, as soluções 

obtidas podem ser imprecisas. Desta forma, foram propostos métodos de colocação 

ortogonal adaptativa, nos quais se mostra que a atualização dos pontos de colocação e 

da função de referência a cada passo de integração melhora a qualidade das 

aproximações [23, 36, 43].  

 

O método dos elementos finitos 

 

O método de Galerkin, mencionado anteriormente, é um método espectral, pois 

nele se utilizam bases que têm suporte (o fecho do conjunto dos valores para os quais a 

função não é nula) global - ou seja, seus elementos não são identicamente nulos em todo 

o domínio do problema. A vantagem do uso de métodos espectrais é a obtenção de uma 

expressão para a solução aproximada que é válida em todo o domínio do problema. 

 

Quando se utilizam bases de suporte compacto, cujos elementos são 

identicamente nulos em alguma parte do domínio, os métodos de resíduos ponderados 

são chamados de métodos de elementos finitos [42]. Nestes métodos, o objetivo é 

resolver-se a Equação (1.41), admitindo-se desde o início que i é uma variável contínua 

e P é uma função contínua, em vez de se considerar a seqüência iP . Em geral, utilizam-

se polinômios de grau pequeno e com suporte local para a representação da solução, e o 

domínio é discretizado em J subdomínios. 
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Se os elementos da base ( )ip j  escolhidos para aproximar a solução são 

polinômios lineares, com suporte igual à extensão de cada subdomínio, eles podem ser 

descritos como 
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 (1.53) 

 

Nota-se que estes polinômios obedecem à relação 

 

( )




≠
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=

jk

jk
ip kj ,0

,1
 (1.54) 

 

A representação dos ( )kj ip  encontra-se na Figura (1.9). 

 

1−ji 1+jiji

( )ip j

 

Figura (1.9) – Representação gráfica de um elemento da base para o método dos elementos finitos de 

Galerkin. 

 

Assim, a aproximação 0P  pode ser escrita como uma combinação linear destes 

elementos ( )ip j  na forma 

 

( ) ( ) ( )∑
=

=
J

j

jj iptPtiP
0

0 ,  (1.55) 
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ou seja, para valores do domínio compreendidos no intervalo [ ]1, +jj ii , a aproximação é 

uma combinação linear dos valores da função P nas extremidades ji  e 1+ji  do intervalo. 

Portanto, a aproximação obtida pelo método dos elementos finitos representa os valores 

da função de interesse em um número determinado de pontos. Busca-se, então, a 

determinação dos coeficientes ( )tPj , ao se substituir a aproximação da Equação (1.55) 

na expressão do resíduo, na Equação (1.44), e ao se impor a relação de ortogonalidade 

da Equação (1.45) [37, 44]. 

 

1.3.3 - Método dos momentos e reconstrução 

 

Em muitos casos, deseja-se caracterizar o polímero produzido somente por 

valores como a massa molar média e a polidispersão da distribuição. Estes valores não 

representam a DTC como um todo, mas podem ser obtidos com facilidade relativa 

através do método dos momentos, no qual não se resolvem todos os balanços de massa, 

mas um número pequeno de equações [25, 30]. O momento de ordem k  de uma 

distribuição de tamanhos de cadeia de um polímero pode ser definido como [14, 25, 30] 

 

∑
∞

=

=
1i

i

k

k Piλ , (1.56) 

 

em que iP  é a quantidade de polímero de tamanho i . O momento é representado como 

um somatório, uma vez que a DTC é uma distribuição discreta. Se em um problema 

específico a DTC for aproximada por uma função contínua, é possível escrever-se o 

momento de ordem k  como 

 

( )∫
∞

=
1

diiPi kkλ . (1.57) 

 

Se iP  é expressa em mols por volume, o momento de ordem zero 0λ  é 

equivalente ao número total de mols de polímero por volume, enquanto o momento de 

ordem um 1λ  representa a quantidade total de meros por volume no polímero [14, 25]. 
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É possível mostrar-se que as relações entre o tamanho de cadeia médio por número ni , 

o tamanho de cadeia médio por peso wi , a polidispersão PD  e os momentos de ordens 

0, 1 e 2 são 
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Os momentos de ordem mais alta estão associados a outras características da 

DTC que não possuem interpretação tão imediata quanto ni , wi  e PD . Quanto mais 

momentos forem calculados, maior o conteúdo de informação sobre a distribuição; 

porém, são utilizados, usualmente, apenas os três primeiros momentos 0λ , 1λ  e 2λ , 

suficientes para o cálculo dos usuais ni , wi  e PD  [14, 30]. 

 

De maneira semelhante, é possível definirem-se momentos de uma distribuição 

para copolímeros. Neste caso, o momento de ordem lk +  é definido por 

 

∑∑
∞

=

∞

=

=λ
1 1

,,
i l

ji

lk

lk Pji

, 
(1.59) 

 

em que i  é o número de unidades no polímero oriundas de um dos monômeros e j  é o 

número de unidades oriundas do outro [19, 30]. 

 

A técnica dos momentos pode ser aplicada, por exemplo, ao sistema cujo 

mecanismo encontra-se na Equação (1.25). Ao se multiplicarem as EDOs referentes a 

cada iP  da Equação (1.27) pela sua respectiva potência ki , têm-se as novas equações 
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As condições iniciais também podem ser multiplicadas por ki : 
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A soma das EDOs da Equação (1.60) para todo valor de ,..3,2,1=i  é 
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O último somatório na Equação (1.62) é equivalente a  
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Este somatório pode ser relacionado aos momentos, dependendo do valor de k : 
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Conseqüentemente, as equações para os momentos de ordens 0, 1 e 2 ficam, para 

este sistema de polimerização, 
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A solução do sistema da Equação (1.65) em termos de τ  encontra-se na Equação 

(1.66). 
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As equações para os momentos da distribuição de tamanho de cadeia podem ser 

obtidas ao se multiplicarem as equações dos balanços de massa por ki  e ao se realizar o 

somatório de todas elas. Entretanto, pode ser necessário algum algebrismo para que 

estes apareçam explicitamente. Para sistemas de polimerização com balanços mais 

complicados, as equações dos momentos podem ser obtidas através do uso de funções 

geratrizes [25, 30]. 

 

A reconstrução da distribuição 

 

A reconstrução da distribuição através de seus momentos baseia-se na hipótese 

de que se conhece a forma da distribuição, mas seus parâmetros são desconhecidos e 

devem ser determinados através do conhecimento dos momentos. Suponha-se que são 

conhecidos os momentos 0λ  e 1λ  de uma DTC de um polímero. Se também se supõe 

que a DTC do polímero é a DTC de Schulz-Flory, dada pela Equação (1.13), tem-se que 

o seu momento de ordem zero é 
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O momento de ordem um é dado por 
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A partir das Equações (1.67) e (1.68), conclui-se que, para uma distribuição de 

Schulz-Flory, 0λ=totP  e ( ) 101 λλλ −=p . Então, se 0λ  e 1λ  forem obtidos através do 

método dos momentos ou experimentalmente, é conhecida também a distribuição de 

Schulz-Flory que possui momentos 0λ  e 1λ . 

 

Contudo, a DTC procurada pode não ser parecida com a de Schulz-Flory, e pode 

necessitar de um maior número de momentos para ser descrita adequadamente. Nestes 

casos, deve-se utilizar uma distribuição hipotética descrita por mais parâmetros. Uma 

vez que o procedimento de reconstrução pode falhar se a distribuição "real" for pouco 

simétrica ou se apresentar multimodalidade [25, 37], geralmente deve-se usar um 

número razoável de momentos para a reconstrução da DTC. 

 

O fato de a reconstrução da DTC ser difícil em alguns sistemas de polimerização 

em que há efeito gel e multimodalidade levou ao desenvolvimento de técnicas como a 

de fracionamento numérico [45, 46]. Esta técnica baseia-se na segregação numérica da 

população de cadeias poliméricas em subpopulações, ou “gerações”. Em alguns 

problemas, por exemplo, os elementos de cada subpopulação possuem tamanhos de 

cadeia de ordens muito diferentes, e a DTC reconstruída com os primeiros momentos 

não descreve bem a DTC "real" em todo o domínio dos tamanhos de cadeia. Assim, 

propõe-se que o método dos momentos seja aplicado a cada uma destas gerações, e não 
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à distribuição inteira. A cada geração é atribuído um conjunto de momentos, e o 

procedimento de reconstrução é aplicado a cada uma delas; cada geração possui, então, 

uma DTC que a descreva. Conhecidas as distribuições individuais das gerações, a 

distribuição total é obtida ao se somarem as distribuições individuais, devidamente 

ponderadas pela quantidade de polímero existente em cada geração [45]. 

 

O problema do fechamento 

 

Para alguns mecanismos, as equações utilizadas para se calcularem os momentos 

dependem de outros momentos de ordem superior que não são conhecidos. Diz-se que 

estas equações de momentos não são fechadas [25]. 

 

Para uma polimerização reversível em etapas de um monômero bifuncional 

(como um α-hidroxi-ácido), representada por 
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o balanço de massa é, para um processo isotérmico e em batelada, 
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Pode-se mostrar que [25] as equações dos momentos, para as EDOs representadas 

pela Equação (1.70), são 
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em que se nota que a EDO para o momento de ordem 2 depende do momento de ordem 

3. Neste caso, deve-se buscar uma equação algébrica de fechamento, que relacione o 

momento de ordem 3 aos momentos de ordem zero e um. Ao se admitir que a 

distribuição iP  pode ser expandida em uma série de polinômios de Laguerre – cujos 

coeficientes dependem dos momentos – qualquer momento pode ser calculado em 

termos dos outros momentos. Pode-se calcular a expressão do momento de ordem três e 

truncá-la, de forma que se obtém a aproximação [25, 47] 

 

( )2
102
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2
3 2 λλλ

λλ
λ

λ −≈  (1.72) 

 

Com a Equação (1.72), é possível resolver o sistema da Equação (1.71). O 

problema da Equação (1.71) também pode ser resolvido através do uso de outras regras 

de fechamento, que admitem previamente outras formas para a DTC [14]. Momentos de 

ordem superior também podem ser calculados em problemas nos quais não há 

fechamento, ao se admitir que a seqüência de momentos pode ser aproximada por uma 

função contínua, obtida pelo método da colocação ortogonal [23]. Observa-se que o 

fechamento só é possível se, neste caso, se admite que a DTC é descrita adequadamente 

por uma certa expansão funcional, o que nem sempre é verdade. 

 

Desta forma, mostraram-se várias estratégias para a obtenção da distribuição de 

cadeia, cada qual mais adequada a um tipo de sistema de polimerização. Procura-se, 

com estas técnicas, e quando necessário, contornar-se o grande problema da modelagem 

de reações de polimerização – o grande número de equações de balanço, que, em geral, 

não possuem solução analítica. Entretanto, a obtenção da DTC pode ser trabalhosa 

mesmo com o uso destas técnicas. Por isto, parece interessante procurar características 

matemáticas úteis destes modelos sem a resolução de suas equações, mas através de sua 

análise. 



42 

CAPÍTULO 2 – A ESTRUTURA E ANÁLISE MATEMÁTICA DA CINÉTICA DE 

REAÇÕES QUÍMICAS 

 

O objetivo deste capítulo é a apresentação de sínteses de alguns trabalhos em 

que se propuseram análises de modelos de sistemas cinéticos (com maior ou menor grau 

de generalidade). Estas análises baseiam-se na busca de certas propriedades 

matemáticas destes modelos que podem ser estudadas sem a resolução de suas 

equações. Mostram-se também alguns resultados que provêm destas análises, bem como 

alguns pontos em comum abordados pelos diferentes autores. 

 

2.1 - A cinética química formal 

 

Às numerosas observações experimentais das características dinâmicas e de 

equilíbrio de muitos tipos de reações químicas seguiram-se esforços para a descrição e 

previsão estas características matematicamente. Os primeiros autores de trabalhos deste 

tipo consideravam uma cinética química (relacionada a um sistema reacional específico) 

como definida na seguinte frase: 

 

"Uma cinética química define a variação da composição de um sistema químico 

com o tempo." [48] 

 

Houve, ainda, autores que fizeram distinção entre a cinética pura, tipicamente 

estudada pelos químicos, e a cinética aplicada, tipicamente estudada pelos engenheiros 

químicos: 

 

"A cinética de reações pura diz respeito à dinâmica destas mudanças [de 

concentração] e aos mecanismos e taxas de reação, enquanto a cinética de reações 

aplicada considera o que acontece quando as equações resultantes são resolvidas 

dentro das condições físicas de um tipo de reator em particular." [49] 

 

Não se tardou a notar que havia classes de sistemas químicos descritos por 

equações que guardavam entre si certo grau de semelhança. Isto levou alguns a 

imaginarem a possibilidade de construção de estruturas lógico-matemáticas que 
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descrevessem, de forma generalizada, um grande número de sistemas químicos, ou 

talvez todos eles. Uma estrutura, neste texto, significa um conjunto de definições e 

equações que representem classes de sistemas químicos.  

 

Desta forma, ao examinar a estrutura do sistema, alguns autores esperavam, sem 

resolver os balanços de massa para um conjunto específico de parâmetros, inferir sobre 

a dinâmica ou o equilíbrio deste sistema. Assim como se criou um ramo da Mecânica 

em que se analisavam as estruturas de seus sistemas – a Mecânica Racional –, procurou-

se subdividir a cinética química em "experimental" e "formal": 

 

"Pode ser útil introduzir o termo 'cinética química formal' para denotar o 

segmento da filosofia natural que trata dos aspectos da cinética química que são 

independentes da natureza específica das substâncias que tomam parte em uma 

reação."[20] 

 

Entre as vantagens mais óbvias de se construir uma estrutura geral para a análise 

do comportamento de sistemas químicos está o fato de que as conclusões obtidas são 

válidas para todos os sistemas que ela compreende. Além disso, o entendimento de tais 

estruturas genéricas pode ser um auxílio valioso para o planejamento adequado de 

experimentos e para a preparação de programas computacionais que forneçam as 

soluções dos balanços de massa do sistema. Estas conclusões podem ser obtidas sem 

que necessariamente se resolvam os balanços de massa. No entanto, a análise não provê 

as soluções para modelos específicos e nem este é o seu objetivo; mas pode ser útil para 

o estudo da estabilidade e da convergência dos métodos utilizados para a resolução do 

modelo, por exemplo. 

 

Entender-se o comportamento de sistemas complexos é importante, por 

exemplo, para o projeto de processos e para a predição do comportamento destes 

processos quando as variáveis de processo são mudadas [50]. A elaboração de tais 

estruturas depende, contudo, de algumas etapas anteriores no estudo da cinética de 

reações, como indica a Figura (2.1). 
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Figura (2.1) – Os vários aspectos de estudos da Cinética Química. 

 

Em uma estrutura geral que represente sistemas com cinética de primeira ordem, 

por exemplo, deve-se mencionar que os balanços de massa para estes sistemas 

obedeçam a um sistema de EDOs lineares [50, 51] 

 

Kα
α

=
dt

d
. (2.1) 

 

Um dos objetivos de tais estudos é, ainda, a previsão comportamentos cinéticos 

que estejam de acordo com a Termodinâmica. Se for considerada a estrutura dos 

sistemas de primeira ordem em que só há reações reversíveis entre as espécies, mais a 

condição de balanceamento detalhado – oriunda de considerações termodinâmicas e que 

será discutida posteriormente –, foi possível escrever a importante conclusão [17, 50, 

51]: 

 

"As concentrações das espécies de sistemas reacionais fechados que apresentam 

cinética de primeira ordem e reações reversíveis não oscilam com o tempo." 

 

Assim como os trabalhos que tratam dos sistemas de cinética de primeira ordem, 

há trabalhos que tratam de análises profundas das propriedades de outros sistemas 

reacionais específicos, cujos balanços de massa possuem determinada forma. Em outros 

trabalhos, são propostas estruturas aplicáveis a todo tipo de reação química [48, 52, 53, 

54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62] e são apresentadas conclusões menos específicas, mas 

não menos relevantes. A Figura (2.2) mostra a abrangência de cada uma das estruturas. 

 

Nesta segunda classe de trabalhos, os autores importaram algumas noções da 

Análise Matemática para a Cinética Química para a construção de tais estruturas. Ao 

considerarem entidades físicas como elementos de conjuntos, definiram também 

relações entre estes elementos. Moléculas foram consideradas como relações entre os 

elementos de um conjunto de átomos; complexos (os lados esquerdo e direito das 
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reações) foram considerados como relações entre moléculas; e reações foram 

consideradas como relações entre complexos. A natureza destes conjuntos e das 

relações entre seus elementos permitiu-lhes fazer observações sobre a dependência 

linear de balanços de massa [49] ou sobre a dinâmica do sistema [53, 58], sem mesmo 

escrever os balanços de massa específicos destes sistemas. 
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Figura (2.2) – Representação da abrangência das diferentes estruturas propostas para o estudo da cinética 

de reações. 

 

2.2 - A estrutura matemática da cinética de reações 

 

2.2.1 – O tratamento axiomático de sistemas reacionais [48, 50] 

 

Ao se observar experimentalmente o comportamento dos sistemas reacionais, é 

possível a proposição alguns axiomas para a construção de uma estrutura para a cinética 

destes sistemas. Todas as estruturas matemáticas de sistemas cinéticos fechados com n  

espécies (sendo ia  a massa de cada espécie) químicas devem obedecer aos seguintes 

cinco axiomas: 

 

1) A massa total se conserva, ou seja, 

 

constante
1

=∑
=

n

i

ia

. 
(2.2) 
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2) As concentrações são não-negativas: 

 

0≥ia . (2.3) 

 

3) A taxa de variação das massas é função contínua de todas as massas: 

 

( )ni
i aaaf

dt

da
,...,, 21= . (2.4) 

 

Os balanços de massa das espécies do sistema podem ser escritos na forma 

vetorial 

 

( )af
a

=
dt

d
, (2.5) 

 

em que [ ]Tnaa ,...,1=a  é o vetor coluna que contém as concentrações das 

espécies e [ ]Tnff ,...,1=f  contém as taxas de reação. 

 

Utilizando-se os três axiomas anteriores, é possível mostrar-se que o sistema 

possui (ao menos) um ponto de equilíbrio (ou ponto fixo no tempo), com o uso do 

teorema do ponto fixo de Brouwer. A existência de pontos de equilíbrio não significa 

por si só, contudo, que o sistema convergirá para um destes pontos. Há uma composição 

*
a , correspondente a um ponto de equilíbrio, que não muda com o tempo, ou seja, em 

*
a , 

 

( ) 0af
a

== *
*

dt

d
. (2.6) 

 

4) No ponto de equilíbrio, as taxas de transformação entre duas espécies quaisquer são 

exatamente iguais. Esta condição é conhecida como reversibilidade microscópica (ou, 

no caso da cinética, como balanceamento detalhado), a qual, de certa forma, concilia 

os modelos cinéticos e algumas observações termodinâmicas sobre o sistema. 
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5) Existe uma função de Liapunov apropriada para as equações diferenciais que 

representam a evolução dinâmica do sistema reacional. A existência desta função 

assegura a estabilidade dos pontos de equilíbrio e a convergência do sistema para um 

ponto de equilíbrio, para qualquer condição inicial. Para sistemas reacionais 

isotérmicos, a energia livre de Gibbs é uma função de Liapunov. A entropia é uma 

função de Liapunov para sistemas adiabáticos. Porém, não necessariamente estas 

funções da Termodinâmica Clássica serão funções de Liapunov para qualquer sistema 

químico. 

 

Apesar de este axioma impor a estabilidade dos pontos de equilíbrio do sistema, 

existem sistemas reacionais idealizados cujos pontos de equilíbrio podem não exibir 

esta estabilidade. Como exemplo, pode-se citar o sistema com autocatálise descrito pela 

reação 

 

221 AAA k→+ . (2.7) 

 

Os balanços de massa para este sistema fechado são 

 










=

−=

21
2

21
1

aka
dt

da

aka
dt

da

. (2.8) 

 

Pode-se mostrar que, se o ponto fixo ( ) ( )0,1, 21 =aa  sofre uma pequena 

perturbação, a composição tende a atingir o ponto fixo estável ( ) ( )1,0, 21 =aa . 

 

Porém, a existência de funções de Liapunov não é suficiente para se 

determinarem os caminhos de reação, mas só para se garantir a convergência para os 

pontos de equilíbrio. Ou seja, a função de Liapunov representada pela energia livre de 

Gibbs não proíbe, por si só, caminhos de reação que sejam inconsistentes com as outras 

funções de Liapunov, isto é, que estejam relacionados ao mesmo tempo a uma 

diminuição da energia livre de Gibbs e a um aumento de uma outra função de Liapunov 

[50]. 
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2.2.2 – Os prolegômenos da análise de reações químicas [20, 49, 52, 63] 

 

Os conceitos de Álgebra Linear mostram-se bastante convenientes para 

consolidar a análise da estrutura de um sistema químico. O conceito de espaço vetorial 

pode ser aplicado à Cinética Química, por exemplo, ao se considerar um espaço das 

espécies químicas envolvidas em determinada reação [20, 49, 52], de forma que estas 

espécies químicas passem a possuir uma representação matemática. 

 

Seja um sistema reacional em que ocorrem reações entre espécies químicas que 

contêm apenas átomos de carbono, hidrogênio e oxigênio. Cada espécie pode ser 

considerada como uma "combinação linear" destes tipos de átomos, ou seja, 2CO  é o 

resultado da combinação linear OHC ×+×+× 201 . Os coeficientes das combinações 

lineares que representam as espécies químicas são sempre números inteiros. Além disso, 

assim como no espaço 2R  [ ]T1,1  e [ ]T2,1  são vetores diferentes, 2CO  e OCH 2  são 

"vetores" distintos no espaço de espécies. Ainda considerando este espaço, percebe-se 

que 2CO , OH 2  e 32COH  são espécies "linearmente dependentes", uma vez que a 

operação de "soma" entre 2CO  e OH 2  resulta na espécie 32COH  [63]. 

 

Para que o conjunto de espécies químicas formadas pela combinação linear de 

átomos seja um espaço vetorial, um de seus elementos deste espaço deve ser o zero ou 

elemento neutro. Este elemento é a "espécie trivial", com zero átomos, que para o 

exemplo mencionado acima seria equivalente à combinação linear 

OHC ×+×+× 000 . O total de espécies moleculares formadas a partir de C , O  e H  

forma, então, um espaço vetorial de dimensão igual a três, uma vez que são três os 

elementos de sua base [63]. 

 

A aplicação de conceitos matemáticos abstratos à cinética permite até mesmo a 

representação de espécies que não existem, se assim for vantajoso: apesar de a espécie 

2331OC  não possuir necessariamente um significado químico, esta substância faz parte 

do espaço de espécies considerado, uma vez que é obtida pela combinação linear 

OHC ×+×+× 23031 . Desta forma, infinitas substâncias podem ser formadas a partir 

de combinações lineares dos elementos da "base" deste espaço, que é formada, neste 

caso, pelos átomos C , O  e H  [63]. 
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De modo genérico, pode-se definir uma espécie molecular iA  como uma 

entidade da forma [52] 

 

∑
=

=
T

t

t

t

ss BA
1

β , (2.9) 

 

em que t

sβ  é um número inteiro maior que zero e é o elemento da matriz β  localizado 

na linha s  e na coluna t . Os símbolos tB , para Tt ,...,2,1=  representam os elementos 

químicos ou espécies atômicas, T  sendo o número de elementos presentes no sistema a 

ser estudado. Para o sistema em que ocorre a reação OHOH 222 22 →+ , em que estão 

envolvidos os átomos H  e O  e as três espécies 2H , 2O  e OH 2  [63], temos 
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sendo que, neste caso, 2=T . 

 

Se todos os t

sβ  associados a uma espécies forem nulos, tem-se a "espécie nula" 

ou "espécie trivial". A Equação (2.9) permite a definição de uma "pseudo-espécie", a 

qual apresenta um ou mais de seus t

sβ  negativos [52]. 

 

Utilizando as definições anteriores, é possível enunciar o seguinte teorema [52]. 

 

Teorema: o conjunto de todas as espécies moleculares formadas a partir das espécies 

atômicas TBB ,...,1  constitui um espaço vetorial TU  de dimensão T  sobre o conjunto 

dos números inteiros. � 

 

É possível verificar-se que este conjunto de espécies moleculares possui todas as 

propriedades de um espaço vetorial, no qual a operação de soma "+" de duas espécies 

sA  e 'sA  é definida por [52] 
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( )∑
=

+=+
T

t

t

t

s

t

sss BAA
1

'' ββ , (2.11) 

 

e a operação de multiplicação "×" por um número inteiro γ , definida por: 

 

( )∑
=

=×
T

t

t

t

ss BA
1

γβγ . (2.12) 

 

Um outro exemplo da aplicação de tais conceitos de Álgebra Linear à Cinética 

Química é a definição da independência linear de reações químicas. Quando um 

conjunto de reações é linearmente independente, não há forma de se expressar qualquer 

uma das reações envolvidas como combinação linear das outras [49]. 

 

Propõe-se, por exemplo, que as duas etapas que constituem a reação global 

OHNHNO 222 222 +→+  [17], ou seja, 

 

OHHOH

OHNHNO

2222

2222

2

2

→+

+→+
, (2.13) 

 

sejam representadas sob uma forma vetorial "simbólica", na qual cada linha do vetor 

resultante da multiplicação representa uma das reações químicas, com coeficientes 

estequiométricos negativos atribuídos aos reagentes [49]: 
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O posto da matriz na Equação anterior é igual a 2, que é também o número total 

de reações. A igualdade entre o posto desta matriz e o total de reações caracteriza a 

independência linear do conjunto de reações químicas [49]. 
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A importância de se conhecer o número de reações linearmente independentes 

consiste na possibilidade de se reduzir o número de equações de balanço a serem 

resolvidas. Se há R  reações independentes e S  espécies SBB ...1  envolvidas nestas 

equações, sendo que SR ≤ , os S  balanços de massa de cada espécie podem ser 

escritos em termos dos R  graus de avanço de cada reação. A dependência linear de 

reações pode, ainda, ser detectada experimentalmente, através de medidas das 

concentrações das espécies envolvidas em vários instantes de tempo [49]. 

 

Assim, as R  reações químicas que ocorrem no sistema podem ser consideradas 

como relações entre estas espécies moleculares. Mais especificamente, uma reação rR  é 

considerada como um funcional linear [52] dado por 

 

RrAR s

S

s

s

r ,...,1,
1

== ∑
=

α , (2.15) 

 

em que sα  são os coeficientes estequiométricos, que são positivos para os produtos e 

negativos para os reagentes. Se todos os sα  são nulos, tem-se a "reação trivial". Se 

0
1

=∑
=

t

s

S

s

sβα , tem-se a chamada "reação própria", em que há balanceamento dos átomos 

[52]. 

 

Pode-se definir uma operação de "soma" entre estes objetos matemáticos 

chamados reações. Esta operação, denominada "+", é dada por 

 

( ) s

S

s

s

r

s

rrr ARR ∑
=

+=+
1

'' αα . (2.16) 

 

Nota-se que a operação de soma entre reações definida na Equação (2.16) é 

diferente da soma entre espécies, definida na Equação (2.11). A outra operação definida 

para as reações é a de multiplicação de uma reação por um escalar (real), representada 

por "×" [52]: 
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( )∑
=

=×
S

s

s

s

rr AR
1

γαγ . (2.17) 

 

Desta forma, o conjunto de todas as reações possíveis sobre um dado conjunto 

de espécies { } SsAs ,...,1, =  é um espaço vetorial V  de dimensão R  sobre o campo dos 

números inteiros. O conjunto de todas as reações possíveis, nesta interpretação formal 

do sistema químico, é o conjunto de todos os funcionais lineares definidos na Equação 

(2.15) possíveis para um determinado sistema químico – e não o conjunto de todas as 

reações quimicamente plausíveis para o sistema [52]. 

 

A partir destas definições, é possível escrever um teorema [52]: 

 

Teorema: as reações sobre o conjunto das espécies { }sA  estão em um subespaço de V  

cuja dimensão é ( )'TS − , em que 'T  é a dimensão do subespaço de TU  em que se 

encontra o conjunto { }sA . � 

 

Este teorema possui uma conseqüência direta [52]: 

 

Corolário: pode haver, no máximo, 1−S  reações entre S  espécies (moleculares) não-

triviais para 1'>T , a não ser que todos os t

sβ  sejam iguais a zero. � 

 

Conforme já havia sido comentado em trabalhos anteriores [49], é possível 

mostrar que um dos conjuntos de reações linearmente independentes do sistema é 

suficiente para descrever sua cinética [52]: 

 

Teorema: as mudanças de composição de um sistema químico regido pelo conjunto de 

reações { }rR , Rr ,...,1= , podem ser completamente descritas por um subconjunto de 

reações independentes. � 

 

Uma vez propostos os rudimentos da estrutura de sistemas químicos, foi um 

passo natural tentar expandir-se esta estrutura de forma a se definirem algumas 

propriedades de equilíbrio através de conceitos termodinâmicos. Uma estrutura 
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admissível para um sistema químico deve levar em conta algumas questões de cunho 

termodinâmico, como a existência e estabilidade de pontos de equilíbrio [48]. Assim, 

pode-se definir que a reação própria 0
1

=∑
=

S

s

s

sAα  irá ao equilíbrio quando [52] 

 

( ) χα =∑
=

S

s

ss c
1

ln , (2.18) 

 

em que χ  é uma constante que depende somente de variáveis termodinâmicas como 

temperatura e pressão. A Equação (2.18) é a condição de equilíbrio termodinâmico em 

um sistema ideal (em que a fração molar sc  é igual à atividade da espécie s ), a qual 

pode ser descrita através dos potenciais químicos, ou seja, 

 

0
1

=∑
=

S

s

s

s µα . (2.19) 

 

As definições desta seção [20, 49, 52, 63] e os axiomas da seção anterior [48] 

são estruturas básicas e elementares para a interpretação matemática de qualquer tipo de 

reação química, com definições e conclusões que, por vezes, se equivalem. 

 

2.2.3 – A Cinética Geral de Ação das Massas 

 

Nos trabalhos de que se trata nesta seção busca-se uma estrutura geral para a 

cinética de sistemas químicos, bem como salientar sua aplicação a um subconjunto 

importante dos sistemas reacionais: aqueles cujas expressões de taxa obedecem à "lei de 

ação das massas". A utilização de tais expressões nos balanços de massa é criticada por 

ser, às vezes, inconsistente com a Termodinâmica, mesmo que descreva bem o 

comportamento cinético. Apesar disto, este tipo de expressão de taxa é muito utilizado 

para descrever a cinética de numerosas reações [64]. 

 

Da mesma forma que em trabalhos anteriores [48], a construção desta estrutura 

inicia-se pela exposição de alguns axiomas. Diz-se que uma estrutura de sistemas 

químicos fechados com misturas ideais é consistente com a estequiometria e a 

termodinâmica se obedece aos seguintes quatro requerimentos [53]: 
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1) A expressão de taxa de cada reação elementar é da forma de ação das massas; 

2) Os coeficientes estequiométricos são tais que a massa é conservada em cada reação 

elementar; 

3) As constantes cinéticas nas expressões de taxa são restritas de tal forma que o 

princípio do balanceamento detalhado seja satisfeito; 

4) Os coeficientes estequiométricos são números inteiros e não-negativos. 

 

Então, um sistema que não obedeça a estes quatro axiomas simultaneamente não 

é considerado estritamente coerente com a realidade física. Porém, tenciona-se que a 

estrutura abstrata também permita a interpretação de sistemas idealizados. Um sistema 

possui cinética de ação das massas generalizada se somente a condição (1) for satisfeita. 

 

Se a condição (2) não precisar ser satisfeita, sistemas abertos podem ser 

descritos por esta estrutura. E, em sistemas abertos, não há razões para se requerer que o 

comportamento cinético seja coerente com os requerimentos termodinâmicos dos 

sistemas fechados. Portanto, nestes sistemas, não é necessária a condição (3), a qual 

impõe que em cada reação de um sistema em equilíbrio, a taxa da reação no sentido 

direto é igual à taxa da reação no sentido inverso [53]. 

 

Para a exposição das idéias desta seção, algumas definições são necessárias: 

 

Espécies e espécies externas: as reações ocorrem entre as espécies iA , sendo que pode 

haver espécies externas iB , cujas concentrações são consideradas constantes. O número 

de espécies é igual a m  [53]. 

 

Complexos: os lados dos reagentes e os lados dos produtos em cada reação química. O 

número de complexos é igual a n . Matematicamente, um complexo é definido por [53] 

 

∑
=

=
m

i

i

i

jj AyC
1

, (2.20) 
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sendo que [ ]m

jjjj yyy ...21=y  é o vetor do complexo jC . Seus elementos são i

jy , 

os coeficientes estequiométricos das espécies iA  no complexo jC . Logo, as espécies 

que não aparecem no complexo jC  terão 0=i

jy . 

 

Estas definições estão ilustradas no exemplo da Figura (2.3). 

 

A1B1 2A1
→+

espécie 

externa
espécie 

complexo complexoC1 C2

A1B1 2A1
→+

espécie 

externa
espécie 

complexo complexoC1 C2

 

 

Figura (2.3) – Representação das reações químicas na estrutura proposta por Horn e Jackson [53]. 

 

Espaço das espécies: é aquele gerado por vetores do espaço de espécies, que possuem 

dimensão m . O vetor do espaço de espécies relacionado à espécie iA  é composto de 

zeros, exceto pelo elemento na posição i , que é igual a 1. Assim, o espaço das espécies 

é igual a mRV =  [53]. 

 

Espaço dos complexos: os n  vetores que formam a base para este espaço são associados 

a cada complexo jC  - possuem todos os seus elementos iguais a zero, exceto pelo de 

índice j . O espaço dos complexos é nRW =  [53]. 

 

Pode-se mostrar que qualquer concentração que possa ser atingida pelo sistema 

pode ser representada como uma combinação linear dos vetores da base de V , ou seja, 

as concentrações atingíveis estão em um subespaço de V . Como as concentrações são 

sempre não-negativas, diz-se que o vetor c  pertence a 
+

V , que é o ortante positivo de 

V . 

 

Matriz dos complexos: é aquela cujas colunas são os vetores dos complexos jy , ou seja: 
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






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



=
m

n

m

n

yy

yy

...

...

...

1

11
1

⋮⋮Y . (2.21) 

 

A matriz Y  representa uma transformação linear do espaço dos complexos W  

para o espaço das espécies V  [53]. 

 

Vetor de formação das espécies: é designado por f  e representa o lado direito 

do sistema de equações de balanços de massa, que são 

 

( )cf
c

=
dt

d
 (2.22) 

 

O vetor f  tem a mesma dimensão de c . Logo, V∈f  [53]. 

 

Vetor de formação de complexos: pode-se escrever um "balanço de complexos" se a 

Equação (2.22) é multiplicada pela inversa da matriz Y , isto é, 

 

( ) ( )cgcfY
cY

== −
−

1
1

dt

d
. (2.23) 

 

O vetor ( )cg  é chamado vetor de formação de complexos, e pode-se mostrar que 

W∈g  [53]. 

 

Vetor de reação elementar: para uma reação escrita em termos de seus complexos, 

como ij CC → , o vetor desta reação elementar é ji yyx −= . Ele é uma representação 

vetorial da variação dos coeficientes estequiométricos da reação [53]. 

 

Taxas e matriz de taxas: à reação ij CC →  está associada uma taxa ijr , que é função de 

c . A matriz de taxas ( )cR  é constituída pelos elementos ( )cijr  e possui dimensões nn×  

[53]. 
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Espaço estequiométrico: é o espaço S  (de dimensão s ), que é gerado por todos 

os vetores de reações elementares. Assim, S  é um subespaço de V . Um vetor de reação 

é qualquer vetor contido em S  [53]. 

 

Sistema conservativo: aquele em que há um vetor no complemento ortogonal de S  

( ⊥S ) que também esteja no ortante positivo +V . Isto significa que para todo vetor 

S∈v  há um ⊥∈ Sv  composto exclusivamente por elementos positivos (ou seja, 

excluindo elementos nulos), e, como os subespaços ⊥S  e S  são ortogonais, 

 

0, =vv . (2.24) 

 

Ou seja, alguma combinação linear entre os elementos de v  é igual a zero, o que 

diz que não "sobram" espécies em uma reação que envolva os complexos jC  e iC , isto 

é, que existe alguma combinação linear dos coeficientes estequiométricos de uma 

reação tal que seu resultado seja nulo [53]. 

 

No sistema químico fechado representado pela reação 

 

2A1           A2  (2.25) 

 

há dois complexos: 11 2AC =  e 22 AC = . Os vetores dos complexos são [ ]T021 =y  e 

[ ]T102 =y . O único vetor de reação elementar é [ ]T1212 −=−= yyx . 

 

Neste caso, o espaço estequiométrico é formado por todos os múltiplos do vetor 

[ ]T12− , ou seja, S  é uma linha no espaço 2R . O complemento ortogonal de S  é o 

espaço formado pelos múltiplos do vetor [ ]T21 , os quais são ortogonais aos múltiplos 

de [ ]T12− . Desta forma, pela Equação (2.24), pode-se classificar o sistema químico 

de (2.25) como conservativo. 
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Mas, se a mesma reação química ocorre em um sistema aberto, em que há 

alimentação e retirada das espécies do reator, esta estrutura permite escrever a "pseudo-

reação" 

 

2A1           A2           0           A1  (2.26) 

 

em que as reações envolvendo o "complexo zero" representam a alimentação e a 

retirada de espécies. A semi-reação  

 

A1           0  (2.27) 

 

representa a retirada da espécie 1A  do meio, por exemplo. Para o sistema da Equação 

(2.26), têm-se quatro complexos: 12A , 2A , 0  e 1A . Os vetores dos complexos serão 
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Os vetores das reações elementares serão 

 



















=−=


















−

=−=

















−

=−=

0

0

0

1

,

0

0

1

0

,

0

0

1

2

343232121 yyxyyxyyx . (2.29) 

 

Um vetor ortogonal a 1x  é qualquer vetor da forma [ ]Tcbaa 2 , e para ba,  

e c  positivos este vetor contém exclusivamente elementos positivos. Já os vetores 

ortogonais a 2x  e 3x  têm as formas [ ]Tcba 0  e [ ]Tcba0 , que contêm 

elementos iguais a zero. Como não existe vetor ortogonal estritamente positivo para 2x  

e também para 3x , o sistema é não-conservativo. Na verdade, os sistemas com espécies 

externas e com o "complexo zero" não são necessariamente conservativos. A grande 
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vantagem da introdução do complexo zero é, contudo, a possibilidade da representação 

de sistemas abertos, conforme ocorre em vários tipos de reatores químicos [59]. 

 

Simplex de reação: formado pela interseção de +V  com o conjunto formado pela 

soma de todos os vetores S∈v  à composição inicial 0c . Os vetores do simplex de 

reação com elementos não-negativos formam o simplex de reação positivo, ou seja, o 

conjunto de todas as concentrações atingíveis pelo sistema químico [53]. 

 

Estas definições, meramente baseadas em observações sobre a estequiometria e a 

cinética do sistema, também se aplicam ao exame do equilíbrio do sistema. Definem-se, 

então, para um determinado sistema químico: 

 

Conjunto de concentrações de equilíbrio E : inclui todas as concentrações +∈Vc  tais 

que ( ) 0cf =  [53]. 

 

Conjunto de concentrações em que há balanceamento dos complexos C : +∈Vc  tais 

que ( ) 0cg =  [53]. 

 

Conjunto de concentrações em que há balanceamento detalhado D : +∈Vc  tais que 

( ) ( )cRcR T=  (ou seja, a taxa de uma reação é igual à taxa da reação inversa) [53]. 

 

Pode-se notar que ECD ⊂⊂ . 

 

Sistema de ação das massas quase-termostático: um sistema quase-termostático com 

respeito a um vetor +∈Va  é aquele em que as concentrações de equilíbrio obedecem à 

restrição 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) .lnln

ln...lnlnln...lnln 2121

⊥∈−

=−

S

aaaccc mm

ac
 (2.30) 

 

Esta restrição está diretamente relacionada à condição de equilíbrio 

termodinâmico 
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( ) ( ) 0químico potencialtricoestequiomé coef. =⋅∑ , (2.31) 

 

sendo que a  seria como o estado padrão da definição do potencial químico, o qual é 

função de ( )cln  em sistemas ideais [53]. Esta é uma formulação mais abstrata da 

condição de equilíbrio termodinâmico encontrada em outros trabalhos de cinética 

química formal [52]. 

 

Sistema de ação das massas quase-termodinâmico: existe a , +∈Va  tal que 

 

a) o sistema é quase-termostático com relação a a ; 

b) para todo +∈Vc , e se c  não é uma concentração de equilíbrio, 

 

( ) ( )( ) ( ) 0lnln <⋅− cfac , (2.32) 

 

A condição b) é uma medida de espontaneidade da reação, relacionada à 

condição 0<G∆  [53]. 

 

Estas características "termodinâmicas" do sistema químico são úteis para se 

obter as seguintes conclusões [53]: 

 

Lema: se um sistema de ação das massas é quase-termostático com relação a a , então 

cada simplex de reação contém precisamente uma concentração de equilíbrio *
c , em 

que ( ) 0cf =* . � 

 

Lema: se um sistema de ação das massas é quase-termodinâmico, então qualquer 

caminho de reação ( )tc  que se origina em uma concentração 0c  em 
+V  permanece no 

simplex de reação positivo que contém 0c . Além disso, 

 

( ) *lim cc =
∞→

t
t

, (2.33) 
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em que *
c  é a concentração de equilíbrio única,a qual está no simplex de reação 

positivo. � 

 

Ou seja, se o sistema é quase-termodinâmico, garante-se que o modelo dinâmico 

não levará à predição de mais de um ponto de equilíbrio e que o sistema químico 

convergirá para o ponto de equilíbrio único. Procurou-se, contudo, se havia alguma 

outra característica apresentada pelos sistemas químicos tal que ela implicasse serem 

estes quase-termodinâmicos. O próximo teorema trata desta questão [53]. 

 

Teorema: se um sistema de ação das massas tem os complexos balanceados (ou seja, 

( ) 0cg = ) em uma concentração a  no ortante positivo do espaço das espécies, então o 

sistema é quase-termodinâmico com respeito a a . Além disto, o sistema tem os 

complexos balanceados em todas as concentrações de equilíbrio e é, portanto, um 

sistema de ação das massas com os complexos balanceados. � 

 

A importância deste teorema reside no fato de que se um sistema cinético é 

quase-termodinâmico, certas propriedades de estabilidade global para a dinâmica 

química deste estão asseguradas. É possível, então, que se façam inferências sobre a 

dinâmica química, que não exibirá certos fenômenos exóticos como oscilações 

sustentadas ou biestabilidade [54]. 

 

A deficiência de um mecanismo 

 

O balanceamento dos complexos em uma rede de reações mostrou-se ser um 

atributo cuja conseqüência era ser o sistema em questão quase-termodinâmico, o que 

significa não possuir fenômenos dinâmicos "exóticos". Nota-se que a condição de 

balanceamento dos complexos é mais "fraca" que a do balanceamento detalhado. 

 

Assim, investigaram-se também as condições necessárias e suficientes para que 

os complexos de um mecanismo sejam balanceados. Para estes estudos foi necessária a 

elaboração de mais algumas definições. 

 

Sistema cinético: é uma coleção contendo os seguintes objetos [54]. 
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• um conjunto finito M que contém todas as espécies, com 1≥m  elementos; 

• um conjunto finito N que contém todas os complexos, com 2≥n  elementos; 

• o espaço das espécies mRV = ; 

• o espaço dos complexos nRW = ; 

• a matriz de complexos Y , sendo que VW →:Y ; 

• o conjunto não-vazio Γ , que é o domínio do sistema cinético (
+

⊂VΓ ); 

• a matriz de taxas R , de dimensões nn× , e com elementos ijr . 

 

Mecanismo: é o conjunto de pseudo-reações, para sistemas abertos e fechados [58]. 

 

Sistema (ou subsistema) cinético reversível: aquele em que todos os complexos são 

ligados através de reações reversíveis [54]. 

 

Sistema (ou subsistema) cinético fracamente reversível: aquele em que todos os 

complexos estão ligados por reações reversíveis ou irreversíveis, mas em que, se 

"partindo" de um complexo, sempre é possível "voltar-se" a ele através de reações entre 

os outros complexos. Todos os complexos ligados desta maneira formam as classes de 

ligação do sistema. Por exemplo, o sistema [60] 

 

A4 + A3           A5

A1 + A2            A3            2A4

 

(2.34) 

 

é reversível, enquanto o sistema 

 

2A1           A2

A2 + A3             A4

A5  

(2.35) 

 

é somente fracamente reversível. Nota-se que a reversibilidade implica reversibilidade 

fraca. 
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Classe de ligação em um mecanismo: um conjunto de complexos que têm a propriedade 

de todos os complexos do conjunto serem ligados entre si (diretamente ou 

indiretamente, sem considerar a direção das setas), e de nenhum destes complexos ser 

ligado a qualquer outro fora deste conjunto. [58] 

 

Para o mecanismo da Equação (2.35), o número de classes de ligação é 2=l . 

 

Deficiência de um mecanismo: a deficiência é definida por sln −−=δ , em que n  é o 

número de complexos, l  o número de classes de ligação e s  a dimensão do espaço 

estequiométrico S  ( s  mede o número de reações linearmente dependentes). A 

deficiência é uma quantidade não-negativa [54, 58] 

 

O mecanismo da Equação (2.35) possui 5=n  complexos 

( 543221 e,,,2 AAAAAA + ). Os vetores de reações elementares associados a este 

mecanismo são 
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4321 xxxx . (2.36) 

 

O conjunto de todas as combinações lineares destes vetores forma o espaço 

estequiométrico S  do mecanismo em questão. Vê-se, porém, que ( ) 432 xxx =+− , isto 

é, do conjunto de quatro vetores da Equação (2.36), há somente três linearmente 

independentes. Logo, o espaço estequiométrico, neste caso, possui dimensão 3=s . O 

mecanismo possui, então, deficiência 0325 =−−=δ . 

 

É possível mostrar-se que o fato de a deficiência de um mecanismo ser igual a 

zero leva a uma conseqüência importante: os complexos neste mecanismo são 

balanceados, e, portanto, ele é quase-termodinâmico [54]. 
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Teorema: um mecanismo tem seus complexos balanceados se e somente se as duas 

condições são satisfeitas: 

 

a) O mecanismo é fracamente reversível; 

b) A deficiência do mecanismo é zero, isto é, lns −= .� 

 

O mecanismo de Lotka, descrito por 

 

A1           2A1

A1 + A2           2A2

A2           0  

(2.37) 

 

Possui deficiência 1236 =−−=δ . Este mecanismo pode apresentar, para 

certos conjuntos de parâmetros, oscilações sustentadas em torno de um ponto de 

equilíbrio [59]. 

 

O teorema da deficiência zero 

 

O grande número de mecanismos com deficiência zero, e a constatação de que 

eles apresentam dinâmica "bem-comportada" levou à formulação de um teorema mais 

consistente sobre tais mecanismos [59]. 

 

O teorema da deficiência zero: considere um mecanismo para o qual o número de 

complexos é n , o número de classes de ligação é l  e o subespaço estequiométrico 

possui dimensão s . Suponha que 0=−− sln , ou seja, que o mecanismo possui 

deficiência zero. Então as seguintes afirmações são verdadeiras: 

 

a) Para cinética arbitrária (ação das massas ou outra), pode existir uma 

composição de equilíbrio em +V  (ou seja, com todas as concentrações positivas) 

somente se o mecanismo é fracamente reversível. 

 

b) Se o mecanismo é fracamente reversível, então, para cinética de ação das 

massas, com qualquer escolha (positiva) para as constantes de taxa: 
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• existe, em cada classe de compatibilidade estequiométrica de +V , 

exatamente uma composição de equilíbrio; 

• toda composição de equilíbrio em +V  é assintoticamente estável em relação 

à classe de compatibilidade estequiométrica em que ela reside; 

• as equações dinâmicas não podem dar origem a soluções periódicas 

sustentadas em +V  (com exceção da solução trivial ( ) constante=tc ). � 

 

A importância deste resultado levou o autor a afirmar que "Assim, para um sistema 

cinético fracamente reversível, a equação lns −=  serve de condição (...) para excluir 

ou não a possibilidade deste conjunto de equações dar origem a oscilações sustentadas e 

outros fenômenos interessantes. (...) esta condição parece ser satisfeita para a maioria 

dos conjuntos de reações químicas que aparecem nos textos-padrão de cinética 

química." [58] 

 

É interessante, ainda, investigar as condições para que haja ciclos na dinâmica do 

sistema químico [61]: 

 

Teorema: para um mecanismo de deficiência zero que não é fracamente reversível, 

nenhum tipo de cinética pode dar origem a um ponto de equilíbrio em +V  ou a um ciclo 

de composições em 
+

V  com um ponto em +V . � 

 

Assim, pode-se assegurar a dinâmica "bem-comportada" de um sistema químico 

de formas equivalentes: averiguando se ele é quase-termodinâmico, se possui os 

complexos balanceados ou se possui deficiência zero. Pode-se, ainda, garantir uma 

dinâmica não-exótica através de outro critério: o da coincidência entre o espaço 

estequiométrico S  e o subespaço cinético 'S , sendo que SS ⊂' . O subespaço cinético é 

o menor subespaço vetorial que contém a imagem da função de formação de espécies 

( )cf , ou seja, ( )( )fImspan'=S  [60]. 

 

O subespaço cinético, portanto, depende da cinética do sistema; se as expressões 

de taxa utilizadas para o sistema químico forem muito complicadas, encontrar 'S  

também é complicado. O espaço estequiométrico, por sua vez, depende somente do 
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mecanismo proposto e é simples determiná-lo. Se SS =' , é possível enxergar mais 

claramente qual é a imagem da função de formação de espécies ( )cf . Além disso, um 

sistema químico só pode ser quase-termodinâmico se SS ='  [60]. 

 

O critério da deficiência dos mecanismos mostrou-se bastante objetivo e simples 

para o propósito de conhecer algo sobre a dinâmica do sistema sem se resolverem seus 

balanços de massa. Porém, se a deficiência do mecanismo é diferente de zero, sua 

dinâmica pode ser exótica, mas não necessariamente o será. O teorema da deficiência 

um enumera algumas condições para que um mecanismo de deficiência igual a um 

possua um único estado estacionário (ou equilíbrio, para os sistemas fechados) [62]. 

 

2.2.4 – Teoria de grafos [55, 56, 57] 

 

Os grafos são entidades matemáticas muito utilizadas em problemas discretos, 

em que se estudam os problemas que envolvem arranjos entre certos objetos e as 

possíveis relações entre estes objetos [65]. Os autores que realizaram estudos sobre a 

estrutura de sistemas reacionais procuraram evidenciar, em suas análises, os "objetos" e 

as "relações" existentes nestes sistemas. Os grafos surgiram, então, como alternativa 

para a representação pictográfica destes objetos e relações. 

 

Em um grafo, cada vértice representa um objeto do sistema a ser considerado, e 

uma aresta representa uma relação entre dois objetos. Baseando-se nisto, pode-se 

representar uma molécula como um grafo, admitindo-se que os átomos são seus vértices 

e as ligações químicas, suas arestas [65]. Pode-se representar também um complexo (no 

sentido proposto por Horn [53]) como um grafo em que os vértices são as espécies e as 

arestas ligam espécies que formam um complexo. 

 

A teoria de grafos foi utilizada por alguns para a melhor compreensão de alguns 

mecanismos químicos mais complexos que envolvem um certo número de 

intermediários [66, 67]. Neste caso, os vértices do grafo são os intermediários das etapas 

do mecanismo, as quais são representadas pelas arestas. Com este uso dos grafos, foi 

possível propor um método para se escreverem as equações de taxa do mecanismo; 
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além disso, com base na forma dos grafos resultantes, foi proposta uma classificação 

determinados mecanismos químicos como catalíticos, não-catalíticos e mistos. 

 

Os grafos também foram utilizados com êxito para a representação dos 

complexos pequenos [55, 56, 57], que são aqueles que podem ser representados como a 

soma de duas espécies (não necessariamente distintas). Ou seja, um complexo pequeno 

só pode ser representado na forma ji AA +  ou iA2 . Para os complexos pequenos, a 

representação de um sistema reacional em forma de grafo pode ser feita da seguinte 

forma: cada vértice representa uma espécie. As espécies que formam o complexo 

pequeno estão ligadas por arestas [56]. Se o complexo for da forma iA2 , ele é 

representado como um vértice com uma aresta que sai e chega neste mesmo vértice. A 

Figura (2.4) mostra um mecanismo de reação constituído somente por complexos 

pequenos e o grafo que o representa (o grafo dos complexos do mecanismo). 

 

A1 2A1

A1 + A2 A2A3
 1

2

0

3

1

2

0

3

 

 

Figura (2.4) – Um sistema reacional e sua representação por um grafo [56, 57]. 

 

O "vértice zero" é a raiz do grafo da Figura (2.4). O complexo pequeno formado 

pelos vértices 0 e 2 e a aresta que os liga é simplesmente 2A . Se o "complexo zero" faz 

parte de algum mecanismo, ele pode ser representado em seu grafo como uma aresta 

que sai do vértice zero e chega a ele mesmo. 

 

O objetivo de se representar desta forma era investigar a possibilidade de se 

deduzir propriedades dinâmicas deste sistema químico ao se olhar somente o tipo de 

grafo gerado. Um haltere, representado na Figura (2.5), é um tipo de grafo que pode ser 

gerado pela representação de um sistema com complexos pequenos [56]. 

 

Um haltere ímpar é aquele que contém ciclos com um número ímpar de vértices. 

No caso da Figura (2.5), os ciclos do haltere possuem três vértices. Um sistema químico 
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cujo mecanismo é representado por um haltere ímpar apresenta peculiaridades em sua 

dinâmica, conforme o teorema e o corolário a seguir. 

 

 

 

Figura (2.5) – O haltere, um tipo de grafo. 

 

Teorema 1: se o grafo dos complexos de um sistema de ação das massas com 

complexos pequenos não contém um ciclo par ou um haltere ímpar, então as seguintes 

propriedades se verificam para este sistema: 

 

a) reversibilidade fraca implica comportamento quase-termodinâmico. 

b) a violação da reversibilidade fraca implica a não-existência de estados 

estacionários em que todas as concentrações são positivas, e violação do 

comportamento quase-termodinâmico. � 

 

Corolário: o grafo dos complexos de um sistema de ação das massas fracamente 

reversível contém um ciclo par ou um "haltere" ímpar se o seu comportamento mostra 

um ponto de equilíbrio instável, mais de um ponto de equilíbrio no mesmo simplex de 

reação ou soluções periódicas para as quais as concentrações são positivas. � 

 

É possível mostrar-se, ainda, que o grafo de um mecanismo que não contenha 

um haltere ímpar ou um ciclo par possui deficiência zero [56]. O menor haltere ímpar 

possível está representado na Figura (2.6). 

 

 

 

Figura (2.6) – O menor haltere ímpar possível. 

 

O mecanismo representado pela Figura (2.6) possui duas espécies (representadas 

pelos nós) e 3=n  complexos pequenos: 21 AA + , 12A  ou 22A . Necessariamente, só 

existe uma classe de ligação em tal sistema (constituído somente por complexos 
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pequenos), uma vez que uma reação deve envolver dois complexos (o que sobra deve 

estar relacionado a um dos outros da primeira reação). Desta forma, 1=l . O mecanismo 

mais geral que pode ser representado pelo grafo da Figura (2.6) é [57] 
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o qual pode, por exemplo, representar um sistema em que há isomerização. Neste caso, 

os vetores dos complexos são 
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Somente dois destes vetores são linearmente independentes. Os vetores de 

reações elementares serão 
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Estes três vetores são linearmente dependentes. O espaço estequiométrico, 

varrido por 1x , 2x  e 3x , tem dimensão 1=s . Desta forma, a deficiência deste 

mecanismo é 1=−−= slnδ , o que poderia significar oscilações ou múltiplos pontos 

de equilíbrio. Os balanços de massa para o sistema representado por (2.38) são, se as 

constantes cinéticas forem definidas em relação a 1 mol de 1A , 

 

( ) ( ) ( ) 2
22313213212

2
13121

1 22 AkkAAkkAkk
dt

dA
++−++−= ; 

dt

dA

dt

dA 12 −= , 

(2.41) 

 

em que 1A  e 2A  representam as concentrações das respectivas espécies. Da Equação 

(2.41), é possível mostrar que são preditas duas concentrações de equilíbrio ao se 

igualarem as derivadas a zero na Equação (2.41), mas que uma destas é positiva e a 

outra é negativa. Assim, as equações da cinética predizem somente um ponto de 

equilíbrio no simplex de reação, apesar de o mecanismo em questão possuir deficiência 

igual a 1. 

 

2.3 - A análise matemática de modelos de cinética de reações 

 

A análise de estruturas mais específicas de sistemas químicos baseia-se também 

na análise das equações que regem a dinâmica e o equilíbrio do sistema. Neste caso, as 

equações a serem analisadas possuem caráter menos genérico e com propriedades 

matemáticas mais definidas do que aquelas examinadas nos trabalhos mencionados na 

seção anterior; assim, podem-se obter conclusões mais profundas sobre o sistema em 

questão, ainda que se perca em generalidade. 

 

Uma vez que as equações que descrevem o sistema químico são apresentadas 

com maior precisão neste caso, a análise destas pode ser feitas ao se utilizarem 

resultados de diferentes áreas da matemática, como a Álgebra Linear, a Teoria de 

Equações Diferenciais ou a Análise Combinatória [20]. 
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2.3.1 – A estrutura e a análise de sistemas reacionais complexos [50] 

 

Os conceitos de Álgebra Linear mostraram-se adequados para a análise da 

estrutura de muitas classes de sistemas químicos, dentre as quais encontram-se as dos 

sistemas monomoleculares e pseudo-monomoleculares. Nos sistemas monomoleculares, 

há apenas expressões de taxa de primeira ordem, enquanto nos sistemas pseudo-

monomoleculares as expressões de taxa são de pseudo-primeira ordem.  

 

As equações de balanço em sistemas monomoleculares irreversíveis também 

formam sistemas lineares. Sistemas contendo reações irreversíveis são uma idealização, 

mas podem ser boas aproximações da realidade se as reações envolvidas apresentam 

uma grande variação na energia livre. Em teoria, sistemas com reações irreversíveis 

podem apresentar infinitos pontos de equilíbrio, a depender da concentração inicial. 

Mas, na realidade, após um tempo suficientemente longo, todos os experimentos devem 

apresentar um único ponto de equilíbrio. 

 

Os balanços de massa para as espécies destas classes de sistemas são equações 

lineares, ou seja, 

 

Kα
α

=
dt

d
, (2.42) 

 

se os sistemas são fechados e suas propriedades não variam com o espaço. A seguir, 

exemplifica-se a aplicação de conceitos de Álgebra Linear às equações lineares próprias 

de sistemas monomoleculares reversíveis. 

 

Sistemas monomoleculares reversíveis 

 

Um sistema monomolecular reversível é aquele em que a interação entre as 

espécies acontece somente através de reações reversíveis de primeira ordem, e as 

equações de balanço de massa do sistema são equações diferenciais ordinárias lineares. 

O "sistema triangular" da Equação (2.43), por exemplo, é monomolecular e reversível. 
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(2.43) 

 

Os balanços de massa para este sistema são, se todas as reações são de primeira 

ordem e se o "sistema triangular" é fechado, 
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O sistema de EDOs da Equação (2.44) pode sofrer uma transformação 

matemática que facilite a análise de sua dinâmica e a estimação dos valores das 

constantes de taxa ijk  a partir de dados experimentais. No sistema de equações 

transformado, as EDOs são desacopladas. As EDOs do "sistema triangular" ficam 
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ou seja, o sistema de equações foi diagonalizado. O sistema de EDOs da Equação (2.45) 

descreve um sistema químico hipotético, o "sistema característico", cujas concentrações 

ib  podem ser interpretadas como representações das concentrações ia  em um sistema 

de coordenadas diferente. 

 

O sistema de EDOs da Equação (2.45) é escrito em termos de uma matriz 

singular, o que se deve à existência de uma reação dependente das outras duas. Portanto, 

um dos valores característicos é nulo no sistema característico representado pela 

Equação (2.45), associado à concentração 0b , que não muda com o tempo. Desta 

maneira, 0b  é a concentração de uma espécie que representa a massa total do "sistema 

característico". 
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Para um sistema reacional qualquer, a diagonalização, portanto, transforma o 

sistema químico "real" em um sistema "característico" conforme a equação 

 

Λβ
β

Kα
α

=⇔=
dt

d

dt

d
, (2.46) 

 

em que Λ  é a matriz diagonal que contém os valores característicos da matriz K . 

Assim, a possibilidade de diagonalização é equivalente à existência de uma matriz P  

tal que ΛKPP =−1 . Pode-se, ainda, realizar uma transformação adicional tal que o 

sistema característico obedeça a um sistema de coordenadas ortogonal. 

 

Esta diagonalização permite que algumas características interessantes da 

dinâmica do sistema sejam percebidas com mais clareza. Por exemplo, em determinadas 

circunstâncias, o caminho de reação (a curva que o ponto de composição traça enquanto 

tende ao ponto de equilíbrio) pode ser uma reta. O caminho de reação está no simplex 

de reação do sistema característico, que é a superfície que contém todas as composições 

possíveis para este sistema. 

 

Pode-se mostrar que os caminhos de reação retos são aqueles que estão nas 

direções características do sistema. No equilíbrio, tem-se que 

 

**
*

0 α0Kα
α

⋅===
dt

d
. (2.47) 

 

Assim, a composição de equilíbrio *
α  é um vetor característico da matriz K , o 

qual está associado ao valor característico 0=λ . Há ainda os outros vetores 

característicos, que determinarão as direções características do sistema. Cada uma das 

concentrações jα  que venha a ser um vetor em uma das direções características do 

sistema obedece a 
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Ou seja, a variação temporal dos elementos do vetor jα  é proporcional ao 

próprio jα . Ao se reescrever a Equação (2.48) como 
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lim , (2.49) 

 

vê-se que o vetor ( )ttj ∆+α  será um múltiplo de ( )tjα . Isto significa que, no simplex 

de reação, a composição ( )tjα  seguirá por uma linha reta, se o vetor ( )tjα  estiver sobre 

uma das direções características. 

 

Determinação experimental das constantes de taxa 

 

O fato de se conhecerem os caminhos de reação retos não é mera sutileza sobre o 

comportamento do sistema, mas pode ser aplicado à estimação das constantes de taxa a 

partir de dados experimentais. É mais adequado determiná-las através da determinação 

dos valores e vetores característicos do sistema do que através da solução geral do 

sistema original da Equação (2.44). Os vetores característicos podem ser obtidos 

experimentalmente através de algumas tentativas, até que o caminho de reação 

verificado para uma certa condição seja uma reta. Os dados da variação da composição 

com o tempo também serão utilizados para a determinação dos valores característicos. 

Com os valores e vetores característicos, o sistema está completamente descrito, e 

através de um método que realize a transformação inversa, pode-se encontrar a matriz 

de constantes de taxa K . 

 

2.3.2 – A análise das regiões de composição atingíveis em reatores químicos 

 

Um tipo ainda mais aplicado do estudo da estrutura de um determinado sistema 

reacional é a análise das regiões de composição atingíveis deste sistema. Esta análise 

mais aplicada de modelos de reações químicas é adequada para propósitos de 

otimização, como, por exemplo, a escolha do melhor reator ou das melhores condições 

de operação para a reação de interesse [68]. 

 

Seja o sistema reacional 
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A + B            X1 + C

A + B            X2 + C . 
(2.50) 

 

Suponha-se que é necessário maximizar uma função ( )21 , xxM , em que 1x  é a 

conversão de A  na primeira reação e 2x  a conversão de A  na segunda. Em um sistema 

reacional como este, pode-se construir, em um gráfico 1x  versus 2x , uma região com 

todos os pontos correspondentes a reatores realizáveis. Esta é a região atingível, que 

pode ser assinalada através da realização de simulações do comportamento dinâmico do 

sistema químico em vários tipos de reatores e em várias condições de concentrações 

iniciais, temperaturas e políticas de alimentação diferentes [68]. 

 

Estas condições para as simulações podem ser escolhidas aleatoriamente, mas 

procedimentos mais sistemáticos para sua escolha são, em geral, mais eficientes. A 

região atingível pode também ser determinada ao se delimitarem suas bordas, as quais 

representam casos limites das condições do processo e, por isto, dependentes de menor 

número de parâmetros. [68] 

 

Esta técnica pode ser aplicada a problemas de otimização em reatores de 

polimerização, em que se pode buscar, por exemplo, uma região atingível para a massa 

molar média, função dos valores atingíveis de dois momentos da distribuição de 

tamanho de cadeia do polímero produzido: 0λ  e 1λ . Pode-se buscar também uma região 

atingível para a polidispersão, obtida ao se considerarem as variáveis 0λ , 1λ  e 2λ .Os 

momentos, por sua vez, dependem de variáveis como as conversões, a concentração 

residual de iniciador e os tempos de residência nos reatores [69]. 

 

A obtenção da região atingível é uma técnica geométrica. Por exemplo: a 

mistura de duas correntes que contêm polímeros diferentes pode ser representada por 

uma linha reta ligando as composições misturadas. É gerada ao se usarem os perfis dos 

reatores e estas linhas de mistura até que a maior região convexa possível seja atingida 

(se a região não for convexa, não será a maior região atingível possível, pois uma 

operação de mistura entre correntes poderá aumentar esta região) [69]. 
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2.4 - Comentários sobre as estruturas dos sistemas químicos 

 

2.4.1 – Compatibilidade entre a cinética e a termodinâmica 

 

Uma das discussões em torno do uso de expressões de taxa como a da ação das 

massas na Cinética Química diz respeito à sua compatibilidade com a Termodinâmica. 

É possível, por exemplo, calcular os pontos de equilíbrio do sistema através das 

equações dinâmicas de balanço de massa; porém, alguns dos pontos de equilíbrio 

encontrados podem não existir ou ser instáveis. 

 

A Termodinâmica de Processos Irreversíveis surgiu para o tratamento de 

sistemas que envolvem taxas de reação, desde que estes são estejam "muito longe" do 

equilíbrio. Esta teoria é baseada no princípio termodinâmico de que, em todo processo 

irreversível (isto é, em todo processo acontecendo a uma taxa finita) é criada entropia. 

Então, um dos conceitos centrais da teoria é a taxa de produção de entropia [51, 70], ou 

 

dt

dS
=σ . (2.51) 

 

Este princípio é usado conjuntamente com o fato de que a entropia de um 

sistema isolado atinge o máximo no equilíbrio. Supõe-se, ainda, que sistemas 

ligeiramente deslocados do equilíbrio podem ser estatisticamente descritos quase da 

mesma forma que os sistemas em equilíbrio [70]. Um aspecto interessante desta teoria é 

que se exige a existência de certas relações entre as constantes de taxa em sistemas com 

reações acopladas, que não estejam "muito longe" do equilíbrio [70]. 

 

Um outro princípio utilizado no estudo de reações químicas em sistemas 

fechados é o princípio da reversibilidade microscópica. Este determina que, em um 

sistema em equilíbrio, qualquer processo molecular ocorre à mesma taxa (na média) que 

o processo inverso a ele [17, 70]. Este princípio foi formulado com base em conceitos 

de mecânica estatística [17], e tem como conseqüência o princípio do balanceamento 

detalhado: no equilíbrio, a taxa de conversão de um estado I a um estado II deve 

igualar-se exatamente a taxa de conversão do estado II para o estado I [17, 71, 72]. 
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Considere-se o "sistema triangular" da Equação (2.43) [50, 51, 73] e seus 

balanços de massa, na Equação (2.44). Este sistema é composto por duas reações 

reversíveis linearmente independentes e uma reação dependente. As concentrações de 

equilíbrio podem ser calculadas através dos balanços de massa, fazendo-se 0=dtda i . 

Desta forma, calculam-se as concentrações de equilíbrio com base somente em 

considerações cinéticas, e não em considerações termodinâmicas.  
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O sistema da Equação (2.52) é linear e, assim como no caso das reações 

químicas, somente duas de suas equações são linearmente independentes. Assim, não é 

possível encontrar eqa ,1 , eqa ,2  e eqa ,3  somente através da resolução do sistema da 

Equação (2.52), mas é possível encontrar as relações entre as concentrações de 

equilíbrio, que são 
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(2.53) 

 

O princípio do balanceamento detalhado exige que, em cada uma das reações, a 

taxa de formação de uma espécie seja igual à sua taxa de consumo, ou seja, que cada 

uma das três reações está individualmente em equilíbrio. Ao se igualarem estas taxas, 

surgem as seguintes relações entre as concentrações de equilíbrio: 
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Nota-se que as relações previstas pela Equação (2.54) são diferentes daquelas 

previstas pela Equação (2.53). Mas, ao se combinarem as relações da Equação (2.54) 

entre si, obtém-se 

 

233112321321 kkkkkk =  (2.55) 

 

ou seja, segundo o princípio do balanceamento detalhado, existe uma restrição para os 

valores das constantes cinéticas neste sistema fechado. Considerada a restrição da 

Equação (2.55), as três relações "cinéticas" obtidas na Equação (2.53) reduzem-se às 

relações da Equação (2.54). Então, admitir o princípio do balanceamento detalhado 

torna as relações da Equação (2.53), que foram preditas por considerações "cinéticas", 

compatíveis com os conceitos termodinâmicos de equilíbrio, para sistemas fechados. 

 

O "sistema triangular" é um dos exemplos de sistemas fechados que 

exemplificavam o "paradoxo de Wegscheider". Wegscheider mostrou, em 1902, que a 

condição de a taxa tender a zero nas equações de balanço não coincide necessariamente 

com a condição de equilíbrio termodinâmico, quando há muitas reações elementares 

linearmente independentes (mesmo que suas expressões de taxa sejam de ação das 

massas) [51, 53]. Ele afirmou que só haveria concordância entre estas condições se as 

constantes de taxa obedecessem a certas relações, como a da Equação (2.55). Somente 

em 1925, Lewis relacionou a necessidade da existência destas relações ao princípio do 

balanceamento detalhado [51]. 
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De fato, as equações da dinâmica química podem originar outras incoerências 

termodinâmicas [48]. Por isto, em alguns trabalhos que propuseram estruturas para a 

análise de sistemas reacionais, buscaram-se as características necessárias para que as 

expressões de taxa mais comuns fossem consistentes com exigências termodinâmicas 

[20, 48, 52, 53, 54, 55, 58, 59, 60, 61, 62]. 

 

2.4.2 – Existência de oscilações e dinâmica exótica 

 

As oscilações das concentrações das espécies ocorrem em muitos sistemas 

químicos. Podem acontecer, ainda que raramente, em sistemas químicos fechados, 

isotérmicos e homogêneos, como o sistema de Bray-Liebhafsky, mas são comuns em 

sistemas químicos fechados, isotérmicos e heterogêneos, nos quais pode haver 

acoplamento das reações a fenômenos de difusão e adsorção [51, 73]. Reações químicas 

que não apresentam oscilações em sistemas fechados e isotérmicos podem apresentá-las 

em reatores químicos abertos, a depender das vazões de alimentação e retirada das 

espécies, da concentração dos reagentes e da temperatura [20, 73]. Comportamentos 

oscilatórios são abundantes, contudo, em sistemas bioquímicos existentes nos seres 

vivos [73]. 

 

Entre as reações oscilatórias que ocorrem em sistemas fechados, isotérmicos e 

homogêneos, podem ser citadas as reações de Bray-Liebhafsky e a de Belousov-

Zhabotinsky. As reações globais do sistema de Bray-Liebhafsky são 

 

2IO3
-

5H2O2 2H
+

I2 5O2 6H2O+ + + +

I2 + 5H2O2 2IO3
-
 + 2H

+
 + 4H2O  

(2.56) 

 

Verificou-se que, durante a reação, a cor marrom característica do iodo e as 

bolhas de oxigênio eram intermitentes, e o período com que estas apareciam e 

desapareciam podia ser de cerca de dez dias [50, 73]. A oscilação das concentrações 

também foi verificada através de espectrometria de massas [74]. A existência de 

oscilações neste sistema reacional supostamente homogêneo foi um assunto polêmico 

entre os que a estudavam; seu mecanismo não era bem conhecido até a década de 70, e 

muitos acreditavam que a reação não era verdadeiramente homogênea, em virtude das 
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bolhas formadas no meio e da possível existência de impurezas sólidas [51, 75]. 

Atualmente, considera-se esta reação como um "oscilador químico" genuíno [73, 75, 

76]. 

 

A reação de Belousov-Zhabotinsky é um outro exemplo de reação oscilatória 

homogênea. Na reação em uma solução de bromato, ácido cítrico e íons cérico Ce4+, 

 

2BrO3
-
 + 3CH2(COOH)2 + 2H

+
2BrCH(COOH)2 + 3CO2 + 4H2O

Ce
3+

Br-  
(2.57) 

 

Belousov esperava ver a conversão monotônica de Ce4+ (amarelo) em Ce3+ 

(incolor), mas a solução oscilava entre o amarelo e o incolor repetidamente [73, 77]. 

 

Assim, muitos propuseram mecanismos químicos e modelos matemáticos 

verossímeis para estas reações com base nas observações experimentais dos sistemas. A 

observação experimental de sistemas químicos fechados sabidamente descritos pelo 

"sistema triangular", por exemplo, não indicava que houvesse oscilações das 

concentrações nestes sistemas, apesar de os balanços de massa da Equação (2.44) não 

proibirem oscilações, quando tomados isoladamente (sem a restrição da Equação (2.55). 

 

É necessário, todavia, averiguar se as oscilações previstas pelas equações de taxa 

são termodinamicamente coerentes. Para o "sistema triangular" da Equação (2.43), 

sabe-se que, se os valores característicos da matriz das constantes de taxa da Equação 

(2.44) forem números complexos, a reação tende ao equilíbrio com oscilações. Os 

valores característicos são dados pelas equações 

 

01 =λ ; 

( )
( ) 0132113322312131223313231123123213221

323123211312
2

=+++++++++

+++++++

kkkkkkkkkkkkkkkkkk

kkkkkk λλ
 

(2.58) 

 

Pela regra dos sinais de Descartes, percebe-se que as raízes da equação em λ  

são negativas. Para que elas sejam complexas, é necessário que 
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( )
( ) 04 132113322312131223313231123123213221

2
323123211312

<++++++++

−+++++

kkkkkkkkkkkkkkkkkk

kkkkkk
 (2.59) 

 

A expressão no lado esquerdo da Equação (2.59) pode ser negativa para alguns 

valores arbitrários das constantes cinéticas. Mas, se a restrição da Equação (2.55) for 

obedecida, o mínimo desta expressão é sempre um número positivo [51]. É possível 

mostrar-se que, para sistemas fechados de primeira ordem, os valores característicos são 

sempre reais e não há oscilações, se o princípio do balanceamento detalhado é imposto 

[20, 50, 51]. 

 

Conseqüentemente, tanto os pontos de equilíbrio quanto as oscilações (e outros 

fenômenos da dinâmica) determinados pelas equações de balanço devem ter também 

fundamento termodinâmico, quando se trata de sistemas fechados. Quando uma reação 

química oscila, nunca passa pelo seu ponto de equilíbrio; ao contrário, a oscilação 

química é um fenômeno que ocorre longe do equilíbrio. A Figura (2.7) mostra 

oscilações imagináveis para as concentrações e energias livres das espécies em um 

sistema químico fechado [73]. 

 

Entretanto, em um sistema fechado com várias espécies, a concentração de uma 

destas pode oscilar passando pelo seu ponto de equilíbrio, conforme a hipótese (a) da 

Figura (2.7), desde que a energia livre decresça e que nem todas as concentrações 

oscilem em torno de seus pontos de equilíbrio [73]. 

 

Salienta-se que, em sistemas abertos, o princípio de balanceamento detalhado 

não impõe restrições quanto à existência de oscilações e à quantidade e estabilidade de 

"pontos de equilíbrio" (ou, mais adequadamente, estados estacionários) preditos pelos 

balanços de massa, pois é possível manipular as vazões de alimentação e retirada das 

espécies ou a temperatura de modo que estas excentricidades ocorram [59]. Por isto, 

alguns analisaram a diversidade de comportamentos da cinética das reações, admitindo 

que as constantes de taxa possam assumir qualquer valor, de forma que estas análises 

ilustrassem também comportamentos plausíveis para sistemas abertos. Outrossim, isto 

permite que sejam estudados mecanismos mais abstratos, que não representam 

necessariamente reações químicas reais, como o de Lotka-Volterra [59]. 
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Figura (2.7) – Oscilações imagináveis para sistemas químicos fechados. (a) Oscilação em torno do 

equilíbrio (não consistente com a segunda lei da Termodinâmica, pois a energia livre deve decrescer 

monotonicamente até o valor de equilíbrio); (b) oscilações que caminham até o equilíbrio (consistentes 

com a segunda lei) [73]. 

 

Um dos objetivos dos trabalhos que propuseram estruturas para a cinética de 

reações foi averiguar as condições para que os sistemas químicos não apresentassem 

oscilações. Mostrou-se, por exemplo, que mecanismos com deficiência igual a zero não 

apresentam oscilações, sendo eles abertos ou fechados [54, 58, 59]. Entretanto, em 

mecanismos descritos por equações de taxa de pseudo-primeira ordem, as quantidades 

de espécies podem apresentar oscilações [51], conforme ilustrado pelo exemplo de 

copolimerização do Capítulo 3. 

 

Mecanismos mais complexos e afastados da idealidade, como os de reações de 

polimerização, apresentam grande variedade de comportamentos dinâmicos em sistemas 

abertos. Reações de polimerização podem exibir oscilações porque a dependência que a 
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viscosidade do meio apresenta com a temperatura está acoplada à dependência que as 

constantes de taxa têm com a viscosidade [73]. Há, ainda, muitos outros efeitos que 

influenciam o comportamento dos reatores de polimerização, em escala de laboratório e 

industrial; através da análise de bifurcação de alguns sistemas, foram encontrados 

fenômenos como multiplicidade de estados estacionários, oscilações sustentadas e caos 

[78, 79, 80]. 

 

Alguns mecanismos simplificados ilustram tipos mais complexos de dinâmica, 

caracterizados pela existência de oscilações sustentadas; entre eles, há o mecanismo de 

Lotka-Volterra, o "Brusselator" e o "Oregonator" (o qual é uma representação 

simplificada da reação de Belousov-Zhabotinsky) [59, 73, 81]. 

 

O sistema de Lotka-Volterra não representa nenhum sistema químico real, mas 

se propõe a representar um sistema ecológico em que se consideram as populações de 

grama, coelhos e linces [59, 73]. O mecanismo é dado por 

 

A + X           2X

X + Y           2Y

Y           P

kx

kz

ky

 

(2.60) 

 

em que A  representa a quantidade de grama, X  a de coelhos, Y  a de linces e P  a 

matéria orgânica resultante da morte dos linces. Todavia, o mecanismo pode ser 

interpretado como uma reação abstrata, em que coelhos e linces se reproduzem 

autocataliticamente, e em que as reações são irreversíveis, pois coelhos não viram 

grama e os animais não ressuscitam. O modelo matemático para o sistema de Lotka-

Volterra é 

 

xykaxk
dt

dx
yx −= ; 

ykxyk
dt

dy
dy −= , 

(2.61) 
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em que a  é a quantidade de grama, x  a de coelhos e y  a de linces. A quantidade de 

grama a  é considerada constante, pois é muito maior que a dos animais. Na Figura (2.8) 

mostra-se, no plano de fase xy , a solução do sistema da Equação (2.61). 

 

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
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x
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Figura (2.8) – Resolução das EDOs características do sistema de Lotka-Volterra, para 0.1=xk , 9.0=yk , 

5.2=dk , 5.0=a , ( ) 0.50 =x  e ( ) 3.00 =y . 

 

Assim, foram apresentados, neste capítulo, vários enfoques diferentes para a 

análise de modelos para a cinética química e para a criação de metodologias e estruturas 

gerais para esta análise. Finalmente, nota-se a relevância de tais ações ao se observar a 

quantidade de resultados úteis que foi gerada para o estudo dos sistemas químicos. 

 

Portanto, a partir do exame dos trabalhos apresentados neste capítulo, 

depreende-se que é possível fazer inferências sobre o comportamento de sistemas 

reacionais através da análise das equações de seus modelos matemáticos. Para esta 

análise, não é necessário que estas equações sejam resolvidas, o que pode ser útil nos 

casos em que a resolução das equações do modelo é trabalhosa.  

 

Como os modelos de reações de polimerização possuem muitas equações, cuja 

resolução não é geralmente trivial, a análise destes modelos pode ser importante para o 

estudo do comportamento destas reações. Há algumas questões relativas às reações de 

polimerização que são potencialmente analisáveis através deste enfoque, como: 
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• a possibilidade de existência de oscilações das quantidades de polímeros com o 

tempo; 

• a possibilidade de existência de periodicidades na distribuição de tamanhos de 

cadeia; 

• a averiguação de existência e unicidade de soluções para os balanços de massa 

transientes; 

• a averiguação de fatos que fazem a DTC prevista pelo modelo possuir sentido 

físico. A DTC deve, por exemplo, tender a zero conforme o tamanho de cadeia 

tende a infinito; 

• a procura de cotas superiores para a distribuição de tamanhos de cadeia; 

• a procura de cotas superiores e inferiores para as massas molares médias; 

• o estudo de algumas particularidades do método dos momentos, em especial 

quando não há fechamento das equações. 

 

Neste trabalho, algumas destas questões são abordadas, para classes específicas de 

modelos de polimerização. Certamente existem muitas outras questões sobre os 

modelos de polimerização que podem ser clareadas através da análise. 
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CAPÍTULO 3 – ANÁLISE PRELIMINAR DE MODELOS LINEARES DE 

POLIMERIZAÇÃO 

 

O Capítulo 2 tratou de alguns exemplos de análise e elaboração de estruturas 

para sistemas químicos, e nele apresentaram-se algumas das importantes conclusões 

obtidas em tais estudos. Neste capítulo, será apresentada a análise de mecanismos de 

polimerização lineares, baseada em um mecanismo que é capaz de representar várias 

reações de polimerização. O objetivo desta análise é, primeiramente, escrever as 

propriedades mais básicas das equações de balanços de massa, como a existência e 

unicidade de suas soluções. Verifica-se, ainda, a influência das políticas de alimentação 

de espécies ativas sobre as composições finais obtidas em reatores de polimerização. 

Finalmente, apresentam-se análises de dois modelos de polimerização específicos, para 

ilustrar-se a utilidade deste tipo de trabalho para a melhor compreensão de tais sistemas 

reacionais. 

 

3.1 – A interpretação de polimerizações lineares através de um mecanismo linear 

genérico [82] 

 

Os mecanismos de polimerização também podem ser distribuídos em classes, 

apesar de sua complexidade e variabilidade. O mecanismo genérico 
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(3.1) 

 

é capaz de representar vários problemas de polimerização linear, como 

homopolimerizações e copolimerizações por radicais livres, polimerizações por inserção 

múltipla e análise das distribuições de políadas ("n-ads"). Este mecanismo permite a 

representação de polimerizações em que há cadeias de mesmo tamanho, mas com 

características diferentes (porque possuem, por exemplo, configurações espaciais 
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diferentes ou composição global diferente). Assim, na Equação (3.1), k
iP  é uma cadeia 

viva do tipo k e tamanho i, que reage com jX , que é um reagente  de baixo peso 

molecular do tipo j. O reagente jX  pode ser o monômero, ou uma impureza que 

interrompe o crescimento da cadeia polimérica. 

 

Admite-se que o sistema segue uma cinética de “ação das massas”, em que 

lk
jKp , , lk

jKt , , lk
jKi ,  e k

jKd  são as constantes cinéticas das reações de propagação, 

transformação, interrupção e desativação, em que uma cadeia de tipo k e tamanho i 

reage com um reagente de tipo j, levando à formação de uma cadeia de tamanho l.  

 

O vetor D  contém as espécies químicas produzidas ou propriedades do 

polímero, isto é, ele representa as espécies que são formadas na reação com exceção do 

polímero vivo. Este vetor pode conter, por exemplo, os diferentes tipos de cadeias de 

polímero morto. Os elementos dos vetores k
ji,pνννν , k

ji,tνννν , k

ji,νινινινι  k
ji,dνννν  são os coeficientes 

estequiométricos relacionados à formação dos elementos de D . O produto ( ) Dp   
T

,
k

jiνννν  

na Equação (3.1) representa os termos da reação química que denotam as espécies 

formadas, multiplicadas por seus respectivos coeficientes estequiométricos. 

 

No caso deste mecanismo, os balanços de massa para as espécies poliméricas 

vivas k

iP  são 
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em que lk

jKp , , lk

jKt , , lk

jKi ,  e k

jKd  são as constantes cinéticas de propagação, 

terminação, interrupção e desativação, como na Equação (3.1). Em notação matricial, os 

balanços ficam 

 

( )   
dt

d
iii

i
1     −+=−+ PKpfPKtA

P
, (3.3) 

 

em que o vetor iP  é formado pelas massas das espécies k

iP , também representadas por 

este último símbolo: 

 

( )NS

iPP ...  1
i=T

iP . (3.4) 

 

As condições iniciais para as EDOs da Equação (3.3) são 

 

( ) k
i

k
i PoP =0 , ou 

( ) ii PoP =0 . 
(3.5) 

 

Admite-se também que as vazões de alimentação das espécies k

iP  são 

conhecidas; elas são denotadas por k

if , e constituem o vetor if : 

 

( )NS

iff ...  1
i=T

if . (3.6) 

 

Nas Equações (3.4) e (3.6), NS  é o número de tipos diferentes de uma cadeia de 

tamanho i. Os elementos das matrizes A , Kt  e Kp , apresentadas nas Equações (3.7)-

(3.9), são funções das constantes cinéticas e das concentrações dos reagentes jX . Os 

elementos da matriz de propagação Kp  são dados por 
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Os elementos da matriz de transformação Kt  são 



89 

 

[ ] ( )∑
=

==
NC

j

j

mn

jmnmn XKtKtKt
1

,           ,   Kt , (3.8) 

 

E os da matriz de consumo A  são 
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Nas Equações (3.7), (3.8) e (3.9), NC  é o número de espécies de baixo peso 

molecular jX . 

 

Alguns sistemas de polimerização podem ser representados pelo mecanismo 

genérico usando-se artifícios como as condições de deslocamento. Considere-se o 

mecanismo 
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o qual inclui uma etapa de despolimerização. Neste caso, M  é o monômero. Para que 

se possa escrevê-lo na forma da Equação (3.1), pode-se interpretar a cadeia 1+iP  como o 

segundo elemento do vetor iP , o que é a condição de deslocamento. Então, neste caso, 

 

[ ] 1
221 , +== iiii

T

i PPPPP . (3.11) 

 

3.1.1 – A representação matricial de modelos lineares de polimerização: estado 

estacionário[82] 

 

Para este mecanismo genérico, os balanços de massa estacionários para as 

espécies vivas k

iP , i > 1, são representados por 
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( )   ii 1    −=− PKpPKtA , (3.12) 

 

caso para o qual as vazões de alimentação são nulas. Para a análise do comportamento 

das reações de polimerização descritas pelo mecanismo da Equação (3.1), devem-se 

examinar as propriedades das matrizes ( )KtA −  e Kp . Foram examinados alguns 

modelos, classificados segundo as características de suas matrizes de propagação Kp . 

 

Quando 0Kp = : 

 

É possível interpretar um sistema de polimerização em que somente se considera 

a composição das cadeias poliméricas, e não o seu tamanho, utilizando o mecanismo da 

Equação (3.1), ao se fazer 0Kp = . Uma copolimerização com dois comonômeros pode 

ser interpretada como na Equação (3.13), 
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em que 1MP  e 2MP  são cadeias poliméricas cujos últimos meros, são provenientes dos 

comonômeros 1M  e 2M , respectivamente. Os símbolos entre parênteses na Equação 

(3.13) são as díadas formadas em cada uma das reações do mecanismo. O vetor iP , 

neste caso, passa a ser simplesmente P , que é definido por 

 

[ ]21 MMT PP=P . (3.14) 

 

O balanço de massa em termos deste vetor fica 

 

( ) 0PKtA =− . (3.15) 
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Pode-se afirmar que, quando 0Kp =  e as constantes de taxa de desativação 

m

jKd  são diferentes de zero, a matriz ( )KtA −  possui dominância diagonal nas colunas, 

se não são utilizadas condições de deslocamento. Assim, segundo o Teorema de 

Gershgorin [40, 83], a matriz ( )KtA −  é inversível e possui valores característicos de 

parte real positiva, neste caso. O enunciado deste teorema é 

 

Teorema (Gershgorin): seja a matriz quadrada C , de dimensão nn× , cujo elemento 

na linha j  e coluna k  é dado por jkc . Se λ  é um valor característico de C , então, 

para algum j  tal que nj ≤≤1 , tem-se 

 

∑
≠
=

≤−
n

jk
k

jkjj cc
1

λ . ■ (3.16) 

 

Ou seja, o Teorema de Gershgorin mostra que a distância entre um valor 

característico bia +=λ  e o elemento da diagonal da matriz na linha j  é menor que a 

soma dos outros elementos desta mesma linha. O Teorema de Gershgorin está ilustrado 

na Figura (3.1), para matriz que possui dominância diagonal nas linhas. 

 

Σ

círculo onde estão os λ

c
jj

Parte 

imaginária

Parte

real

 

Figura (3.1) – Ilustração do Teorema de Gershgorin, para matriz com dominância diagonal nas linhas, em 

que Σ  é o somatório presente na Equação (3.16). 
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Como jjc  é real, sua distância à parte real a  de λ  é menor do que a distância a 

λ , que pode ter parte complexa diferente de zero. A Equação (3.16) pode ser reescrita 

como a Equação (3.17): 

 

( ) ∑
≠
=

≤−≤−
n

jk
k

jkjjjj ccc
1

Re λλ ; 

( ) ∑
≠
=

≤−=−
n

jk
k

jkjjjj cacc
1

Re λ ; 

∑∑
≠
=

≠
=

≤−≤−
n

jk
k

jkjj

n

jk
k

jk cacc
11

. 

(3.17) 

 

Assim, são válidas as seguintes desigualdades para os valores característicos: 

 

∑∑
≠
=

≠
=

+≤≤−
n

jk
k

jkjj

n

jk
k

jkjj ccacc
11

. (3.18) 

 

Para matrizes que possuem dominância diagonal nas linhas, como é o caso da 

transposta ( )TKtA − , o elemento da diagonal é maior que a soma dos módulos dos 

outros elementos da mesma linha. Portanto, a expressão ∑− jkjj cc , presente no lado 

esquerdo da Equação (3.18), representa um número necessariamente maior do que zero. 

Uma vez que os valores característicos de ( )TKtA −  são iguais aos de ( )KtA − , o 

Teorema de Gershgorin assegura que ( )KtA −  é inversível e possui valores 

característicos de parte real positiva nestas condições. 

 

Portanto, para que seja obtida uma solução única e não-trivial da Equação (3.15), 

é necessário utilizar uma condição de contorno da forma da Equação (3.19), que é a 

equação de balanço de massa da espécie de tamanho zero (ou o iniciador da reação) de 

tipo k: 
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 (3.19) 

 

Desta forma, a solução P  é tal que 

 

( ) 0
1
fKtAP

−−= , (3.20) 

 

em que 0f  é o vetor que contém as taxas de formação das espécies de tamanho zero. No 

entanto, se algumas das constantes m

jKd  forem nulas, ( )KtA −  pode ser singular. Desta 

forma, o sistema linear da Equação (3.15) teria infinitas soluções, as quais pertenceriam 

ao espaço nulo da matriz ( )KtA − . Para que se obtenha solução única, utiliza-se o 

seguinte procedimento: calcula-se o posto da matriz ( )KtA − ; se este é menor do que 

NS , isto é, se é um número natural NBNS − , (em que 0>NB ), são necessárias NB  

condições de contorno da forma da Equação (3.21), a qual estabelece que a quantidade 

total de espécies ativas é conhecida [82]: 

 

    0
1 1

fP
i

NS

k

k

i =∑ ∑
∞

= =

. (3.21) 

 

Para Kp  não-singular, sem condições de deslocamento 

 

No caso em que 0Kp ≠  e é não-singular, a matriz ( )KtA −  possui dominância 

diagonal nas colunas. Utilizando-se novamente o Teorema de Gershgorin, conclui-se 

que a matriz ( )KtA −  possui valores característicos de parte real positiva. Estas 

características são importantes para a análise, pois neste caso os balanços de massa 

podem ser escritos como 

 

( ) 1
1  −

−−= ii  PKpKtAP . (3.22) 
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A forma da distribuição de tamanhos de cadeia depende, principalmente, das 

propriedades da matriz ( ) KpKtA
1−− . cujos valores característicos sempre possuem 

módulo menor do que 1. Isto garante que os elementos de iP  tendem a zero conforme i  

tende a infinito. Os valores característicos de ( ) KpKtA
1−−  podem ser negativos; assim, 

os elementos do vetor iP  podem tender a zero de forma oscilatória conforme i  

aumenta. Os valores característicos podem, ainda, ser números complexos: um exemplo 

de mecanismo em que isto acontece 

 













+→+

→+

 →+

→+

+

+

+

i

Ki

i

i

Kp

i

i

Kp

i

i

Kt

i

PXP

PMW

WMQ

QMP

Λ0

1

1

1

12

31

23

12

, (3.23) 

 

o qual representa uma polimerização em que deve haver a formação de complexos de 

transição antes que a incorporação do monômero ocorra. Neste caso, é possível mostrar 

que a matriz ( ) KpKtA
1−−  tem um valor característico real e positivo e dois complexos 

de parte real negativa. Logo, a distribuição de tamanho de cadeia prevista por este 

modelo também é oscilatória, porém mais complicada do que aquelas geradas pela 

existência somente de valores característicos reais e negativos. 

 

As distribuições de tamanhos de cadeia no caso em que Kp  é não-singular e 

0Kp ≠  podem ser escritas como distribuições de Schulz-Flory generalizadas, na forma 

 

i

n

ni PVVΛP 1−
+ = , (3.24) 

 

em que V  é a matriz dos vetores característicos de ( ) KpKtA
1−− , e Λ  a matriz de seus 

valores característicos. 
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Para Kp  singular, ou quando condições de deslocamento são necessárias 

 

Quando a matriz Kp  é singular, algumas das quantidades das espécies ativas 

k

iP  podem ser obtidas como combinações lineares das outras, isto é, a dimensão do 

sistema de equações de balanço é reduzida. Neste caso, não se garante que os valores 

característicos de ( ) KpKtA
1−−  possuam módulo menor do que 1, nem que ( )KtA −  

possua dominância diagonal. Estes fatos também não são garantidos se condições de 

deslocamento como a da Equação (3.11) são utilizadas. 

 

Os valores característicos de ( ) KpKtA
1−−  com módulo maior que 1 não 

representam adequadamente o problema real, pois levam a distribuições de tamanho de 

cadeia em que os k

iP  tendem a infinito conforme i  tende a infinito. Portanto, são 

chamados de modos de crescimento espúrios, os quais podem ser eliminados com a 

manipulação das equações. 

 

3.1.2 – A representação matricial de modelos lineares de polimerização: estado 

transiente 

 

Antes de se fazer uma análise de modelos lineares específicos de polimerização, 

é importante que se façam algumas considerações sobre as soluções da Equação (3.3). 

 

Existência e unicidade de soluções da Equação (3.3) 

 

Um sistema de equações diferenciais ordinárias tem somente uma solução se os 

elementos da matriz ( )KtA   −  e do vetor ( )1−+ ii KpPf  são integráveis no domínio de 

tempo considerado [85]. Conforme será mostrado abaixo, a Equação (3.3) satisfaz a 

estes requisitos, e tem, portanto, uma única solução. 

 

Segundo as Equações (3.7), (3.8) e (3.9), os elementos de ( )KtA   −  e Kp  são 

produtos de constantes de taxa e quantidades de espécies de baixo peso molecular, que 

são tomadas como funções contínuas por partes; acredita-se que não é possível 

manipular fisicamente as condições do sistema de modo que estas funções sejam, por 
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exemplo, descontínuas em todos os pontos. Portanto, os elementos de ( )KtA   −  e Kp  

são funções contínuas por partes no tempo, e, por isto, são integráveis no intervalo de 

tempo. 

 

Os elementos do vetor if , que são vazões de alimentação, podem ser funções 

descontínuas do tempo, a depender da política de alimentação empregada no processo 

de polimerização. Admite-se, contudo, que na prática não é possível manipular as 

vazões de alimentação de tal forma que estas sejam funções do tempo descontínuas em 

todos os pontos, por exemplo. Então, se os elementos de if  forem considerados como 

funções contínuas por partes, serão também integráveis. 

 

Assim, para se garantir a existência e unicidade de soluções para a Equação 

(3.3), resta mostrar que 1−iP  é uma função integrável. Isto será feito ao se considerar, 

primeiramente, o balanço de massa para 1P : 

 

( )  
dt

d
011

1      ffPKtA
P

+=−+ , (3.25) 

 

em que 0f  é a taxa de transformação do iniciador ou do catalisador nas espécies kP1 . 

Por um ponto de vista puramente matemático, a formação de k

iP  através de uma reação 

química é equivalente à sua alimentação através de uma corrente com vazão  0f . Se  0f  

é integrável, pelos mesmas razões práticas discutidas acima para if , os elementos de 1P  

são funções contínuas e integráveis, uma vez que os termos homogêneo e não-

homogêneo da Equação (3.25) são integráveis. Se 1P  é integrável, 2P  também é 

integrável, uma vez que os elementos dos vetores 1KpP  na Equação (3.3) para 2=i  são 

integráveis. 

 

Ao se repetir este raciocínio indefinidamente para ,...5,4,3=i , conclui-se que 

1−iP  é uma função contínua e integrável do tempo para todo i , o que permite concluir, 

finalmente, que existe uma única solução iP  para a Equação (3.3). 
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Deste modo, as trajetórias dinâmicas das distribuições de tamanho de cadeia são 

unicamente determinadas pelas políticas de alimentação e pelas características cinéticas 

do sistema. Portanto, para se alterarem as trajetórias das distribuições de tamanho de 

cadeia e, com isto, se manipularem as propriedades do material polimérico, é necessário 

alterar também as políticas de alimentação, para um dado conjunto de constantes 

cinéticas. 

 

Este resultado é válido para todas os mecanismos de polimerização linear que 

não incluem etapas de despolimerização, ou seja, em que não são necessárias condições 

de deslocamento como a da Equação (3.11). 

 

As soluções da Equação (3.3) são não-negativas 

 

Na Equação (3.3), os elementos do vetor iP  devem ser sempre não-negativos 

quando os elementos do vetor de condições iniciais iPo  são não-negativos. Se os 

elementos k

iP  do vetor iP  são nulos, isto é se 0=k

iP  em qualquer tempo t , a Equação 

(3.3) fica 

 

( ) ∑∑
≠
=

−

≠
=

++−−=
NS

kl
l

l

ikl

k

i

NS

kl
l

l

ikl

k

i PfP
dt

dP

1
1

1

KpKtA . (3.26) 

 

De acordo com a Equação (3.9), 0=klA  quando lk ≠ . Ao se substituir a 

relação 0=klA  na Equação (3.26), tem-se 

 

( ) ∑∑
≠
=

−

≠
=

++=
NS

kl
l

l

ikl

k

i

NS

kl
l

l

ikl

k

i PfP
dt

dP

1
1

1

KpKt . (3.27) 

 

Uma vez que os vetores 1−iP  e if  e a matriz Kp  contêm somente elementos 

não-negativos, a derivada dtdP k

i  é positiva sempre que 0=k

iP . Assim, quando k

iP  é 

igual a zero, tende a crescer a partir deste ponto; logo, k

iP  não pode ser negativa. Então, 

iP  é não-negativo se 1−iP  é não-negativo.  
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Por conseguinte, se 1P  é não-negativo, 2P  é também não-negativo, e, por 

indução, iP  é não-negativo para todo 1>i . Isto significa que as soluções da Equação 

(3.3) sempre terão significado físico no que diz respeito à não-negatividade das 

soluções, se o vetor 1P , que é diretamente dependente das condições iniciais, é não-

negativo. 

 

A análise dos últimos parágrafos baseou-se na forma diferencial dos balanços de 

massa, presente na Equação (3.3). Deste ponto em diante, as análises serão feitas 

utilizando-se a forma integral dos balanços de massa, isto é, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −++=
t

iiii dttt
0

1    ,   0,  ττττ PKpfΩPoΩP , (3.28) 

 

em que ( )τ,tΩ  é o matrizante ou matriz fundamental do sistema de equações 

diferenciais. O matrizante é calculado através da expressão [85, 86, 87] 
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τ

KtAKtAKtAI

Ω

 (3.29) 

 

na qual I  é a matriz identidade. Se os elementos ( )ijKtA −−  da matriz ( )KtA −−  

forem constantes com o tempo, o matrizante se reduz à exponencial da matriz 

( )( )τ−−− te KtA  [83], dada por 

 

( ) ( ) ( )[ ]

( )( ) ( )( )[ ] ( )( )[ ]
...

!3
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32

+
−−

−
−−

+−−−
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ττ
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t

tt

KtAKtA
KtAI

KtAΩ

 (3.30) 
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O efeito das vazões de alimentação na solução do modelo, para Kp = 0 [84] 

 

A solução do modelo de polimerização, dada pelas Equações (3.28) e (3.29), 

pode ser vista como a soma de dois termos distintos. O primeiro termo do lado direito 

da Equação (3.28) depende, principalmente, da cinética de polimerização e das 

condições iniciais. O segundo termo no lado direito da Equação (3.28), entretanto, 

depende principalmente da forma de operação de alimentação. Esta contribuição da 

operação do reator à solução é também influenciada pelas características cinéticas 

inerentes do sistema, pois depende de ( )τ,tΩ ; o matrizante, por sua vez, depende de 

( )KtA   − . Conforme visto na Equação (3.18), os valores característicos da matriz 

( )KtA   −  são iguais a zero ou são números complexos com parte real positiva. Nota-se 

que se suas partes imaginárias não são nulas, as soluções podem apresentar oscilações 

no tempo. Tais oscilações são o assunto do exemplo que trata de uma reação de 

copolimerização que será mostrado posteriormente. 

 

Exemplo: estas oscilações também podem ser previstas em outras reações de 

polimerização, como aquelas representadas pelo mecanismo 

 

PEW

WEQ

QEP

Kt

Kt

Kt

 →+

 →+

 →+

1,3
2

3,2
1

2,1
1

 (3.31) 

 

Este mecanismo representa uma reação de polimerização em que as cadeias 

ativas podem assumir múltiplos estados, como em polimerizações de olefinas iniciadas 

por catalisadores [82]. A matriz ( )KtA   −  referente a este mecanismo é 
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


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
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2,1
1

1,3
1

2,1
1

0

0

0

KtKt

KtKt

KtKt

KtA  (3.32) 

 

Os valores característicos de ( )KtA   −  são as raízes de 
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( ) ( ) 01,3
1

3,2
1

1,3
1

2,1
1

3,2
1

2,1
1

22,1
1

3,2
1

1,2
1

3 =+++++− λλλ KtKtKtKtKtKtKtKtKt , (3.33) 

 

as quais podem ser números complexos [84]. ■ 

 

A forma do matrizante ( )τ,tΩ  depende do mecanismo considerado e estabelece 

a influência das vazões de alimentação sobre o comportamento da reação de 

polimerização. Através da Equação (3.29), é possível observar que ( )τ,tΩ  converge 

para a matriz constante ( )∞Ω , conforme t tende a infinito. Esta matriz ( )∞Ω  é nula se 

todos os valores característicos de ( )KtA   −  têm parte real positiva. Porém, ela pode não 

ser nula se pelo menos um dos valores característicos de ( )KtA   −  é identicamente igual 

a zero [82]. Se ( )∞Ω  é diferente da matriz nula, a solução P(t) pode ser escrita como 

 

( ) ( ) ( ) ( )∫+=
t

dttt
0

  ,   0,  τττ fΩPoΩP ; 

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞→
∞+∞=

0

  ,      lim τττ dt
t

fΩPoΩP . 

(3.34) 

 

É conveniente escrever-se ( )∞Ω  como a soma ( )τ0Ω  + ( )τ1Ω , ou seja, 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫

∫
∞∞

∞
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++∞=

++∞=

0

1
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0

0

10

           

         lim

ττττττ

ττττ

dd

dt
t

fΩfΩPoΩ

fΩΩPoΩP

. (3.35) 

 

As parcelas ( )τ0Ω  e ( )τ1Ω  são geradas, respectivamente, pelos valores 

característicos nulos e não-nulos de ( )KtA   − . Para que a solução P(t) seja finita, a 

integral de ( ) ( )ττ fΩ  0  na Equação (3.35) também deve ser finita. 

 

Exemplo: se todos os elementos da matriz ( )KtA   −  mostrada na Equação (3.32) são 

iguais à constante K = 1, o matrizante de ( )KtA   −  é igual a  
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Os termos 1ω , 2ω  e 3ω  são dados por 
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


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
−

−
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2

3
1 ; (3.37) 

( )








−

−
= τω t

2

3
cos2 ; (3.38) 

( )




 −−= τω t
2

3
exp3 . (3.39) 

 

O matrizante na Equação (3.36) pode ser escrito como a soma das duas parcelas 

( )τ,0 tΩ  e ( )τ,1 tΩ : 
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A parcela ( )τ,1 tΩ  tende à matriz nula quando t  tende a infinito, porque o termo 

ω3 tende a zero conforme t tende a infinito, pois τ ≤ t. Deste modo, a matriz ( )τ,∞Ω  

pode ser escrita como 
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Se, na Equação (3.35), a integral de ( ) ( )ττ fΩ  0  é finita no domínio [0, ∞[ , as 

soluções da Equação (3.34) são limitadas e têm sentido físico. Esta condição é sempre 

satisfeita se f(τ) está no espaço nulo de ( )τ0Ω . Neste exemplo, o espaço nulo de ( )τ0Ω  

é composto pelos vetores ( )τf  tais que seus elementos f1, f2 e f3 satisfaçam a Equação 

(3.42): 

 

0321 =++ fff . (3.42) 

 

Uma vez que os elementos de f devem ser não-negativos, f(τ) está no espaço nulo 

de ( )τ0Ω  – e a solução P é finita – se f1, f2, e f3 são nulos. Se f(τ) não está no espaço 

nulo de ( )τ0Ω , soluções limitadas podem ser obtidas somente se f(τ) tende a zero 

conforme τ aumenta. ■ 

 

Desta forma, as vazões de alimentação de espécies ativas devem ser projetadas de 

acordo com as propriedades de ( )τ0Ω . Se ( )τ0Ω  não é nula e não se deseja a 

acumulação contínua de espécies ativas, por exemplo, não se devem utilizar vazões de 

alimentação constantes. 

 

Sistemas auto-extinguíveis e auto-sustentáveis 

 

Se ( )∞Ω  é igual à matriz nula, então ( )τ0Ω  é também igual à matriz nula; neste 

caso, as soluções P(t) serão não-triviais somente se f(τ) for diferente do vetor nulo. 

Assim, se f(τ) ≠ 0, a Equação (3.35) se transforma em 

 

( ) ( ) ( )∫
∞

∞→
=

0

1       lim τττ dt
t

fΩP ; (3.43) 

 

esta solução no infinito não depende das condições iniciais, mas somente na política de 

alimentação. Neste caso, o sistema pode ser chamado auto-extinguível, uma vez que as 

quantidades finais das espécies ativas são iguais a zero, se o vetor de alimentações é 

nulo. Portanto, a polimerização só pode ser continuada neste sistema se o reator é 

operado em semibatelada ou batelada alimentada. 
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Se ( )∞Ω  não é igual à matriz nula, soluções finitas podem ser obtidas mesmo 

quando f(τ) = 0, uma vez que 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⊥⊥

∞→
∞=+∞=∞= PoΩPoPoΩPoΩP         lim N

t
t . (3.44) 

 

Na Equação (3.44), PoN e ⊥
Po  são vetores que estão, respectivamente, no 

espaço nulo de ( )∞Ω  e no seu complemento ortogonal. A Equação (3.44) mostra que o 

sistema é auto-sustentável e a solução do modelo de polimerização está no 

complemento ortogonal no espaço nulo de ( )∞Ω . A solução permanece constante e 

diferente de zero, se as condições iniciais apresentam projeções não-nulas sobre este 

espaço. Por conseguinte, algumas polimerizações podem ser mantidas mesmo quando as 

vazões de alimentação são nulas [84]. 

 

Mantendo a composição constante 

 

Muitas vezes deseja-se que o polímero produzido tenha características uniformes 

ao longo da reação, ou seja, deseja-se que a sua composição permaneça constante com o 

tempo. Neste caso, a Equação (3.12) torna-se 

 

( ) fPKtA =−     , (3.45) 

 

em que se admite que Po = P. Pretende-se averiguar se é possível definir uma política 

com vazão de alimentação constante f de modo que P seja constante. Nota-se que 

somente são aceitas componentes não-negativas para f e P, de forma que o conjunto de 

desigualdades 

 

NSkjPPKtPA k
NS

jk

k

k

jk

j

jj ,...,1,     ,0        ,0       
1

=≥∀≥−∑
≠

=

 (3.46) 
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deve ser satisfeito. A fronteira de cada uma destas desigualdades descreve um 

hiperplano no espaço vetorial de dimensão NS. Estes hiperplanos cruzam a origem e o 

ortante positivo, uma vez que são descritos pelas expressões 

 

NSkPP
A

Kt
P k

NS

jk

k

k

jj

jkj ,...,1     ,0        ,     
1

=≥∀=∑
≠

=

. (3.47) 

 

Os hiperplanos da Equação (3.47) dividem o ortante positivo em duas regiões 

distintas: aquela formada por pontos que satisfazem e aquela formada por pontos que 

não satisfazem à desigualdade na Equação (3.46). Logo, pode-se concluir que a solução 

P não está arbitrariamente localizada no ortante positivo (a não no caso em que Ktjk=0, 

j, k=1,...,NS), mas deve estar no conjunto de composições definido pela Equação (3.46). 

Assim, só será possível manter-se a composição P constante se as vazões de 

alimentação são tais que P esteja neste conjunto. 

 

Exemplo: seja o mecanismo de polimerização mostrado na Equação (3.48), em que P e 

Q são cadeias poliméricas de tipos diferentes; E e B representam os comonômeros 

etileno e 1-buteno, respectivamente. Os símbolos e e b aparecem na reação para denotar 

as moléculas incorporadas de etileno e 1-buteno: 

 

bQBQ

ePEQ

bQBP

ePEP

Kt

Kt

Kt

Kt

+ →+

+ →+

+ →+

+ →+

2,2
2

1,2
1

2,1
2

1,1
1

 (3.48) 

 

A matriz ( )KtA − , neste caso, é 

 

( ) 








−

−+
=−

1,2
1

2,1
2

1,2
1

2,1
2

KtKt

KtKt
KtA  (3.49) 

 

A região no plano (P, Q) que consiste das composições possíveis e constantes P 

e Q é restrita pelas desigualdades 
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01,2
1

2,1
2 ≥− QKtPKt    e   01,2

1
2,1

2 ≥+− QKtPKt  (3.50) 

 

as quais podem ser satisfeitas somente se 1f  e 2f  são, simultaneamente, iguais a zero e 

se Q
Kt

Kt
P

2,1
2

1,2
1= . Esta é a expressão que define a interseção entre os conjuntos de pontos 

restritos pelas desigualdades, dada, neste caso, por uma linha. A produção deste 

copolímero com composição constante, portanto, só é possível em um número restrito 

de casos – aqueles em que as composições se encontram sobre esta linha, no plano 

(P,Q), e em que as alimentações são nulas. 

 

Alcançando um conjunto especificado de pontos 

 

Se for desejável que a composição do polímero seja constante com o tempo, 

primeiro é necessário garantir-se que esta pode ser alcançada a partir de um certo 

conjunto de condições iniciais. Seja a Equação (3.45) escrita em forma discretizada: 

 

( )[ ] tttt tbtttttt ∆∆∆∆                 fPfPKAIP +=+−−=+ . (3.51) 

 

Na Equação (3.51), Pb é a solução obtida quando as vazões de alimentação são 

nulas, e ∆t representa o intervalo de tempo analisado (o qual se admite pequeno). 

Conforme a Equação (3.51), um conjunto de composições P é alcançável através de 

uma única etapa de alimentação se, ao longo da trajetória Pb(t), o vetor ( )[ ]tbPP −  

contém somente componentes não-negativas, uma vez que os componentes de ft∆t 

devem ser positivos. Logo, para um conjunto de condições iniciais Po, há um conjunto 

bem definido de composições alcançáveis através de uma única etapa de alimentação, 

denominado ( )PoRP  e ilustrado na Figura (3.2). 

 

Antes de se propor uma estratégia para o controle das condições de reação, é 

necessário garantir que a composição desejada P  pertença ao conjunto ( )PoRP . A 

operação do reator pode, então, ser dividida em duas etapas: na primeira, a composição 

desejada deve ser alcançada a partir das condições iniciais. Na segunda, esta 
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composição deve ser mantida; ela deve estar no conjunto de composições atingíveis 

através da política de alimentação escolhida. 

 

 

Po 

∞P

Pb(t) 

P
R
(Po) 

P
1
 

 

Figura (3.2) – Representação do conjunto de composições atingíveis ( )PoRP . 

 

Pode-se questionar que composições P podem ser atingidas através de políticas 

de alimentação mais complexas formadas por mais de uma etapa de alimentação. 

Utilizando-se a Equação (3.51), é possível construir o conjunto ( )PoRP , que consiste 

dos vetores 

 

( ) mPoΩP +=  0,  t ,   tais que   ( ) ( )∫=
t

dt
0

, τττ fΩm . (3.52) 

 

Na Equação (3.52), m é um vetor de elementos não-negativos. Se a política de 

alimentação é dividida em duas etapas distintas (representadas por f1 e f2), o vetor de 

composições desejadas P é alcançado a partir de um vetor de composições intermediário 

P1, ou seja, 

 

( ) ( ) ( )( ) 2111211 0,,, mmPoΩΩmPΩP ++=+= ttttt . (3.53) 

 

Utilizando-se a propriedade da multiplicação de matrizantes descrita pela 

equação ( ) ( ) ( ) 0,0, , 11 tttt ΩΩΩ = , a Equação (3.53) torna-se 
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( ) 3 0,  mPoΩP += t , (3.54) 

 

em que 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .,,

,,,

 ,

1

1

1

1

2

0

1

2

0

111

2113

∫∫

∫∫

+=

+=

+=

t

t

t

t

t

t

dtdt

dtdttt

tt

ττττττ

ττττττ

fΩfΩ

fΩfΩΩ

mmΩm

 
(3.55) 

 

Pode-se considerar que as componentes de ( )τ1f  são nulas após o tempo t1 e 

que as componentes de ( )τ2f  são nulas de 0 a t1. Assim, m3 é igual 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) .,

,

,,

,,

0

3

0

21

0

2

0

1

2

0

13

1

1

∫

∫

∫∫

∫∫

=

+=

+=

+=

t

t

tt

t

t

t

dt

dt

dtdt

dtdt

τττ

ττττ

ττττττ

ττττττ

fΩ

ffΩ

fΩfΩ

fΩfΩm

 (3.56) 

 

Pela Equação (3.56), percebe-se que m3 pode ser obtido através de uma política 

de alimentação com uma única etapa, na qual o vetor de alimentações f3 é equivalente à 

soma dos vetores f1 + f2. Desta forma, se ( )0,tΩ  não depende da composição inicial Po, 

o conjunto de composições atingíveis não pode ser modificado por políticas de 

alimentação com múltiplas etapas. Isto é, o vetor P obtido através da política de 

alimentação representada por m1 seguido de m2 também pertence ao conjunto ( )PoRP , 

assim como m3 (e m, na Equação (3.52)). 

 

Na prática, porém, o vetor de composições iniciais Po pode influenciar a 

dinâmica de reatores de polimerização reais de forma significativa. Por exemplo, 

vetores Po diferentes poderiam levar a perfis de temperatura diferentes, que poderiam, 
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por sua vez, levar a comportamentos diferentes para os parâmetros cinéticos. Se o 

matrizante também depende de Po, as Equações (3.52) e (3.53) poderiam ser reescritas 

como 

 

( ) mPoPoΩP +=  ;0,  t ; (3.57) 

 

( ) ( )( ) ( )( ) 2111112111  ;0,  0,;, ;,  mmPoPoΩmPoΩΩmPPΩP +++=+= tttttt . (3.58) 

 

Neste caso, uma política de alimentação com múltiplas etapas poderia levar a 

composições P que não se encontram no conjunto ( )PoRP , uma vez que , neste caso, P 

não tem a forma ( ) 3 0,  mPoΩP += t . Na Equação (3.58), a propriedade da 

multiplicação de matrizantes não é útil para se avaliar o produto ( ) ( )PoΩPΩ ;0,;, 111 ttt , 

porque os componentes de ( )KtA −  podem ser diferentes em cada uma das duas etapas 

de alimentação. Portanto, se a composição inicial modifica a dinâmica do sistema, o 

conjunto de composições atingíveis relativo a políticas de alimentação com etapa única 

é diferente daquele obtido para políticas de alimentação em etapas múltiplas. 

 

Então, define-se ( )PoRP  como o conjunto de composições que pode ser 

alcançado a partir de Po e de políticas de alimentação com múltiplas etapas. Pode-se 

construir ( )PoRP  iterativamente a partir de Po, da seguinte forma: com Po, obtém-se 

( )PoRP . Os elementos de ( )PoRP  são usados para se aumentar ( )PoRP , gerando-se 

( )Po2RP  – isto é, obtêm-se as composições em ( )Po2RP  a partir dos pontos de 

( )PoRP  e políticas de alimentação adequadas. Este procedimento é, então, repetido por 

infinitas vezes, e leva à construção de ( )PoRP . Estes conceitos estão ilustrados na 

Figura (3.3). 

 

Admitiu-se, para a discussão dos parágrafos anteriores, que qualquer vetor m é 

válido, desde que seja não-negativo. Todavia, muitas vezes não é possível ajustar-se a 

composição da corrente de alimentação a valores arbitrários. Pode também não ser 
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viável a preparação de uma certa espécie ativa fora do equipamento utilizado para a 

polimerização, por exemplo. 

 
 

Po1 

1P∞

Pb1(t) 

P
R
(Po) 

Po2 

2P∞

Pb2(t) 

Po3 

Pb3(t) 

3P∞

 

P
1
 

 

Figura (3.3) – Construção do conjunto de composições atingíveis através de múltiplas etapas ( )Po
RP . 

 

Pode ser necessário, ainda, que a razão entre as vazões de espécies ativas deva 

ser fixa, por razões práticas. Para que esta restrição seja considerada, o vetor de 

composições da alimentação, neste caso, é escrito como: 

 

( )
Fxff ==∑

=

NF

k

k

kx
1

    . (3.59) 

 

Na Equação (3.59), F é matriz de dimensão (NS × NF), cujas NF colunas f(k) 

representam as composições das NF correntes de alimentação independentes que estão 

disponíveis. O símbolo x  representa um vetor de dimensão NF cujo k-ésimo elemento é 

a vazão da corrente da alimentação de composição f(k). As Equações (3.45)-(3.47) 

podem ser reescritas como 

 

( ) FxPKtA =−     ; (3.60) 

 

( ) NSkjxPxfPKtPA k

k
NF

k

k

k

j

NS

jk

k

k

jk

j

jj ,...,1,     ,0   ,      ,        
11

=≥∀=− ∑∑
=

≠

=

; (3.61) 
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( ) NSkjxPxfPKtPA k

k
NF

k

k

k

j

NS

jk

k

k

jk

j

jj ,...,1,     ,0   ,      ,        
11

=≥∀+= ∑∑
=

≠

=

. (3.62) 

 

Assim, o conjunto de composições constantes e mantidas através de políticas de 

alimentação adequadas está nas interseções entre os NS hiperplanos e o ortante positivo 

do espaço de dimensão (NS + NF) gerado por P e x . Uma vez que todos os hiperplanos 

definidos pela Equação (3.62) cruzam o ortante positivo (pois não há termos 

independentes de Pj, Pk ou xk), garante-se que as soluções (P, x ) correspondentes à 

condição da Equação (3.60) existem. Se a Equação (3.60) é escrita como 

 

( )[ ] 0     =







=








−−

x

P
A

x

P
FKtA F , (3.63) 

 

percebe-se que estas soluções [ ]TxP  estão no espaço nulo da matriz estendida AF, a 

qual combina características da cinética do sistema de polimerização e restrições da 

operação do reator. 

 

Exemplo: suponha-se que, no caso do mecanismo da Equação (3.49), seja necessário 

admitir-se que 1f  e 2f  seguem a uma restrição de equilíbrio 21 ff α= . A Equação 

(3.63), quando aplicada a este mecanismo, possui a forma 

 

0=


























−

−

x

Q

P

KtKt

KtKt

11,2
1

2,1
2

1,2
1

2,1
2 α

. (3.64) 

 

A condição da Equação (3.64) só é satisfeita se a equação ( )QKtKtP 2,1
2

1,2
1=  

(como na Equação (3.50)) é válida e se x  é igual a zero (ou: se não há alimentação ao 

reator). Assim, percebe-se a influência das restrições de operação sobre o controle do 

reator: novamente, vê-se que não há alimentação que mantenha a composição constante, 

neste caso. ■ 

 



111 

As Equações (3.52)-(3.55) podem ser modificadas para se definir o conjunto de 

composições atingíveis quando há restrições para a composição das correntes de 

alimentação na forma da Equação (3.60). Neste caso, o conjunto ( )PoRP  consiste dos 

vetores 

 

( ) mPoΩP += 0,  t , tal que ( ) ( ) ( )∫=
t

dt
0

, ττττ xFΩm . (3.65) 

 

O conjunto de composições atingíveis ( )PoRP  através de etapas múltiplas é 

dado por vetores P da forma 

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) . , 0,       

 0, , ,  

211

2111211

mmΩPoΩ

mmPoΩΩmPΩP

++

=++=+=

ttt

ttttt
 (3.66) 

 

Nota-se que o vetor ( ) 2113 , mmΩm += tt  possui a forma 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,

,,,

 ,

1

1

1

1

2

0

1

2

0

111

2113

∫∫

∫∫

+=

+=

+=

t

t

t

t

t

t

dtdt

dtdttt

tt

ττττττττ

ττττττττ

xFΩxFΩ

xFΩxFΩΩ

mmΩm

 
(3.67) 

 

Ao se considerar que o termo ( ) ( )ττ 1xF  é nulo após t1 e que o termo ( ) ( )ττ 2xF  

é nulo de 0 a t1, m3 pode ser escrito como 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ] .,

,

,,

0

3

0

21

2

0

13

1

1

∫

∫

∫∫

=

+=

+=

t

t

t

t

t

dt

dt

dtdt

ττττ

τττττ

ττττττττ

xFΩ

xxFΩ

xFΩxFΩm

 (3.68) 
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Como m3 tem a mesma forma de m na Equação (3.65), pertence ao conjunto 

( )PoRP  das composições P atingíveis através de políticas de alimentação com uma 

única etapa. Novamente, a política de alimentação com múltiplas etapas é incapaz de 

aumentar o conjunto das composições atingíveis. 

 

Análise das distribuições de tamanhos de cadeia: Kp ≠ 0 

 

Quando se considera Kp ≠ 0, as cadeias ativas de polímero são classificadas de 

acordo com seu tipo e também de acordo com seu tamanho. Neste caso, procura-se 

obter a distribuição de tamanhos de cadeia completa, ao se levar explicitamente em 

conta o tamanho das cadeias. Quando Kp ≠ 0, as equações do modelo da reação de 

polimerização estão representadas na Equação (3.69): 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −++=
t

iiii dttt
0

1    ,   0,  ττττ PKpfΩPoΩP . (3.69) 

 

Na Equação (3.69), ( )τ,tΩ  é dado pela Equação (3.29). Como a forma da 

solução geral da Equação (3.69) é semelhante àquela da Equação (3.34), espera-se que 

esta seja estável e limitada para vazões de alimentação limitadas, como aquela. Por isto, 

as distribuições de tamanhos de cadeia serão o foco da análise deste caso. 

 

Nas fábricas, é usual serem nulas as condições iniciais ∞= ,...,1 , iiPo  e os 

vetores de alimentação ∞= ,...,1 , iif , pois, geralmente, as correntes contém somente 

catalisadores e não há polímero no reator antes do início da reação. Nestas condições, a 

Equação (3.69) pode ser reescrita como 

 

( ) ( ) ( )∫ −=
t

ii dtt
0

1    ,   τττ PKpΩP . (3.70) 

 

Se a Equação (3.70) é válida, a solução geral para o vetor Pi(t) é 
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( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
−

−−−−−

=
t

iiiii

i

i

dddt

t

0 0 0 1211111222111

1 2

...,...,,
τ τ

ττττττττττττ PKpΩKpΩKpΩ

P
 (3.71) 

 

Considera-se, ainda, que o vetor que contêm as quantidades de cadeias de 

tamanho i = 1, denotado P1(t), é dada por 

 

( ) ( ) ( )∫=
t

dtt
0

01   ,   τττ fΩP , (3.72) 

 

em que f0 representa a taxa de formação da espécie responsável pela iniciação da reação 

de polimerização. Define-se a expressão na Equação (3.71) como a i-ésima convolução 

de Schulz-Flory da função f0(t) através do núcleo ( )KpΩ τ,t , para o caso em que Poi = 

0 e fi = 0 para todo i. 

 

Exemplo: seja uma polimerização catiônica com um só tipo de cadeia ativa, com o 

mecanismo 

 

i

kpMP

i PMP i →+ −
−

1

1 . (3.73) 

 

Admite-se que a taxa de formação de 1P  decresce exponencialmente com o 

tempo de acordo com a função ( ) ( ) tk pektft
⋅−== 000f . Admite-se também que a 

quantidade de monômero decai exponencialmente com o tempo de acordo com a função 

kpteMM −= 0 . Logo, admite-se, implicitamente, que o monômero é consumido através 

de uma reação de primeira ordem, e que a constante de taxa de iniciação é igual à 

constante de taxa de propagação. Os balanços de massa para as espécies poliméricas 

ativas são, neste caso, 

 

( ) ( ) 1100 >=+ −
−−

iPeMkPeMk
dt

dP
i

tk

pi

tk

p
i pp  (3.74) 

( ) 10010
1 ===+ −−

iekfPeMk
dt

dP tktk

p
pp  (3.75) 
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Este é um mecanismo de polimerização que se enquadra na classe definida 

através do mecanismo genérico da Equação (3.1), com 

 

( ) ( ) tk

p
peMkKtA

−=−=− 0KtA ; 

tk

p
peMkKp

−== 0Kp . 
(3.76) 

 

Uma vez que ( )KtA−  é um escalar neste caso, o matrizante é [86]: 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]τ

τ
τΩτ pp ktkt

eeMdtKtAtt
−− −=





 −−== ∫ 01 expexp,,Ω . (3.77) 

 

Embora a Equação (3.77) possa ser utilizada para o cálculo da i-ésima 

convolução da Equação (3.71), é mais conveniente reescrever as Equações (3.74) e 

(3.75) em termos de uma nova variável θ  tal que 

 

( )tktk

p
pp eMdteMkd

−− −=⇒= 100 θθ . (3.78) 

 

Pode-se notar que 0=θ  quando 0=t . Além disto, 0M→θ  quando t  tende a 

infinito. Os balanços de massa das Equações (3.74) e (3.75) podem, então, ser reescritos 

em termos da nova variável: 

 

11 >=+ − iPP
d

dP
ii

i

θ
 (3.79) 

1
0

0
1

1 ==+ i
Mk

k
P

d

dP

pθ
 (3.80) 

 

Assim, através das Equações (3.79) e (3.80), nota-se que é possível escrever-se 

iP  como a i-ésima convolução de Schulz-Flory com a variável transformada θ, 

conforme a Equação (3.81): 
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115 

 

A Equação (3.81) pode ser simplificada e resulta em 

 

∫ ∫ ∫ ∫
−

−

=
θ τ τ τ τ

θ

ττ
0 10 0 0

0

0 1 2 1

dde
Mk

ke
P

i
i

i

p

i ⋯⋯ . (3.82) 

 

Ao se resolverem as integrais da Equação (3.82), tem-se a seguinte expressão 

para Pi: 

 

( ) 







−=









−
−−−−= ∑

−

=

−−− 1

00

0
1

0

0

!!1
...1

i

j

j

p

i

p

i
j

e
Mk

ke

i
e

Mk

ke
P

θθ
θ θ

θ
θ

θ

 (3.84) 

 

A quantidade iP  tende a zero quando ∞→i , pois o somatório na Equação 

(3.84) tende a θe  quando i tende a infinito. A evolução da distribuição de tamanhos de 

cadeia representada pela Equação (3.84) é mostrada na Figura (3.4). ■ 
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Figura (3.4) – Evolução temporal da DTC dada pela Equação (3.84). 

 

Como ( )τ,tΩ  converge exponencialmente para a matriz nula, garante-se que Pi 

converge para o vetor nulo conforme i cresce, admitindo-se que ( )KtA   −  é inversível e 

Kp(t) e f0(t) são funções limitadas. Isto assegura que a DTC converge para zero 

conforme o tamanho de cadeia tende a infinito, o que é condizente com o fato de a 

massa no reator ser finita. Se a matriz ( )KtA   −  é singular, então f0(τ) deve pertencer ao 
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espaço nulo de ( )τ0Ω  ou deve convergir para zero para que se obtenham soluções P1(t) 

limitadas. Entretanto, isto não é suficiente para que se garanta a convergência dos Pi(t) 

para zero, conforme i aumenta. Isto, porém, contradiria argumentos físicos básicos, 

como a exigência de que a massa no reator seja finita. 

 

Entretanto, a matriz ( )KtA   −  é singular somente se não se permite que algumas 

das espécies Pi
k cresçam [82], o que significa que pelo menos uma das colunas da 

matriz Kp(t) é nula. Os balanços na forma diferencial na Equação (3.3) podem ser 

divididos em duas parcelas: 

 

( ) iii
i

dt

d
212111111111

1            PKtPKpPKtA
P

+=−+ − ; (3.85) 

( ) iii
i

dt

d
121112122222

2            PKtPKpPKtA
P

+=−+ − . (3.86) 

 

Nas Equações (3.85) e (3.86), os vetores P1i(t) e P2i(t) contêm, respectivamente, 

as espécies de cadeias poliméricas que crescem através das reações de propagação e as 

que não crescem. Assim como na análise anterior, a Equação (3.86) possui soluções 

limitadas P2i(t) e tende a zero conforme i tende a infinito, se P1i(t) permanece limitado e 

tende a zero conforme i tende a infinito. As Equações (3.85) e (3.86) podem ser 

resolvidas iterativamente conforme se mostra nas Equações (3.87) e (3.88),em que k 

indica a iteração: 

 

( ) 1
212111111111

1            −
− +=−+ k

i
k
i

k
i

k
i

dt

d
PKtPKpPKtA

P
; (3.87) 

( ) k
i

k
i

k
i

k
i

dt

d
121112122222

2            PKtPKpPKtA
P

+=−+ − . (3.88) 

 

Se as iterações são iniciadas com 0P =0
2i , a Equação (3.87) leva a soluções 

limitadas e i2P  converge para zero conforme i tende a infinito, porque a matriz 

( )1111   KtA −  é inversível (se as constantes cinéticas são limitadas e as vazões de 

alimentação são ajustadas de forma apropriada). Portanto, a Equação (3.88) também tem 
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soluções limitadas, que convergem para zero conforme i tende a infinito. O vetor  1
2iP  

pode, então, ser utilizado para se iniciar uma nova iteração, a qual leva, novamente, a 

soluções limitadas que convergem exponencialmente para zero conforme i tende a 

infinito, por causa do comportamento exponencial de 1
2iP . O procedimento iterativo 

pode ser repetido infinitas vezes e a convergência de Pi até o vetor nulo é assegurada. 

 

Mas, durante transições de tipos de polímeros em séries de reatores de 

polimerização contínuos, nem fi(t) nem Poi são nulos. A análise da convergência de Pi a 

zero é essencialmente a mesma se os elementos fi(t) são considerados como funções 

contínuas por partes e se fi(t) e Poi são limitadas. Portanto, conclui-se que as 

distribuições de tamanhos de cadeia permanecem limitadas e convergem para zero 

conforme o tamanho de cadeia tende a infinito, quando mecanismos cinéticos lineares 

são considerados em problemas dinâmicos. 

 

3.2 - A distribuição de tamanhos de cadeia como seqüência 

 

Conforme visto no Capítulo 1, a distribuição de tamanhos de cadeia é formada 

por um conjunto de pontos ( )iPi, , ou seja, é uma relação entre o tamanho de cadeia i  e 

uma quantidade iP  de cadeias (de todos os tipos ou de um deles) deste tamanho. Neste 

trabalho, admite-se que há mais de um tipo de cadeia do mesmo tamanho i , cujas 

quantidades no meio reacional podem ser organizadas em um vetor, o qual pode variar 

com o tempo. 

 

Como o tamanho de cadeia i  é, por definição, um número natural, os vetores 

que contêm as quantidades das cadeias de tamanho i  podem ser organizados 

logicamente em uma seqüência ( ) ( ),...,, 321 PPPPP == i . Pode-se considerar que esta 

seqüência é finita, tendo seu fim no tamanho de cadeia máximo que o polímero atinge 

no sistema, ou MAXi . Pode-se também considerar que esta é uma seqüência infinita, em 

que todos os elementos iP  para MAXii >  são nulos. 

 

Assim, o balanço de massa mais genérico para as espécies de tamanho i  pode 

ser escrito em termos de um operador iT  aplicado à seqüência P , no caso em que a 
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equação diferencial para iP  depende de todos os outros ijj ≠,P .Por exemplo, durante 

o processo de degradação aleatória de cadeias poliméricas, representado por 

 

jij

k

i PPP −+→ , (3.89) 

 

os balanços de massa para as cadeias são 

 

( ) i

j

j

i PikPk
dt

dP
12

1

−−= ∑
∞

=

. (3.90) 

 

Então, o vetor iP  pode ser expresso simbolicamente através das equação 

 

[ ]PTP ii = , (3.91) 

 

em que se nota que o operador aplicado à seqüência também pode variar com i . Isto 

acontece, por exemplo, quando se considera que as constantes de taxa variam com o 

tamanho da cadeia polimérica. 

 

Para os mecanismos lineares, o balanço de massa de iP  só depende de um outro 

elemento da seqüência, que é 1−iP . Por exemplo, na polimerização viva através de 

catálise catiônica, representada pela reação 

 

1+→+ i

Kp

i PMP i , (3.92) 

 

os balanços de massa para as cadeias poliméricas são, simplesmente, 

 

11 −−+−= iiii
i MPKpMPKp

dt

dP
. (3.93) 

 

A quantidade iP  pode ser isolada a partir da Equação (3.93), utilizando-se um 

determinado operador: 
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11 −−=




 +
•

iiii MPKpPMKp
dt

d
. (3.94) 

 

( )1−= iii PTP ; 

( ) ( )•




 +=•
−

MKpMKp
dt

d
T iii

1

. 
(3.95) 

 

Assim, no caso de mecanismos lineares, a Equação (3.91) fica 

 

( )1−= iii PTP , (3.96) 

 

em que o operador iT , neste caso, age sobre 1−iP  somente, e não sobre toda a seqüência 

P . Para um operador como o da Equação (3.96), nota-se que a quantidade iP  pode ser 

escrita como a aplicação sucessiva dos operadores iT  à quantidade 1P , ou 

 

( )( )( )( )( ) ( )1232112321 ...... PTTTTTPTTTTTP −−−− == iiiiiii . (3.97) 

 

Em mecanismos lineares mais simples, o operador que age sobre 1−iP  não varia 

com i . Neste caso, os balanços de massa podem ser representados como 

 

( )1−= ii PTP , (3.98) 

 

e, neste caso, a Equação (3.97) se reduz a 

 

( ) ( )1
1

1... PTPTTTTTP
−== i

i . (3.99) 

 

Esta é uma representação genérica das distribuições de tamanhos de cadeia em 

polimerizações lineares, cuja forma é semelhante à da distribuição de Schulz-Flory da 

Equação (1.13), em que o operador é simplesmente o escalar p , ou à distribuição de 

Schulz-Flory generalizada da Equação (3.24), em que o operador é a matriz 

( ) KpKtAVVΛ
11 −− −= . A DTC prevista pelo processo de Markov da Equação (1.23) 
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também se encaixa na notação da Equação (3.99), uma vez que a matriz de 

probabilidades é um operador linear, independente de i . 

 

Estas últimas são DTCs obtidas para o estado estacionário, mas a Equação (3.91) 

é adequada também à representação de sistemas transientes. Na distribuição de Poisson, 

com o mecanismo da Equação (1.25) e os balanços de massa da Equação (1.27). Nota-

se que, para este problema de polimerização, os balanços resultam em 

 

( ) ( ) 1,
0

1 >= ∫ −
− idsesPeP s

ii

τ
ττ . (3.100) 

 

Na Equação (3.100), o operador T  que age sobre a função ( )τ1−iP  é uma 

integral, de modo que ela também pode ser reescrita como 

 

( ) ( )[ ]ττ 1−= ii PP T ,  em que 

( ) ( )∫ •=• −
τ

τ

0

dsee s
T . 

(3.101) 

 

Outros balanços de massa transientes também podem ser representados segundo 

a forma da Equação (3.91). Os balanços de massa para o mecanismo linear genérico da 

Equação (3.1) são 

 

( )   
dt

d
iii

i
1     −+=−+ PKpfPKtA

P
, (3.102) 

 

e sua solução geral é 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −++=
t

iiii dttt
0

1    ,   0,  ττττ PKpfΩPoΩP . (3.103) 

 

Estes balanços também podem ser escritos na forma ( )1−= ii PTP , para o 

operador 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ •++=•
t

ii dtt
0

   ,   0,  τττ KpfΩPoΩT  (3.104) 

 

Para simplificar a notação, pode-se escrever ( ) ii TPPT = . Nota-se que, no caso 

dos mecanismos lineares, os operadores também são lineares. Para os operadores 

lineares limitados, é válido dizer que 

 

ii PTTP ≤  (3.105) 

 

para uma norma qualquer apropriada ao operador e aos vetores iP  da polimerização em 

questão [40]. Supondo que para uma determinada polimerização a equação ( )1−= ii PTP  

é válida, pode-se escrever, para um operador linear limitado, 

 

11 −− ≤= iii PTTPP  (3.106) 

 

Neste caso, a norma de T  pode ser interpretada como a menor cota superior (o 

supremo) da "probabilidade de propagação" da reação de polimerização, em analogia à 

distribuição de Schulz-Flory. 

 

 

3.3 – Exemplos específicos do comportamento de modelos lineares de polimerização 

 

A utilidade da análise de modelos que descrevem reações de polimerização pode 

ser demonstrada através de dois exemplos, que são casos especiais do modelo linear 

genérico da Equação (3.3). No primeiro exemplo, trata-se das condições para que haja 

oscilações nas quantidades de cadeias com o tempo, em um sistema de copolimerização. 

No segundo exemplo, trata-se de condições para que haja periodicidades na distribuição 

de tamanhos de cadeia de um homopolímero. 
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3.3.1 – Dinâmica oscilatória em sistemas de copolimerização 

 

Se, em um problema de copolimerização, deseja-se calcular as composições das 

cadeias sem considerar a distribuição de tamanhos de cadeia, pode-se fazer a matriz Kp  

nula na Equação (3.3). O modelo terminal, descrito por 

 













+→+

+→+

+→+
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AB) (PBP

AA) (PAP

B

k

B
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k

B

B

k

A

A

k

A

4

3

2

1

 (3.107) 

 

é utilizado para descrever algumas reações de copolimerização. No caso do modelo 

terminal, a matriz ( )KtA −  e o vetor de composições são dados por 

 










−

−
=−

AkBk

AkBk

32

32
Kt)(A ,    








=

B

A

P

P
P  (3.108) 

 

Os valores característicos da matriz ( )KtA−  na Equação (3.108) são números 

reais: 01 =λ  e AkBk 322 +=λ . Assim, o modelo terminal prediz um comportamento 

dinâmico não-oscilatório para os elementos de P , e as soluções de estado estacionário 

são atingidas através de trajetórias exponenciais. Porém, se o modelo penúltimo é 

utilizado para descrever as mesmas reações de copolimerização, ou seja, [88, 89] 
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 , (3.109) 

 

a matriz ( )KtA −  e o vetor de composições P  são 
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( )

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
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P

P

P

P
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No caso do modelo penúltimo, os elementos da matriz ( )KtA −  na Equação 

(3.110) são funções de todas as constantes de taxa (exceto 1k  e 8k , uma vez que a 

primeira e a última reações na Equação (3.109) não causam mudanças de composição). 

 

Pode-se questionar se ( )KtA −  neste caso pode apresentar valores 

característicos complexos e se, conseqüentemente, o modelo penúltimo é capaz de 

predizer comportamento oscilatório. Nota-se que, neste caso, o sistema químico é 

descrito por expressões de taxa de segunda ordem. Se as concentrações dos 

comonômeros são mantidas constantes com o tempo, as expressões de taxa são de 

pseudo-primeira ordem. Mesmo que as reações na Equação (3.109) sejam reversíveis, as 

restrições provenientes do balanceamento detalhado não se aplicariam a um sistema de 

pseudo-primeira ordem, pois sempre seria possível escolher valores para A  e B  tais 

que os valores característicos da matriz fossem complexos [51]. Porém, para que A  e 

B  sejam constantes, deve haver alimentação destas espécies ao sistema, que deve, neste 

caso, ser aberto. Desta forma, não haveria sentido em se considerar um balanceamento 

detalhado, porque o sistema não atinge o equilíbrio. As composições em um sistema 

descrito pelo modelo penúltimo, de fato, podem apresentar oscilações, conforme o 

desenvolvimento que se segue. 

 

Como ( )KtA −  é singular, um de seus valores característicos é 01 =λ . Os 

outros três, denominados 32 ,λλ  e 4λ , são as raízes do polinômio de terceiro grau 

 

32
2

1
3 CλCλCλ −+− . (3.111) 

 

Os coeficientes 1C , 2C  e 3C  deste polinômio são funções das constantes de taxa 

e das quantidades de comonômeros, dadas por 
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( ) ( ) 06427531 >+++++= kkkBkkkAC ; 

( ) ( )
( ) 0767454725232

646242
2

757353
2

2

>+++++

++++++=

kkkkkkkkkkkkAB

kkkkkkBkkkkkkAC
; 

( )
( ) 02

752754732

2
742762542

3
642

3
7533

>+++

++++=

BAkkkkkkkkk

ABkkkkkkkkkBkkkAkkkC
. 

(3.112) 

 

Utilizando-se a regra dos sinais de Descartes [90], pode-se concluir que o 

polinômio na Equação (3.111) apresenta três raízes reais positivas ou uma raiz real 

positiva mais duas raízes complexas conjugadas, de parte real positiva, pois há três 

mudanças de sinal nos coeficientes (C1, C2, C3 > 0). Para se examinar a possibilidade de 

existência de valores característicos complexos, analisa-se a solução analítica de 

032
2

1
3 =−+− CλCλCλ , que é escrita em função dos termos p , q  e R  [90]: 

 

( )( ) ( )( )3
1213

2
12 2927

27

1
,3

3

1
CCCCqCCp −+−=−= , 

23

23







+






=
qp

R . 

(3.113) 

 

Se 0>R , o polinômio da Equação (3.111) apresenta uma raiz real e duas 

complexas conjugadas. Se 0<R , o polinômio apresenta três raízes reais positivas. 

Assim, as condições para a existência de valores característicos complexos de ( )KtA −  

são: 

 

.
32

,0)

;0)
32








−>






<

>

pq
pII

pI

 (3.114) 

 

Verificação da condição I na Equação (3.114) 

 

Pode-se verificar a condição I na Equação (3.114) de maneira mais conveniente, 

ao se definir a variável *p  como 
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01
2

22
1

* ccc
AG

p
p ++== φφ . (3.115) 

 

As raízes de *p  são úteis para a análise de sinais deste polinômio, e dadas por 

 

2

20
2

11

2

4

c

cccc −±−
. (3.116) 

 

A definição de 0c , 1c , 2c  e φ  encontra-se nas Equações (3.119) e (3.120). O 

sinal de *p  é igual ao sinal de p , uma vez que 2A  é um número positivo e 1G  é dado 

por 

 

( ) 07531 >++= kkkG ; (3.117) 

 

portanto, o sinal de *p  pode ser utilizado para verificar a condição I. A soma 

 

( ) 06422 >++= kkkG  (3.118) 

 

é utilizada na definição de φ , na Equação (3.119): 

 

0
1

2 >=
AG

BG
φ . (3.119) 

 

A variável φ  é função da razão AB  entre as quantidades de comonômeros. As 

expressões para os coeficientes 0c , 1c  e 2c  são 

 

3

1
7573530 −++= ααααααc , 

( ) ( )
3

2
3242564271 −+++++= αααααααααc , 

3

1
6462422 −++= ααααααc . 

(3.120) 



126 

 

Os coeficientes 0c , 1c  e 2c  dependem das variáveis 
iα  definidas na Equação 

(3.121), as quais podem ser consideradas como parâmetros cinéticos "normalizados" 

 

2

2
2

G

k
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2

4
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G

k
=α  e 

2

6
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1

3
3

G

k
=α , 

1

3
5

G

k
=α  e 

1

3
7

G

k
=α ; 

7,...,2,10 =≤≤ mmα  

(3.121) 

 

As definições apresentadas na Equação (3.121) são utilizadas para que a análise 

seja simplificada, uma vez que *p  depende somente de φ , e os 
mα  têm seus valores 

restritos ( 10 ≤≤ mα ). Portanto, o comportamento de ( )φ*p  depende de φ  e dos 

coeficientes 0c , 1c  e 2c . 

 

Verificação dos sinais de 0c  e 2c  

 

Pode-se mostrar que 02 <c  e 00 <c  por meio de algumas desigualdades [91]. 

Para isto, mostra-se que, para quaisquer números reais cba ,,  tais que 1,, ≤cba  e 

1=++ cba , verifica-se que 

 

( ) 0
3

1
≤−++ acbcab . (3.122) 

 

O lado esquerdo da desigualdade na Equação (3.122) mostra uma expressão 

semelhante às de 0c  e 2c  na Equação (3.120). Seja 

 

( ) ( ) ( ) ℜ∈∀≥−+−+− cbacacbba ,,0222 . (3.123) 

 

Ao se expandir o lado esquerdo da desigualdade na Equação (3.123), tem-se [91] 
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( ) ( ) ( )

acbcabcba

acbcabcba

cacbba

++≥++⇔

≥−−−++⇔

≥−+−+−

222

222

222

0222222

0

 . (3.124) 

 

Pode-se escrever também 

 

( ) ( ) ( )acbcabcbacba +++++=++ 22222 . (3.125) 

 

Substituindo-se a Equação (3.124) na Equação (3.125), tem-se 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )acbcabcba

acbcabacbcabacbcabcba

++≥++⇔

+++++≥+++++

3

22
2

222

  . (3.126) 

 

Como 1,, ≤cba  e 1=++ cba , tem-se 

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) 0
3

1
ou

3

1

31

3
2

2

≤−++≤++

⇓

++≥

++≥++

acbcabacbcab

acbcab

acbcabcba

 (3.127) 

 

Assim, ao se comparar a Equação (3.127) à Equação (3.120), nota-se que 00 ≤c  

e 02 ≤c . O termo 204 cc−  que se encontra na raiz quadrada da Equação (3.116), então, 

é um termo negativo. ■ 

 

Desta forma, como 00 ≤c  e 02 ≤c , as raízes de ( )φ*p  podem ser reais ou 

complexas. Através da regra dos sinais de Descartes e da Equação (3.116), conclui-se 

que, se 01 >c , o polinômio ( )φ*p , definido na Equação (3.115), tem 2 ou 0 raízes reais 

positivas, e nenhuma raiz real negativa. Se ( )φ*p  possui duas raízes reais positivas, é 

uma função positiva para φ  compreendido entre as duas raízes 1φ  e 2φ  do polinômio 

*p . Neste caso, a condição I da Equação (3.114) é satisfeita, e o modelo penúltimo 
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prediz a existência de comportamento oscilatório para os elementos do vetor P . Este 

comportamento está ilustrado na Figura (3.5). 

 

Se 01 <c , ( )φ*p  tem 2 ou 0 raízes reais negativas e nenhuma raiz real positiva. 

Então, ( )φ*p  é não-positivo para todo 0>φ , e não há oscilações, como é indicado na 

Figura (3.5). 

 

É necessário, também, determinar se 1c  é uma quantidade positiva ou negativa, a 

depender das constantes mα , definidas na Equação (3.121). 

 

Estudo de sinais de 1c  

 

É possível encontrar uma faixa para os valores de 1c , ao se notar que 

 

1

1

642

753

=++

=++

ααα

ααα
, (3.128) 

 

e 

 

( )( )

( ) ( ) ( )656343642742532

767472655452634332

642753 1

ααααααααααααααα

αααααααααααααααααα

αααααα

++++++++=

++++++++=

=++++

 . (3.129) 

 

Então, 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )656343642742532

656343642742532

3

1

3

2

1

ααααααααααααααα

ααααααααααααααα

++−=−+++++

=++++++++
 , (3.130) 

 

ou 

 

( ) ( )[ ]656436563431 3

1

3

1
ααααααααααα ++−=++−=c  . (3.131) 
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O lado direito da Equação (3.131) atinge seu valor mínimo quando  

 

3

2

1

1
1

53

6 −=⇒




=+

=
c

αα
α

 , (3.132) 

 

e atinge seu valor máximo quando 

 

3

1
0 164 =⇒== cαα  . (3.133) 

 

A procura pelos valores extremos de 1c  leva à desigualdade 

 

3

1

3

2
1 ≤≤− c , (3.134) 

 

a qual mostra que 1c  pode ser positivo ou negativo. ■ 

 

Portanto, os parâmetros cinéticos e φ  podem assumir valores para os quais 

00* >⇔> pp . Uma vez que φ  depende também das quantidades dos comonômeros 

A  e B , um sistema que não está oscilando pode começar a oscilar se A  e B  mudam de 

tal forma que φ  passe para a faixa na qual 0>p . A Figura (3.5) ilustra os diferentes 

tipos de comportamento dinâmico que podem ocorrer, a depender do sinal de *p . 

 

Porém, se 01 <c , 0>p  para todo φ . Assim, é preciso verificar a existência de 

valores característicos complexos através da condição II da Equação (3.114). Ao se 

substituírem as expressões de p  e q  na Equação (3.113) e as definições das Equações 

(3.119) (3.121) na condição II da Equação (3.114), esta condição pode ser escrita como 

 

0,,0 0601
2

2
3

3
4

4
5

5
6

6 >>+++++= dddddddddy φφφφφφ , (3.135) 
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p
* < 0  

comportamento

não-oscilatório

φ 

 

p
* < 0

comportamento

oscilatório

p
* < 0

comportamento

não-oscilatório

p
* > 0

comportamento

oscilatório

φ

 

 

Figura (3.5) – Dependência do comportamento dinâmico do sistema de copolimeirzação descrito pelo 

modelo penúltimo com o sinal de *p . 

 

ou seja, a Equação (3.135) representa outra condição para que haja oscilações. Os 

coeficientes md  deste polinômio y  são funções complicadas dos parâmetros cinéticos 

normalizados mα . Alguns testes numéricos mostram que os coeficientes 5,...,1, =mdm  

podem ser positivos os negativos, e que as raízes do polinômio y  na Equação (3.135) 

podem ser reais, o que significa que o sinal deste polinômio pode mudar conforme φ  

muda, e ( )tP  pode, se a condição II é satisfeita, apresentar respostas oscilatórias. A 

Figura (3.6) ilustra este fato. 

 

comportamento

oscilatório

comportamento

não-oscilatório

comportamento

não-oscilatório

comportamento

oscilatório φ

y

 

 

Figura (3.6) – Comportamento do sistema descrito pelo modelo penúltimo segundo o sinal do polinômio 

y . 
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Portanto, pode-se concluir que os elementos de ( )tP  podem oscilar antes de o 

sistema atingir o estado estacionário, através da análise dos valores característicos de 

( )KtA −  definida na Equação (3.110). Se o mesmo sistema é descrito pelo modelo 

terminal, contudo, estas oscilações não podem ser previstas. Para um sistema de 

copolimerização em que não há alimentação das espécies poliméricas, ou seja, 0f = , o 

vetor ( )tP  é dado por 

 

( ) ( ) ( ) PoPoΩP KtA   0,  tett −−== . (3.136) 

 

Se este sistema é representado pelo modelo penúltimo, e 

 

507542 ==== kkkk  

063 == kk  

1== BA  

[ ]T03.01.00=Po  

(3.137) 

 

o comportamento dinâmico dos elementos AAP , ABP , BAP  e BBP  do vetor ( )tP  é aquele 

mostrado na Figura (3.7). A oscilação das quantidades AAP , ABP , BAP  e BBP  em torno de 

seu valor de equilíbrio não é proibida por conceitos termodinâmicos: há várias espécies 

químicas neste sistema, ao contrário da situação mostrada na Figura (2.7), em que só há 

uma espécie. 

 

Conclui-se, portanto, que a natureza dinâmica das soluções destes modelos de 

copolimerização depende do tipo de mecanismo utilizado para descrevê-lo (terminal ou 

penúltimo). Mostrou-se que a natureza do mecanismo de propagação pode alterar de 

maneira qualitativa a natureza dinâmica das soluções do modelo a ele referente. 
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Figura (3.7) – Comportamento dinâmico do sistema de copolimerização descrito pelo modelo penúltimo, 

com os parâmetros dados pela Equação (3.137). 

 

3.3.2 – Análise de periodicidades na DTC de um homopolímero 

 

A Equação (3.138) mostra um mecanismo de homopolimerização da classe dos 

mecanismos de inserção múltipla, os quais são utilizados para descrever algumas 

reações de polimerização de olefinas por coordenação [82]. O mecanismo da Equação 

(3.138) possui dois tipos de cadeias ativas e duas etapas de interrupção do crescimento: 

 

















+→+

+→+

 →+

 →+

 →+

 →+

+

+

+

+

i

Ki

i

i

Ki

i

i

Kp

i

i

Kp

i

i

Kp

i

i

Kp

i

PXQ

PXP

QMQ

PMQ

QMP

PMP

Λ

Λ

0

0

1

1

1

1

2

1

22

21

12

11

 (3.138) 

 

As matrizes (A – Kt) e Kp relacionadas ao mecanismo da Equação (3.138) são 

dadas por 

 

( ) 







++

++
=−

XKiMKpMKp

XKiMKpMKp

22221

11211

0

0
KtA ; (3.139) 
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







=

MKpMKp

MKpMKp

2212

2111
Kp . (3.140) 

 

A fim de deixar a análise deste mecanismo no estado transiente mais clara, 

estuda-se este mecanismo no estado estacionário inicialmente. No caso de 

polimerizações por inserção múltipla em estado estacionário, Pi pode ser obtido pela 

multiplicação de Pi-1 pela matriz mostrada na Equação (3.141): 

 

( ) 1
1

−
−−= ii PKpKtAP , (3.141) 

 

se a vazão de entrada da espécie Pi no reator é nula. Mostrou-se que as quantidades de 

polímero Pi e Qi podem oscilar se ( ) KpKtA
1−−  possui um valor característico positivo 

e um negativo [82]. No caso do mecanismo da Equação (3.138), a matriz ( ) KpKtA
1−−  

é 

 

( )



















++++

++++
=− −

XKiMKpMKp

MKp

XKiMKpMKp

MKp

XKiMKpMKp

MKp

XKiMKpMKp

MKp

22221

22

22221

12

11211

21

11211

11

1
KpKtA  (3.142) 

 

Pode-se notar que os elementos de ( ) KpKtA
1−−  são positivos e os elementos 

em sua diagonal principal são menores ou iguais a um. Pode mostrar-se, também, que os 

módulos dos valores característicos 1λ  e 2λ  desta matriz são também menores ou iguais 

a um. 

 

Mostrando que os valores característicos têm módulo menor que um: 

 

Primeiramente, definem-se as somas 

 

;112111 XKiMKpMKpS ++=  

.222212 XKiMKpMKpS ++=  
(3.143) 
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Nota-se que são válidas as desigualdades 

 

111 SMKp ≤ , 112 SMKp ≤ , 221 SMKp ≤  e 222 SMKp ≤ . (3.144) 

 

O determinante da matriz ( ) KpKtA
1−−  na Equação (3.142) é igual a 

 

( )[ ]
21

211222111det
SS

MKpMKpMKpMKp −
=− −

KpKtA . (3.145) 

 

Com as desigualdades da Equação (3.144), é possível dizer que o determinante 

obedece à desigualdade 

 

( )[ ] ( )positiva quantidade1det
21

2112211 −=
−

≤− −

SS

MKpMKpSS
KpKtA ; 

( )[ ] 1det 1 ≤− −
KpKtA . 

(3.146) 

 

Logo, o determinante de ( ) KpKtA
1−−  é menor do que 1 e pode ser negativo. 

Da mesma forma, pode-se obter um valor mínimo para o determinante, ao se usarem as 

desigualdades da Equação (3.144): 

 

( )[ ] ( ) 1positiva quantidadedet
21

2122111 −=
−

≥− −

SS

SSMKpMKp
KpKtA ; 

( )[ ] 1det 1 −≥− −
KpKtA . 

(3.147) 

 

Para o traço de ( ) KpKtA
1−−  na Equação (3.142), tem-se que 

 

( )[ ] 0tr
2

22

1

111 ≥+=− −

S

MKp

S

MKp
KpKtA ; 

( )[ ] 211tr 1 =+≤− −
KpKtA ; 

( )[ ] 2tr0 1 ≤−≤ −
KpKtA ; 

(3.148) 
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se as desigualdades da Equação (3.144) são utilizadas. As Equações (3.146)-(3.148) 

podem ser reescritas, respectivamente, como as Equações (3.149) e (3.150), em termos 

dos valores característicos de ( ) KpKtA
1−− : 

 

11 21 ≤≤− λλ , ou 121 ≤λλ ; (3.149) 

 

20 21 ≤+≤ λλ . (3.150) 

 

Através da desigualdade para o traço da matriz na Equação (3.150), conclui-se, 

neste caso, que as partes reais dos valores característicos não podem ser 

simultaneamente negativas. Assim, os três casos relativos aos sinais dos valores 

característicos são analisados a seguir. 

 

Se os valores característicos são ambos reais e positivos, a Equação (3.150) é 

suficiente para mostrar que cada um deve ser menor ou igual a 1. Se os valores 

característicos são reais e de sinais contrários, mostra-se através da Equação (3.150) que 

o valor característico positivo é maior que o módulo do valor característico negativo. 

Seja 1λ  o valor característico positivo e 2λ  o negativo. A Equação (3.149) implica que 

 

( )
( )2

121

1
1

λ
λλλ

−
≤⇒≤− , (3.151) 

 

e a Equação (3.150) implica que  

 

12212 2 λλλλλ ≤−⇒−≤≤− . (3.152) 

 

Através das Equações (3.149) e (3.150), é possível dizer que 

 

( ) ( )2
2

2
12

11

λ
λ

λ
λλ

−
≤−⇒

−
≤≤− ; 

012
2 ≤−λ . 

(3.153) 
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Assim, pela Equação (3.153), tem-se que 2λ  está entre –1 e 1. Como 2λ  é o 

valor característico negativo, então ele deve estar entre –1 e 0. Demonstração 

semelhante pode ser feita para se concluir que 1λ  deve estar entre 0 e 1 (basta isolar-se 

2λ  nas Equações (3.151) e (3.152), em vez de 1λ ). Assim, para o caso em que 1λ  e 2λ  

têm sinais contrários, seus módulos também são menores ou iguais a 1. 

 

Se os dois valores característicos de ( ) KpKtA
1−−  na Equação (3.142) são 

complexos, devem ser conjugados. Assim, a Equação (3.149), que limita o determinante 

de ( ) KpKtA
1−− , pode ser utilizada para se demonstrar que o módulo destes valores 

característicos complexos é também menor ou igual a 1. Sejam estes representados por 

( )bia +  e ( )bia − . Neste caso, a Equação (3.149) pode ser escrita como 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 111
212222 ≤+⇒≤+⇒≤−+ bababiabia  (3.154) 

 

Ou seja, se os valores característicos de ( ) KpKtA
1−−  na Equação (3.142) são 

complexos conjugados, possuem módulo menor ou igual a 1. ■ 

 

Para a análise de oscilações, é útil considerar a norma do vetor Pi, que pode ser 

dada pela soma dos valores absolutos dos elementos deste vetor, ou seja, 

 

iiiiiii QPQPPP +=+=+= 21

1
P  (3.155) 

 

uma vez que Pi e Qi são números não-negativos. Conseqüentemente, 
1iP  é igual à 

quantidade que seria detectada como o total de polímero com tamanho de cadeia i por 

uma análise ideal de cromatografia de permeação em gel, se esta técnica fosse capaz de 

distinguir entre cadeias de tamanho i e i + 1. Pode-se definir também a norma da matriz 

(A – Kt)-1 Kp que é induzida pela norma do vetor da Equação (3.155), a qual é dada por 

 

( ) ∑
=

− =−
NS

m

mn
n

cmax
1

1

1
KpKtA , (3.156) 
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em que cmn  são os elementos desta matriz. Portanto, a norma da matriz definida na 

Equação (3.156) é o máximo entre todas as somas dos elementos das colunas da matriz. 

 

A análise de periodicidades na DTC do homopolímero baseia-se em dois 

exemplos mostrados na Tabela (3.1), que apresenta os quatro primeiros vetores Pi 

obtidos através da Equação (3.141) para estes dois exemplos. No Caso I da Tabela (3.1), 

os valores característicos de ( ) KpKtA
1−−  são 0.99 e -0.98; neste caso, podem ser 

notadas oscilações nos valores de Pi, Qi e 1iP . Contudo, o Caso II da Tabela (3.1) 

ilustra uma homopolimerização para a qual a matriz ( ) KpKtA
1−−  também possui 

valores característicos 0.99 e –0.98, mas para a qual as quantidades Pi, Qi e 1iP  não 

apresentam periodicidades. 

 

Tabela (3.1) – Comparação entre os vetores Pi, i = 2, ..., 5 obtidos em dois casos diferentes. Em ambos os 

casos, as matrizes (A - Kt)-1 Kp possuem valores característicos λ1 = 0.99 e λ2 = - 0.98. 

 Caso I Caso II 

( ) KpKtA
1−−  








00404851120

20060

..

.  







0050020.99002551

9800.005

.

.  

( )
1

1
KpKtA

−−  2.00 0.995 

i  iP  
1iP  iP  

1iP  

1 [ ]T.. 001001  2.00 [ ]T.. 001001  2.00 

2 [ ]T.. 4890002  2.49 [ ]T.. 99509850  1.98 

3 [ ]T.. 97509900  1.96 [ ]T.. 98009800  1.96 

4 [ ]T.. 4840961  2.44 [ ]T.. 97509650  1.94 

5 [ ]T.. 95109800  1.93 [ ]T.. 96009600  1.92 

 

Apesar de as matrizes (A – Kt)-1 Kp do Caso I e do Caso II possuírem os mesmos 

valores característicos, suas normas são diferentes. Isto pode explicar por que a norma 

1iP  não oscila no Caso II, uma vez que 
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( )
1

1
1

1 −
−−= ii PKpKtAP  (3.157) 

 

Da Equação (3.157), obtém-se a desigualdade 

 

( )
11

1

1

1 −
−−≤ ii PKpKtAP , (3.158) 

 

a qual significa que a soma iii QP +=
1

P  é menor do que 1111 −−− += iii QPP  

multiplicada por ( )
1

1
KpKtA

−− . A norma da matriz ( )
1

1
KpKtA

−−  aparenta estar 

relacionada a uma “probabilidade de propagação” análoga à da distribuição de Schulz-

Flory. No Caso I da Tabela (3.1), 

 

111
0042 −≤ ii . PP , (3.159) 

 

ou seja, é possível que 
1iP  seja maior que 

11−iP  para algum i. Neste caso, pode haver 

oscilações do quantidade total de polímero 
1iP . Entretanto, no Caso II da Tabela (3.1), 

 

111
9950 −≤ ii . PP , (3.160) 

 

o que proíbe oscilações da quantidade 
1iP , apesar de não proibir oscilações nas 

quantidades iP  e iQ . Estas oscilações podem estar presentes segundo a análise do 

modelo; contudo, a cromatografia de permeação em gel não detectaria oscilações de 

1iP  ou Pi e Qi [92]. 

 

Logo, as matrizes dos Casos I e II possuem os mesmos valores característicos, 

mas os sistemas por elas descritos comportam-se de maneiras qualitativamente 

diferentes. Espera-se que esta diferença esteja presente também em modelos dinâmicos 

de homopolimerização por inserção múltipla, para os quais a solução para o vetor ( )tiP  

é 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ ++= −

t

iii dttt
0

1,0, ττττ fKpPΩPoΩP . (3.161) 

 

Seja a solução dinâmica para ( )tiP  da Equação (3.162), para a qual ( ) 0f =τi  e 

0Po = : 

 

( ) ( ) ( )∫ −=
t

ii dtt
0

1, τττ KpPΩP . (3.162) 

 

A Equação (3.162) pode ser reescrita como 

 

( )1−= ii PTP ,      ( ) ( ) ( )∫ •=•
t

d,t
0

τττ KpΩT , (3.163) 

 

que representa o fato de que o vetor iP  é obtido através da aplicação do operador T  a 

um vetor 1−iP , para i > 2, conforme a Equação (3.98). Pode-se averiguar se a aplicação 

sucessiva deste operador T  ao vetor P1 pode produzir distribuições de tamanho de 

cadeia que apresentam periodicidades com o tamanho de cadeia i . 

 

Na Equação (3.163), T  é um operador de Volterra, o qual não possui valores 

característicos se os elementos de ( )KpΩ τ,t  são funções contínuas [93]; entretanto, seu 

espectro não é vazio, mas seu único elemento é zero [40, 94]. A análise do operador T 

da Equação (3.163) deve, portanto, ser diferente daquela realizada para a matriz (A – 

Kt)-1 Kp, no caso do estado estacionário. As oscilações na DTC para esta 

homopolimerização transiente estão associadas ao fato de a matriz ( ) ( )ττ KpΩ ,t  possuir 

um valor característico negativo. 

 

No caso deste mecanismo, o matrizante é dado por 
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( ) ( )

( )( )

( )( )
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
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





















++−









++−

=

=





∫ −−=

∫

∫
t

t

t

dssXKiMKpMKp

dssXKiMKpMKp
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(3.164) 

 

uma vez que as matrizes ( )KtA −  e ( )∫ −
t

ds
τ

KtA  comutam [86]. Como os parâmetros 

cinéticos Kpmn e Kij são positivos, as integrais que aparecem na Equação (3.164) são 

também positivas (porque a variável de integração τ  está no intervalo [0, t]). O 

matrizante pode, então, ser reescrito como 

 

( ) ( )
( )






−

−
=

2

1

exp0

0exp
,

I

I
t τΩ , (3.165) 

 

em que 1I  e 2I  são as integrais positivas da Equação (3.164). Uma vez conhecida a 

forma do matrizante, os valores característicos da matriz ( ) ( )ττ KpΩ ,t  são 

 

( ) ( )( ) MKpeKpeKpeKpeKpeKpe
IIIIII





 +−++= −−−−−−

1221

2

221122111
212121 4

2

1
λ  (3.166) 

 

( ) ( )( ) MKpeKpeKpeKpeKpeKpe IIIIII





 +−−+= −−−−−−

1221

2

221122112
212121 4

2

1
λ  (3.167) 

 

Notam-se algumas propriedades dos valores característicos das Equações (3.166) 

e (3.167). Primeiramente, tem-se que 12 λλ < . Observa-se também que 01 >λ  e que 1λ  

e 2λ  são valores característicos reais, pois o termo dentro da raiz quadrada é positivo. O 

valor 2λ  pode ser negativo, se a condição 

 

( ) ( )( ) 22111221

2

2211
212121 4 KpeKpeKpeKpeKpeKpe
IIIIII −−−−−− +>+− ; 

22112112 KpKpKpKp >⇒ , 
(3.168) 
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é satisfeita. A condição presente na Equação (3.168) é a mesma condição para que, 

neste modelo de inserção múltipla em estado estacionário, a matriz ( ) KpKtA
1−−  

possua um valor característico negativo e um positivo. Na Equação (3.168), portanto, 

exige-se que o determinante da matriz Kp  seja negativo para que 2λ  seja negativo. 

 

A condição expressa na Equação (3.168) é necessária para que ocorram as 

periodicidades da DTC; entretanto, não é suficiente para que aquelas existam, conforme 

se pode perceber pelas Figuras (3.8) e (3.9), elaboradas com os parâmetros mostrados na 

Tabela (3.2). 

 

Tabela (3.2) – Parâmetros utilizados para a construção dos gráficos nas Figuras (3.8), (3.9) e (3.10). 

Variável Figura (3.8) Figura (3.9) Figura (3.10) 

M 1 1 1 

X 1 1 1 

Kp11 0.006 0.005 0 

Kp12 0.485112 0.990055 2.5 

Kp21 2 0.98 3.5 

Kp22 0.004 0.005 0 

Ki1 0.1 0.1 0.1 

Ki2 0.2 0.2 0.2 

P1(t) [e-0.1τ, e-0.1τ]T [e-0.1τ, e-0.1τ]T [e-0.1τ, 0]T 

 

 

Na última coluna da Tabela (3.2), encontram-se os parâmetros de um modelo de 

inserção múltipla em que as periodicidades na DTC do polímero apresentam um 

comportamento limitante. Estes parâmetros representam uma polimerização em que as 

cadeias do tipo Qi possuem somente tamanhos pares e as cadeias do tipo Pi possuem 

somente tamanhos de cadeia ímpares. A Figura (3.10) ilustra, para tamanhos de cadeia 

pequenos, a distribuição de tamanhos de cadeia das cadeias do tipo Pi. 
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Figura (3.8) – Distribuição de tamanhos de cadeia com periodicidades, para um polímero formado pelo 

mecanismo de inserção múltipla da Equação (3.138), no tempo t = 10 e para os parâmetros na Tabela 

(3.2). 
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Figura (3.9) – Distribuição de tamanhos de cadeia sem periodicidades, para um polímero formado pelo 

mecanismo de inserção múltipla da Equação (3.138), no tempo t = 10 e para os parâmetros na Tabela 

(3.2). 
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Figura (3.10) – Comportamento limitante de uma distribuição de tamanhos de cadeia com periodicidades, 

para um polímero formado pelo mecanismo de inserção múltipla da Equação (3.138), no tempo t = 10 e 

para os parâmetros na Tabela (3.2). 

 

Distribuições de tamanhos de cadeia similares àquela da Figura (3.10) podem ser 

obtidas ao se escolherem valores nulos para os parâmetros Kp11 e Kp22. Em uma 

polimerização em que Kp11 = Kp22 = 0, não ocorrem as reações de propagação nas quais 

não há mudança do tipo de cadeia. Uma cadeia só crescerá se for convertida em uma 

cadeia de tipo diferente. Logo, se no início da polimerização todas as cadeias de 

tamanho 1 são do tipo Pi, todas as cadeias de tamanho 2 serão do tipo Qi, e assim por 

diante. Tal comportamento foi também observado na simulação de uma polimerização 

por condensação estacionária, através do uso de cadeias de Markov [31]. Contudo, 

deve-se salientar que os métodos experimentais utilizados atualmente para a medição da 

DTC não detectam tais periodicidades, as quais, são, além de tudo, mais facilmente 

notadas para tamanhos de cadeia pequenos. 

 

A existência de distribuições de tamanhos de cadeia oscilatórias ainda não foi 

comprovada experimentalmente. Mas esse exemplo mostra que a existência de 

distribuições de tamanhos de cadeia oscilatórias é possível em polimerizações nos 

estados estacionário e transiente, desde que certas restrições paramétricas sejam 

obedecidas. 

 

Assim, conclui-se que a análise matemática das equações que descrevem os 

balanços de massa em problemas de polimerização pode revelar a existência de soluções 
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não comuns, presentes até mesmo em mecanismos simples de polimerização. Por 

exemplo, mostrou-se pela primeira vez que as equações do modelo penúltimo para 

copolimerização podem apresentar soluções que oscilam com o tempo, o que não ocorre 

com as soluções previstas pelo modelo terminal. Mostrou-se também que as 

distribuições de tamanhos de cadeia em polimerizações interpretadas pelo mecanismo 

de inserção múltipla podem apresentar comportamento oscilatório com o tamanho de 

cadeia i, tanto em estado estacionário quanto em estado transiente. A existência destas 

oscilações depende de algumas relações entre os parâmetros do modelo. 
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CAPÍTULO 4 – ANÁLISE DE PONTO FIXO DE MODELOS DE POLIMERIZAÇÕES 

LINEARES 

 

No Capítulo 3, mostraram-se dois exemplos em que a análise matemática dos 

modelos de reações de polimerização ajudou a trazer à tona algumas características 

implícitas destes sistemas reacionais. Neste capítulo, pretende-se analisar as 

polimerizações lineares de maneira mais genérica, ao se procurarem algumas 

propriedades de seus modelos utilizando teoremas de ponto fixo. Para isto, utiliza-se 

neste capítulo a abordagem em que se considera a DTC como uma seqüência gerada por 

um operador, a qual foi introduzida no Capítulo 3. 

 

4.1 - A Teoria do Ponto Fixo 

 

A Teoria do Ponto Fixo é apropriada para o estudo de sistemas de polimerização 

em que os balanços de massa podem ser escritos como na Equação (3.96), ou seja, 

( )1−= iii PTP . Uma definição importante para esta análise é a de ponto fixo [40, 41]. 

 

Definição: o ponto fixo de um operador XX →:T  de um conjunto X  nele mesmo é 

um elemento Xx∈  que é mapeado sobre si mesmo (ou "mantido fixo" por T ), isto é, 

 

xx =T , (4.1) 

 

ou seja, a imagem xT  coincide com x . 

 

Pode-se imaginar um procedimento iterativo para a determinação do ponto fixo: 

toma-se um elemento Xx ∈0  do conjunto e aplica-se a ele o operador. O resultado 

desta operação é o elemento 1x , que também pertence a X . Aplicando-se o operador a 

1x , obtém-se 2x  e assim por diante, numa regra de substituição sucessiva dada por 

 

1−= nn xx T , 1≥n . (4.2) 
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Se o operador possuir determinadas propriedades, este procedimento de 

substituição sucessiva pode convergir para um ponto fixo x . Os teoremas de ponto fixo 

procuram estabelecer que propriedades este operador deve possuir para que haja 

convergência. 

 

A convergência através do processo iterativo dado pela Equação (4.2) é uma 

característica importante em vários ramos da matemática aplicada. Através de conceitos 

da Teoria do Ponto Fixo é possível, por exemplo, assegurar a unicidade de soluções em 

equações diferenciais [95] e a convergência de técnicas de substituição sucessiva para a 

determinação numérica de soluções de equações algébricas [40]. 

 

É possível mostrar que, se o operador for uma contração, conforme a definição 

abaixo, o processo iterativo da Equação (4.2) converge [40]. 

 

Definição: Seja ( )dXX ,=  um espaço métrico. Um operador XX →:T  é chamado 

de contração (ou mapeamento contractivo) em X  se há um número real positivo 1<α  

tal que, para todos Xyx ∈, , 

 

( ) ( )yxdyxd ,, α≤TT . (4.3) 

 

Isto significa que as imagens dos pontos x  e y  estão mais próximas uma da 

outra do que estes pontos estão um do outro. O fato de o operador ser uma contração 

garante a convergência da Equação (4.2) para um ponto fixo, segundo o Teorema do 

Ponto Fixo de Banach, reproduzido abaixo. 

 

Teorema: Considere um espaço métrico completo ( )dXX ,=  e XX →:T  um 

operador. Se T  é uma contração em X , então T  possui um único ponto fixo x . E, se 

nx  é um elemento da seqüência ( )nx , nn ,...,0=  tal que 1−= nn xx T , então: 

 

1) ( )
( )

( )10 ,1
, xxdxxd

m

nm α
α
−

≤ ; 

2) xx
n

n =
∞→

lim . � 

(4.4) 
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Contudo, esta não é a única forma de se averiguar a convergência da Equação 

(4.2). Existem outros teoremas mais gerais do que este, que estão baseados em 

definições generalizadas de contração [95]. Por exemplo, é possível mostrar que, se o 

operador é uma contração no sentido de Krasnoselskii, ou seja, 

 

( ) ( ) ( )yxdbayxd ,,, α≤TT , para 
( ) [ )

( )



<<

<<∈

byxda

baba

,

0,1,0,α
, (4.5) 

 

ele possui somente um ponto fixo no espaço métrico X [95]. A contração no sentido de 

Krasnoselskii é definida para elementos de X contidos em um intervalo especificado. 

Existem, ainda, muitos teoremas de ponto fixo para outros tipos de operadores. Um 

deles é o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, que assegura que todo operador contínuo 

cujos domínio e imagem são o mesmo conjunto fechado, limitado e convexo em nR  

possui um ponto fixo [96]. 

 

Um outro teorema de ponto fixo interessante diz respeito a operadores que 

variam ao longo do processo iterativo, como no caso da Equação (3.96) [95]. 

 

Teorema: se ( ),...,...,, 21 nTTT  é uma seqüência infinita de operadores, cada um tendo no 

mínimo um ponto fixo ,...3,2,1, =nxn  e XX →:0T  é um mapeamento contractivo com 

( ) ( )yxdyxd ,, 000 α≤TT  e a seqüência ( ),...,...,, 21 nTTT  converge uniformemente para 

0T , então ( ),...,...,, 21 nxxx  converge para 0x . � 

 

4.1.1 – Aproximações para seqüências geradas através de iterações sucessivas 

 

Um teorema desenvolvido por Ostrowski permite a comparação entre duas 

seqüências, definidas como na Equação (3.98), e que são geradas por operadores 

diferentes [95]. Este teorema enuncia uma desigualdade para a distância entre elementos 

destas duas seqüências, sendo, portanto, apropriado para se estimar a distância entre 

elementos de uma seqüência e de uma seqüência que aproxima a primeira. 
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Teorema (Ostrovski): Seja XX →:T  uma contração em um espaço métrico completo 

e  

 

( ) ( )yxdyxd ,, α≤TT  (4.6) 

 

para todo Xyx ∈,  e ( )1,0∈k . Seja 0x  um ponto arbitrário em X  e nn xx T=+1  para 

,...2,1,0=n , e seja ( )my  uma seqüência em X  e 

 

( )mmm yyd T,1+=ε . (4.7) 

 

Então, 

 

( ) ( ) ( )[ ] mmmmm ayydyxd =+−≤ +
−

+ ,1, 1
1

1 αεα , (4.8) 

 

( ) ( ) ( ) m

m

i

i

imm

mmm byxdyxdyxd =++≤ ∑
=

−
+++

0
00111 ,,, εαα , (4.9) 

 

e xym
m

=
∞→

lim , se e somente se 0lim =
∞→ m

m
ε  [95]. � 

 

4.2 - Os mapeamentos contractivos relacionados à distribuição de tamanhos de cadeia 

 

No Capítulo 3, foi visto que é possível interpretar um modelo genérico de um 

sistema de polimerização linear como uma iteração sucessiva, conforme a Equação 

(3.96). As polimerizações lineares serão representadas aqui pelo mecanismo genérico 

apresentado na Equação (3.1), acompanhadas de seus balanços de massa em estado 

transiente. Antes do estudo deste sistema, porém, é conveniente considerar algumas 

semelhanças matemáticas entre este sistema genérico e alguns sistemas mais simples. 

 

A distribuição de tamanho de cadeia estacionária de Schulz-Flory, dada pela 

Equação (1.13), origina-se de um mapeamento contractivo para todo i , se RPi ∈ , com 

a métrica usual para os números reais dada por ( ) yxyxd −=, , conforme a Equação 

(4.10): 
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1,1 >= − iqPP ii . (4.10) 

 

Da Equação (4.10), pode-se escrever 

 

11 −− −=− jiji PPqPP . (4.11) 

 

A constante 1<q  é a "probabilidade de propagação", que pode ser escrita como 

uma função das constantes cinéticas. Neste caso, o operador T  representa simplesmente 

a operação de multiplicação por q , que é real, positivo e menor que 1. Assim, este 

operador é uma contração. 

 

A distribuição de Poisson, por sua vez, pode ser obtida ao se resolverem os 

balanços de massa transientes referentes ao mecanismo da Equação (1.25). A DTC de 

Poisson resulta das equações representadas na Equação (3.24), em que a solução para 

( )τiP  é escrita em função de ( )τ1−iP , e que é repetida abaixo: 

 

( ) ( ) 1,
0

1 >= ∫ −
− idsesPeP s

ii

τ
ττ . (3.24) 

 

Para se averiguar se a distribuição de Poisson procede de um operador 

contractivo, é necessário definir uma distância entre as quantidades ( )τiP  e ( )τjP . Esta 

pode ser a distância induzida pela norma de Chebyshev ou a norma do supremo de 

( )τiP , isto é, 

 

( ) ( )ττ
τ

i
J

i PP
∈

= sup
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )ττττττ
τ

ji
J

jiji PPPPPPd −=−=
∈

sup,
,
 

(4.12) 

 

em que J  é o intervalo de tempo que está sendo considerado para a análise da 

polimerização. O módulo da diferença entre ( )τiP  e ( )τjP  é dado por 
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( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −−
− −=−

ττττ
o

s

jiji dsesPsPePP 11

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −−

− −≤−
ττττ
o

s

jiji dsesPsPePP 11

 
( ) ( ) ( ) ( )∫ −−

− −≤−
ττττ
o

s

jiji dsesPsPePP 11  

(4.13) 

 

Tomando o máximo de ( ) ( )sPsP ji 11 −− −  e retirando-o da integral, tem-se 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ∫−
−−

∈
⋅−≤−

ττττ
o

s

ji
Js

ji dseesPsPPP 11sup  (4.14) 

 

A integral no lado direito da Equação (4.14) é ( )ττ στ −− −=∫ edsee
o

1 . Segue-se, 

então, a desigualdade 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )τττ −
−−

∈
−⋅−≤− esPsPPP ji

Js
ji 1sup 11 . (4.15) 

 

Tomando o máximo no lado esquerdo da desigualdade anterior, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )τ

ττ
ττ −

∈
−−

∈∈
−⋅−≤− esPsPPP

J
ji

Js
ji

J

1supsupsup 11 . (4.16) 

 

Se o intervalo de tempo em que ocorre a reação é [ ]fJ τ,0= , 

 

( ) 111sup <−=−= −−

∈

fee
J

ττ

τ
α . (4.17) 

 

Assim, escrevendo a Equação (4.16) em termos das distâncias entre os 

elementos, nota-se que o mapeamento integral definido pela Equação (3.24) é uma 

contração para todo τ  finito, isto é, 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1,,, <≤ ατταττ jiji PPdPPd . (4.18) 
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Se ∞→τ , 1→α , e, tem-se que, para τ  infinito, o mapeamento dado pela 

Equação (3.24) é não-expansivo. 

 

Estes dois exemplos simples mostram que a DTC pode ser construída através da 

iteração sucessiva de um operador, que nestes dois casos, é uma contração. A natureza 

de "iteração sucessiva" de reações de polimerização já havia sido considerada pelo uso 

das cadeias de Markov para determinação da DTC [31]. As matrizes de transição de 

probabilidades são mapeamentos não-expansivos para qualquer modelo que descrevam, 

se sua norma é dada pela maior das somas dos elementos em cada linha, como no caso 

da Equação (1.22). Existem teoremas de ponto fixo que garantem a convergência de 

iterações feitas através mapeamentos não-expansivos como este [95]. 

 

4.3 - A análise de ponto fixo para um mecanismo linear genérico 

 

A análise de ponto fixo de mecanismos lineares baseia-se no mecanismo 

genérico descrito na Equação (3.1), repetida abaixo [82]. 

 

( )( )

( )( )

( )( )

( )( )
















+→+

+ →+

+ →+

+ →+ +

odesativaçã                     ,        

ocresciment do ointerrupçã                 ,         

cadeia de sformação      tran          ,         

propagação              ,         

     

T

,

T

,0

T

,

T

,1

,

,

,

Dd

Di

Dt

Dp

k

ji

Kd

j

k

i

k

ji

lKi

j

k

i

k

ji

l

i

Kt

j

k

i

k

ji

l

i

Kp

j

k

i

k
j

lk
j

lk
j

lk
j

XP

PXP

PXP

PXP

νννν

νννν

νννν

νννν

 
(3.1) 

 

4.3.1 – A análise de ponto fixo para um conjunto de mecanismos 

 

Uma vez que é comum que o vetor de concentrações iniciais iPo  e o vetor de 

vazões de alimentação de espécies poliméricas ( )tif  sejam nulos em muitos processos, 

serão consideradas, primeiramente, os balanços de massa em que isto ocorre. Estes 

podem ser escritos em termos da seqüência ( )iP , gerada através da iteração 
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( ) ( ) ( )∫ −=
t

ii dtt
0

1    ,   τττ PKpΩP ; 

( ) ( )tt ii 1−=TPP ,     ( ) ( )∫ •=•
t

dt
0

  ,  τττ KpΩT . 

(4.19) 

 

A Equação (4.19) mostra que neste tipo de mecanismo, o crescimento de cada 

cadeia de tamanho i  é dependente somente da quantidade de cadeias de tamanho 1−i , 

e que neste caso esta relação é independente de i  porque o operador integral T  não 

depende da "iteração" i . Para a análise de ponto fixo do operador T  na Equação (4.19), 

considera-se que cada ( )tiP  pertence ao espaço vetorial de vetores de dimensão NS  

cujos elementos são funções que variam no tempo; é necessário também definir uma 

distância entre dois elementos distintos ( )tg  e ( )th . Aqui, esta distância será induzida 

pela norma 

 

( ) ( ) ( )
1

1

supsup ttgt
Jt

NS

k

k

Jt

gg
∈=∈

== ∑ , (4.20) 

 

que é o valor máximo da soma dos módulos dos elementos de ( )tg  que pode ser 

atingido no tempo. Para que se simplifique a notação, a soma dos módulos dos 

elementos de ( )tg  foi chamada de ( )
1

tg , que é diferente de ( )tg , como se pode notar 

na Equação (4.20) e na Tabela (4.1). Assim, a norma do vetor que representa a 

quantidade de polímero iP (t) é dada por ( )tiP . Esta norma é conveniente para o 

presente estudo porque representa uma quantidade fisicamente mensurável; esta denota 

a máxima quantidade total de cadeias de um determinado tamanho i  atingido durante a 

reação em batelada (porque 0f =i ). 

 

Tabela (4.1) – Distinção entre símbolos de norma utilizados na análise de ponto fixo de T . 

Símbolo Significado e características Interpretação física 

1iP  
norma 1 do vetor iP  

(varia com o tempo) 

soma das quantidades de todos os tipos de cadeias de 

tamanho i  em cada instante de tempo 

iP  norma do vetor iP  
máximo valor de 

1iP  atingido durante o intervalo 

de tempo considerado na reação de polimerização 
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A expressão da Equação (4.20) obedece a todos os requisitos de uma norma, e o 

espaço dos vetores acima descritos é um espaço completo com esta norma (ver 

Apêndice 1). A distância induzida por esta norma é 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
=∈

−=−=
NS

k

kk

Jt

ttttttd
1

sup  , hghghg . (4.21) 

 

Tendo sido definidos o operador, o espaço vetorial e a norma a serem utilizados, 

pode-se iniciar o desenvolvimento da análise. No caso do modelo da Equação (4.19), 

pode-se escrever a norma 1 da diferença entre dois vetores ( )tiP  e ( )tjP  como 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
10

111
  ,  ∫ −− −=−

t

jiji dttt ττττ PPKpΩPP . (4.22) 

 

A Equação (4.22) pode dar origem a uma desigualdade: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ −− −≤−
t

jiji dttt
0

1111
 , ττττ PPKpΩPP . (4.23) 

 

Uma vez que o matrizante ( )τ,tΩ  e a matriz de propagação Kp  são operadores 

limitados por serem matrizes reais [40, 41], é possível escrever a desigualdade 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ −− −≤−
t

jiji dttt
0

11111
 , ττττ PPKpΩPP , (4.24) 

 

em que se utilizam as normas 1 das matrizes. A norma 1 de matrizes é induzida pela 

norma 1 dos vetores [41]. A norma da matriz Kp , por exemplo, é calculada através da 

expressão 

 

∑
=

=
NS

i

ij
j

Kp
1

1
maxKp , (4.25) 
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que denota a maior entre as somas dos elementos das colunas desta matriz; a norma do 

matrizante é calculada da mesma forma. A norma dada pela Equação (4.25) pode variar 

com o tempo. 

 

A desigualdade da Equação (4.24) pode ser desenvolvida: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) .,, 

 sup, 

11

0
11

111

0
11

ττττ

ττττ
τ

−−

−−
∈

⋅







≤

−⋅







≤−

∫

∫

ji

t

ji
J

t

ji

ddt

dttt

PPKpΩ

PPKpΩPP

 (4.26) 

 

Assim, tomando o máximo valor da expressão no lado esquerdo da Equação 

(4.26) ao longo do tempo, tem-se 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ττττ 11

0
11

,, supsup −−
∈∈

⋅







≤− ∫ ji

t

Jt
ji

Jt

ddttt PPKpΩPP , 

ou 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) .,, sup, 11

0
1

ττττ −−
∈

⋅







≤ ∫ ji

t

Jt
ji ddtttd PPKpΩPP  

(4.27) 

 

Então, segundo a equação anterior e a definição da Equação (4.3), o operador 

integral de polimerizações lineares será uma contração se 

 

( ) 1,sup 
0

11
Jt

<= ∫
∈

t

dt ττα KpΩ . (4.28) 

 

Uma desigualdade para a norma 1 do matrizante 

 

Algumas desigualdades para as normas dos matrizantes são importantes para a 

análise do comportamento de sistemas dinâmicos. Pode-se provar analiticamente, por 

exemplo [83], que a norma espectral (ou a norma-2) da exponencial teM  da matriz M  

obedece a uma desigualdade do tipo [ ]tt Cee MM α≤ , em que C  é uma constante e 
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[ ]Mα  é a abscissa espectral de M  (a maior das partes reais dos seus valores 

característicos). O objetivo de vários trabalhos é, através de técnicas numéricas, 

determinar o melhor valor da constante C , para cada tipo de norma utilizada [97, 98]. 

Vêm sendo feitos alguns esforços para se obterem cotas superiores para algumas normas 

"p" de exponenciais de matrizes, ao se utilizar o conceito da derivada logarítmica da 

matriz. A norma logarítmica [ ]Mµ  da matriz M  é dada por [98, 99] 

 

[ ]
∆

∆
µ

∆

1
lim

0

−+
=

+→

MI
M , (4.29) 

 

para uma norma da matriz induzida por uma norma vetorial qualquer em nR . Esta 

quantidade também é chamada medida da matriz. É possível mostrar que, para qualquer 

matriz e qualquer norma induzida, [98, 99] 

 

[ ]tt ee MM µ≤ . (4.30) 

 

A cota superior que utiliza a norma logarítmica na Equação (4.30) apresenta 

grande vantagem sobre a cota superior mais óbvia dada por 

 

tMMt ee ≤ , (4.31) 

 

uma vez que, se M  possui valores característicos negativos, espera-se que a norma 

teM  decaia com o tempo. A cota superior dada pela Equação (4.31), contudo, aumenta 

exponencialmente com o tempo, uma vez que M  é sempre positiva. A norma 

logarítmica [ ]Mµ , contudo, é negativa, se os valores característicos de M  são 

negativos [97]. Desta forma, 

 

[ ] [ ]MM σµ << , (4.32) 

 

em que [ ]Mσ  é o raio espectral de M , ou seja, o maior dos módulos de seus vetores 

característicos [40, 41]. 
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Deste modo, para a norma 1 de matrizes quadradas, induzida pela norma 1 de 

vetores em nR , a norma logarítmica da matriz M  é dada por [98] 

 

[ ] 







+= ∑

≠=

n

jii

ijjj
j

mm
,1

1 maxMµ , (4.33) 

 

em que ijm  são os elementos da matriz M  e n  é o número de linhas e colunas de M . 

 

Assim como ocorre para a exponencial de matrizes, espera-se que o matrizante 

de ( )KtA−−  possua uma cota superior que decaia exponencialmente, uma vez que os 

valores característicos de ( )KtA−  sempre têm parte real positiva [82]. Porém, o cálculo 

do matrizante é uma tarefa complicada, a não ser em casos especiais, como, por 

exemplo, quando a matriz é diagonal, ou quando comuta com sua integral no tempo 

[86]. 

 

Uma técnica utilizada para a solução numérica de sistemas lineares de EDOs é a 

aproximação do matrizante por uma forma "quantizada" ou discretizada. A 

discretização do matrizante se dá ao particionar o intervalo [ ]tt ,0  em N  subintervalos, 

ao longo dos quais os elementos da matriz ( )KtA−−  são considerados constantes. 

Então, admite-se que a matriz ( )KtA−−  possui o valor constante ( )nKtA−−  em cada 

subintervalo Nnn ...1, = . A Figura (4.1) mostra a evolução no tempo da forma 

discretizada de um elemento desta matriz [87]. 

 

τ 1t 2t 2−Nt 1−Nt t

( ) 1,ijKtA−−

...

( ) 2,ijKtA−−
( ) 1, −−− NijKtA ( ) NijKtA ,−−

τ 1t 2t 2−Nt 1−Nt t

( ) 1,ijKtA−−

...

( ) 2,ijKtA−−
( ) 1, −−− NijKtA ( ) NijKtA ,−−

 

 

Figura (4.1) – Evolução de um elemento ( )ijKtA −−  da matriz ( )KtA−−  com o tempo, em sua 

forma discretizada. 
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O matrizante de cada ( )nKtA−−  em cada subintervalo é, uma vez que estas 

matrizes são constantes, igual à exponencial de cada matriz ( )nKtA−− : 

 

( ) ( ) ( )[ ]11 exp, −− −−−≈ nnnnnn tttt KtAΩ . (4.34) 

 

A Equação (4.34) dá, então, a expressão do matrizante em cada subintervalo. O 

matrizante de um sistema dinâmico possui a seguinte propriedade [85, 87]: 

 

( ) ( ) ( )313221 ,,, tttttt ΩΩΩ = . (4.35) 

 

A Equação (4.35) relaciona-se ao fato de que, para sistemas dinâmicos com 

modelos lineares, a trajetórias das variáveis do sistema de um tempo 1t  a 2t  e depois de 

2t  a 3t  equivalem à trajetória do sistema de 1t  a 3t . Assim, o matrizante de ( )KtA−−  

(para todo o intervalo [ ]t,τ ) é, aproximadamente, um produto de exponenciais de 

matrizes, cada uma calculada em um subintervalo [87]: 

 

( ) ( ) ( )[ ]∏
=

−−−−≈
N

n

nnn ttt
1

1exp, KtAΩ τ  (4.36) 

 

Se o intervalo de tempo [ ]t,τ  é dividido em subintervalos iguais a 1−−= nn ttt∆ , 

a Equação (4.36) se torna 

 

( ) ( )[ ]∏
=

⋅−−≈
N

n

n tt
1

exp, ∆τ KtAΩ , (4.37) 

 

de modo que é possível obter uma aproximação para a norma 1 do matrizante: 

 

( ) ( )[ ]
11

1
exp, ∏

=

⋅−−≈
N

n

n tt ∆τ KtAΩ . (4.38) 
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Como as exponenciais de matrizes reais e limitadas também são matrizes reais e 

limitadas, ou seja, são operadores lineares e limitados, uma cota superior para a norma 1 

do matrizante é: 

 

( ) ( )[ ]∏
=

⋅−−≤
N

n

n tt
1

11
exp, ∆τ KtAΩ . (4.39) 

 

Cada uma das exponenciais no produtório da Equação (4.39) tem, por sua vez, 

uma cota superior, conforme a Equação (4.30). Pode-se escrever 

 

( )[ ] ( )[ ]{ }tt nn ∆µ∆ ⋅−−≤⋅−− KtAKtA 11
expexp . (4.40) 

 

Utilizando a notação  

 

( )[ ] nn ,11 µµ =−− KtA , (4.41) 

 

sendo que n,1µ  é uma aproximação constante para a função do tempo ( )[ ]KtA −−1µ . 

Substituindo-se a Equação (4.41) na Equação (4.40), a desigualdade da Equação (4.39) 

pode ser reescrita como: 

 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]ttttt N ∆µ∆µ∆µ∆µτ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≤ ,13,12,11,11
exp...expexpexp,Ω  

( )[ ]tN ∆µµµµ ⋅++++= ,13,12,11,1 ...exp  
(4.42) 

 

Assim, a expressão na Equação (4.42) fica, em forma compacta, como 

 

( ) 







⋅≤ ∑

=

tt
N

n

n ∆µτ
1

,11
exp,Ω . (4.43) 

 

O lado direito da desigualdade em (4.43) é uma soma de Riemann. Se 0→t∆ , e 

por conseguinte, ∞→N , espera-se que a representação "discretizada" do matrizante 

seja mais fiel à sua expressão real. Desta forma, a soma na Equação (4.43) se torna a 
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integral de Riemann de 1µ  no tempo, de 0  a t . Assim, a cota superior para o matrizante 

fica na forma 

 

( ) 







≤ ∫

t

dst
0

11
exp, µτΩ . (4.44) 

 

A norma logarítmica da matriz ( )KtA −−  

 

A norma logarítmica da matriz é obtida ao se aplicar a definição da Equação 

(4.33) à matriz ( )KtA −− , ou 

 

( )[ ] ( ) ( ) 







−−+−−=−− ∑

≠=

NS

jii

ijjj
j

KtAKtA
,1

1 maxKtAµ . (4.45) 

 

Percebe-se que ( )[ ]KtA −−1µ  é negativa, uma vez que a matriz ( )KtA −−  

possui dominância diagonal nas colunas. No problema de polimerização linear genérico 

em questão, a matriz A  é diagonal, ou seja, 0=ijA ; a matriz Kt  é constituída de 

elementos ijKt  não-negativos. Desta forma, 

 

( )[ ] ( ) 







+−−=−− ∑

≠=

NS

jii

ijjj
j

KtKtA
,1

1 maxKtAµ . (4.46) 

 

Pela definição dos elementos da matriz A , na Equação (3.9), tem-se que a 

norma "1" logarítmica de ( )KtA −−  fica 

 

( )[ ] ( )







++−=−− ∑

≠=

NS

jii

ijijij
j

KdKiKp
,1

1 maxKtAµ . (4.47) 

 

Assim, a norma logarítmica de ( )KtA −−  é função somente dos elementos das 

matrizes que fazem parte da estrutura do sistema genérico. 
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A análise de contractividade do operador 

 

Para que o operador T  seja uma contração, é necessário que a condição da 

Equação (4.28) seja satisfeita. Utilizando as Equações (4.44) e (4.47), esta condição 

pode ser reescrita como 

 

1expsup
0

11 <







⋅



≤ ∫ ∫

∈

t
t

Jt

dds τµα
τ

Kp . (4.48) 

 

Em princípio, a condição da Equação (4.48) não é necessariamente satisfeita 

para todos os modelos de polimerização em foco. Mas para alguns casos específicos, 

pode-se afirmar que o operador T  é uma contração. 

 

Corolário 1: se ( )[ ]
11 KpKtA −≤−−µ , o operador T  da Equação (4.19) é uma 

contração. 

 

Se ( )[ ]
11 KpKtA −≤−−µ , a integral na Equação (4.48) fica 

 

( )∫ ∫∫ ∫ ⋅



 −≤⋅





t
t

t
t

ddssdds
0

11
0

11 expexp ττµ
ττ

KpKpKp . (4.49) 

 

A integral no lado direito da Equação (4.49) possui solução analítica: 

 

( ) ( ) 







−−=⋅



 ∫∫ ∫

tt
t

dssddss
0

1
0

11
exp1exp KpKpKp τ

τ
. (4.50) 

 

Nota-se que, se o intervalo de interesse é [ ]ftJ ,0= , 
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( )

( ) 1exp1

exp1sup

0
1

0
1

<











−−

=




















−−

∫

∫
∈

ft

t

Jt

dss

dss

Kp

Kp

 (4.51) 

 

para tempos finitos. Então, para tempos finitos, o operador T  é uma contração se as 

condições do Corolário 1 são satisfeitas, segundo a Equação (4.51). � 

 

Corolário 2: se intervalo de tempo em que se considera a reação de polimerização em 

questão for suficientemente pequeno, o operador T  é uma contração. 

 

Para 0=t , a integral no lado esquerdo da Equação (4.48) é igual a zero, e a 

condição desta mesma equação é satisfeita. Se t  é pequeno de forma que 1µ  e 
1

Kp  

possam ser aproximados por constantes, a integral na Equação (4.48) fica 

 

( )[ ]
( )

( )[ ]tdt

t

1
1

1

0

11
exp1exp µ

µ
ττµ −

−
=−∫

Kp
Kp . (4.52) 

 

Se o intervalo de tempo considerado é [ ]*,0 tJ = , tal que  

 











+<

11

* 11
ln

µKp
t . (4.53) 

 

Como 01 <µ , e para que a expressão na Equação (4.53) seja menor do que 1, 

tem-se que o máximo no tempo da integral calculada na Equação (4.52) é 

 

( )
( )[ ] 1exp1sup 1

1

1 <












−
−∈

t
Jt

µ
µ

Kp
. (4.54) 

 

Assim, para um tempo t  menor do que aquele determinado pela Equação (4.53), 

o operador T  é uma contração. 
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Exemplo: análise de contractividade para o mecanismo de inserção múltipla. O 

mecanismo é aquele representado na Equação (3.138), e repetido aqui para maior 

clareza: 

 

i

Ki

i

i

Ki

i

i

Kp

i

i

Kp

i

i

Kp

i

i

Kp

i

PXQ

PXP

QMQ

PMQ

QMP

PMP

Λ

Λ

+→+

+→+

 →+

 →+

→+

→+

+

+

+

+

0

0

1

1

1

1

2

1

22

21

12

11

 (4.55) 

 

No mecanismo da Equação (4.55), iP  e iQ  são cadeias de tamanho i  distintas, 

M  é o monômero e X  uma espécie de baixo peso molecular com a qual as cadeias 

vivas sofrem reações de transferência de cadeia, produzindo polímero morto. A matriz 

de propagação para este mecanismo é dada por 

 









=

MKpMKp

MKpMKp

2212

2111
Kp , (4.56) 

 

e a matriz de consumo é dada por 

 

( ) 







++

++
=−

XKiMKpMKp

XKiMKpMKp

22221

11211

0

0
KtA . (4.57) 

 

O matrizante é dado por [86] 
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( )( )

( )( ) 
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







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

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


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
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



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

∫ ++−

=

=





∫ −−=

∫
t

t

t

dssXKiMKpMKp

dssXKiMKpMKp

dst

τ

τ

τ
τ

22221

11211

exp0

0exp

exp, KtAΩ

 
(4.58) 

 

o qual pode ser escrito na forma 
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( )





























−









−

=

∫∑

∫∑
t

t

ds

ds

t

τ

ττ

2

1

exp0

0exp

,Ω , (4.59) 

 

em que ∑
1

 e ∑
2

 são as funções dentro das integrais na Equação (4.59), que também 

são os elementos de ( )KtA − . Conforme foi justificado no Capítulo 3, estas integrais 

são funções não-negativas do tempo. É necessário, agora, determinar as quantidades 

relevantes para a análise de contractividade do operador T  para o mecanismo de 

inserção múltipla. A norma "1" da matriz Kp  é dada pelo máximo valor da somas dos 

elementos de cada coluna: 

 

∑
=

=
2

1
1

max
i

ij
j

KpKp ; 

( ) ( )[ ]MKpKpMKpKp 222112111
,max ++=Kp . 

(4.60) 

 

A medida 1µ  da matriz ( )KtA −−  é, segundo a definição da Equação (4.33), e 

ao notar que os elementos de ( )KtA −−  são negativos, 

 

( )[ ] 







−=−− ∑∑

21
1 ,minKtAµ . (4.61) 

 

A norma do matrizante é 

 

( ) ∑
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=
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1
1
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t ΩτΩ ; 

( )

.,minexp

exp,expmax,

21

21
1

















−=




















−








−=

∫ ∑∑

∫∑∫∑
t

tt

ds
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(4.62) 
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Percebe-se que, para este mecanismo, 

 

( )[ ] ( )
11 ,τµ tΩKtA =−− ; (4.63) 

 

( )[ ]KtAKp −−≤− 11
µ . (4.64) 

 

A igualdade entre 
1

Kp−  e ( )[ ]KtA −−1µ  só se verificaria se todas as 

constantes de propagação fossem iguais e se as constantes de interrupção fossem iguais 

entre si, ou seja, 

 

22211211 KpKpKpKp ===   e 

21 KiKi = . 
(4.65) 

 

Para as condições da Equação (4.65), ( )[ ]KtAKp −−=− 11
µ  e, segundo a 

Equação (4.48), o operador T  definido na Equação (4.19), para este mecanismo de 

inserção múltipla, é uma contração. 

 

O ponto fixo do operador T  

 

O fato de o operador T  ser uma contração em determinados casos permite que 

sejam feitas algumas observações sobre a DTC do sistema de polimerização 

correspondente, com o uso do Teorema do Ponto Fixo de Banach. 

 

Teorema 1: se o operador linear T  na Equação (4.19) for uma contração, as seguintes 

afirmações são válidas: 

 

a) O operador T  possui um único ponto fixo, que é 0P =∞ . Isto significa que 

0→iP  conforme ∞→i . 

 

b) O máximo valor atingível da quantidade total de cadeias de tamanho i  no 

tempo, denotado por iP , é limitado pela expressão 
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1
1

1 PPPP −
− ≤⇒≤ i

iii αα   ( 1<α ), (4.66) 

 

a qual possui forma semelhante a uma distribuição de Schulz-Flory. 

 

Prova: a parte a) segue das observações feitas nesta seção, mais a constatação de que 

existe um ponto fixo 0P =∞ , uma vez que 

 

se 0TPP0P ==⇒= ∞∞∞ . (4.67) 

 

Deste modo, este é o ponto fixo único do operador T . Na verdade, espera-se que 

toda iteração representada pela Equação (4.19) deva possuir um ponto fixo, se o modelo 

descreve o sistema real adequadamente. A existência de um ponto fixo representa 

matematicamente o fato de que a distribuição de tamanhos de cadeia deve convergir 

conforme ∞→i , e não apresentar um comportamento "explosivo". 

 

A parte b do teorema segue do fato de que é possível escrever, de forma 

semelhante à Equação (4.26), a seguinte desigualdade, uma vez que o operador é linear: 

 

( )

1

1

0
11

, 

−

−

=









≤ ∫

i

i

t

i dt

P

PKpΩP

α

ττ
 (4.68) 

 

Como 21 −− ≤ ii PP α  e assim por diante, tem-se o resultado da Equação (4.66). 

 

A determinação da cota superior da Equação (4.66) permite, por exemplo, que se 

saiba de antemão que tipo de polímero pode ser produzido. A distribuição de tamanhos 

de cadeia deste nunca poderá ultrapassar a cota superior dada pela Equação (4.66), 

conforme a Figura (4.2). 
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Figura (4.2) – Cota superior para os sistemas de polimerização representados pela Equação (4.66), tal que 

T  é uma contração e que 11 =P  e 99.0=α . 

 

A existência desta cota pode ter conseqüências práticas. Por exemplo, em um 

problema de projeto de um processo de polimerização, é possível definir de antemão 

que não é possível produzir uma DTC que viole a desigualdade da parte b do Teorema 

1. ■ 

 

Quando T  não é uma contração 

 

Se não for possível afirmar que o operador T  é uma contração, outros resultados 

permitem assegurar que a iteração da Equação (4.19) possui um ponto fixo. Pode-se 

escrever a cota superior da Equação (4.69), 

 

( ) ( ) ∫ ∫∫∫ 







≤≤

t ttt

ddsdtdt
0

11

0
11

0
1

exp,, τµττττ
τ

KpKpΩKpΩ  (4.69) 

 

Mas, como 01 <µ , 

 

∫∫ ∫ ≤






 tt t

ddds
0

1
0

11exp ττµ
τ

KpKp  (4.70) 
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Tomando o valor máximo que a função 
1

Kp  pode atingir no intervalo de tempo 

considerado, 

 

tdd

t

Jt

t

⋅=⋅≤ ∫∫
∈

KpKpKp
0

1
0

1
sup ττ  (4.71) 

 

Desta forma, pode-se escrever 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )ttdt

ttddtttd

ji

ji

t

ji

11

11

0
1

,

,, ,

−−

−−

⋅⋅≤









≤ ∫

PPKp

PPKpΩPP ττ
 (4.72) 

 

Se 
Kp

1
≥t , o operador T  não pode ser caracterizado como uma contração. 

Contudo, seja o operador mT  tal que mT  aplicado ao vetor iP  resulte no vetor mi+P , 

que é a quantidade de cadeias de tamanho mi + . Pode-se indagar se mT  é uma 

contração. Assim, tem-se que 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ −+−+++ −=−=−
t

mjmimjmij

m

i

m dttttt
0

11   ,  ττττ PPKpΩPPPTPT . (4.73) 

 

O termo ( ) ( )tt mjmi ++ − PP  pode ser escrito como uma convolução de 

( ) ( )tt ji 11 −− − PP  [82], ou seja, 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ∫∫ −−−−

++

−

=−

−t

mmjimm

mjmi

dddttt

tt

m

0

111111

0

1

0

1   ,,, 

 

21

ττττττττ
ττ

…… PPKpΩKpΩKpΩ

PP

 (4.74) 

 

Tomando a norma nos dois lados da Equação (4.74), 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ttdddttt

dddttt

dddttt

tt

ji

t

mmmm

ji

t

mmmm

t

mmjimm
t

mjmi

m

m

m

11

0

11

0
11

0
111

11111
?????

10

11

0

1

0

1

10

111111

0

1

0

1

 ,,,

sup ,,,

  ,,,sup

  

21

21

21

−−−−

−−−−

−−−−

++

−











≤

−











≤

−=

=−

∫ ∫∫

∫ ∫∫

∫ ∫∫

−

−

−

PPKpΩKpΩKpΩ

PPKpΩKpΩKpΩ

PPKpΩKpΩKpΩ

PP

ττττττ

ττττττττ

ττττττττ

ττ

ττ

ττ

……

……

……

 
(4.75) 

 

Segundo as Equações (4.70) e (4.71), pode-se substituir ( ) KpKpΩ ≤
1

,τt  na 

Equação (4.75), o que resulta em 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )tt
m

t
tt ji

mm

mjmi 11!
 −−++ −≤− PP

Kp
PP  (4.76) 

 

Escrevendo a Equação (4.76) em termos das distâncias entre os vetores, tem-se 

que 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )ttd
m

t
tt ji

mm

mjmi 11 ,
!

 ,d −−++ ≤ PP
Kp

PP  (4.77) 

 

Para um tamanho de cadeia suficientemente grande m , o operador kT , tal que 

mk > , é também uma contração, ou seja, 

 

( )
1

!
<=

m

t
m

m

Kp
α  (4.78) 

 

Então, tem-se que 

 

( )
1

!
<=

i

t
i

i

Kp
α  

mi

mi

i

i

≥<

<≥

,1

,1

α

α
 

(4.79) 
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Então, para todos os sistemas de polimerização representados pela Equação 

(4.19), pelo menos o operador mT  é uma contração. Portanto, o teorema do Ponto Fixo 

de Banach assegura que a aplicação sucessiva do operador mT  ao vetor 1P  converge 

para um único ponto fixo, que é 0P =∞ . Esta é uma análise clássica para operadores de 

Volterra, entre os quais se encontra o operador T [40]. Portanto, mesmo que a DTC 

admita soluções oscilatórias ao longo do tamanho de cadeia i, a amplitude destas 

oscilações converge para zero. A DTC oscilatória é limitada por uma curva de Schulz-

Flory. 

 

O fato de mT  ser uma contração também está relacionado a mecanismos lineares 

de polimerização no estado estacionário. No caso do mesmo mecanismo genérico, e 

para as alimentações if  nulas, a solução iP  depende das matrizes ( ) 1−− KtA  e Kp  

[82]. Considerando-se que a matriz ( ) KpKtA
1−−  é diagonalizável, pode-se escrever 

 

( )[ ] 1
1

1
1

−
−

−
− =−= iii PVVΛPKpKtAP . (4.80) 

 

Os seus valores característicos de ( ) KpKtA
1−−  – os elementos de Λ  – possuem 

módulo menor ou igual a 1 [82]. A análise de contractividade se inicia pela obtenção da 

desigualdade 

 

( ) ( )
111

1

1
, −−

− −=−= jijijid PPVVΛPPPP , 

( ) ( )111

1 ,, −−
−≤ jiji dd PPVVΛPP , 

(4.81) 

 

em que a distância é aquela induzida pela norma 1 dos vetores em NSR , e a norma das 

matrizes é induzida por esta norma dos vetores. Neste caso, uma vez que se trata de uma 

polimerização em estado estacionário, estas normas não são funções do tempo. 

 

Em princípio, não se pode afirmar que 1
1

1 <= −VVΛα , o que caracterizaria o 

operador matricial ( ) KpKtA
1−−  como uma contração. Mas, para ( ) KpKtA

1−−  

aplicada m  vezes, é possível escrver 
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( )
( )
( ) .

111
1

122
12

111
1

1

−−
−

−+−+
−

−+−+
−

++

−=

−=

−=−

ji

m

mjmi

mjmimjmi

PPVVΛ

PPVVΛ

PPVVΛPP

 (4.82) 

 

E, a partir da equação anterior, pode-se afirmar que 

 

( ) ( )
( ).,

,,

111

1

11

111

1

−−
−

−−
−

++

≤

≤

ji

m

ji

m

mjmi

d

dd

PPVΛV

PPVVΛPP
 (4.83) 

 

Para algum m , 1
1
<<mΛ , de modo que 1

1

1

11
<= −VΛV m

mα . Desta 

forma, há convergência para o ponto fixo 0P =∞ . 

 

Do mesmo modo que na Equação (4.68), pode-se buscar uma cota superior para 

a distribuição de tamanhos de cadeia, mesmo para o caso em que somente se pode 

comprovar que existe um mT  que é uma contração. Pode-se escrever, para o problema 

transiente, 

 

111 <≤+ mmm αα PP . (4.84) 

 

Neste caso, as constantes iα  só serão menores do que 1 para mi > . Assim, 

escreve-se 

 

11112 >≤ αα PP  

12123 >≤ αα PP  

... 

111 <≤+ mmm αα PP  

... 

(4.85) 
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A DTC é limitada, então, pela curva 11 PP ii α≤+ , em que iα  é uma função de 

i , dada pela Equação (4.79). Num problema dinâmico em que 11 =P  e para um 

determinado tempo em que 10=tKp , esta cota superior está representada na Figura 

(4.3), na qual se vê que, neste caso, 25=m . 

 

Portanto, o máximo valor no tempo atingido por 
1iP  encontra-se na região 

hachurada. No exemplo, a condição 10=tKp  representa um tempo pequeno para o 

sistema de polimerização, no qual predominam as cadeias de tamanho pequeno. 

 

A forma da cota superior para a DTC assume um máximo quando mT  é 

contração. Desta forma, de 2=i  até mi = , não é proibido que a DTC possua um 

máximo ou apresente periodicidades em i . 
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Figura (4.3) – Cota superior para os sistemas dinâmicos de polimerização representados pela Equação 

(4.19), tal que mT  é uma contração e que 11 =P  e 10=tKp . 

 

Além disto, nota-se que a Equação (4.27), na qual se baseia esta análise de 

contractividade, resulta tanto para o sistema da Equação (4.19) quanto para o sistema 

descrito pelos balanços 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −++=
t

ii  dτττt,τ  t,  t
0

10 PKpfΩPo ΩP , (4.86) 

 

que representam uma polimerização na qual as quantidades iniciais de cadeias de 

tamanho i , dadas por um vetor Po , e as vazões de alimentação das espécies ativas 

dadas por vetor f , são iguais para todos os tamanhos de cadeia i . 

 

Deste modo, o termo ( ) ( )
1

tt ji PP − , calculado pela Equação (4.22), seria igual 

àquele calculado pela Equação (4.86). A análise de contractividade leva aos mesmos 

resultados para os balanços da Equação (4.19) e da Equação (4.86), apesar de estes 

representarem polimerizações diferentes. Conseqüentemente, a Figura (4.3) pode 

representar uma cota superior também para a DTC de polimerizações regidas pela 

Equação (4.86), a qual representa um sistema dinâmico em que ocorre alimentação de 

cadeias poliméricas e em que as quantidades iniciais de cadeias poliméricas não são 

necessariamente nulas. 

 

Com base no fato de o operador mT  ser uma contração para algum valor de m , 

o Teorema 1, pode, então, ser reformulado. 

 

Teorema 1 (reformulado): em qualquer sistema de polimerização que seja representado 

pelo mecanismo da Equação (3.1) e pelo modelo da Equação (4.19): 

 

1) a distribuição de tamanhos de cadeia prevista deve tender a zero conforme ∞→i . 

2) a distribuição de tamanhos de cadeia em um determinado instante de tempo é 

limitada por uma cota superior dada por 

2a) 1
1 PP −≤ i

i α , se o operador T  na Equação (4.19) é uma contração; 

 

2b) 






≥<

<>
≤

−

−

mi

mi

ii

ii

i
  para,1,

  para1,

11

11

αα

αα

P

P
P , se mT  (conforme a Equação (4.73)) é 

uma contração. � 
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Uma iteração aproximada 

 

Quando T  é uma contração, pode-se investigar se a seqüência ( )iP  (obtida ao se 

aplicar sucessivamente o operador T  ao vetor 1P ) pode ser aproximada por outra 

seqüência iQ , obtida pelas iterações sucessivas da Equação (4.87): 

 

( ) 1−= ii t QSQ , (4.87) 

 

em que os elementos da matriz ( )tS  são funções do tempo. A Equação (4.87) tem a 

forma da Equação (4.80), que gera uma distribuição generalizada de Schulz-Flory, 

exceto pelo fato de que o operador, neste caso, varia com o tempo. Se ( )tS  também é 

uma contração, a seqüência ( )iQ  converge para o ponto fixo 0Q = . O Teorema  de 

Ostrovski, descrito nas Equações (4.6) – (4.9), provê, como resultado intermediário, 

uma cota superior para a distância entre os vetores 1+iP  e 1+iQ , isto é, mede a qualidade 

desta aproximação: 

 

( ) ( )11
1

0
11 ,, QPQP dd i

i

j

j

ji

ii

+

=

−
++ +≤ ∑ αεα . (4.88) 

 

Se se considera que 11 PQ = , ou seja, que as iterações começam do mesmo 

ponto, a Equação (4.88) se torna 

 

( ) ∑
=

−
++ ≤

i

j

j

ji

iid
0

11, εαQP . (4.89) 

 

Assim, a medida da qualidade da aproximação depende dos iε , dados por 

 

( )iii d TQQ ,1+=ε  

=−=−= +
∈

+ 111 sup ii
Jt

iii TQQTQQε  

( ) ( )
101

,supsup ∫−=−=
∈∈

t

ii
Jt

ii
Jt

dtt ττ KpQΩQSTQSQ . 

(4.90) 
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Utilizam-se, nesta análise, as mesmas distância e norma definidas nas Equações 

(4.20) e (4.25). Uma cota superior para iε  pode ser obtida através do desenvolvimento 

das seguintes desigualdades: 

 

( ) ( ) 



 +≤ ∫

∈ 101
,sup

t

ii
Jt

i dtt ττε KpQΩQS  

( ) ( )
101

,supsup ∫
∈∈

+≤
t

i
Jt

i
Jt

dtt ττ KpQΩQS  

( ) ( )∫
∈∈∈

+⋅≤
t

i
Jt

i
JtJt

dtt
0 111

,supsupsup ττ KpQΩQS  

( ) ( )∫
∈∈∈

+⋅≤
t

i
Jt

i
JtJt

dtt
0 11111

,supsupsup ττ QKpΩQS  

( ) ( )∫
∈∈∈∈

⋅+⋅≤
t

Jt
i

Jt
i

JtJt

dtt
0 11111

,supsupsupsup ττ KpΩQQS  

( ) ( )∫
∈

⋅+⋅≤
t

Jt
ii dtt

0 11,sup ττ KpΩQQS  

(4.91) 

 

Então 

 

( ) ( ) 



 +≤ ∫

∈

t

Jt
ii dtt

0 11,sup ττε KpΩSQ  (4.92) 

 

Se T  é uma contração, 

 

( ) 1,sup
0 11 <= ∫

∈

t

Jt

dt ττα KpΩ , (4.93) 

 

no intervalo de tempo J  que é considerado. Então 

 

( )[ ]1+≤ tii SQε  (4.94) 

 

Uma vez que ( )tS  é um operador limitado, têm-se as desigualdades 
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( ) 1−≤ ii t QSQ  

( ) 1
1 QSQ ti

i

−≤ . 
(4.95) 

 

E, para um inteiro 01 >−i , é válida a relação 

 

( ) ( ) 11 −− ≤
ii tt SS . (4.96) 

 

Utilizando as Equações (4.94) e (4.96), pode-se escrever uma cota superior para 

iε  que dependa somente do operador matricial ( )tS  e do ponto inicial das iterações 

11 PQ = : 

 

( )[ ] ( ) 1

1
1 QSS

−
+≤

i

i ttε . (4.97) 

 

Ao se substituir a desigualdade acima na Equação (4.92), obtém-se 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 1

1

1

2

1
2

1
1

0
11

11

...11,

QSSQSS

QSSQSQP

−−

−−

=

−
++

++++

+++++≤≤ ∑
ii

ii
i

j

j

ji

ii

tttt

tttd

α

ααεα
 (4.98) 

 

ou 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]1221
111 ...1,

−−−−
++ +++++≤

iiii

ii ttttd SSSQSQP ααα . (4.99) 

 

A soma entre colchetes na Equação (4.99) tem i  termos. Supondo que 

 

( ) 1<tS , (4.100) 

 

ou seja, que S  também é uma contração, pode-se reescrever a Equação (4.99) como 

 

( ) ( )( ) ( )( )[ ] 1

1

11 ,max1, QSSQP
−

++ ⋅⋅+≤
i

ii titd α , (4.101) 
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ou 

 

( ) ( )( ) ( )( )[ ] 1

1

11 ,max1, PSSQP
−

++ ⋅⋅+≤
i

ii titd α . (4.102) 

 

Deste modo, é possível calcular a qualidade da aproximação de ( )iP  por ( )iQ  

através da Equação (4.102), utilizando-se a distância ( ) 1,, 11 ≥++ id ii QP . Pode-se notar 

que a mesma cota superior para ( )11, ++ iid QP  será prevista para matrizes ( )tS  que 

tenham a mesma norma ( )tS , o que não significa que a mesma ( )11, ++ iid QP  será 

prevista. 

 

Portanto, a partir da expressão na Equação (4.102), a seguinte conclusão pode 

ser escrita: 

 

Lema 1: sejam ( )iP  e ( )iQ  seqüências que representam as DTCs de sistemas 

poliméricos. Seja ( )iP  gerada pelo operador integral da Equação (4.19), tal que T  é 

uma contração. Seja ( )iQ  uma distribuição do tipo Schulz-Flory generalizada que varia 

com o tempo, gerada pela iteração da Equação (4.87), tal que S  também é uma 

contração. Assim, a distância entre os vetores "real" 1+iP  e aproximado 1+iQ , que 

contêm as quantidades de cadeias de mesmo tamanho 1+i , possui a seguinte cota 

superior: 

 

( ) ( )( ) ( )( )[ ] 1

1

11 ,max1, PSSQP
−

++ ⋅⋅+≤
i

ii titd α . (4.103) 

 

A Figura (4.4) representa a forma desta cota superior para ( )11 , ++ iid QP . 
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Figura (4.4) – Representação gráfica da cota superior para ( )11, ++ iid QP , para ( ) 99.0=tS , 0.11 =P  e 

95.0=α . 

 

Nota-se que a distância entre 1+iP  e 1+iQ  diminui conforme o tamanho de cadeia 

i  aumenta, e tende a zero conforme ∞→t . Assim, uma aproximação de Schulz-Flory 

generalizada para uma distribuição qualquer definida pelos balanços da Equação (4.19) 

é mais adequada para pesos moleculares altos. 

 

Além disso, pode-se estimar para qual valor de i  a distância ( )11, ++ iid QP  será, 

por exemplo, menor ou igual a 1001P . Assim, o máximo valor que a distância 

( )11, ++ iid QP  pode assumir será dado por 

 

( )( ) ( )( )[ ]
100

,max1 1
1

1 P
PSS =⋅⋅+

−i
tit α . (4.104) 

 

Resolvendo-se a Equação (4.104) para os mesmos parâmetros para os quais foi 

traçada a Figura (4.4), conclui-se que o valor de i  correspondente a um erro máximo de 

1001P  é 

 

 
,1237

084.1236

=

=

i

i
 (4.105) 

 

em que o símbolo  x  denota o maior inteiro mais próximo de x . 
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O comportamento da cota superior para ( )11, ++ iid QP  mostrado na Figura (4.4) é 

intuitivo, mas sua constatação permite que a cauda de uma DTC calculada seja 

aproximada por uma distribuição de Schulz-Flory generalizada, nos casos em que esta 

cauda não representa bem a DTC real. Quando a DTC é aproximada por polinômios, 

por exemplo, pode ser que esta aproximação contínua oscile entre valores positivos e 

negativos com i , na região de altos pesos moleculares. Estes valores espúrios podem ser 

retirados e, em seu lugar, podem ser colocados, então, os valores correspondentes de 

uma distribuição de Schulz-Flory.  

 

Para se escolher uma aproximação de Schulz-Flory adequada, pode-se tomar, 

por exemplo, um tamanho de cadeia de corte Ci . Tomam-se, ainda, os NS  pontos da 

distribuição relacionados aos tamanhos CCC iNSiNSi ,...,,1 −+− . Estes pontos, já 

calculados pela técnica numérica, serão tomados como "verdadeiros". A partir destes, 

calculam-se os 2NS  elementos da matriz ( )tS , que é utilizada para gerar os outros 

pontos relacionados a tamanhos de cadeia maiores que Ci . 

 

4.3.2 – O ponto fixo do operador iT , dependente de i 

 

Quando os balanços de massa para polimerizações lineares possuem a forma da 

Equação (3.103), não é possível aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, uma vez 

que neste caso, a seqüência ( )iP  é gerada pelo operador iT , que varia com o tamanho de 

cadeia i . Esta iteração com o operador iT  foi mostrada na Equação (3.96). A 

dependência de iT  com i  deve-se à existência dos termos ( ) it PoΩ 0,  e if  nestes 

balanços de massa, cuja forma vetorial é repetida abaixo: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −++=
t

iiii dttt
0

1    ,   0,  ττττ PKpfΩPoΩP ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ •++=•
t

iii dtt
0

   ,   0,  τττ KpfΩPoΩT . 

(4.106) 
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O operador iT  na equação acima é um operador na forma 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ ++=
t

iii dtt
0

,0, ττττ zKpfΩPoΩzT , (4.107) 

 

quando aplicado a um vetor z  qualquer que possua NS  elementos que variam com o 

tempo. Cada iT , individualmente, possui um ponto fixo no espaço constituído por estes 

vetores, uma vez que, para dois vetores z  e y  que pertençam ao espaço considerado, 

 

( ) ( ) ( )( )∫ −=−
t

ii dt
0

, ττττ yzKpΩyTzT , (4.108) 

 

e a análise de contractividade é semelhante à do caso em que o operador não varia com 

i , ou seja, do caso de T . Desta forma, o operador iT , para um i  fixo, é uma contração. 

Isto é, uma seqüência formada pela aplicação sucessiva do operador iT , ou 

 

( ) ( ),...,,,...,, 211321 zTzTzzzz ii=  (4.109) 

 

converge para um ponto fixo ix . A seqüência de que se trata aqui - aquela constituída 

pelas quantidades iP , contudo, é do tipo 

 

( ) ( ),...,,,...,, 22111321 PTPTPPPP =  (4.110) 

 

em que cada "iteração" é feita com um operador diferente. 

 

Admita-se, então, que existe, no sistema de polimerização em foco, um tamanho 

de cadeia máximo qualquer, denotado por MAXi . Admita-se também que as condições 

iniciais iPo  e as alimentações if  formem as seqüências 

 

( ) ( ),...,,,...,, 21 00PoPoPoPo
MAXii = ; (4.111) 
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( ) ( ),...,,,...,, 21 00ffff
MAXii = . 

 

Nas seqüências ( )iPo  e ( )if , considera-se que as quantidades iniciais e as 

vazões de alimentação de todas as cadeias de tamanho maior que MAXi  são nulas. Assim, 

é possível dizer que as seqüências ( )iPo  e ( )if  convergem uniformemente para os 

vetores 0Po =∞  e 0f =∞ , respectivamente. Com base na Equação (4.106), é possível 

dividir o operador iT  em duas partes, uma independente e a outra dependente de i : 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .  ,   0,

;  ,

;

0

0

∫

∫

+=

•=•

+•=•

t

iii

t

ii

dtt

dt

τττ

ττ

fΩPoΩU

KpΩT

UTT

 
(4.112) 

 

A parte independente de i  é o operador T  considerado nas seções anteriores. A 

parte dependente de i  é o termo iU , que contém os vetores iPo  e if . Como estes 

últimos convergem uniformemente para zero, iU , que é uma função linear destes, 

também converge uniformemente. Pela Equação (4.112), nota-se que iU  converge 

uniformemente para 0U =∞ . 

 

Assim, pela primeira expressão na Equação (4.112), o operador dependente de i  

denotado por iT  converge uniformemente para o operador T . Desta forma, segundo o 

Teorema 1, os pontos fixos de cada operador iT  convergirão para o ponto fixo de T , 

que é 0P =∞ . 

 

Deste modo, ao longo das iterações 

 

1P  

112 PTP =  

223 PTP =  

(4.113) 
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334 PTP =  

... 

 

as quantidades iP  se aproximarão cada vez mais de 0P =∞ . 

 

O operador também pode depender de i  se as constantes cinéticas variam com o 

tamanho das cadeias envolvidas nas reações. Neste caso, se todas as constantes cinéticas 

tendem a zero conforme ∞→i , os elementos das matrizes ( )KtA −  e Kp  tendem a 

zero (exceto pelos mecanismos em que se utiliza a condição de deslocamento, como o 

da Equação (3.11)). Assim, o matrizante tende à matriz identidade I , e o operador iT  

converge uniformemente para o operador nulo O . 

 

O único ponto fixo para o operador nulo é, então, 

 

0PPOP =⇔= ∞∞∞  (4.114) 

 

Desta forma, mostrou-se que, em sistemas de polimerização representados pelo 

balanço de massa da Equação (4.106), a seqüência ( )iP  deve tender a 0P =∞ . Os 

balanços de massa para estes sistemas, levam a uma distribuição de tamanhos de cadeia 

que tende a zero conforme ∞→i . 

 

Assim, neste capítulo, mostrou-se que as equações de balanço de massa que 

descrevem sistemas lineares de polimerização (em estado estacionário ou transiente) 

podem ser representados por equações que remetem a um processo iterativo, na forma 

Pi = TiPi-1, em que Ti é um operador linear. O uso de teoremas de ponto fixo para o 

estudo deste processo iterativo permite concluir que, se o operador Ti é uma contração, 

a DTC é limitada superiormente por uma curva semelhante à DTC de Schulz-Flory. 

Além disso, se Ti é uma contração, a DTC pode ser aproximada por uma curva de 

Schulz-Flory, na região de tamanhos de cadeia grandes. Se Ti não é uma contração, 

mostrou-se que pelo menos o operador m

iT  é uma contração para algum m. Neste caso, 

a DTC é limitada superiormente por um outro tipo de curva, e tende a zero conforme 

∞→i . 
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CAPÍTULO 5 - DESENVOLVIMENTO DE UMA REGRA DE FECHAMENTO DOS 

MOMENTOS 

 

5.1 - A utilização da técnica dos momentos 

 

No Capítulo 1, foram apresentadas algumas técnicas para se calcular a 

distribuição de tamanhos de cadeia de polímeros. As distribuições de tamanhos de 

cadeia de alguns sistemas de polimerização são representadas por expressões 

condensadas e matematicamente simples, como a DTC de Schulz-Flory e Poisson. 

Porém, para a maioria dos sistemas de polimerização, a resolução dos balanços de 

massa e a obtenção da distribuição de tamanhos de cadeia podem ser tarefas difíceis. 

Mesmo para os mecanismos lineares tratados nos Capítulos 3 e 4, a solução dos 

balanços de massa envolve o cálculo do matrizante e a integração no tempo, problemas 

que só possuem soluções simples e analíticas em casos especiais. 

 

Além disso, em alguns problemas é necessário somente calcular quantidades 

médias relacionadas à DTC, como a massa molar média. Para os casos em que não se 

precisa calcular toda DTC, a obtenção dos momentos da distribuição é apropriada para 

descrever o material polimérico formado. Uma DTC aproximada pode ser obtida a 

partir da técnica de reconstrução dos momentos [27], conforme discutido no Capítulo 1. 

Portanto, a aplicação da técnica dos momentos pode ser bastante útil. O principal 

objetivo deste capítulo é examinar a aplicação da técnica dos momentos em problemas 

de polimerização. 

 

5.2 - O fechamento das equações dos momentos 

 

Em muitos mecanismos de polimerização, as equações dos momentos não são 

fechadas, ou seja, o lado direito da EDO para um momento depende de um momento de 

ordem superior, como no exemplo da Equação (1.71) do Capítulo 1. As técnicas para 

fechamento das equações de momentos funcionam em muitos casos [14, 23, 25, 47], 

mas podem falhar se, por exemplo, a DTC real do polímero não pode ser 

adequadamente representada por uns poucos polinômios de Laguerre. 
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Propõe-se aqui uma técnica para fechamento "natural" das equações de 

momentos, que não depende da definição prévia de uma forma para a DTC. Esta nova 

técnica de fechamento é baseada na existência de momentos negativos da distribuição, 

cuja definição é semelhante à dos momentos positivos. O momento discreto de ordem 

( )n−  é dado por 

 

( ) ∑
∞

=

−
− =++++=

1

432
1 ...

432 i

i

n

nnnn Pi
PPP

Pλ  (5.1) 

 

5.3 – Os momentos negativos de uma distribuição 

 

Em geral, é possível definir momentos positivos, negativos e fracionários para 

populações de números positivos. Os momentos negativos e fracionários não são muito 

utilizados, mas podem ser úteis em certos problemas. Por exemplo, se em um problema 

de Economia deseja-se estudar a renda de um certo grupo de pessoas, e se as contas de 

poupança destas pessoas está relacionada à raiz quadrada da renda, o cálculo do 

momento de ordem ½ da distribuição de contas de poupança pode ser útil neste caso 

[100]. 

 

Em algumas distribuições contínuas, o momento de ordem (-1) pode não 

convergir para um valor finito [101, 102]. A DTC é considerada aqui como uma 

distribuição discreta, para a qual se admite que existe um tamanho de cadeia máximo 

MAXi  tal que, para todo MAXii > , a massa de polímero é 0=iP . Assim, admite-se que o 

momento de ordem (-1) da DTC discreta existe. 

 

A aproximação proposta neste trabalho baseia-se no fato de que a seqüência 

formada pelos momentos negativos de ordem n , isto é, ( ){ } ,...3,2,1, =− nnλ , converge 

para o limite 1P=Λ , conforme n  aumenta, ou seja, 

 

( )[ ] 1lim Pn
n

==−∞→
Λλ . (5.2) 

 

Isso pode ser facilmente observado na Equação (5.1), à medida que n aumenta. 

Desta forma, para n  grande, é possível escrever a relação 
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( ) ( )1+−− ≈ nn λλ , (5.3) 

 

o que significa que momentos adjacentes de ordem negativa assumem valores próximos, 

para n  grande. Isto pode ser mostrado ao se calcular o módulo da diferença entre entres 

momentos, dada por 

 

( ) ( )( )

( ) ∑∑

∑∑∑∑
∞
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∞

=

∞

=
−

∞

=

∞

=

+−
∞

=

−
+−−

−≤

−=−=−

1
1

1

1
1

11

1

1
1

11
max

11

i
n

i
ni

i

i

in
i

in
i

i

n

i

i

n

nn

ii
P

P
i

P
i

PiPiλλ

 (5.4) 

 

É possível fazer o último termo da Equação (5.4) tão pequeno quanto se queira, 

ao se escolher n  grande o suficiente, uma vez que 

 

∑∑∑∑
∞

=
−

∞

=
−

∞

=
−

∞

=







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
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 −=−
1

1
1

1
1

1
1

1
111111
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i
nn
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i
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. (5.5) 

 

e que 11 −ni  tende a zero para n  grande. 

 

5.3.1 – A Função Zeta de Riemann 

 

O somatório ∑
∞

=1

1

i
ni

, presente na Equação (5.5), é a função zeta de Riemann 

( )nζ , definida como [103, 104, 105] 

 

( ) ∑
∞

=

=++++=
1

1
...

4

1

3

1

2

1
1

i
nnnn i

nζ , (5.6) 

 

de forma que ( )nζ  é uma série de Dirichlet [106, 107]. 

 

A seqüência formada pelos valores da função zeta de Riemann 

( ){ } ,...3,2,1, =nnζ  converge para o limite 1=Ζ : 
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( )[ ] 1lim ==
∞→

Ζζ n
n

 (5.7) 

 

Os valores de ( )nζ  podem ser calculados numericamente, com exceção de ( )1ζ , 

que é uma série divergente. Além disto, existem tabelas com valores de ( )nζ , bem 

como aproximações para ( )nζ  válidas para determinadas faixas de n  [108, 109]. 

Utilizando-se valores tabulados da função zeta, tem-se, por exemplo, que 

 

001.0
11

1
9

1
10

≈−∑∑
∞

=

∞

= ii ii
. (5.8) 

 

Assim, a Equação (5.4) fica, para 10=n , 

 

( ) ( )( ) ( )i
i
Pmax001.0910 ≤− −− λλ , (5.9) 

 

o que mostra que a distância entre os momentos de ordem -10 e -9 é menor que um 

milésimo da maior das quantidades iP . A Tabela (5.1) mostra os valores da função zeta 

de Riemann, os quais mostram que esta função tende a 1 quando ∞→n . Conclui-se, 

portanto, que os momentos negativos convergem muito rapidamente, qualquer que seja 

a DTC considerada. 

 

Tabela (5.1) – Valores da função zeta de Riemann [108]. 

n  ( )nζ  

1 ∞  

2 1.6449340668 

3 1.2020569031 

4 1.0823232337 

5 1.0369277551 

... ... 

33 1.0000000001 

... ... 
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5.4 – Um exemplo simples de fechamento 

 

A nova técnica de fechamento pode ser aplicada a um problema simples de 

fechamento, a fim de que se apresente a idéia central. Seja a equação 

 

i
i Pi

dt

dP
−= , (5.10) 

 

a qual descreve um problema fictício em que a taxa de desaparecimento da quantidade 

de partículas ( iP ) é proporcional ao seu tamanho ( i ). Esta equação pode ser usada para 

representar a DTC em um problema de balanço populacional em que agregados são 

coletados por uma superfície de dimensões muito maiores que as das partículas. As 

equações dos momentos da distribuição de tamanhos são representadas pela Equação 

(5.11): 

 

...

dt

d

dt

d

dt

d

3
2

2
1

1
0

λ
λ

λ
λ

λ
λ

−=

−=

−=

. (5.11) 

 

As equações de momentos acima não são fechadas, uma vez que a EDO para o 

momento de ordem k  depende do momento de ordem 1+k . Assim como feito para as 

equações dos momentos positivos, é possível escrever as equações para os momentos 

negativos neste problema. A equação para o momento de ordem (-1) é, por exemplo, 

obtida ao se escrever 

 

( )
i

i P
dt

iPd
−=  

⇕  

∑∑
∞

=

∞

=

−=
11 i

i

i

i P
i

P

dt

d
 

(5.12) 
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As equações que descrevem os momentos negativos são, desta forma, 

 

( )
( )

( )
( )

( )
0

1

1
2

2
3

λ
λ

λ
λ

λ
λ

−=

−=

−=

−

−
−

−
−

dt

d

dt

d

dt

d

...

 (5.13) 

 

A nova regra de fechamento pode ser aplicada a dois momentos de ordem 

negativa, como os de ordens (-100) e (-99), ao se admitir que 

 

( ) ( )99100 −− ≈ λλ . (5.14) 

 

Para uma análise mais formal, seja a aproximação da Equação (5.15) escrita em 

termos de um resíduo, que se admite ter a forma de um polinômio: 

 

( ) ( ) ∑
=

−− +=
N

j

j

j ta
0

99100 λλ . (5.15) 

 

O coeficiente 0a  na Equação (5.15) é responsável por incorporar a diferença 

entre as condições iniciais para ( )100−λ  e ( )99−λ , uma vez que, para t = 0, tem-se que 

 

( ) ( ) 00990100 a
tt

+=
=−=− λλ . (5.16) 

 

Com a aproximação da Equação (5.15), a EDO para o momento de ordem (-100) 

torna-se 

 

( )
( )99

100
−

− −= λ
λ

dt

d
  ⇔  

( )
( ) ∑

=
−

− +−=
N

j

j

j ta
dt

d
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100

100 λ
λ

 

(5.17) 
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Desta forma, pode ser obtida uma aproximação para ( )100−λ  como função do 

tempo, dada pela expressão 
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, (5.18) 

 

em que C  é a condição inicial para ( )100−λ . As constantes jb  são funções dos ja , 

coeficientes do polinômio na Equação (5.15). O momento ( )99−λ  pode ser calculado 

através de  
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Uma vez conhecido o momento ( )99−λ , ele pode ser utilizado para calcular o 

momento ( )98−λ , através da EDO para ( )99−λ , conforme 
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(5.20) 
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Este processo pode ser aplicado sucessivamente a todos os momentos negativos 

e positivos. Assim, neste problema, os momentos têm a forma da soma da exponencial 

tCe−  com um polinômio, cujos coeficientes dependem da ordem k do momento: 

 

( ) ktcCe
N

j

jk

j

t

k ∀+= ∑
=

− ,
1

λ , (5.21) 

 

Esta condição inicial C  apareceu nos cálculos como a condição inicial de 

( )100−λ , na resolução da EDO na Equação (5.17). Os outros momentos foram obtidos 

através de operações de diferenciação, e não de integração; por isto, suas condições 

iniciais não foram envolvidas explicitamente nos cálculos. Mas estas condições iniciais 

são levadas em conta na forma das soluções na Equação (5.21) porque se escreveu o 

resíduo polinomial. 

 

Neste exemplo simples, foi possível obter expressões aproximadas para os 

momentos da distribuição. No caso do problema de degradação de polímeros a ser 

abordado neste capítulo, necessita-se de outras definições e aproximações para se 

escreverem as equações dos momentos negativos. Então, antes de se executar a análise 

do problema de degradação, serão mostradas as definições de números harmônicos e da 

fórmula de Euler-Maclaurin para a aproximação de somatórios. 

 

5.5 – Os Números Harmônicos 

 

A função zeta de Riemann, presente na Equação (5.6), é uma soma infinita. Os 

números harmônicos são somas finitas relacionadas à função zeta de Riemann, e são 

muito utilizados na matemática discreta aplicada à computação [110]. Um número 

harmônico de ordem k  é a soma finita 
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para 0>k . O número harmônico de ordem 1, ( )1
iH , pode ser também denotado por iH . 

Se 0<k , o número harmônico é simplesmente uma soma de potência de inteiros 

positivos, como por exemplo [111] 

 

( ) iH i =++++= 1...1110 ; 

( ) ( )
2

1
...3211 +

=++++=− ii
iH i . 

(5.23) 

 

5.6 - As séries assintóticas e a fórmula de Euler-Maclaurin 

 

As séries assintóticas são aquelas cujos termos decrescem e atingem um valor 

mínimo, a partir do qual os termos começam a crescer. Logo, estas não são séries 

convergentes; mas, se forem truncadas em um estágio tal que os termos são 

suficientemente pequenos, podem ser bastante úteis para formular aproximações de 

funções [112]. Estas séries também são denominadas semiconvergentes, e podem ser 

somadas e multiplicadas como as séries convergentes [113]. 

 

O erro da aproximação de uma função por uma série assintótica truncada é da 

ordem do primeiro termo negligenciado da série, o que justifica o fato de que, se a série 

é truncada no seu termo mínimo, esta será a melhor aproximação possível para a função 

em questão [114, 115]. 

 

Em virtude de suas propriedades, as séries assintóticas são utilizadas para a 

aproximação de funções como o fatorial e a função erro [112]. Estas também podem ser 

utilizadas para a aproximação de outros somatórios: a fórmula de Euler-Maclaurin 

aproxima um somatório de termos if  por uma série assintótica, dada por [116, 117] 
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em que ( )12 −jf  é a derivada de número 12 −j  da função f , e as constantes jB2  são os 

números de Bernoulli. A expansão em série assintótica do número harmônico de ordem 

2, através da fórmula de Euler-Maclaurin, é, por exemplo, 



191 
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se são considerados somente os cinco primeiros termos da série. O erro desta 

aproximação é da ordem de 71 i . A Tabela (5.2) mostra as aproximações de Euler-

Maclaurin para alguns números harmônicos. 

 

Tabela (5.2) – Séries assintóticas de Euler-Maclaurin para alguns números harmônicos. 
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Ao se observar a ordem do erro em cada uma das séries da Tabela (5.2), espera-

se que os números harmônicos de ordem mais elevada sejam bem descritos por séries 

com poucos termos. Uma vez que os termos de erro para estas aproximações 

assintóticas são da ordem de pi1 , em que p  é um número inteiro e positivo, o erro da 

fórmula de Euler-Maclaurin é maior para 1=i  do que para os outros valores de i . O 

número harmônico ( )kH1  é igual a 1 para qualquer ordem k ; a Tabela (5.3) mostra o 
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cálculo de ( )kH1  através das séries assintóticas da Tabela (5.2), truncadas antes dos 

termos de erro nela escritos. 

 

Tabela (5.3) – Aproximação para ( ) 11 =kH , através das séries assintóticas da Tabela (5.2). 

k  H1
(k) aprox. 

1 1.0022 

2 1.0116 

3 1.0354 

4 1.0823 

5 0.8703 

 

Nota-se que as aproximações assintóticas para ( ) 11 =kH  pioram conforme k  

aumenta. As séries assintóticas para k  mais elevado devem possuir cada vez menos 

termos para descrever razoavelmente ( )kH1 , ou seja, para 1=i , a série assintótica 

começa a divergir com poucos termos. Porém, as séries assintóticas truncadas 

representam bem os números harmônicos para 1>i . Este fato está ilustrado na Figura 

(5.1). 
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Figura (5.1) – Comparação entre os números harmônicos de várias ordens calculados analiticamente 

(símbolos cheios) e através da fórmula de Euler-Maclaurin da Tabela (5.2) (símbolos vazados), para i  de 

1 a 5. 
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5.7 - A aplicação da técnica proposta a um problema de degradação de um polímero 

 

Mesmo o estudo do mais simples problema de degradação de um polímero, que 

pode ser representado pelo mecanismo 

 

jij

k

i PPP T

−+→  (5.26) 

 

pode ser útil para se compreenderem a estabilidade, a durabilidade e as características 

de polímeros reciclados [118]. Pode-se considerar que a cisão de uma cadeia polimérica 

pode ser aleatória (em qualquer ponto da cadeia), no ponto médio ou na extremidade da 

cadeia. Se, para o mecanismo da Equação (5.26), a cisão é aleatória, o balanço de massa 

para as cadeias de tamanho i  é [23, 118] 
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A partir da Equação (5.27), escreve-se a EDO para o momento de ordem ( )k− . 

Se 0>k , e deseja-se calcular os momentos negativos, a equação para o momento de 

ordem k−  fica 
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(5.28) 

 

Nota-se que as equações dos momentos negativos também não são fechadas, isto 

é, a equação para o momento de ordem ( k− ) depende do momento de ordem superior 

( 1+− k ). As EDOs para os momentos, representadas na Equação (5.28), possuem um 

termo S  que não depende explicitamente dos momentos, dado por 
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Ao se rearranjar a soma S , percebe-se que esta envolve somas de potências de 

recíprocos para 0>k . Para o cálculo dos momentos negativos, S é escrita como 
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kkk PiS . (5.30) 

 

A soma ( )[ ]kkk i
−−− −+++ 1...21  na Equação (5.30) é o número harmônico 

( )k
iH 1− . O somatório S  pode ser reescrito de maneira mais adequada, ao se somar e 

subtrair ( ) ∑
∞

=

−
− =

1i
i

k

k Piλ : 
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 (5.31) 

 

Desta forma, as equações dos momentos se ficam na forma 
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 (5.32) 

 

A Equação (5.32) representa as equações de momentos negativos e positivos. 

Para momentos positivos ( 0<k ), os números harmônicos ( )k
iH  são somas de potências 

de números inteiros, as quais possuem formas analíticas fechadas. Contudo, isto não 

acontece para as equações de momentos negativos ( 0>k ). Deve-se procurar uma 

forma de escrever o número harmônico ( )k
iH  em termos das potências de i , para que a 

soma ( )∑
∞

=1i
i

k

i PH  possa ser escrita em termos dos momentos negativos e positivos da 

distribuição. Esta forma pode ser a aproximação dos números harmônicos ( )k
iH  através 
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da fórmula de Euler-Maclaurin. A EDO para o momento de ordem (-2) ficaria, por 

exemplo, ao se utilizar a aproximação da Tabela (5.2) para ( )2
iH , 
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(5.33) 

 

Se o termo do erro na aproximação for negligenciado, a Equação (5.33) pode ser 

reescrita como 
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que, em termos dos momentos negativos e do momento de ordem zero, é 
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O mesmo procedimento pode ser usado para se escreverem as EDOs dos 

momentos de ordem menor do que (-2). Para se escrever a EDO do momento ( )1−λ , 

entretanto, há um obstáculo adicional: a aproximação do número harmônico ou iH  pela 

fórmula de Euler-Maclaurin possui um termo logarítmico, que dificulta a representação 

de ( )1−λ  em termos dos outros momentos. 

 

5.7.1 – Uma correção das equações dos momentos negativos 

 

Conforme foi mostrado na Tabela (5.3), a fórmula de Euler-Maclaurin pode não 

representar muito bem em algumas situações os números harmônicos ( )kH1 , que 

multiplicam 1P  na Equação (5.32). A Equação (5.33), por exemplo, pode ser reescrita 

como 
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se ( )
11

2
1 PPH =  é separado do somatório, que pode ser expandido: 
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A Equação (5.37), por sua vez, pode ser escrita em função dos momentos: 
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Desta forma, a EDO para o momento ( )2−λ  é 
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A Equação (5.39) é ligeiramente diferente da Equação (5.35), pois apresenta um 

termo em 1P . Aparentemente, o problema se torna mais complexo com a inserção de 

uma nova variável nas equações de momentos, mas deve-se notar que 1P  é uma 

quantidade natural quando se utiliza o fechamento através de momentos negativos, uma 

vez que a Equação (5.3) pode ser escrita como 

 

( ) ( ) 11 Pkk ≈≈ +−− λλ , (5.40) 
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ou 
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se a aproximação é escrita ao se levar em conta o resíduo. 

 

Neste problema de degradação em particular, espera-se que, conforme ∞→t , 

todos os iP , com exceção de 1P , tendam a zero. Assim, todos os momentos, positivos e 

negativos, tendem ao mesmo valor (que será o valor de 1λ , que é constante) quando 

∞→t , e as derivadas dtd kλ  tendem a zero. Nota-se que para o momento de ordem 

( )2− , por exemplo, a derivada ( ) dtd 2−λ  na Equação (5.35) não se anula se todos os 

momentos possuem o mesmo valor, o que de fato acontece na Equação (5.39). 

 

5.7.2 – As equações dos momentos positivos e negativos 

 

Assim, a Equação (5.40) será a responsável pelo fechamento dos momentos. 

Quanto maior o valor de k , melhor será a aproximação desta equação. Supõe-se, por 

exemplo, que a aproximação 

 

( ) ( ) ( ) 1789 P... ≈≈≈≈ −−− λλλ  (5.42) 

 

é adequada para os propósitos deste problema. A equação para o momento de ordem 

( )8−  é, se é utilizado um tempo característico τ , sendo que dtkd T=τ : 
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A introdução da variável 1P  é útil também para truncar a série que representa o 

número harmônico de maneira consistente com a aproximação da Equação (5.40). Se a 

aproximação para ( )8
iH  mostrada na Tabela (5.2) for utilizada, a Equação (5.43) fica, já 

em termos dos momentos, 
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Segundo a aproximação da Equação (5.40), os termos ( )( )17 P−−λ  e ( )( )18 P−−λ  

podem ser considerados nulos. Assim, a equação para o momento de ordem (-8) é, 

aproximadamente, 

 

( ) ( )( )10
8 82 P

d

d
−=− λζ

τ

λ
. (5.45) 

 

A partir das Equações (5.44) e (5.45), pode-se escrever 
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Nota-se que, mesmo que se escolhesse uma aproximação melhor, fazendo, por 

exemplo, ( ) ( ) 199100 P≈≈ −− λλ , a EDO para o último momento negativo considerado seria 

semelhante à da Equação (5.46), ou seja, se transformaria em uma EDO que dependeria 

somente de 1P  e 0λ . Nota-se que se a ordem de um momento tende a ∞− , a EDO 

relativa a ele tende ao balanço da espécie 1P . 

 

A Equação (5.46) pode ser útil para se escrever o momento 0λ  em função de 1P : 
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A EDO para o momento de ordem (-7) é, por sua vez 
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Com a aproximação da Equação (5.40) e a Equação (5.47), pode-se reescrever, 

para o cálculo de ( )6−λ , 
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Com a EDO para o momento de ordem (-6), dada por 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1615161510
6

2

1

5

1
62 PPPPP

d

d
−−−−







 −+−−−= −−−−
− λλλλλζ
τ

λ

 

(5.50) 

 

calcula-se o momento ( )5−λ , e assim por diante. Desta forma, a Equação (5.42) apresenta 

um "fechamento retrospectivo". As equações dos momentos de ordens ( )5−  a ( )2−  

são: 
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Para a EDO do momento ( )1−λ , a existência de um termo logarítmico na 

expansão de Euler-Maclaurin do número harmônico iH  deve ser contornada. Se fosse 

considerada esta expansão, que está na Tabela (5.2), a EDO para o momento ( )1−λ  

possuiria um termo de "momento logarítmico", ou seja, 
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(5.55) 

 

Este termo logarítmico não é exprimível em termos dos momentos positivos e 

negativos. Procura-se, então, uma outra aproximação para o termo envolvendo o 

número harmônico iH .  

 

A aproximação pode ser sugerida pelo valor de ∑
∞

=1i
iiPH  calculado para duas 

distribuições de tamanhos de cadeia comuns: a de Schulz-Flory e a de Poisson, 

apresentadas nas Equações (1.13) e (1.28), respectivamente. Tanto a primeira quanto a 

segunda podem ser completamente descritas através dos momentos 0λ  e 1λ , por 

exemplo. No Apêndice 2, mostra-se que, para estas duas distribuições, pode-se fazer a 

aproximação 
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para massas molares médias que não sejam muito pequenas (como é o caso de um 

polímero no princípio da degradação). Esta será a aproximação utilizada também para a 

Equação (5.55). 

 

A EDO para o momento ( )1−λ  fica, então, 
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Desta forma, quando ∞→τ  e 0λ  e ( )1−λ  tendem a 1λ , ( ) τλ dd 1−  tende a zero. 

Podem também ser propostas outras aproximações para o somatório da Equação (5.56) 

que envolvam outros momentos e tão complicadas quanto se queira; porém, a 

aproximação da Equação (5.56) será utilizada na resolução do problema. Espera-se que 

a Equação (5.56) seja uma representação melhor da variação de ( )1−λ  para tempos 

pequenos, em que o peso molecular médio ainda é alto. 

 

A equação para o momento de ordem zero é 

 

01
0 λλ

τ
λ

−=
d

d
; (5.58) 

 

enquanto a equação do momento de ordem um é 

 

01 =
τ
λ
d

d
, (5.59) 

 

ou seja, o momento 1λ  é constante, no cálculo analítico. De acordo com a técnica aqui 

proposta para o fechamento, contudo, 1λ  é calculado através da Equação (5.58), que é a 

EDO para 0λ . Na Equação (5.57), podem ser substituídos no termo logarítmico o valor 

de 0λ  da Equação (5.47) e o valor de 1λ  calculado através da Equação (5.58), que é 
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Assim, os momentos negativos de ordens (-8) a (-1) e os momentos positivos 0λ  

e 1λ  podem ser escritos como funções de 1P . A substituição de ( )1−λ , 0λ  e 1λ  na 

Equação (5.57) resulta em uma EDO de ordem 7 em 1P , da forma 
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 (5.61) 

 

em que 0λ  e 1λ  são dados pelas Equações (5.47) e (5.60). A Tabela (5.4) mostra os 

valores das constantes da Equação (5.61). 

 

Tabela (5.4): constantes da Equação (5.61). 

k  ka  

1 0 

2 -0.7102157658 

3 -0.1780879706 

4 0.2387741958 ×10-1 

5 -0.4595989044 ×10-2 

6 0.9948517167 ×10-3 

7 -0.4771860596 ×10-3 

8 0.1519490357 ×10-3 

 

Esta EDO pode ser resolvida como um sistema de equações diferenciais de 

ordem 1, se são conhecidas as condições iniciais necessárias relativas à variável 1P . 

Para a resolução deste sistema, foi utilizado um método adaptativo de Runge-Kutta. 

 

Salienta-se que, se forem consideradas somente as equações dos momentos de 

ordens de ( )8−  a 1, este sistema de equações é fechado. Se não se deseja calcular o 
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momento 2λ , pode-se resolver este sistema, se as condições iniciais para os momentos 

envolvidos são conhecidas (para isto, seria necessário conhecer a DTC inicial), e utilizar 

as soluções para a reconstrução da DTC. Contudo, na maioria dos casos, deseja-se 

conhecer o momento 2λ , uma vez que ele está relacionado à massa molar média por 

peso, a qual é uma quantidade fisicamente mensurável. 

 

5.7.3 – As condições iniciais referentes a 1P  

 

Para a resolução da Equação (5.61), serão necessárias as condições iniciais para 

1P  e suas primeiras sete derivadas. Entretanto, é comum serem conhecidas apenas as 

condições iniciais para 0λ , 1λ  e 2λ  em problemas de polimerização. Outras condições 

iniciais podem, porém, ser extraídas das equações diferenciais que descrevem os 

momentos. Suponha-se conhecida a condição inicial para 1P  (a obtenção desta condição 

inicial será discutida mais adiante). A condição inicial para a derivada primeira de 1P  

pode ser calculada através da Equação (5.62), uma vez que se considera que  

 

( ) ( ) ( )[ ]0082 10

0

1 P
d

dP
−=

=

λζ
τ τ

. (5.62) 

 

As outras derivadas de 1P  estão relacionadas a derivadas de 0λ . Os dois lados da 

Equação (5.46) podem ser diferenciados e calculados em 0=τ , o que resulta em uma 

equação para a condição inicial para a derivada segunda de 1P : 
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d
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. (5.63) 

 

Assim, as derivadas de 1P  podem ser calculadas a partir das derivadas de 0λ . 

Estas últimas podem ser calculadas através da EDO para 0λ , mostrada na Equação 

(5.47). Segundo esta equação, pode-se escrever 
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As derivadas de 1λ  são necessárias para o cálculo das derivadas de 0λ  em 0=τ . 

Considera-se que todas as derivadas do momento 1λ  são conhecidas e nulas, uma vez 

que, com base na Equação (5.59), pode-se escrever 

 

0
0

1 =
=τ

τ
λ
j

j

d

d
. (5.65) 

 

Desta forma, são obtidas as condições iniciais para 1P  e suas derivadas. A 

necessidade de todas estas oito condições iniciais para 1P  é, na verdade, equivalente à 

necessidade de se conhecerem oito informações para a solução das equações dos 

momentos negativos, como por exemplo, as condições iniciais para os momentos de 

ordens (-8) a (-1). As condições iniciais para estes momentos negativos só poderiam ser 

obtidas, em geral, se a distribuição inicial (ou uma estimativa) fosse conhecida. 

 

5.7.4 – O cálculo de 2λ  

 

A EDO para 1λ  é proveniente de 

 

( ) ( )( ) 0112 2121
1

11 =+−=−−= ∑
∞

=

− λλλλ
τ
λ

i

ii PH
d

d
. (5.66) 

 

Desta forma, não seria possível calcular o momento 2λ  segundo a técnica 

apresentada, uma vez que este não surge naturalmente na EDO para o momento 1λ . 

Porém, uma aproximação para 2λ  pode ser obtida ao se analisar o limite da expressão 

que descreve τλ dd c  quando 1→c . 

 

A vantagem da abordagem via números harmônicos está em se poder escrever a 

equação para qualquer momento, seja ele negativo ou mesmo não-inteiro. Conforme o 
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desenvolvimento do Apêndice 2, pode-se escrever a equação para um momento de 

ordem c qualquer: 
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. (5.67) 

 

Se o momento de ordem c + 1 é calculado através desta expressão, tem-se 
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Na Equação (5.68), o limite do lado direito da expressão possui duas 

indeterminações para 1→c , uma vez que ( )c−1 , τλ dd c  e ( )01 λλ −−c  tendem a zero. 

O limite de 1+cλ  pode ser obtido através da regra de L’Hopital, conforme mostrado no 

Apêndice 2: 
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A aproximação para 2λ , é função de “momentos logarítmicos”, que não são 

diretamente exprimíveis em termos dos momentos de ordens inteiras já calculados. 

Portanto, serão necessárias aqui aproximações para estes somatórios da Equação (5.69). 

No Apêndice 2, encontram-se possíveis aproximações, as quais foram obtidas ao se 

admitir que iP  obedece a uma distribuição de Schulz-Flory. Isto faz com que a 

aproximação da Equação (5.69) para 2λ  seja somente uma função de 0λ  e 1λ . 

 

A condição inicial para a quantidade 1P  está ligada à condição inicial para o 

momento 2λ : aquela deve ser tal que a condição inicial para 2λ  seja obedecida na 

Equação (5.69). Na prática, essa relação pode ser difícil de se estabelecer, uma vez que 

as condições iniciais para as derivadas temporais de 1P  dependem da condição inicial de 

1P . 
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5.8 - Soluções para o problema de degradação utilizando a nova técnica 

 

5.8.1 – Degradação de um polímero com distribuição inicial de Schulz-Flory 

 

Se o polímero possui, inicialmente, uma distribuição de Schulz-Flory, dada por 

 

( ) 1

0
9999.09999.0110 −

=
⋅−⋅= i

iP τ
 (5.70) 

 

as condições iniciais para os momentos de ordens 0, 1 e 2 são 

 

10
00 =

=τ
λ ; 

5

01 10=
=τ

λ ; 

9

02 109999.1 ⋅=
=τ

λ . 

(5.71) 

 

Neste problema de degradação, existem soluções analíticas para os momentos 

0λ  e 1λ , que são 

 

( ) ( ) ( )τλλλτλ
τττ

−⋅−+=
===

exp
0100010 ; 

( )
011 =

=
τ

λτλ . 
(5.72) 

 

Além disso, foi escolhida a condição inicial para 1P  como 

 

01.0
01 =

=τ
P . (5.73) 

 

É necessário verificar se a condição inicial para 1P  é consistente com o valor de 

( )02 =τλ  obtido, o qual deve ser igual à condição inicial para 2λ  dada pela Equação 

(5.71). 

 

As soluções analíticas para 0λ  e 1λ  podem ser comparadas às soluções 

aproximadas, calculadas através das Equações (5.47) e (5.60). A solução aproximada do 

momento 2λ  pode ser comparada àquela obtida através da regra de fechamento que 
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utiliza aproximação da seqüência de momentos por polinômios de Laguerre, dada pela 

Equação (1.72) [14, 47]. As Figuras (5.2), (5.3) e (5.4) abaixo mostram a evolução dos 

momentos ( )τλ0 , ( )τλ1  e ( )τλ2  calculados através da nova técnica de fechamento. 
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Figura (5.2) – Evolução do momento de ordem zero da DTC do polímero, calculado pela nova técnica de 

fechamento, até (a) 01.0=τ , (b) 2.0=τ  e (c) 0.1=τ . 
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Figura (5.3) – Evolução do momento de ordem um da DTC do polímero, calculado pela nova técnica de 

fechamento, até (a) 01.0=τ , (b) 2.0=τ  e (c) 0.1=τ . 

 

Nota-se que os momentos de ordens zero e um são bem representados até um 

valor de τ  por volta de 0.15. Em 15.0=τ , a degradação do polímero está bastante 
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avançada, uma vez que, neste tempo, o tamanho de cadeia médio por número é 

701 ≈λλ . Desta forma, soluções de excelente qualidade podem ser obtidas para a faixa 

de interesse prático. 
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Figura (5.4) – Evolução do momento de ordem dois da DTC do polímero, calculado pela nova técnica de 

fechamento, até (a) 01.0=τ , (b) 2.0=τ  e (c) 0.1=τ . 

 

A solução aproximada obtida para ( )τλ2  concorda com a condição inicial para 

2λ  mostrada na Equação (5.71); assim, a condição inicial para 1P  é condizente com este 

problema de degradação, mesmo que o valor inicial verdadeiro de 1P  seja 

 

( ) 001.09999.09999.0110 0

01 =⋅−⋅=
=τ

P . (5.74) 

 

Outras condições iniciais para 1P  foram testadas e não provocaram mudanças 

perceptíveis no comportamento dinâmico dos momentos de ordens zero, um e dois. 

Aparentemente, isto se explica pelo fato de 1P  possuir um valor muito pequeno em 

relação a suas derivadas, o que faz com que sua influência na Equação (5.61) seja 

também pequena. 

 

A Figura (5.5) mostra a evolução dos momentos negativos de ordens ( )7−  a 

( )1−  até 01.0=τ . Nota-se que estas aproximações possuem erros grandes, uma vez que 

predizem momentos de ordens ( )5− , ( )4− , ( )3− , ( )2−  e ( )1−  negativos nos instantes 
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iniciais da degradação, apesar de as derivadas destes momentos estarem de acordo com 

a situação física (ou seja, serem positivas). É possível notar, ainda, que os erros da 

aproximação são menores para os momentos de ordens ( )7−  e ( )6−  e aumentam 

conforme a ordem dos momentos negativos aumenta. Isto é reflexo da propagação dos 

erros que ocorre quando há os sucessivos cálculos dos momentos de ordem ( )1+−kλ  

através da equação do momento de ordem ( )k−λ , conforme as Equações (5.45)-(5.57). 
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Figura (5.5) – Evolução dos momentos de ordem negativa da DTC do polímero, calculados pela nova 

técnica de fechamento, até 01.0=τ . 

 

Conseqüentemente, os momentos de ordem mais negativa que foram utilizados 

para o fechamento das equações (que são, neste caso, ( ) ( )78 −− ≈ λλ  e ( )6−λ ) podem ser 

descritos como funções de 1P  obtidas através de poucas substituições do tipo 

mencionado acima, como na Equação (5.49). Então, espera-se que os momentos mais 

negativos utilizados – os quais são funções de derivadas de baixa ordem de 1P  – sejam 

aproximados de maneira mais adequada que os momentos negativos de ordens maiores, 

como ( )2−λ  e ( )1−λ . 

 

As aproximações para os momentos 0λ  e 1λ , dadas pelas Equações (5.47) e 

(5.60), também são funções de derivadas de baixa ordem de 1P , o que faz com que estas 
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sejam adequadas. O fato de a aproximação para 2λ  ser somente função de 0λ  e 1λ  

contribui para que esta possua erros menores. 

 

5.8.2 – Degradação de um polímero com outra distribuição inicial 

 

Se o polímero que sofrerá degradação possui uma distribuição de tamanhos de 

cadeia que não obedece à distribuição de Schulz-Flory, a aproximação para 2λ  pode não 

ser tão adequada. Se as condições iniciais para os momentos de ordem zero, um e dois 

são aquelas na Equação (5.75) e a condição inicial para 1P  é escolhida como na 

Equação (5.76), 
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5

01 10=
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λ ; 

9

02 109998.4 ⋅=
=τ

λ ; 

(5.75) 

01.0
01 =

=τ
P

, (5.76) 

 

a evolução dos momentos de ordens zero, um e dois neste caso é como na Figura (5.6). 
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Figura (5.6) – Evolução dos momentos de ordens (a) zero, (b) um e (c) dois, até 005.0=τ , para as 

condições iniciais dadas pela Equação (5.75). 

 

A Figura (5.6) mostra que as aproximações para 0λ  e 1λ  obtidas através da nova 

técnica de fechamento são adequadas nos tempos iniciais da degradação. A 
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aproximação para 2λ , entretanto, não descreve corretamente o valor deste momento em 

0=τ  e em valores muito pequenos de τ  quando comparada à solução para 2λ  obtida 

pelo fechamento por polinômios de Laguerre. De qualquer forma, a aproximação de 2λ  

pela nova técnica é adequada para 0005.0>τ . 

 

Neste caso, em que a distribuição de tamanhos de cadeia inicial do polímero não 

é uma distribuição de Schulz-Flory, percebe-se que a aproximação para o somatório 

( )∑
∞

=1

ln
i

iPii  – utilizada na expressão da Equação (5.69) – pode não ser adequada. Esta 

foi obtida, no Apêndice 2, ao se admitir que iP  obedecia a uma distribuição de Schulz-

Flory. Como a expressão para 2λ  dada pela Equação (5.69) é somente função de 0λ  e 

1λ  - os dois parâmetros necessários para se descrever completamente uma distribuição 

de Schulz-Flory – aquela acaba por descrever, no tempo 0=τ  do processo de 

degradação, um momento 
02 =τ

λ  equivalente à distribuição de Schulz-Flory descrita 

pelos momentos 
00 =τ

λ  e 
01 =τ

λ . Uma aproximação melhor para o somatório da Equação 

(5.69) poderia contornar este problema. 

 

Finalmente, salienta-se que seria possível aplicar a idéia desta nova técnica – 

calcular o momento de ordem 1+k  ao se diferenciar o momento de ordem k  - com o 

fechamento proposto pela expansão da DTC em poucos polinômios de Laguerre, como 

na Equação (1.72). Basta que se calcule 4λ  através da equação para 3λ , e assim por 

diante. Mas o fechamento da Equação (1.72) não seria adequado a problemas em que as 

equações de momentos dependem de uma quantidade maior de momentos de ordem 

superior (como em um caso no qual a EDO para 2λ  dependesse de 3λ  e 4λ ), enquanto 

o fechamento proposto pela Equação (5.3) é aplicável, em princípio, a qualquer 

problema de não-fechamento. 
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CAPÍTULO 6 – CONCLUSÕES E SUGESTÕES 

 

De maneira geral, acredita-se que as contribuições deste trabalho, obtidas através 

da análise das equações dos modelos, podem ser importantes para a compreensão de 

algumas classes de sistemas por eles descritos. 

 

No Capítulo 3, mostraram-se propriedades matemáticas de um modelo de 

polimerização linear e genérico, capaz de representar vários sistemas de polimerização. 

Este modelo, que é constituído por um sistema linear de equações diferenciais 

ordinárias, possui solução única e positiva. É também suficientemente flexível para 

representar problemas em que somente se consideram a composição do polímero 

produzido (e não a distribuição de tamanhos de cadeia). Quando se considera somente a 

composição do polímero, foi possível mostrar que esta composição não é arbitrária, mas 

encontra-se em uma região atingível bem definida, que em geral não pode ser 

aumentada com políticas de alimentação de múltiplas etapas. 

 

Mostrou-se ainda, no Capítulo 3, que dois modelos que descrevem a dinâmica da 

composição de um copolímero – os modelos terminal e penúltimo – podem possuir 

soluções qualitativamente diferentes, através de sua análise. Assim, em uma 

copolimerização interpretada pelo modelo penúltimo, oscilações da composição com o 

tempo podem ser preditas, ao passo que, se a mesma copolimerização for interpretada 

pelo modelo terminal, não se prevêem tais oscilações. A importância de se assegurar 

que estas oscilações podem ocorrer reside no fato de que desta forma, elas podem ser 

reconhecidas como comportamento inerente do sistema, e não como fenômeno 

provocado por perturbações externas (como por exemplo problemas no controle da 

temperatura e na medição das concentrações). Foram feitas também algumas 

observações sobre a existência de periodicidades na distribuição de tamanhos de cadeia 

de homopolímeros formados por mecanismos de inserção múltipla, nos estados 

estacionário e transiente. Encontrou-se uma situação limitante para a qual um tipo de 

cadeia polimérica só apresentava cadeias de tamanho par, e o outro tipo de cadeia só 

apresentava cadeias de tamanho ímpar. É importante que se chame a atenção para este 

fato, porque este tipo de periodicidades nunca foi detectado experimentalmente. 
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No Capítulo 4, demonstrou-se que as distribuições de tamanho de cadeia de 

polímeros formados através de uma classe de mecanismos são limitadas por uma 

expressão semelhante a uma distribuição de Schulz-Flory. Demonstrou-se, ainda, que a 

cauda da distribuição de tamanhos de cadeia de tais polímeros aproxima-se de uma 

distribuição de Schulz-Flory e que esta distribuição tende a zero conforme o tamanho de 

cadeia tende a infinito. Assim, pela primeira vez determinou-se uma região atingível 

para a distribuição de tamanhos de cadeia – que não pode, portanto, estar 

arbitrariamente localizada no conjunto formado por todos os pontos (i, Pi). Além disso, 

mostrou-se que o modelo genérico utilizado para esta análise é consistente com a 

realidade física, no sentido de que a quantidade de cadeias de tamanho Pi tende a 0 

quando o tamanho de cadeia i tende a infinito. 

 

No Capítulo 5, apresentou-se uma nova técnica para o fechamento das equações 

dos momentos da distribuição de tamanhos de cadeia, a qual possui as vantagens de não 

utiliza uma aproximação funcional pré-definida para a DTC e de se aplicar, em 

princípio, a qualquer tipo de problema de fechamento. Sua implementação, contudo, 

exige certa manipulação matemática e mais informações sobre a distribuição de 

tamanhos inicial. 

 

Sugestões para trabalhos futuros 

 

Seria útil verificar se é possível estender-se a análise de ponto fixo para 

operadores não-lineares e para operadores que variam com o tamanho de cadeia i , e 

também encontrar cotas superiores (e inferiores) para os pesos moleculares médios. 

Desta forma, informações úteis para o projeto de reatores de polimerização (como: 

estipular uma região atingível para a distribuição de tamanhos de cadeia, a consistência 

do modelo e a aproximação da cauda da distribuição por determinada função) poderiam 

ser obtidas antes das trabalhosas simulações destes sistemas. 

 

A nova técnica de fechamento para as equações dos momentos ainda precisa ser 

colocada em bases formais, com análise dos erros provocados pelas diferentes 

aproximações realizadas. Seria útil, ainda, automatizar a determinação das equações de 

momentos negativos; assim, seria possível escolher mais facilmente qual momento 
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negativo seria igualado a 1P  para que os erros obedecessem a uma certa tolerância. O 

estudo de outros problemas em que as equações não são fechadas estabeleceria a 

utilidade da nova técnica. 

 

Além disto, seria interessante uma resolução alternativa das equações de 

momento que considerasse a regra de fechamento ( ) ( )1+≈ -k-k λλ  como uma “condição de 

contorno” para uma função ( )kλ , que descreve a variação dos momentos com a ordem 

k . Desta forma, se é necessário conhecer os momentos 0λ , 1λ  e 2λ  no problema de 

degradação, escrevem-se as equações dos momentos 0λ , 1λ  e 2λ  e para alguns 

momentos negativos. Estima-se o valor de 3λ  (a variável responsável pelo não-

fechamento, e que aparece na EDO de 2λ ) em cada tempo τ  e resolve-se o sistema de 

EDOs. Escolhe-se um 3λ  tal que a “condição de contorno” ( ) ( )1+≈ -k-k λλ  seja obedecida, 

através de um processo iterativo. Testes preliminares para a implantação desta técnica 

foram realizados, mas percebeu-se que a “condição de contorno” é obedecida para 

qualquer estimativa de 3λ , ou seja, que a condição ( ) ( )1+≈ -k-k λλ  é bastante insensível ao 

valor escolhido para 3λ . 

 

Um outro tópico interessante seria a utilização de momentos fracionários em 

conjunto com esta nova técnica para o fechamento das equações de momento. A regra 

de fechamento, neste caso, seria semelhante à que foi utilizada, uma vez que momentos 

fracionários de ordens suficientemente negativas também tendem ao valor de 1P . A 

vantagem em se utilizar momentos fracionários está em se evitar o cálculo de momentos 

de ordens de grandeza muito grandes; contudo, estes momentos fracionários podem não 

possuir interpretação física. 

 

Finalmente, espera-se que os resultados deste trabalho sejam úteis para trabalhos 

posteriores que abordem a modelagem de reações de polimerização, e que as sugestões 

apresentadas possam enriquecer estes resultados. 
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APÊNDICE 1 - SOBRE A NORMA UTILIZADA NO CAPÍTULO 4 

 

a) A Equação (4.20) representa uma norma 

 

Neste caso, ( )tiP  é um vetor cujos elementos são funções do tempo. A norma do 

vetor ( )tiP  é dada por 

 

( ) ( )∑
=∈

=
NS

k

k

i
Jt

i tPt
1

sup  P  (A1.1) 

 

em que J  é o intervalo de tempo de interesse. 

 

a1) A norma é sempre um número não-negativo: ( ) 0 ≥tiP . 

 

Uma vez que o somatório na Equação (A1.1) é positivo, tem-se que o máximo 

deste no tempo também é um número positivo: 

 

( ) ( ) 0sup0
11

≥⇒≥ ∑∑
=∈=

NS

k

k

i
Jt

NS

k

k

i tPtP  (A1.2) 

 

a2) A norma de um elemento é igual a zero se e somente se este é o elemento nulo do 

espaço: ( ) ( ) 0PP =⇔= tt ii 0 . 

 

Para o elemento nulo, tem-se que 

 

( ) ( ) tktPt
k

ii ,0 ∀=⇒= 0P  (A1.3) 

 

Assim, para este vetor nulo, ( ) ttP
NS

k

k

i ∀=∑
=

0
1

. Deste modo, 

 

( ) ( ) 0sup
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Por outro lado, se ( ) 0 =tiP  então ( ) 0sup
1

=∑
=∈

NS

k

k

i
Jt

tP . Isto significa que 

( ) ttP
NS

k

k

i ∀=∑
=

0
1

, o que implica ( ) ttP
NS

k

k

i ∀=∑
=

0
1

. Uma vez que esta é uma soma de 

módulos, será nula somente se ( ) tktP
k

i ,0 ∀= , e isto implica ( ) tti ∀= 0P . 

 

a3) A norma de um múltiplo do vetor é o múltiplo de sua norma: ( ) ( )tt ii PP ββ = . 

 

Segundo a definição da norma, pode-se mostrar que 
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 (A1.5) 

 

a4) Desigualdade triangular: ( ) ( ) ( ) ( )tttt jiji PPPP +≤+  . 

 

Através da definição da norma e das propriedades da função módulo, é possível 

obter as desigualdades: 
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 (A1.6) 

 

b)O espaço considerado é completo 

 

O espaço de vetores cujos NS  elementos variam continuamente com o tempo t  

para todo i , com norma definida por 
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( ) ( )∑
=∈

=
NS

k

k

i
Jt

i tPt
1

sup  P  (A1.7) 

 

é completo. 

 

Seja ( )iQ  uma seqüência de Cauchy neste espaço. Então, para um número N  há 

dois elementos desta seqüência iQ  e jQ , tais que Nji >,  e 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ε<−=−= ∑
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NS

k

k

j

k

i
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jiji tQtQttttd
1

sup, QQQQ  (A1.8) 

 

Então, para qualquer Jt ∈0 , 

 

( ) ( ) ε<−∑
=

NS

k

k

j

k

i tQtQ
1

00  (A1.9) 

 

A Equação (A1.9) pode ser reescrita como 

 

ε<−
1ji QQ  (A1.10) 

 

em que 
1

•  representa a "norma 1" usual para vetores em NSR . Pode-se concluir que 

( )( )0tiQ  é uma seqüência de Cauchy de vetores em NSR  quando se usa esta norma, e 

( )( )0tiQ  converge para um limite ( )0tQ  se ∞→i , porque NSR  é um espaço completo, 

com a métrica induzida definida por ( )
1

, jijid QQQQ −= . 

 

Seja t  um valor qualquer de tempo. Se ∞→j  na Equação (A1.10), 

 

ε<−∑
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k

kk

i
Jt

QQ
1

sup . (A1.11) 
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Então, para todo Jt∈ , 

 

ε<−∑
=

NS

k

kk

i QQ
1

. (A1.12) 

 

Para cada elemento k

jQ  do vetor, 

 

( ) tkQQ kk

i ∀<− ε . (A1.13) 

 

em que ( )kε  depende do elemento k  e é tal que 

 

( ) ( ) ( ) εεεε ≤++++ NSk ......1  (A1.14) 

 

A Equação (A1.13) denota que ( ) ( )tQtQ kk

j →  uniformemente. Então, uma vez 

que k

jQ  é uma função contínua, o limite kQ  é também uma função contínua, e o limite 

Q  é um vetor cujos elementos variam continuamente com o tempo. Então, uma vez que 

Q  pertence ao espaço que está sendo considerado, este é um espaço completo. 
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APÊNDICE 2 – SOBRE OS SOMATÓRIOS LOGARÍTMICOS NO CAPÍTULO 5 

 

A2.1 - Aproximação para o somatório ∑
∞

=1i
iiPH  

 

Neste somatório, iH  é um número harmônico e iP  é a quantidade de cadeias de 

polímero de tamanho i . Considera-se que a aproximação para o somatório será feita ao 

se admitir que iP  obedece a uma distribuição mais simples e conhecida, como a 

distribuição de Schulz-Flory ou a de Poisson. A Tabela (A2.1) mostra a relação dos 

momentos 0λ  e 1λ  com os parâmetros destas distribuições. 

 

Tabela (A2.1) – Momentos de ordem zero e um em função dos parâmetros das distribuições de Schulz-

Flory e Poisson [4, 29]. 

Distribuição 0λ  1λ  

Schulz-Flory: 

( )qqPP i

toti −= − 11  
totP=0λ  

( )q−
=

1
0

1

λ
λ  

Poisson: 

( ) ( )
( )!1

exp 1

−
−

=
−

i
PP

i

toti

ττ
τ  

totP=0λ  ( )τλ += 11 totP  

 

Para a distribuição de Schulz-Flory, tem-se que [111, 115] 
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 (A2.1) 

 

Quando q  se aproxima de 1, este somatório se aproxima da expressão 
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( )nilnln 0
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λ
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
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


, (A2.2) 

 

em que ni  é o tamanho de cadeia médio por número. No problema de degradação, 

10 λλ →  para ∞→τ . A expressão na Equação (A2.2) não está definida neste caso, mas 

quando 0λ  se aproxima de 1λ , a expressão na Equação (A2.1) tende a 1λ , se é aplicada 

a regra de L’Hopital. No entanto, 
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λλ
. (A2.3) 

 

ou seja, a expressão da Equação (A2.3) tende a zero conforme 10 λλ → . Como se deseja 

que a aproximação para ∑
∞

=1i
iiPH  seja condizente também com as equações dos 

momentos, é conveniente se utilizar uma forma modificada da aproximação da Equação 

(A2.2), que não envolva formas indeterminadas para ∞→τ . Uma forma modificada 

pode ser encontrada ao se examinar o somatório ∑
∞

=1i
iiPH  com iP  dada pela distribuição 

de Poisson. 

 

Para a distribuição de Poisson, tem-se 
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 (A2.4) 

 

O primeiro dos somatórios que aparecem ao final da Equação (A2.4) pode ser 

escrito na forma [119] 
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em que γ  é a constante de Euler e ( )τΓ ,0  é a função gama incompleta, definida por 

[120] 
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O segundo somatório ao final da Equação (A2.4) é equivalente à função 

 

( )
( )∑∑

∞

=

∞

=

−

−==
− 11

1

1
1

!

1

!1 i

i

i

i

e
iii

τ

τ
τ

τ
τ

. (A2.7) 

 

Para a distribuição de Poisson,  
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Pelos valores de 0λ  e 1λ  da distribuição de Poisson, na Tabela (A2.1), pode-se 

dizer que 

 

1
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1 −=
λ
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τ , (A2.9) 

 

ou seja, que τ  é igual a 1−ni . Com isto, a Equação (A2.4) pode ser reescrita em termos 

dos momentos, isto é, 
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em que γ  é a constante de Euler, que tem o valor ...57721566.0=γ  . A função no lado 

direito da Equação (A2.10) não está definida em 0=τ , uma vez que 

 

−∞=

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
−

→
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10 λ
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λλ
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λλ
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10

. (A2.11) 

 

O valor da função gama incompleta ( )τΓ ,0  é pequeno para valores de τ  

maiores do que 1, como aqueles mostrados na Tabela (A2.2). 

 

Tabela (A2.2): função ( )τΓ ,0  para alguns valores de τ . 

τ  ( )τΓ ,0  

1 ≈ 0.22 

10 ≈ 0.42 × 10-5 

100 ≈ 0.37 × 10-45 

 

Se 101 >>= λλni , tem-se que 0>>τ , e a Equação (A2.10) pode ser 

aproximada por 
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Para que a aproximação do somatório ∑
∞

=1i
iiPH  tenda a um dos momentos 

quando 10 λλ → , utilizar-se-á a seguinte aproximação para este somatório no problema 

de degradação: 
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Pode-se, então, pensar a aproximação para ∑
∞

=1i
iiPH  como a multiplicação de um 

"número harmônico médio" por 0λ , uma vez que 

 

0
11

λi
i

ii

i

ii HPHPH == ∑∑
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=

∞

=

. (A2.14) 

 

Para a distribuição de Schulz-Flory com q  próximo de 1 e para distribuição de 

Poisson com 0>>τ , este "número harmônico médio" é, aproximadamente, o logaritmo 

do tamanho de cadeia médio por número mais um. Deve-se salientar que as expressões 

das Equações (A2.2) e (A2.14) são válidas quando o peso molecular médio do polímero 

é alto, ou seja, no início da degradação. 

 

A2.2 – Aproximação para o somatório ( )∑
∞

= ∂

∂

1

ln
i

iPii
τ
 

 

A equação para um momento de ordem c  no problema de degradação de 

polímeros, em que c  não é inteiro, é dada por 
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Assim como os números harmônicos de ordens inteiras, ( )c
iH
−  pode ser 

aproximado por uma série de Euler-Maclaurin: 
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Nota-se que ( ) 11 =−cH  é bem representado pela expressão acima. Ao se substituir 

a Equação (A2.16) na Equação (A2.15), a equação para o momento cλ  fica 
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Quando 0=c , por exemplo, a Equação (A2.17) se reduz à equação para o 

momento 0λ , ou seja, 
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Se a Equação (A2.17) é utilizada para calcular o momento 1+cλ , tem-se que 
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O objetivo de escrever a Equação (A2.19) nesta forma é analisar o limite de seu 

lado direito quando 1→c , ou seja, 
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O primeiro e o terceiro termos do lado direito da Equação (A2.20) representam 

limites com a forma indeterminada 0/0, uma vez que se sabe que 
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Estas indeterminações podem ser eliminadas com a utilização da regra de 

L’Hopital. Para isto, é necessário o cômputo das derivadas do momento cλ  e de sua 

derivada temporal (agora denotada por τλ ∂∂ c ) em relação à variável c : 
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A aplicação da regra de L’Hopital aos limites da Equação (A2.20) resulta em 
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Ao se substituírem as derivadas da Equação (A2.22) na Equação (A2.23), 

obtém-se, para o limite de 1+cλ , a expressão 
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 (A2.24) 

 

Fazendo-se 1→c  na Equação (A2.24), 
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A2.3 – Expressão para os somatórios ( )∑
∞

=1

ln
i

iPi  e ( )∑
∞

= ∂

∂

1

ln
i

iPii
τ
 em termos dos 

momentos 

 

Assim como na equação para o momento ( )1−λ , a Equação (A2.25) apresenta 

dois somatórios que envolvem logaritmos, os quais não são prontamente exprimíveis 

em função dos momentos utilizados. Sendo assim, é preciso obter aproximações para 
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estes somatórios. O termo ( )∑
∞

= ∂

∂

1

ln
i

iPii
τ

, no lado direito da Equação (A2.25), pode ser 

reescrito como 
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ou seja, nota-se que ele representa a derivada temporal de um “momento logarítmico”. 

Uma vez que  

 

( ) 3,1ln >> ii , (A2.27) 

 

espera-se que o momento logarítmico da Equação (A2.26) obedeça às desigualdades 

 

( ) 2
1

1 ln λλ << ∑
∞

=i
iPii , (A2.28) 

 

o que não se verificaria somente se o polímero possuísse um tamanho de cadeia médio 

muito baixo. Portanto, espera-se também que a derivada deste momento logarítmico da 

Equação (A2.26) seja negativa, conforme a Figura (A2.1). 

-8 -6 -4 -2 0 2 4

 

dλ
k
 /dτ

k, ordem do momento

 

Figura (A2.1) – Variação da derivada temporal dos momentos com a ordem destes no problema de 

degradação da Equação (5.25). 
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Não existe uma aproximação para ( )iln  que seja satisfatória para domínios 

extensos de i . Portanto, o momento logarítmico da Equação (A2.26) deve ser estimado 

através de outra maneira. Pode-se considerar, por exemplo, que este somatório é 

idêntico ao que seria obtido se iP  obedecesse a uma distribuição de Schulz-Flory, ou 

seja, 
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Se o somatório for aproximado segundo a Equação (A2.29), introduzir-se-á uma 

forma funcional para que ocorra o fechamento dos momentos. Contudo, esta forma 

funcional é utilizada somente na aproximação de certos somatórios, e não dos 

momentos da distribuição. 

 

Não foi encontrada uma expressão analítica fechada para o último somatório. 

Porém, é possível aproximá-lo pela fórmula de Euler-Maclaurin: 
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Logo, foi encontrada uma expressão que aproxima, a partir da distribuição de 

Schulz-Flory, o momento logarítmico da Equação (A2.26). Como, para esta distribuição 

tem-se 

 

1
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−=q , (A2.31) 

 

a aproximação para o somatório em questão fica 

 



245 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 











−−








−+−



















−



















−−−−

−
≈

−
≈ ∑∑

∞

=

∞

=

1

02

1

0

1

02

1

0

01

2
0

11

1ln0.005379
2

1
1ln03045016540

1ln

1lnln1

ln
1

ln

λ
λ

λ
λ

λ
λ

λ
λ

γ

λλ
λ

..

qii
q

q
PPii

i

i

tot

i

i

 (A2.32) 

 

Um dos termos da aproximação para o momento 2λ  envolve a derivada do 

momento logarímico da Equação (A2.32), que é, como 0λ  e 1λ  são funções de τ  no 

problema de degradação, dada por 
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A2.4 – Aproximação para o somatório ( )∑
∞

=1

ln
i

iPi  

 

Este somatório é relacionado ao somatório ∑
∞

=1i
iiPH , uma vez que, conforme a 

Tabela (5.2), 
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Ao se considerar 
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( ) ( ) γγ −≈⇒+≈ ii HiiH lnln , (A2.35) 

 

O somatório em questão fica 
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sendo que o somatório ∑
∞

=1i
iiPH  foi aproximado pela expressão na Equação (A2.13). 

Portanto, tem-se que 
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