I\ DP
15
—_—
Instituto Alberto Luiz Coimbra de U F RJ
Pés-Graduacao e Pesquisa de Engenharia

IMPLEMENTACAO DE UM METODO DE VOLUMES FINITOS DE ORDEM
SUPERIOR COM TRATAMENTO MULTIBLOCO APLICADO A SIMULACAO DE
ESCOAMENTO DE FLUIDOS VISCOELASTICOS

Eduardo Moreira de Lemos

Tese de Doutorado apresentada ao Programa de
Pos-graduagdo em Engenharia Quimica, COPPE,
da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como
parte dos requisitos necessarios a obtencdo do

titulo de Doutor em Engenharia Quimica.

Orientadores: Evaristo Chalbaud Biscaia Junior

Argimiro Resende Secchi

Rio de Janeiro

Junho de 2011



IMPLEMENTACAO DE UM METODO DE VOLUMES FINITOS DE ORDEM
SUPERIOR COM TRATAMENTO MULTIBLOCO APLICADO A SIMULACAO DE
ESCOAMENTO DE FLUIDOS VISCOELASTICOS

Eduardo Moreira de Lemos

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO ALBERTO LUIZ
COIMBRA DE POS-GRADUACAO E PESQUISA DE ENGENHARIA (COPPE) DA
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS
REQUISITOS NECESSARIOS PARA A OBTENCAO DO GRAU DE DOUTOR EM
CIENCIAS EM ENGENHARIA QUIMICA.

Examinada por:

Prof. Evaristo Chalbaud Biscaia Junior, D.Sc.

Prof. Argimiro Resende Secchi, D.Sc.

Prof. Priamo Albuquerque Melo Junior, D.Sc.

Prof. Nisio de Carvalho Lobo Brum, D.Sc.

Prof. Luiz Fernando Lopes Rodrigues Silva, D.Sc.

Prof." Monica Feijé Naccache, D.Sc.

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL
JUNHO DE 2011



Lemos, Eduardo Moreira de

Implementa¢ao de um Método de Volumes Finitos de
Ordem Superior com Tratamento Multibloco Aplicado a
Simulagdo de Escoamento de Fluidos Viscoelasticos/
Eduardo Moreira de Lemos. — Rio de Janeiro:
UFRJ/COPPE, 2011.

XXII, 267 p.: il.; 29,7 cm.

Orientadores: Evaristo Chalbaud Biscaia Junior

Argimiro Resende Secchi

Tese (doutorado) — UFRJ/ COPPE/ Programa de
Engenharia Quimica, 2011.

Referencias Bibliograficas: p. 259-267.

1. Fluidodindmica Computacional. 2. M¢étodo de
Volumes Finitos. 3. Métodos de Alta Ordem. 4.
Tratamento Multibloco. 5. Fluidos Viscoelasticos. 1.
Biscaia Junior, Evaristo Chalbaud et al. 1I. Universidade
Federal do Rio de Janeiro, COPPE, Programa de

Engenharia Quimica. III. Titulo.

il




"Um homem precisa viajar. Por sua conta, ndo por
meio de historias, imagens, livros ou TV. Precisa
viajar por si, com seus olhos e pés, para entender o
que ¢ seu. Para um dia plantar as suas arvores e dar-
lhes valor. Conhecer o frio para desfrutar o calor. E
o oposto. Sentir a distancia e o desabrigo para estar
bem sob o proprio teto. Um homem precisa viajar
para lugares que ndo conhece para quebrar essa
arrogancia que nos faz ver o mundo como o
imaginamos, ¢ nao simplesmente como ¢ ou pode
ser; que nos faz professores e doutores do que nao
vimos, quando deveriamos ser alunos, e
simplesmente ir ver.”

Amyr Klink
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“Dedico este trabalho a todos que me
ajudaram e me apoiaram nos momentos
mais dificeis. Sem vocés, concluir este

trabalho jamais seria possivel.”

“Tudo tem o seu tempo determinado e ha tempo para todo propdsito debaixo do céu: ha
tempo de nascer e tempo de morrer; tempo de chorar e tempo de rir; tempo de abragar e
tempo de afastar-se; tempo de amar e tempo de aborrecer; tempo de guerra e tempo de
paz. Que proveito tem o trabalhador naquilo em que trabalha? Tenho visto o trabalho
que Deus deu aos filhos dos homens, para com ele os exercitar. Tudo fez formoso em
seu tempo; também pos o mundo no coracdo do homem, sem que este possa descobrir a

obra que Deus fez desde o principio até ao fim.”

Eclesiastes 3, 1-11

A meus pais Noberto e Diomarina:
Tudo o que sou devo ao amor incondicional de
voces.

Obrigado por tudo!
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O presente trabalho apresenta uma nova metodologia numérica para a resolugo
de escoamentos bidimensionais baseada no método de volumes finitos em malha
estruturada e arranjo co-localizado, com aplicacdo especial a simulacido de escoamentos
de fluidos viscoelasticos. A potencialidade desse procedimento estd no acoplamento de
formulas de interpolacdo de quarta ordem a técnica multibloco, que garante

flexibilidade para geracdo de malhas localmente refinadas.

O procedimento proposto foi aplicado a resolugdo de diversos exemplos
tradicionalmente usados para comparacdo de métodos, entre estes: 0 escoamento entre
placas paralelas, o escoamento entre placas paralelas precedido de uma superficie livre
de cisalhamento (“slip-stick™), o escoamento de saida de placas paralelas para uma
superficie livre de cisalhamento (“stick-slip”), o escoamento em uma contragdo plana e
o escoamento em cavidade quadrada (“l/id-driven™), aplicados tanto a simulagdo de
escoamento de fluidos newtonianos como viscoelasticos. Em todos os casos de estudo a
aplicacdo da metodologia foi capaz de obter resultados com maior ou igual acuricia,
usando malhas mais grosseiras com refinamento local, quando comparada a métodos de
volumes finitos de segunda e quarta ordens com refinamento global, demandando um

menor esfor¢o computacional.
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This work presents a new numerical methodology to solve two-dimensional
flow based on finite volume method in structured mesh and co-located arrangement,
with special application to simulation of viscoelastic fluid flows. The potentiality of this
procedure is the coupling of the fourth-order interpolation schemes and the multiblock
technique, which provides flexibility to the generation of locally refined meshes.

The proposed procedure was applied to solve several examples, traditionally
used for comparison of methods, among them: the flow between parallel plates, the flow
between parallel plates preceded by a shear-free surface ("slip-stick"), the output flow
from parallel plates to a shear-free surface ("stick-slip"), the flow in a plane contraction
and the flow in a square cavity ("lid-driven"), applied to simulations of both newtonian
and viscoelastic fluid flow. In all cases studied the application of the methodology was
able to obtain results with higher or equal accuracy, using coarser meshes with local
refinement when compared to finite volume methods for the second and fourth-order

with global refinement, requiring less computational effort.
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1. Introducao

“The important thing in science is not so much to
obtain new facts as to discover new ways of
thinking about them.”

Sir William Bragg

Neste capitulo ¢ apresentada uma breve introducao
sobre o trabalho proposto, incluindo a motivagao,
0s objetivos principais e a estrutura de organizagao

da tese.



1.1. Motivacao

Materiais poliméricos podem ser utilizados para as mais diversas finalidades.
Esta ampla gama de aplicagdes esta associada as suas boas propriedades tais como alta
durabilidade, baixo precgo, boas condi¢des de processamento e alta resisténcia mecanica.
Tais propriedades permitem que estes materiais atuem como substitutos diretos de
varios outros tipos de materiais, tal como o vidro por PET na produgdo de garrafas, o
papel por plastico na confec¢do de embalagens, metal por plastico no acabamento de

automoveis e a madeira por PVC em materiais de construgao.

Esta grande variedade de aplicagdes faz com que existam diferentes processos
que transformam o polimero em um bem de consumo, sdo exemplos destes processos:
pultrusdo, extrusdo, moldagem por injecao ou por sopro, termoformagem, dentre outros
(OSSWALD e HERNANDEZ-ORTIZ, 2006). A possibilidade de utilizar a
fluidodinamica computacional (CFD) na avaliagdo destes processos pode gerar redugdo
significativa dos custos do processo, melhora de propriedades de interesse do bem de

producao, projeto de novas unidades e treinamento de pessoal.

O presente trabalho apresenta uma nova metodologia numérica para resolugao
de escoamento bidimensionais baseada no método de volumes finitos em malha
estruturada e arranjo co-localizado, com aplicacdo especial a simulagdo de escoamentos
de fluidos viscoelasticos. Este novo procedimento aplica os principios basicos do
método de volumes finitos (MVF), utilizando uma malha estruturada e um arranjo co-
localizado das variaveis do problema. A grande potencialidade deste codigo estd no
acoplamento dos esquemas de alta ordem utilizados nas aproximagdes dos termos
lineares e ndo lineares e as técnicas de particdo multibloco aplicadas no refino da malha
do problema. A juncdo destas duas técnicas permitiu o desenvolvimento de um cddigo
que integra a acuracia da utilizagdo dos esquemas de alta ordem a flexibilidade para
geracdo da malha do tratamento multibloco. Assim foi possivel geral um procedimento
numérico capaz de obter resultados com maior acurdcia que os procedimentos
tradicionais utilizando recursos computacionais mais reduzidos, caracteristicas

importantes para simulac¢do de fluidos viscoelasticos.

Neste procedimento, os valores médios lineares e nao lineares das variaveis nas
interfaces dos volumes de controle sdo aproximados através de esquemas de alta ordem,

que utilizam os valores médios das varidveis nos centros dos volumes de controle



vizinhos. Embora esta metodologia utilize diretamente os valores médios, ¢ possivel
obter os valores pontuais das variaveis, ao final do procedimento, através da aplicagao
da técnica de desconvolugdo. O esquema de alta ordem desenvolvido e aplicado neste
trabalho foi o esquema de Lagrange de 4* ordem. E importante ressaltar que, embora
tenha sido utilizado o esquema de Lagrange de 4* ordem, a metodologia pode ser
facilmente reduzida ao esquema de Lagrange de 3* ordem ou estendida a esquemas de

ordens superiores.

Para casos de escoamentos que envolvam geometrias complexas ou envolvam
regides que apresentem determinados fendmenos de interesse, como por exemplo,
gradientes elevados, descontinuidades ou recirculagdes, ¢ desejavel e muitas vezes
necessario realizar o refino da malha para que determinados fendmenos sejam avaliados
de forma mais precisa. Entretanto, a utilizacdo de uma malha estruturada, aplicada na
sua forma basica, ndo permite que o refino da malha seja feito localmente. Desta forma,
refinar uma determinada regido de interesse implica também em aumentar a malha em
outra regiao na qual ndo existe necessidade alguma, aumentando desnecessariamente o
esfor¢o computacional necessario a resolucdo do problema. Visando superar este
problema, o procedimento aqui proposto fez uso de técnicas de particdo multibloco para
conexao de blocos da malha com diferentes graus de refinamento, permitindo assim que
apenas regides de interesse sejam refinadas. Os procedimentos de conexdo dos blocos
foram desenvolvidos utilizando diretamente as fung¢des de interpolacdo de Lagrange,
permitindo manter a ordem global da aproximacdo de forma simples e de facil

implementagdo computacional.

O modelo matematico utilizado para descrever o escoamento isotérmico de um
fluido incompressivel sem efeito de forgas de campo pode ser representado através do

seguinte conjunto de equagdes:

v-(U)=0 1.1
o(pU
(g’t )+V-(pUU)=—Vp+V-‘r 19

em que U representa o vetor velocidade, p a massa especifica, p a pressdo e T 0

tensor tensao (BIRD et al., 2002).



As Equagdes 1.1 e 1.2 sdo classificadas como um sistema diferencial
incompleto. Para que este sistema de equacdes possa ser resolvido, além das condigdes
de contorno e condi¢do inicial, € necessaria a inclusdo de relacdes matematicas capazes
de descrever determinadas propriedades de transporte do fluido (por exemplo,
viscosidade, densidade, capacidade calorifica, efc.) e equagdes constitutivas capazes de
descrever o comportamento reoldgico do fluido, principalmente quando se trata de

fluidos ndo newtonianos.

Para fluidos newtonianos, o tensor tensdo (T ) pode ser relacionado diretamente

ao tensor taxa de deformacao do material (D), através da viscosidade newtoniana (77),

segundo a expressao:
T, =2nD 1.3
O tensor taxa de deformagao ¢ representado pela expressao:

D=%(VU+VUT) 14

Como as Equagdes 1.3 e 1.4 apresentam uma relagdo explicita com os termos de
velocidade, pode-se substituir diretamente a Equacdo 1.3 na equagdo da conservacao da
quantidade de movimento, Equacdo 1.2. Deste modo, a simulagdo de escoamento
isotérmico de fluidos newtonianos implica na resolu¢do de sistemas de equagdes
diferenciais parciais constituidos pelas equagdes da continuidade e do movimento que

apresentam como incognitas as variaveis pressao e componentes do vetor velocidade.

No caso de fluidos viscoeldsticos, ndo € possivel representar as propriedades
fisicas através de uma constante material, como no caso newtoniano, uma vez que as
propriedades destes fluidos sdo funcao da taxa de deformagao e do tempo, dentre outras.
Assim, para fluidos poliméricos ¢ mais correto utilizar fungdes materiais no lugar de
constantes materiais. Neste tipo de fluido ndo ¢ possivel, na maioria dos casos, a
obtencdo de uma relacdo explicita entre o tensor tensdo e os componentes do vetor
velocidade. Desta maneira, as equacgdes constitutivas utilizadas para a definicdo do
tensor tensdo passam a fazer parte do sistema de equacdes a ser resolvido, que agora
apresenta como varidveis ndo apenas a pressao e os componentes do vetor velocidade,

como no caso newtoniano, mas também os componentes do tensor tensdo. Para este tipo



de escoamento ¢ usual representar o componente do tensor tensdo como a soma das

contribui¢cdes newtoniana e polimérica, segundo a expressao:

T=Ty, +Tp 1.5

Existe na literatura um grande ntiimero de equagdes constitutivas que buscam
descrever o comportamento reoldgico dos fluidos viscoelasticos. O modelo mais
simples, que contempla o carater viscoso e elastico em uma Unica equagdo, ¢ o modelo
de fluido viscoeléstico linear, que pode ser representado utilizando o modelo de
Maxwell utilizando a formulagao multimodo pelo seguinte conjunto de equagdes (BIRD

etal., 1987):

ot
Tpk+/1ka—?=277ka k=1,2,"',N}~ 1.6
N,
Tp ZZTPk 1.7
=1

em que o termo N, representa o numero de modos de relaxacdo utilizados e as
constantes A, e 77, sdo, respectivamente, o tempo de relaxa¢do e a viscosidade

polimérica a taxa de deformagdo nula para cada modo de relaxag¢do. Desta forma o
numero de equagdes que constitui o sistema a ser solucionado tera ligacdo direta com o
numero de modos de relaxacdo utilizados. A utilizagdo da formulagdo multimodo torna
possivel a obtengdo de solugdes mais condizentes com situacdes reais, entretanto, o uso
de multimodos exige um esfor¢co computacional maior, pois cada modo adicional

implica em uma equagao constitutiva tensorial a mais no modelo.

A grande diferenga entre o custo computacional envolvido no escoamento de
fluidos newtonianos e viscoelastico pode ser evidenciada através de um calculo simples,
apresentado a seguir. Na simula¢gdo de um escoamento bidimensional, para cada volume
de controle s3o resolvidas trés equagdes no caso de um fluido newtoniano, que
apresentam como incognitas pressao, v, € v,. No caso de um fluido viscoelastico, tem-se
para cada volume de controle o acréscimo de 3 N, equagdes diferenciais provenientes

das equacgdes para determinacdo dos componentes poliméricas do tensor tensdo em cada

X

um dos modos de relaxacdo (7, 7p € 7 ). Em uma malha computacional com Ny

volumes de controle isso resulta em 3 N, equagdes para fluidos newtonianos e



3(1+ N,) N, para fluidos viscoelasticos. Considerando uma malha computacional com

100 volumes de controle e somente quatro modos de relaxacdo existe uma diferenca de
1.200 equagdes a mais para simulacdo de fluidos viscoelasticos. Logo, reduzir a malha
computacional para este tipo de escoamento significa reduzir consideravelmente o
esfor¢co e, consequentemente, o tempo computacional empregado na simulacdo, o que
certamente justifica o emprego neste tipo de problema de esquemas de alta ordem aliado

a técnicas de particao multibloco.

Além do niumero de Reynolds, no estudo de fluidos viscoelasticos existem dois
nimeros adimensionais de grande importancia, o nimero de Deborah que define a razdo
entre o tempo de relaxacdo do polimero e um determinando tempo caracteristico do
escoamento, ¢ o numero de Weissenberg, que ¢ definido como o produto do tempo de
relaxacdo do polimero por uma taxa de deformagdo caracteristica do escoamento. A
solugdo de escoamento de fluidos viscoeldsticos que apresenta valores elevados destes
nimeros adimensionais ¢ de dificil obten¢cdo devido a presenca de gradientes elevados
gerados pelo aumento da elasticidade do fluido. Em tais condi¢des, grande parte das
ferramentas disponiveis apresenta dificuldades para resolver o problema, o que restringe
a simulacdo a baixos valores destes parametros. Como os métodos de alta ordem
apresentam uma melhor acurdcia que esquemas de baixa ordem comparados sob
mesmas malhas computacionais, ¢ possivel obter resultados melhores com a aplicacdo
de tais esquemas. Adicionalmente, a aplicagdo da técnica multibloco permite refinar o
dominio do problema nas regides onde gradientes elevados ocorrem, otimizando assim
o refino da malha e, consequentemente, reduzindo o esforco computacional empregado.
Portanto, a utilizacdo de esquemas de alta ordem em conjunto com técnicas de parti¢ao
multibloco pode possibilitar melhorias significativas na simulacdo de fluidos
viscoelasticos, especialmente em situagdes nas quais elevados nimeros de Deborah ou
Weissenberg forem empregados.

Como o escoamento de fluidos viscoelasticos ¢ caracterizado por ocorrer em
baixos numeros de Reynolds, a inclusdo de modelos de turbuléncia €, geralmente,

desnecessaria na simulagdo deste tipo de problema (MUNIZ et al., 2005).



1.2.  Objetivos

A proposta principal deste trabalho ¢ o desenvolvido de um método de volumes
finitos de alta ordem utilizando técnicas de partigdo multibloco do dominio do problema

para simulacdo de escoamento de fluidos viscoeldsticos.

Os objetivos deste trabalho englobam o desenvolvimento e implementagao
computacional de um procedimento de aproximagao de alta ordem que deve ser capaz
de manter sua ordem de aproximacdo global para todo dominio do problema e o
desenvolvimento e implementagdo computacional de uma técnica de conexdo
multibloco que permita conectar blocos com diferentes graus de refinamento sem

reduzir a ordem da aproximacao.

O esquema de alta ordem utilizado neste trabalho foi o esquema de Lagrange de
4* ordem. Para que a ordem global do procedimento fosse mantida, foi necessario o
desenvolvimento de uma série de fungdes de interpolagdo especificas a pontos contidos
em regides proximas aos contornos do problema. E importante ressaltar que a maioria
dos trabalhos da literatura utiliza aproximacdes de ordem mais baixa em tais regides,
evitando assim a necessidade de ter de recalcular as formulas de aproximagdo nestas
regides. Entretanto, a utilizacdo de aproximacgdes de ordem mais baixas nos contornos
faz com que os erros de truncamentos associados sejam propagados e,
consequentemente, reduzam a precisao global do método. Neste trabalho, buscou-se
desenvolver as aproximacgdes para os termos advectivos, termos difusivos, termos ndo
lineares na parede do volume de controle e termos ndo lineares no centro do volume de
controle, que normalmente constituem o modelo de fluidos viscoelasticos, de forma que
todos estes termos apresentem precisao de 4* ordem, independente das regides do
dominio do problema nas quais sdo empregadas. Com isso, espera-se a obtengdo de
resultados mais acurados que aqueles obtidos com procedimentos tradicionalmente

utilizados.

A técnica de conexao multibloco desenvolvida utiliza as proprias fungdes de
interpolacdo de Lagrange de 4* ordem para conexdo dos blocos com diferentes graus de
refinamento, garantindo assim a manutencdo da ordem global da aproximacdo. A
aplicacao desta técnica s6 foi possivel gracas a metodologia desenvolvida para geragao
da malha que permite a conexdo direta entre os blocos. Observa-se que o0s
procedimentos utilizados na literatura normalmente realizam uma ponderagdo entre

pontos localizados na fronteira dos blocos de diferentes refinamentos, sem a



preocupagdo da manutengdo da ordem da aproximagdo. Da mesma forma que para os
contornos do problema, os erros associados a reducdo da ordem utilizados pela técnica
de conexdo multibloco se propagam reduzindo a ordem global do procedimento. Como
a técnica de conexao proposta neste trabalho permite utilizar diretamente a funcao de

interpolacdo o procedimento ¢ mais acurado e flexivel.
1.3. Organizacio

Este documento encontra-se dividido em sete capitulos cujo contetido ¢ descrito

nos paragrafos a seguir.

No Capitulo 2 ¢ apresentada a revisao bibliografica sobre fluidos viscoelasticos,
as principais equagdes constitutivas utilizadas para descrever seu comportamento
reoldgico sdo devidamente detalhadas junto as principais dificuldades reportadas na

literatura para a simulagdo deste tipo de escoamento.

No Capitulo 3 ¢é apresentada uma breve revisdo sobre a fluidodindmica
computacional, englobando uma sucinta descrigdo sobre as principais técnicas
numéricas utilizadas pela literatura para a resolugdo de problemas de CFD. Neste
capitulo também ¢ apresentada uma revisdo sobre os principios basicos de aplicagdo do
método de volumes finitos (MVF), e a descricdo da malha de integracdo, suas diferentes
formas de construgdo e os tipos de arranjo das varidveis em seu dominio. Em seguida, o
método dos volumes finitos € apresentado, os principais esquemas de interpolacao
utilizados pela literatura para aproximagdo dos termos advectivos e difusivos sdo
revisados, bem como a forma de tratamento de ndo linearidades, do termo fonte, das
condi¢des de contorno e das condigdes de entrada, saida, simetria e parede. A seguir,
sdo apresentadas as técnicas utilizadas para resoluc¢ao do sistema discretizado, gerado na

aplicagdo do MVF. O capitulo ¢ entdo finalizado com uma revisdo dos algoritmos

utilizados no tratamento do acoplamento pressao-velocidade.

No Capitulo 4 ¢ apresentada uma revisdo da literatura relativa aos esquemas de
alta ordem, aos procedimentos de tratamento de oscilagdes numéricas e as técnicas de

particdo multibloco.

No Capitulo 5, o procedimento proposto neste trabalho ¢ descrito. Sao
apresentados os esquemas de alta ordem propostos para aproximacgdo dos termos
advectivos, difusivos e nao lineares e a técnica de particdo multibloco para conexao dos

blocos com diferentes graus de refinamento de malha.



No Capitulo 6 sdo apresentados os resultados obtidos através do procedimento
numérico proposto. Sdo tratados problemas envolvendo o escoamento de fluidos
newtonianos e viscoelasticos. Foram considerados como, problemas teste, o escoamento
entre placas paralelas, o escoamento entre placas paralelas precedido de uma superficie
livre de cisalhamento (“slip-stick”), o escoamento de saida de placas paralelas para uma
superficie livre de cisalhamento (“stick-slip”), o escoamento em uma contracao plana e

o escoamento em cavidade quadrada sob a a¢do de uma placa deslizante (“/id-driven™).

No capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros.



2. Fluidos
Viscoelasticos

“What we know is a drop. What we don’t know is
an ocean.”

Sir. Isaac Newton

Neste capitulo ¢é apresentada a revisdo
bibliografica sobre fluidos viscoeléasticos. As
principais equagdes constitutivas utilizadas para
descrever o comportamento reologico desse tipo
de fluido sdo devidamente detalhadas. Ao final do
capitulo, sdo apresentas as principais dificuldades
reportadas na literatura para simulagdo deste tipo

de escoamento.
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Embora a formagdo classica de um engenheiro seja direcionada ao estudo de
fluidos que apresentam comportamento newtoniano, sdo inumeras as aplicacdes de
materiais que apresentam comportamento completamente distinto ao comportamento
deste tipo de fluido. O que € o caso dos fluidos viscoelasticos, que hoje em dia estdo
presentes em inumeras aplicacdes do dia a dia, como em embalagens, em pecas para
industria de construgdo civil, nas industrias automobilistica e eletroeletronica, dentre

inimeras outras aplicagdes.

De uma forma geral, a diferenca bésica entre fluidos newtonianos e fluidos
viscoelasticos ocorre quando tais fluidos forem submetidos a uma tensdo. No caso de
fluidos newtonianos, a tensdo de cisalhamento aplicada ¢ diretamente proporcional ao
gradiente de velocidade na direcdo normal, em que a constante que define esta
proporcionalidade ¢ a chamada viscosidade. J4 fluidos viscoelastico respondem de uma
forma completamente distinta & acdo de uma tensdo de cisalhamento, ndo existindo uma
constante que permita relacionar diretamente a tensao aplicada sobre o fluido a sua taxa
de deformagao. Fazendo uma analogia aos fluidos newtonianos ¢ como se a viscosidade
variasse em funcdo da tensdo aplicada sobre o fluido. Segundo BIRD 2004 et al. (2004),
esta grande distingdo de comportamento apresentada por este tipo de fluido deve-se a
sua composi¢do quimica. Os fluidos viscoeldsticos apresentam cadeias de elevada
massa molecular com muitos graus internos de liberdade, o que permite a formacgao de
cadeias lineares ou ramificadas que geralmente estdo entrelagadas formando estruturas
complexas que podem ser modificadas quando submetidas a uma tensdo. Devido a
enorme possibilidade de arranjos que as cadeias poliméricas podem assumir estes

materiais podem assumir uma infinidade de conformagdes.

Em relacdo a formulacdo do modelo matematico, a grande distingdo ocorre no
proprio conjunto de equagdes utilizadas para descrever o fluido. No caso de fluidos
newtonianos, o modelo matematico € constituido pela equacao da continuidade e pelas
equagdes de conservacdo da quantidade de movimento, visto que para este caso as
equacgdes constitutivas utilizadas para descrever o comportamento reologico do fluido
podem ser diretamente substituida na equacdo da conservacdo da quantidade de
movimento. No caso de fluidos viscoelasticos, para a maioria dos casos, as equagdes
constitutivas ndo apresentam uma relagdo explicita entre os componentes do tensor
tensdo com as demais varidaveis que compdem o modelo, isso faz com que estas

equacdes sejam partes integrantes do sistema de equacdes a ser solucionado. Ou seja, o
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modelo matematico utilizado para fluidos viscoelasticos ¢ composto, como no caso
newtoniano, pela equacdo da continuidade e pelas equacdes de conservacao da
quantidade de movimento acrescido das equagdes constitutivas utilizadas para descrever
o comportamento do tensor tensdo. Existe na literatura uma grande quantidade de
equagdes constitutivas, entretanto, mesmo com todo o esfor¢o envolvido, ndo existe
ainda uma equacao multi-propdsito que seja capaz de representar adequadamente o
comportamento de qualquer polimero, o que existe sdo equagdes especificas para

substancias especificas e muitas vezes limitadas também por condi¢des operacionais.

Para construcdo de um modelo matematico que seja capaz de representar
adequadamente o escoamento, especialmente de materiais poliméricos, ¢ de extrema
importancia formular corretamente as relacdes matematicas que descrevem o
comportamento reoldgico do fluido. Normalmente na literatura este comportamento

pode ser classificado dentre os seguintes grupos (FAVERO, 2009):

Sélidos de Hooke: solidos, perfeitamente elasticos que, quando submetidos a

uma tensdo sofrem uma deformagdo finita, recuperam a sua conformagdo inicial uma
vez retirada a tensdo. Apresentam uma relagao linear entre a tensdo e a deformacao dada

pelo modulo de Young, também chamado de médulo eléstico.

Fluidos newtonianos: fluidos puramente viscosos que apresentam uma relacao

linear entre a taxa de deformagdo e a tensdo aplicada dada pela viscosidade.
Enquadram-se nesta categoria gases e liquidos com peso molecular menor que cerca de

5000 g/mol (BIRD et al., 2004) como, por exemplo: 4gua e ar.

Fluidos puramente viscosos ndo newtonianos: fluidos puramente viscosos, mas

que ndo apresentam uma relacdo linear entre a tensdo e a taxa de deformacgdo. Sao
materiais que apresentam a viscosidade dependente do tempo e/ou da taxa de
deformacao. A relagdo entre tensdo ¢ taxa de deformacdo ¢ dada através de uma
equagdo constitutiva, geralmente explicita em termos da taxa de deformagdo, de forma
que o numero de equagdes e incognitas do problema ndo ¢ alterado quando comparado
ao modelo de um fluido newtoniano. Sdo exemplos de materiais que apresentam
viscosidade que depende da taxa de deformacdo: pseudopléstico no qual a viscosidade
aparente diminui com o aumento da taxa de deformagdo (Ex: polpa de papel e tinta de
impressora), dilatante em que a viscosidade aparente aumenta com o aumento da taxa de
deformacao (Ex: suspensdo de amido) e plastico de Bingham que se comporta como um

solido até que uma tensdo minima seja atingida e, apds, apresenta uma relagdo linear
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entre tensdo e taxa de deformagdo (Ex: pasta de dente). Fluidos que apresentam a
viscosidade como funcdo do tempo sdo denominados: tixotrdpico que apresenta
diminuicdo da viscosidade aparente com o tempo sob a ag¢do de uma tensdo de
cisalhamento constante (Ex: Ketchup) e reopéticos que apresenta aumento da
viscosidade aparente com o tempo, sob a agdo de uma tensdo de cisalhamento constante

(Ex: Maionese).

Fluidos viscoelasticos: fluido que apresenta uma associagdo do comportamento

viscoso e elastico. Uma descricdo mais detalhada deste tipo de fluido ¢ apresentada no

item a seguir.
2.1. Fluidos Viscoelasticos

Um fluido ¢ classificado como elastico quando a aplicagdo de um campo de
tensdo gera uma deformagdo no material que naturalmente desaparece logo apos
cessada a forca. Um fluido ¢ classificado como viscoso quando a aplicagdo de um
campo de tensdo causa uma deformacdo que ¢ mantida logo depois de retirada esta
for¢a. Fluidos viscoelasticos sdo assim chamados, pois apresentam em conjunto

caracteristicas elasticas e viscosas (BIRD et al., 2002).

A resposta viscoelastica de materiais poliméricos ¢ um assunto que tem sido
fonte de intimeras pesquisas e desenvolvimento durante as ultimas décadas e mesmo
nos dias de hoje ainda existe uma grande quantidade de trabalhos direcionados ao
melhor entendimento deste fendomeno. Este crescente interesse da literatura deve-se a
grande quantidade de substancias poliméricas que apresentam aplicagdes industriais,

como o caso do plastico e da borracha.

O tempo e a temperatura exercem uma grande influéncia nas propriedades
mecanicas do polimero, dependéncia esta que ¢ muito maior que em outros materiais
como, por exemplo, em metais. Assim, uma compreensio do comportamento
viscoelastico ¢ fundamental para a manufatura e a utilizagdo do polimero. Entretanto, a
viscoelasticidade ¢ um assunto de grande complexidade que apresenta uma série de

dificuldades conceituais (SHAW e MACKNIGHT, 2005).

Existe uma série de experimentos que evidenciam a clara distingdo entre o
comportamento de fluidos newtonianos e poliméricos (BIRD et al., 1987 ¢ FERRY,
1980). Um destes experimentos ¢ submeter o fluido a uma taxa de deformacao constante

até que o estado estaciondrio seja atingido e apds decorrido um determinado tempo,
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interromper o movimento. Para fluidos newtonianos imediatamente a tensdo cai a zero,
ja para fluidos viscoelasticos a tensdo apresenta um valor finito e decai

exponencialmente com tempo, normalmente conhecido como tempo de relaxacao.

Outro experimento que também demonstra um comportamento bastante distinto
dos fluidos poliméricos é o “Rod-Climbing” que consiste em colocar o fluido contido
em um bécher sob agitagdo através de um eixo rotatorio. Para o fluido newtoniano ¢
possivel observar a formacdo de um vortice junto ao eixo do agitador. Ja no caso de
fluidos poliméricos observa-se que o fluido sobe junto ao eixo do agitador. Isso ocorre
porque as linhas de corrente sdo circulos fechados e as tensdes normais ao longo das
linhas de corrente “estrangulam” o fluido gerando uma forca que age para dentro em

oposicdo a forca centrifuga e para cima oposta a forga gravitacional (BIRD et al., 1987).

Outro efeito caracteristicos de fluidos viscoelasticos ¢ o efeito de inchamento do
estruturado (“Extrudate Swell” ou “die Swell”’), no qual ¢ observado um aumento de
tamanho da secdo vertical, que pode chegar até 300% do didmetro original, quando uma
substancia polimérica sai de um tubo devido as propriedades elasticas do fluido. No
caso de fluidos newtonianos, quando submetidos a0 mesmo experimento nio existe

mudangas significativas neste diametro (BIRD et al., 1987).

Todos os produtos de origem polimérica passam por algum processo que
transforma o produto bruto, que ¢ a resina virgem, em um bem de consumo final.
Exemplos destes processos de transformacdo sdo: o processo de pultrusdo, extrusdo,
moldagem por injecdo ou sopro, dentre muitos outros. Cada um destes processos
destina-se a producdo de um determinado bem de consumo. Entretanto, na grande
maioria dos casos o que ocorre ¢ a fusdo do material para que seja processado,
assumindo a forma de interesse final. O desenvolvimento de um modelo matematico
que permita descrever adequadamente esses processos permite que inumeros estudos
possam ser conduzidos, na grande maioria das vezes de forma mais econdmica e segura,
possibilitando o estudo de condi¢des operacionais, da relagdo com que tais condigdes
afetam o processo e até mesmo das propriedades mecanicas finais do polimero.
Podendo assim proporcionar melhoras significativas no processo e consequentemente

no produto, reduzindo o custo de operacdo e aumentando o lucro.
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2.2. Numeros adimensionais Caracteristicos e Fun¢oes Materiais

Grande parte dos fenomenos caracteristicos dos fluidos viscoelasticos deve-se as
tensdes geradas no escoamento devido ao estiramento e alinhamento das cadeias
poliméricas ao longo das linhas de corrente. Em um processo transiente de relaxagdo de
tensdes o tempo que o material leva para retornar a sua conformagao de menor energia ¢
conhecido como tempo de relaxacdo. Deste tempo, que € caracteristico do fluido,
decorre um niimero que ¢ de fundamental importancia para o escoamento de fluidos
viscoelasticos, chamado de niimero de Deborah (De), que define a razdo entre o tempo
de relaxagdo do polimero (A) e um tempo caracteristico do escoamento (z.), definido

pela equacao:

y) 2.1
t

c

De=

O ntimero de Deborah estd diretamente relacionado com o efeito elastico do
material. Quanto maior este numero, mais pronunciado ¢ o efeito elastico, sendo nulo
para fluidos newtonianos. Nao existe um tnico tempo de relaxacdo para um polimero, o
que existe na realidade ¢ um espectro de relaxagdo, pois um polimero ¢ formado por
diversas cadeias de diferentes tamanhos ¢ conformagdes, cada qual com um tempo de
relaxacdo caracteristico e este tempo também depende da geometria. No célculo do
nimero de Deborah o tempo de relaxacdo caracteristico recomendado pode ser o maior

ou 0 que apresenta maior importancia dentro do espectro de relaxagao.

Outro nimero adimensional de extrema importancia ¢ o nimero de Weissenberg
(We), que ¢ definido pelo produto entre o tempo de relaxacdo do polimero (A) e uma

taxa de deformacao caracteristica do escoamento (y.), definido pela equacao:

We= Ay, 22

A menos que a deformagdo seja muito pequena ou muito lenta o comportamento
de um fluido viscoelastico ¢ nado linear, o nimero de Weissenberg tem como finalidade
descrever esta ndo linearidade e também indicar o grau de anisotropia ou de orientagdo
gerada por uma deformacao transitoria. O nimero de Weissenberg ¢ também apropriado
para descrever os escoamentos que apresentam um estiramento constante ao longo do
tempo. Em contrapartida, o nimero de Deborah governa o grau de elasticidade que se

manifesta em resposta a uma deformacdo transitéria e deve ser usado para descrever os
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escoamentos que apresentam estiramentos varidveis ao longo do tempo, e fisicamente
representa a taxa na qual a energia eldstica ¢ armazenada ou liberada (DEALY 2010;

BIRD et al., 1987).

Se o numero de Deborah for pequeno, o movimento térmico mantém as
moléculas mais ou menos em sua configuracdo de equilibrio e o liquido polimérico
apresenta um comportamento proximo a de um fluido newtoniano. E dito que o
comportamento de um fluido newtoniano ¢ atingido quando De—0. Em contrapartida,
se o numero de Deborah for grande as moléculas poliméricas que forem distorcidas pelo
escoamento ndo terdo tempo de mudar de conformagdo durante a escala de tempo do
processo ou do experimento. No limite, quando De— 0 experimento acontece tao
rapido que as moléculas do polimero ndo tém tempo de mudar de configuragdo e o
comportamento do fluido ¢ mais ou menos como o de um so6lido de Hooke (BIRD et al.,

1987).

Tais numeros surgem naturalmente durante o procedimento de
adimensionamento das equacdes constitutivas para fluidos viscoelasticos, da mesma
forma que o numero de Reynolds surge no adimensionamento das equagdes de

conservagdo de quantidade de movimento, sendo definido pela expressao:

_pUL
7

em que p representa a massa especifica, U a velocidade, L um comprimento

Re 23

caracteristico e m a viscosidade dinamica a taxa de deformacdo caracteristica do
escoamento. Para valores baixos de nimeros de Reynolds o escoamento ¢ classificado

como laminar e para valores elevados o escoamento ¢ classificado como turbulento.

Um pardmetro de fundamental importancia ¢ a viscosidade, que no caso de
fluidos newtonianos ¢ apenas fun¢do das varidveis de estado do processo, sendo
definida como uma constante material. A viscosidade ¢ capaz de relacionar o tensor

tensdo (por exemplo: 7, ) ao tensor taxa de deformagdo do material (D,,) segundo a

expressao:

T, =2nD,, 2.4

em que os indices x e y indicam as dire¢des caracteristicas do escoamento.
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No caso de fluidos poliméricos ndo ¢ possivel relacionar as caracteristica do
escoamento através de uma constante material, visto que as propriedades destes fluidos
sdo fungdes de taxa de deformagdo, tempo, dentre outras. Neste caso sdo utilizadas

funcdes materiais.

As fungdes materiais para fluidos poliméricos sao classificadas de acordo com o
tipo de escoamento e sao denominadas fungdes materiais para escoamentos por
cisalhamento e fun¢des materiais para escoamentos livre de cisalhamento. Escoamentos
por cisalhamento s3o encontrados em muitas operagdes de processamento de polimeros,
tal como moldagem por injecdo e extrusdo. Também estdo sujeitos a cisalhamento
polimeros fundidos e solug¢des poliméricas escoando em dutos utilizados em aplicagdes
de lubrificagdo. Escoamentos livres de cisalhamento também sdo encontrados em
muitas aplicagdes industriais como ¢ o caso da termoformagem a vacuo e estiramento

de fibras (BIRD et al., 1987).

Supondo que o tensor tensdo depende apenas do campo de escoamento ¢
possivel relacionar a tensao no estado estaciondrio com a taxa de deformagdo, em que a
viscosidade (7), também conhecida como viscosidade ndo newtoniana ou viscosidade
dependente da taxa de deformagdo, ¢ definida analogamente a viscosidade de fluidos

newtonianos.
., =2n(D)D )5

Da mesma, forma € possivel definir os coeficientes de tensdo normal ¥, e ‘¥,,

segundo a expressao:

2.6

As fungdes ¥, e ¥, sdo conhecidas como primeira e segundo coeficientes das
tensdes normais. O conjunto 77, ¥, e ¥, sdo comumente referenciados como fungdes
viscométricas. Experimentalmente, dentre as fun¢des viscométricas, a viscosidade ¢ a
que pode mais facilmente ser obtida. A func¢do ¥, ¢ para a maioria dos casos positiva e
apresenta frequentemente uma maior taxa de declinio com relagao a taxa de deformagao

do que a viscosidade. A funcdo ¥, ¢ comumente negativa e mais dificil de ser medida
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experimentalmente ndo sendo tdo frequentemente estudada como 7 e ‘¥,. O ponto
importante a se ressaltar sobre esta fung¢do ¢ que sua magnitude ¢ muito menor que ‘¥,,

usualmente cerca de 10% (BIRD et al., 1987).

No caso de escoamento livres de cisalhamento também ¢ possivel definir

fungdes materiais. Supondo que o fluido seja isotropico, a tensdo e a fun¢do material
para um escoamento livre de cisalhamento dependem da taxa de elongagdo (&) e de um

parametro (b) que define o tipo do escoamento. Uma taxa de elongagao positiva (& >0)

representa um escoamento elongacional e uma taxa de elongac¢do negativa (£ <0)

representa uma compressdo biaxial. Para um escoamento estacionario sdo definidas
duas fungdes de viscosidade 7, e 77,que sdo relacionadas as diferencas das tensdes

normais, segundo as expressoes abaixo (BIRD et al., 1987):

T, —T,= 51 (g,bjg
T, —T. :Ez(g,bjg

Uma situacdo especial ocorre quando o valor do pardmetro b ¢ especificado

2.7

como nulo. Neste caso obtém-se 77, =0 e 7, =7, que recebe o nome de viscosidade

elongacional, algumas vezes também chamada de viscosidade de Trouton ou

viscosidade extensional.

A suposi¢do de que o tensor tensao ¢ simétrico implica que nao existe troca entre
0 momento macroscopico € molecular. Nao existem experimentos realizados em
liquidos poliméricos para medir a assimetria do tensor das tensdes. Quase todas as
teorias cinéticas de liquidos poliméricos formulam um tensor de tensdes simétrico, nos

poucos casos em que uma contribui¢do assimétrica aparece, ¢ considerada como

desprezivel (BIRD e WIEST, 1995).

Como ja destacado intimeras vezes ao longo deste texto, fluidos viscoelasticos
possuem um comportamento reoldgico bastante diferente dos fluidos newtonianos,
especialmente no que diz respeito a como representar adequadamente o tensor tensao

em termos das variaveis do modelo. A escolha da equacdo constitutiva ¢ de fundamental
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importancia para o sucesso do modelo, no préximo item serd apresentada uma breve

descri¢do das principais equagdes constitutivas aplicadas a fluidos viscoelasticos.
2.3. Equacoées Constitutivas para Fluidos Viscoelasticos

As propriedades reologicas de solucdes poliméricas diluidas (massa molar,
rigidez e ramificacdo da cadeia e distribui¢do de carga elétrica) sdo dependentes da
arquitetura das moléculas constituintes. As interacdes entre soluto-solvente podem
desempenhar um papel importante no movimento do polimero e afetar seu
comportamento macroscopico. A maioria dos liquidos poliméricos ¢ composta de
moléculas com diferentes comprimentos, ou seja, apresentam uma distribuicdo de
massas molares, e esta "polidispersao" afeta fortemente as propriedades reologicas e,
portanto, o comportamento do fluido. Para as regides de fronteiras proximas a interface
fluido-sélido as moléculas de polimero sdo limitadas em seus movimentos e, como
resultado, surgem os efeitos de parede que incluem os efeitos da segregag¢ao de soluto e

os efeitos do deslizamento.

A escolha de uma equagdo constitutiva depende basicamente da sua aplicagao.
Por exemplo, para realizar estimativas em problemas industriais no qual o escoamento ¢
estacionario por cisalhamento (ou que pode ser aproximado por isso), pode-se utilizar o
"modelo de fluido newtoniano generalizado", que ¢ simples, 1util e eficaz em muitos
casos. Ja para caracterizagdo de liquidos poliméricos e escoamentos que dependem do

tempo, outros modelos precisam ser aplicados.

Existe um numero elevado de relagdes possiveis que podem ser utilizadas para
relacionar o tensor tensdo aos tensores cinematicos, € ha também um nimero grande de
tensores cinematicos (tensor tensdo, tensor taxa de deformagdo, efc.) que podem ser

usados.

Entdo, com a finalidade de estreitar o campo de possiveis relagdes arbitrarias e
impor algumas "condigdes de admissibilidade", Oldroyd em 1950 propos, para
escoamentos incompressiveis, as seguintes consideracdes restritivas aos modelos: (a) a
forma do modelo deve ser independe do sistema de coordenadas, (b) o valor retornado
pelo modelo deve ser independente de movimentos de translacdo ou rotagdo do corpo
rigido de um elemento fluido que se move através do espaco e (c) o valor retornado pelo
modelo deve independer do historico reoldgico dos elementos de fluido vizinhos. As

condi¢des de admissibilidade de Oldroyd forneceram as diretrizes para a constru¢do de
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equagdes constitutivas desde 1950. A maioria das teorias moleculares tem formulado
equagdes constitutivas que estdo em concordancia com as condigdes de Oldroyd, sendo
esta a primeira abordagem utilizada para desenvolvimento de uma equagdo constitutiva:
Uma expressdo segundo os critérios de admissibilidade Oldroyd ¢ formulada e testada
com dados experimentais e¢ termos adicionais podem ser incluidos até que uma

concordancia razoavel com estes dados seja obtida (BIRD e WIEST, 1995).

Uma segunda abordagem para o desenvolvimento de equacdes constitutivas ¢ a
utilizagdo de expansdes matematicas. Pode-se, por exemplo, expandir o tensor de
tensdes em algo como uma série de Taylor, a fim de representar os pequenos desvios de
comportamento newtoniano. No entanto, esta metodologia nao apresenta aplicagdes em

escoamento industriais, porque a série converge muito lentamente.

Outra abordagem usa a teoria molecular. Esta teoria consiste em representar as
moléculas de polimero usando algum tipo de modelo mecanico, geralmente "esfera" e
"mola" unidas de tal modo a refletir a arquitetura das moléculas. Desta forma, pode-se
simular a orientacdo e alongamento dos polimeros e também prever o grande numero de
configuracdes que a molécula pode assumir. Exceto para alguns modelos muito simples,
¢ necessario a realizagdo de aproximacdes matemdticas para obten¢do de equagdes

constitutivas da teoria molecular.

Por fim também ¢ possivel utilizar a termodinamica dos processos irreversiveis.
Basicamente isso implica em estabelecer um novo quadro, com novo conjunto de
postulados incorporando conceitos de mecanica do continuo e da mecanica estatistica na

formulagdo do modelo.

Existem varios livros publicados com enfoque em equagdes constitutivas,
reologia e solugdo de problemas de escoamento polimérico em dindmica de fluidos.
Dentre estes, merecem destaque os livros de BIRD et al (1987), SHAW e
MACKNIGHT (2005), LARSON (1988), de onde foi retirada grande parte dos

conceitos basicos apresentados neste trabalho.

A seguir sdo apresentados diferentes grupos de equagdes constitutivas para
fluidos poliméricos, descrevendo para cada um deles suas principais caracteristicas e

seu equacionamento.
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2.3.1. Fluido Newtoniano Generalizado (FNG)

O modelo FNG ¢ uma generalizacdo do modelo de fluido newtoniano, sendo a

viscosidade definida como uma fung¢do da taxa de deformagao, segundo a expressao:

T=2n(7)D 2.8
em que a viscosidade 7 ¢ funcdo de y ¢ o segundo invariante do tensor taxa de

deformagdo D, definida por:

.1 1
y:\/EZZDijDﬁ :\/ED:D 2.9
iJ

E importante salientar que este modelo ndo possui a capacidade de prever os
efeitos elasticos e sua aplicacdo ¢ apenas indicada para escoamentos estacionarios por

cisalhamento puro com taxas de deformacao elevadas.

Os modelos utilizados para descrever a viscosidade ndo newtoniana sao
empiricos. O modelo mais simples e mais conhecido na literatura que relaciona a

viscosidade com a taxa da deformacao ¢ a lei da poténcia (BIRD et al., 1987), dada por:

- n—1

n=my 2.10

em que m e n sdo parametros relacionados ao fluido. Devido a sua simplicidade ¢
possivel obter a solug¢do analitica para uma grande variedade de escoamento no qual

este modelo ¢ utilizado.

Outro modelo bastante utilizado ¢ o de Carreau-Yasuda, este modelo apresenta
cinco parametros e tem flexibilidade suficiente para descrever a viscosidade para uma
ampla faixa de taxa de deformacdo (BIRD et al., 1987), sendo representado pela

expressao:

_ n-1
;70_—777Z=[1+(/W)a]7 211

em que 77, representa a viscosidade a baixas deformacdes, 77, a viscosidade a altas

taxas de deformagdo, 4 ¢ uma constante de tempo, n € a sdo pardmetros diretamente

relacionados ao fluido.
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O modelo de fluido newtoniano generalizado tem a deficiéncia de ndo prever o
efeito elastico que € caracteristico de fluidos viscoelasticos. Tais modelos sdo apenas
validos para escoamento estacionario por cisalhamento puro e com taxas de deformacao
elevada e ainda dependem da equacdo utilizada para viscosidade. Entretanto, mesmo
com estas limitagdes, este modelo ¢ muito utilizado em aplicagdes industriais, como por

exemplo, nos processos de extrusdo e injecao.
2.3.2. Fluido Viscoelastico Linear

O modelo de fluido viscoelastico linear ¢ o modelo mais simples capaz de

contemplar em sua formulagdo o carater viscoso e eldstico.

O Modelo de Maxwell foi a primeira equacao desenvolvida para descrever o
comportamento viscoeldstico linear. Esta equacdo ¢ formulada como uma combinagdo
das equagdes de Hooke para solido elastico e de Newton para a viscosidade,
apresentando relagdes lineares entre tensdo e taxa de deformacao. Abaixo ¢ apresentado

o modelo de Maxwell utilizando a formula¢ao multimodo:
ot
T+ A -=2n,D 2.12

em que N representa o nimero de modos de relaxacdo, A, o tempo de relaxagdo e 7, a

viscosidade polimérica a taxa de deformacao nula para cada um dos modos de relaxagao

utilizados. Quando o tempo de relaxacdo for nulo, 4, =0, o modelo de Maxwell

transforma-se na lei de Newton para viscosidade.

A aplicagao deste modelo ¢ apenas valida em regides em que a viscoelasticidade
apresenta comportamento linear o que ¢ aparentemente pouco comum em aplicagdes de
engenharia. A importancia do estudo deste tipo de modelo ¢ que o mesmo serve como
ponto de partida para a formulacdo dos modelos viscoeldsticos ndo lineares. Alguns
modelos nao lineares sdo generalizacoes do modelo linear, buscando acrescentar uma
melhor predi¢do do fendmeno fisico de natureza nao linear, como quando a viscosidade
depende da taxa de deformacdo e quando ocorrem diferencas das tensdes normais

(BIRD et al., 2004).
2.3.3. Fluido Viscoelastico Ndo Linear — Modelos Diferenciais

Comparado aos modelos apresentados anteriormente, os modelos de fluidos

viscoelasticos sdo bem mais complexos. Foram desenvolvidos principalmente por
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fisicos e matematicos aplicados interessados em estabelecer uma teoria que fosse
comum a todos os fluidos (BIRD et al., 2004). Tais modelos sdo capazes de descrever a
viscosidade ndo newtoniana, a diferenca de tensdes normais ao longo do escoamento e

os efeitos elasticos.

Do ponto de vista matematico, modelos para fluidos viscoeldsticos nao lineares
podem ser enquadrados em dois grupos: modelos diferenciais, descritos através de

equacdes diferenciais e de modelos integrais, representados por equagdes integrais.

Os modelos diferenciais para fluido viscoelastico ndo linear podem ser obtidos
através do modelo para fluido viscoelastico linear, na sua forma diferencial,
substituindo as derivadas em relacdo ao tempo pela derivada convectiva no tempo

(LARSON, 1988).

A derivada convectiva no tempo do tensor tensdo pode ser representada de duas
formas distintas, sendo a primeira desta denominada derivada convectiva superior, dada

pela Equacdo 2.13, em que os vetores de base sdo paralelos as linhas materiais.

Dt

T:E—[VUT-T]—[T-VU] 2.13

A outra formulacao denominada derivada convectiva inferior, em que os vetores
de base s@o normais as linhas materiais e € representada pela expressao:
A Dr

T=E—[VU'T]—[T'VUT] 2.14

. Dt . . ~
em que a derivada o representa a derivada material dada pela expressao:
4

Dt 0O
—=—1+U-V1
Di o 2.15

As defini¢des destas derivadas supdem que as tensdes sdo produzidas somente
quando hé deformacgdo do material, sem levar em consideragdo rotacdes (BIRD et al.,

1987).

Na obtencao do modelo diferencial ndo linear além da utilizagdo da derivada
convectiva no tempo, também podem ser incluidos termos ndo lineares e pardmetros nas

equacoes.
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Diferente dos modelos lineares, os modelos nido lineares ndo estdo limitados aos
casos em que ocorrem pequenas deformagdes, sendo modelos mais realistas que
permitem obter informacdes qualitativas mais consistentes dos efeitos viscoelasticos em

situacdes reais de escoamentos.

A teoria de molécula individual foi originalmente desenvolvida para descrever
as moléculas de polimeros em uma solucao muito diluida, em que iteracdes polimero-
polimero sdo pouco frequentes. Nesta teoria, a molécula ¢ usualmente representada por
meio de um modelo esfera-mola, uma série de esferas conectada por molas lineares e
ndo lineares de modo a representar a arquitetura molecular. Entdo, da teoria cinética ¢
possivel obter a “fun¢do de distribuicdo” para orientagdo das moléculas e uma vez
conhecida esta fungdo ¢ possivel calcular vérias propriedades macroscopicas. No caso
de solugdes concentradas e polimeros fundidos, o movimento de uma molécula deve ser
avaliado considerando-se sua proximidade com as moléculas vizinhas. Desta forma, ¢
mais facil para as “esferas” do modelo se mover em direcdo da “coluna vertebral” da
cadeia polimérica do que perpendicularmente & mesma, executando um movimento

semelhante ao de uma cobra, denominado “reptiliano” de onde ¢ baseada a teoria da

reptagdo (BIRD et al., 2004).

Os modelos diferenciais mais conhecidos e simples, capazes de combinar os
efeitos do tempo e das nao linearidades, sao os modelos UCM e LCM. Tais modelos sao
obtidos pela generalizagdo do modelo de Maxwell. Dependendo do tipo da derivada
convectiva no tempo do tensor tensdo utilizada, temos o modelo de UCM (derivada
convectiva superior), Equagdo 2.16, ou LCM (derivada convectiva inferior), Equagao

2.17.

v
T+A1t=217D 2.16

A
T+A1t=217D 2.17

Avaliando as Equacdes 2.16 e 2.17 aparentemente ndo existe razao para optar
por uma ou outra formulagdo. Entretanto, quando sdo avaliados os coeficientes de
tensdo normal, observa-se que no caso do modelo LCM a diferenga entre o segundo

coeficiente da tensdo normal, N, =7, -7, tem a mesma magnitude do primeiro

coeficiente da tensdo normal, N, =7 mas de sinal oposto. Assim, a magnitude

po _Tyy’
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de N,/N,=-1, ao passo que os dados experimentais mostram que N,/N, ~-1/10.

Devido a este fato, este modelo nao ¢ utilizado sendo normalmente apresentado apenas

por razdes historicas (LARSON, 1988).

O modelo UCM ¢ muito usado para testar metodologias numéricas, ja que a
auséncia da viscosidade do solvente no modelo torna mais critica a estabilidade

numérica do problema.

O modelo de Oldroyd deriva da teoria de molécula individual para solucdes
poliméricas concentradas e polimeros fundidos. Neste modelo, a cadeia polimérica ¢
representada por um conjunto de duas esferas unidas por uma mola, em que as esferas
estdo relacionadas com a interagdo hidrodinamica entre o solvente e as macromoléculas
da solugdo polimérica. Ou seja, a forga de arrasto viscoso do solvente sobre as

macromoléculas. As molas representam o efeito elastico que o polimero apresenta.

Apesar do fato deste modelo ter sido proposto ha mais que 50 anos, o modelo
proposto por Oldroyd (1958) ainda vem sendo utilizado. E uma expressio empirica que
apresenta relacdo linear do tensor tensdo e contém todos os termos dos gradientes de
velocidade e todos os produtos admissiveis de tensdes e gradientes de velocidade. Este
modelo apresenta resultados qualitativamente corretos em uma ampla variedade de
situacdes de fluxo, por isso, sua utilizacdo tem sido muito popular para a avaliacao de

técnicas numéricas para dindmica de fluidos ndo newtonianos (BIRD e WIEST, 1995).

Novamente, dependendo do tipo da derivada convectiva no tempo do tensor
tensdo utilizada, temos o modelo de Oldroyd-B (derivada convectiva superior), Equacdo

2.18 ou Oldroyd-A (derivada convectiva inferior), Equacao 2.19.

\ \
‘r+/1‘r=277(D+/1r DJ
2.18

A A
T+/1T:277(D+lr])j 2.19

A equagdao Oldroyd-A também ndo ¢ utilizada, pelos mesmos motivos que

modelo LCM.

A equacao de Oldroyd-B pode ser reescrita, segundo a expressao:
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T=T,+7T; 2.20

em que T, € atensdo polimerica que satisfaz a equagdo UCM:

v
t,+At,=2nD 2.21

e T, ¢ atensdo do solvente que representa a contribuicdo newtoniana descrita através da

expressao:
T, =2nD 222

Relacionando os termos 7 ¢ A, presentes na Equagdo 2.18 com os termos 7,

n, € A presentes nas Equagoes 2.21 e 2.22, obtém-se:

nA
A =20
— 2.23
n=n,+n 2.24

Assim sendo, quando se despreza a contribuicdo do solvente no modelo de
Oldroyd-B, que ¢ equivalente a supor a viscosidade do solvente como sendo nula, tem-

se diretamente o UCM.

Para que uma melhor representacdo do comportamento real do fluido possa ser
obtida existe uma classe de modelos similares ao modelo UCM e ao modelo de
Oldroyd-B, que consideram a viscosidade polimérica e o tempo de relaxacdo como
funcdes da taxa de deformagdo, como ¢ o caso do modelo de White-Metzner que ¢ uma

modificagao do modelo UCM, definido pela expressao:

T+ l(j/); =2n7(7)D 2.25

A vantagem deste modelo ¢ ser simples e predizer razoavelmente a dependéncia
da viscosidade com a taxa de deformacdo e o primeiro coeficiente de tensdes normais.
Nao sendo recomendado para escoamento livres de cisalhamento, ja que a viscosidade

elongacional pode tender ao infinito (BIRD et al., 1987).
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Existe na literatura uma vasta quantidade de fungdes que permitem relacionar a
viscosidade polimérica e o tempo de relaxacdo com a taxa de deformacao, como € caso
dos modelos Larson, Cross e Carreau-Yasuda. Maiores detalhes podem ser obtidos em

BIRD et al., (1987); LARSON (1988); SHAW e MACKNIGHT (2005).

Outro modelo bem conhecido, capaz de fazer boas predigdes, ¢ o modelo de
Giesekus (1982) que também ¢ baseado no modelo esfera/mola de Maxwell, s6 que
diferente dos modelos anteriores, este modelo leva em considera¢do a ndo isotropia no
movimento e no arraste hidrodindmico das moléculas do polimero no meio.

v A )
Tp+/1‘rp—an—[‘rp-rp]:277p(7)D 226

P

A inclusao do termo nao linear produz uma variacdo das propriedades
cisalhantes frente a taxa de deformacdo fazendo com que este modelo apresente
melhores resultados quando comparado ao modelo de Oldroyd-B para escoamento por
cisalhamento, mas ndo apresenta bons resultados para escoamentos livres de

cisalhamento (BIRD et al., 1987).

O modelo de mola linear considera que a macromolécula pode se deformar
indefinidamente sem qualquer restricdo. Visando superar esta limitagdo, muitos
modelos constitutivos passaram a ter como base descri¢des de molas ndo lineares em
que uma restricio de deformagio maxima (L°) é imposta. Tais modelos sdo conhecidos
como FENE — Finitely Extensible Nonlinear Elastic, apresentando diversas derivagoes
como ¢ o caso do Modelo FENE-P — Finitely Extensible Nonlinear Elastic Peterlin

(BIRD et al., 1987), descrito pela expressao:

12 p p ( 3 jnpD 2.27

em que tr(‘r p) representa o traco do tensor tensdo. Para o caso limite quando L? tende
ao infinito, este modelo ¢ reduzido ao modelo de Oldroyd-B.

A teoria de redes foi originalmente desenvolvida para descrever as propriedades

mecanicas da borracha e estendidas para descrever polimeros fundidos e solugdes
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concentradas, postulando uma rede em continua mutagdo na qual os pontos de junc¢ao
sdo temporarios, formado por segmentos adjacentes que se movem juntos por um
determinado tempo e entdo gradualmente se afastam. Nesta teoria € necessario adotar
algumas premissas empiricas sobre as taxas de formagdo e ruptura destas juncdes

(BIRD et al., 2004).

O modelo de PTT - Phan-Thien-Tanner ¢ um modelo muito utilizado em
simulagdes numéricas. Este modelo ¢ obtido através da teoria de rede de solugdes
concentradas e polimeros fundidos (BIRD et al., 1987). A sua forma simplificada SPTT

— Simplified-Phan-Thien-Tanner, que € a mais utilizada, ¢ representada pela equagao:

el v
1+—tr(1:p) t,+At,=2n,D 298
y
Este modelo traz bons resultados para uma grande variedade de escoamentos,
entretanto, em alguns casos podem ocorrer solugdes inconsistentes e, no caso

simplificado, pode predizer valores nulos da segunda diferenga das tensdes normais.

O modelo de Pom-Pom tem como base a teoria da reptagdo. Com esse modelo,
um comportamento ndo linear consistente ¢ alcancado tanto para fluxos elongacionais
como cisalhantes. A interagdo de uma cadeia com a cadeia vizinha ¢ modelada como
um conjunto de obsticulos (entrelagamentos) ao movimento de difusdao. O
entrelagcamento entre as cadeias € correlacionado através de uma distancia (o), com
valores pequenos de oo 0 movimento entre as cadeias estd correlacionado, caso contrario
ndo. A difusdo da cadeia ocorre em “tubos” definidos pelos entrelagamentos com o

restante das cadeias, cada “tubo” ¢ uma cadeia (“cadeia primitiva”) constituida por Z

segmentos primitivos.

O modelo Pom-Pom consiste de duas equacdes desacopladas: uma para

orientacdo e outra para o estiramento:

) +2[p:0 ] ! Ls|-
Op+ DOP Op+7 Op—§ =0 2.29
(0]
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n
‘rP:/l—pexp(3Ei Op—5) 231

0

A Equagdo 2.29 ¢ a equagio que descreve o tensor orientagdo O, a Equacdo
2.30 € a equagdo para o estiramento dorsal da molécula E , e representa a razio entre o

comprimento do tubo e o comprimento de equilibrio e a Equagdo 2.31 retorna o valor da

tensdo viscoelastica. 4, ¢ o tempo de relaxacdo para orientacdo da espinha dorsal do

tubo sendo obtido através do espectro linear de relaxagdo através de medidas dindmicas,
A, € o tempo de relaxagdo para o estiramento e g ¢ a quantidade de ramos existentes

desde o comego até o fim da espinha dorsal do tubo e representa a influéncia do meio

sobre o tubo.

Entretanto, o modelo original de Pom-Pom apresenta algumas limitagdes:
solucdo descontinua quando submetida a altas taxas de deformagdo no estado
estacionario, a equagao evolutiva para o tensor orientagcdo ndo apresenta limites quando
submetida a taxas altas de elongagdo, ja que ¢ do tipo UCM e ndo prediz a segunda

diferencga entre as tensdes normais.

Devido a estas desvantagens, reformulagdes do modelo original de Pom-Pom
foram elaboradas, sendo as mais comumente utilizadas, simgle equation extended Pom-

Pom — SXPP e double equation extended Pom-Pom — DXPP.

Uma descrigdo mais detalhada dos modelos para fluidos viscoeldsticos nao
lineares pode ser encontrada em FERRY (1980), BIRD et al., (1987), LARSON (1988)
e SHAW e MACKNIGHT (2005).

Da andlise da literatura pode-se observar que os modelos diferenciais ndo
descrevem muito bem a viscoelasticidade linear, mesmo sendo este o ponto de partida
no desenvolvimento destes modelos. Tal fato ocorre porque este modelo tem apenas um
tempo de relaxagdo. Esta deficiéncia pode ser contornada formulando as expressoes em

forma integral, incluindo mais que uma constante de tempo. Outra forma de contornar
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esta limitacdo ¢ utilizar a formulagdo multimodo representando a tensdo como a soma
das contribuicdes de cada modo. Entretanto, ¢ importante relembrar que a utilizagao

desta formulacdo aumenta consideravelmente o nimero de equacdes a serem resolvidas.
2.3.4. Fluido Viscoelastico Ndo Linear — Modelos Integrais

Os modelos integrais, assim como os diferenciais, sdo obtidos a partir de

modificagdes do modelo linear e sdo descritos na forma de uma equagao integral.

A formula geral para modelos integrais “quase lineares”, que sdo modelos

obtidos através de uma modificagdo do modelo linear, ¢ descrita pela expressao:

t

T= IM(f—f')Y[o](laf')df 2.32

—00

em que M (t - t') é a fungdo de memoria, ¢ ¢ um instante de tempo anterior a ¢ e y[o](t, t')

representa o tensor de deformacdo relativa, definido em BIRD et al. (1987) pela

expressao:

, ox, Ox;
7[0]i’j(r’t’t):é"j_2076x;] 2.33

Ol £,¢)= o, O, -3,
7’7]( 2" ) - 6xi 6)(:]- j 234

em que r = r(x, y,z) define a posi¢@o de uma particula de fluido em um tempo 7 € J; ¢
o operador delta de Kroenecker.

A funcdo de memdria € caracteristica de cada um dos tipos de modelos, um
exemplo de funcdo de memoria ¢ o modelo de Lodge, que ¢ andlogo ao modelo UCM

na forma diferencial (BIRD et al., 1987), descrito pela expressao:

M(t—t')z%exp(—t;;'j 2.35

Para obtencdo dos modelos integrais ndo lineares, similar aos modelos
diferenciais, sdo introduzidas ndo linearidades a Equagao 2.32. Os termos normalmente

acrescidos a equagdo sdo o produto do tensor de deformagéo relativa do tipo ) 7}, Ou

de ordem superiores avaliados em diferentes tempos ¢ ,¢ (BIRD et al., 1987).
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Dois exemplos dos mais conhecidos, e do qual derivam diversos outros modelos,
¢ o modelo de K-BKZ, Equagdo 2.36, que ¢ obtido através de uma transformacao da
expressdo geral de modelo ndo linear para o tensor tensdo como um solido elastico

ideal, definido pela expressao.

o j{aV(t—prIz)y + aV(t_t"Il’IZ)Y[O]}df

all [0] 612 2.36

E o modelo de Riviin-Sawyers, Equacao 2.37, que ¢ formulado levando em

consideragao que o efeito da tensdo na deformacdo do material no tempo ¢ difere do

efeito da tensdo na deformagio do material no tempo para ¢ de forma independente.
Considerando esta hipdtese, esta equacdo representa a equagdo mais geral para
aplicacdo a fluidos isotropicos. O modelo de Riviin-Sawyers inclui diretamente o

modelo K-BKZ.

T= J‘[‘//l(t_t'Jl’IZ)Y[O] +‘/’z(t_t"]w[2)7[o]]df 2.37

em que V' e W, sdo fungdes escalares. Exemplos de possiveis combinagdes de [, e 1,,
para materiais incompressiveis pode ser encontrada em BIRD et al., (1987).

Entretanto, poucos trabalhos utilizam diretamente as expressdoes dos modelos de
Rivlin-Sawyers e K-BKZ apresentadas anteriormente, Equagdo 2.36 ¢ 2.37. Sendo de
costume introduzir uma hipotese adicional de que as fungdes escalares V' e ‘¥, podem

ser descritas segundo as expressoes

V=t 0, n)=mle-¢ Wi, 1) 238

V’l(t_t'allalz):M(t_t')¢(11a]2) 2.39

Novamente M (t —t') representa a fungdo de memoria. Com estas simplificagdes

sao obtidos os modelos mais comumente aplicados pela literatura o0 modelo de K-BKZ
fatorizado e o modelo de Riviin-Sawyers fatorizado descrito, respectivamente, pelas

expressoes:
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ol oI,

—00]

T= j‘[M(t—t')My[O]+M(t—t')My[o]}dtv a0

T= J.[M(t_t')¢([1a]2)7[o] +M(t_t')¢(]1a]2)7[0]]dty 241

Virias teorias sdo baseados nos modelos K-BKZ fatorizado e de Riviin-Sawyers
fatorizado, como por exemplo: a teoria de Rouse-Zimm, Curtiss-Bird, polimeros

fundidos e a teoria de rede de Lodge (BIRD et al., 1987).

Os modelos integrais para fluidos viscoelasticos ndo lineares incluem na sua
formulagdo a viscoelasticidade linear e tém grande aplicagdo tanto na simulagdo de
escoamento de fluidos viscoelasticos como na determinacdo de funcdes materiais.
Geralmente os resultados obtidos pela aplicacdo destes modelos apresentam resultados
melhores que os resultados obtidos através de modelos diferenciais. Entretanto, do
ponto de vista numérico, a solu¢do de modelos integrais ¢ mais dificil e demanda um

esfor¢o computacional maior (BIRD et al., 1987).
2.3.5. Selecdo da Equacéao Constitutiva

Nas secOes anteriores foi apresentada uma descricdo sobre os principais grupos
de equagdes constitutivas utilizadas para descrever o comportamento reoldgico de
fluidos ndo newtonianos. Pode-se observar que existe uma grande quantidade de
equagdes constitutivas na literatura e que ndo existe, ainda, uma equacao que seja capaz
de descrever completamente o escoamento de fluidos viscoelasticos. O que existe
atualmente sdo equacdes capazes de representar o comportamento de determinados
fluidos em condi¢des de escoamento especificas, ndo existindo assim uma equagdo
multi-propdsito. Normalmente quanto mais complexo for o modelo melhor serd a
qualidade dos resultados obtidos, implicando, no entanto, em maior esforgo

computacional necessario a resolu¢do do problema.

Neste trabalho serdo utilizados dois modelos: o modelo de Oldroyd-B e o
modelo de Phan-Thien-Tanner simplificado. Tais modelos foram escolhidos por serem
amplamente aplicados na literatura em simulagdes de fluidos viscoeldsticos e
apresentam bons resultados. Estes modelos também apresentam na sua formulagdo as

relacdes ndo lineares que mais comumente surgem entre os modelos diferenciais,
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permitindo, assim, a extensdo do procedimento para outros modelos de equagdes

constitutivas de uma forma bastante simples e direta.
2.4. Principais Dificuldades Encontradas para Simulacao

Ha um crescente interesse no desenvolvimento de ferramentas numéricas para
avaliar os fendmenos observados em experimentos que envolvem o escoamento de
fluidos viscoelasticos. O desenvolvimento destas ferramentas ¢ uma tarefa dificil e
desafiadora visto que tais simula¢des sdo muito sensiveis a instabilidades numéricas.
Diferente do escoamento de fluidos newtonianos, o escoamento de fluidos
viscoelasticos apresenta uma série de caracteristicas que dificultam a sua simulagio.
Dentre elas, a mudanga da classificacdo do sistema de equagdes a ser resolvido, a
imposicdo correta das condi¢des de contorno, a técnica numérica aplicada a resolugdo
do sistema discretizado, a solucdo de modelos transientes, a precisdo do esquema

utilizado na discretizacdo espacial e a razdo de refinamento da malha computacional.

A escolha da técnica a ser utilizada na resolucdo de equagdes diferenciais
parciais sdo dependentes da classificagdo (eliptica, hiperbolica ou parabolica) da
equacdo que se deseja resolver. Apesar do movimento de solidos eldsticos ser descrito
pela equagcdo de onda, que ¢ uma equagdo hiperbolica, os fluidos newtonianos sio
governados por equagdes parabolicas. Fluidos viscoeldsticos tém propriedades
intermedidrias e isso se reflete na natureza matematica das suas equacdes. Como no
sistema de equagdes que descreve o escoamento de um fluido viscoelastico em estado
estacionario ha uma parte eliptica associada a condi¢do de incompressibilidade, uma
parte hiperbolica associado a propagacdo de informagdes ao longo das linhas de
corrente € uma parte que pode mudar de classificagdo dependendo das condi¢des com
que o escoamento se propaga. E, em alguns casos, esta mudanga de classificacdo esta
diretamente relacionada as dificuldades encontradas na simulagdo numérica

(RENARDY, 1989; DENN, 1990).

A técnica usada para resolucao de sistemas lineares em cada passo da iteracao e
a natureza das estimativas usadas para prover a convergéncia depende muito da
classificagdo da equacao. Enquanto que equacdes hiperbolicas propagam singularidades
nos dados iniciais levando ao surgimento de “choques” na solucdo obtida, mesmo
quando dados iniciais “suaves” sdao informados, os modelos descritos por equagdes
parabolicas tendem a suavizar as singularidades. Assim sendo, as equacdes que regem

materiais viscoeldsticos abrangem todos estes espectros de possibilidades.
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A primeira andlise rigorosa da estabilidade linear do estado de repouso de
fluidos viscoelasticos foi realizada por Slemrod (1976), mostrando que o estado de
repouso ¢ assintoticamente estdvel desde que a funcdo de memoria seja positiva e
monotdnica decrescente. Como fluidos viscoeldsticos apresentam efeito de memoria, ou
seja, o fluxo dentro do dominio em questdo ¢ afetado por deformagdes que o fluido
experimenta antes da sua entrada no dominio. As informagdes sobre a ‘“historia do
escoamento” devem ser informadas sob a forma de condi¢des de contorno na fronteira
de ingresso. Como as equagdes constitutivas diferenciais permitem a formulagdo de
problemas bem definidos para o valor de contorno e, at¢ mesmo em alguns casos, a
obtengdo de solucdes analiticas, tais modelos sdo muito populares em simulagdes

numéricas (RENARDY, 1989).

Muitas equagdes constitutivas viscoeldsticas apresentam uma resposta elastica
instantanea. Esta nocdo de elasticidade instantdnea decorre diretamente de um modelo
de rede transitério para o liquido polimérico, o que ¢ incompativel com a imagem
habitual de uma soluc¢do diluida em que ndo ha contato entre as cadeias poliméricas
individuais. No modelo matematico a resposta elastica instantdnea equivale a utilizar
um tempo de relaxacdo nulo. Entretanto, modelos de equagdes constitutivas que ndo
apresentam tempo de relaxagdo podem mudar de classifica¢do e tornam-se hiperbdlicos
em determinadas regides do escoamento. Mudancas deste tipo tém sido frequentemente
identificadas como uma possivel causa de dificuldades computacionais para simulag¢do

de liquidos viscoelésticos (DENN, 1990).

A aplicagdo do método de volumes finitos torna necessario que todos os valores
das varidveis sejam especificados nos contornos. Algumas condigdes de contorno sao
diretamente informadas, como, por exemplo, uma condi¢do de entrada para a velocidade
(normalmente especificada através de um perfil parabdlico) ou obtida através de
extrapolagdes como ¢ o caso da condi¢do de simetria. Aplicar corretamente o conjunto
de condi¢des de contorno ao problema, especialmente as condigdes relacionadas ao
tensor tensao ¢ uma das principais dificuldades encontradas para a simulacao de
escoamento de fluidos viscoelasticos (XIE e PASQUALIL2004; FIETER ¢ DEVILLE
2003; YAPICI et al, 2009). A necessidade de uma analise cuidadosa das condi¢des de
contorno ¢ evidente, tendo em conta os termos convectivos presentes nas equacgoes
constitutivas. No caso de uma condi¢ao de entrada, é necessario conhecer a “historia”

deste campo de tensdes. Na pratica, as exigéncias de condi¢do de contorno sdo muitas
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vezes satisfeitas supondo "condigdes de escoamento completamente desenvolvido".
Entretanto, quando We for de valor elevado torna-se necessario utilizar um dominio de

entrada suficientemente grande para que a condicdo seja valida (CROCHET, 1983).
2.4.1. Implementacao das Condic¢des de Contorno

Segundo XIE ¢ PASQUALI (2004) a equagdo constitutiva ¢ normalmente uma
equagao hiperbdlica, assim, as condigdes de contorno sdo apenas necessarias nos
contornos de entrada e devem informar o estado de entrada do liquido o mais preciso
possivel. Além disto, todos os componentes do tensor tensdo devem ser especificados.
Uma pratica comum relatada em muitos trabalhos ¢ a utilizagdo de condi¢des de
Dirichlet para a velocidade em todos os contornos do dominio e para o tensor tensao no
contorno de entrada. Sao frequentemente utilizadas condig¢des de contornos abertas que,
em geral, estdo localizadas em regides de escoamento completamente desenvolvidas,
embora sua presenca ndo seja ditada pela fisica do problema, mas sim pela necessidade
de truncamento do dominio computacional. Desta forma, a localizagao de tais condigdes
de contorno e as imposi¢des das condigdes de entrada razoaveis tém sido um importante
desafio para mecanica de fluidos ndo newtonianos. Segundo estes autores seis métodos
podem ser utilizados para solucionar o problema da imposi¢do das condi¢des de
contorno na entrada para o tensor tensao. Com a finalidade de ilustrar a aplicacao de
cada um destes métodos, serda considerado o escoamento bi-dimensional de Poiseuille
entre placas planas paralelas utilizando o modelo de Oldroyd-B, na forma descrita por
FIETER e DEVILLE (2003) representado ilustrativamente pela Figura 2.1 e descrito

matematicamente pelo conjunto de Equagdes 2.42, 2.43 ¢ 2.44.

H=1 %Vmax 3 )Y 3

A
Y

Figura 2.1: Representa¢do ilustrativa do escoamento de
Poiseuille entre placas (FIETIER e DEVILLE, 2003).

Equacao da continuidade:

v-(U)=0 2.42
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Equacoes da conservagdo da quantidade de movimento.

o(pU
(gl )+V~(pUU)=—Vp+V-‘r > a3

Equacgoes constitutivas:

v
TP+)“TP:277PD 2.44
em que:

D:%(VUJrVUT)

T=T,+7T,

T,y =2n,D

p ¢ a massa especifica, U ¢ o vetor velocidade, p ¢ a pressdo, T ¢ o tensor das
tensdes, T, representa a contribui¢do newtoniana, normalmente o solvente, ¢ T, a
contribui¢cdo polimérica.

Imposicdo da Solucdo Analitica do tensor tensio:

Este procedimento (M1) impdem a solugdo analitica do tensor tensdo como
condi¢do de entrada. A solugdo analitica para a entrada do escoamento bi-dimensional
de Poiseuille em estado estacionario apresentadas em FIETIER e DEVILLE (2003) é

representada pelo seguinte conjunto de equacdes:

r(0.y) =32V, We(l-n,)(1-yf
0

y
7,(x.y)
7, (x.y)=4V,, (1-1,)(1-y)

Onde

2.45

1 op

max 8 ax

Assim sendo, a aplicag@o desta metodologia consiste em atribuir como condi¢ao

de entrada para os componentes do tensor tensao os valores definidos na Equagao 2.45.
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A aplicagdo desta metodologia ¢ sempre a melhor escolha, desde que uma
expressdo analitica possa ser obtida, o que ndo ¢ o caso para muitos modelos

constitutivos e também para escoamentos tridimensionais.

Imposicdo de Solucoes Periddicas:

Esta metodologia (M2) consiste em alimentar periodicamente como condi¢ao de
entrada os valores do tensor tensao tomados em uma regiao suficientemente distante da
entrada, normalmente na saida da placa. Neste caso, a condi¢do de entrada para o tensor
tensd@o em um tempo #+A¢ € especificada como sendo a solugdo obtida na saida da placa

no tempo anterior z, ou seja:

(t+At) (1)

Txx(xi’y) :Txx(xf’y)
(t+At) (1)

Ty (xi ,y) =7y (xf’y) 2.46
(t+At) (1)

Txy(xi’y) :Txy(xf’y)

Como a aplicagdo desta metodologia n3o leva em consideragdo qualquer
especificidade das equacdes constitutivas que compdem o modelo do problema, este

método pode ser aplicado a qualquer modelo.

Imposicio da condicio U-VT=0:

A aplicagdo deste procedimento (M3) impde diretamente a condigdo U-VT =0
na entrada. Como no caso do escoamento de Poiseuille entre placas, o componente de

velocidade v, € nulo, a aplicagéo deste procedimento resulta que o tensor tensdo ndo
apresenta qualquer variagdo em relacdo a x na entrada, ou seja:
0
AL [Txx ('x’ y)] = 0
ox

%[fyy (x.)]=0 2.47
%[Txy (x.»)]=0

Este procedimento também pode ser aplicado a qualquer conjunto de equagdes
constitutivas e consiste basicamente em extrapolar os valores do tensor tensdo na
entrada de forma a satisfazer as condi¢cdes impostas na Equagdo 2.47. A formula de
extrapolagdo mais simples consiste em igualar diretamente o valor da varidvel no

contorno ao valor no centro do volume de controle mais proximo, também se pode
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utilizar formulas de interpolagdes mais precisas desenvolvidas especificamente para o

contorno, como as formulas de interpolacdo de Lagrange desenvolvidas neste trabalho.

Imposicdo de CondicGes de Contorno Arbitrarias:

A aplicagdo desta metodologia (M4) utiliza condigdes de contornos arbitrarias
na entrada, deixando que o escoamento se desenvolva até que uma solucdo real do
problema seja obtida. Uma estimativa bastante comum ¢ considerar que na entrada o
escoamento esta livre de tensdes, o que resulta em considerar que todos os componentes

do tensor tensdo sdo nulos.

T)ac(‘x’y): 0
7, (xy)=0 2.48
Txy(x,y =0

A aplicacdo deste método também nao depende das equagdes constitutivas
utilizadas, mas ndo funciona bem em problemas em que ocorrem refluxos e também
requer um esfor¢co computacional elevado, visto que o comprimento da placa deve ser

suficientemente grande para que uma solugdo estabelecida possa ser encontrada.

Imposicio de Solucdes Periodicas Impondo a4 Condicdo U-VT=0:

A aplicagdo deste procedimento (MS5) consiste em impor como estimativa inicial
para a tensao na entrada do escoamento a condi¢ao de contorno U -Vt =0, representada
pelo conjunto de Equagdes 2.47 e realimentar periodicamente os valores obtidos na
saida do escoamento como condi¢des de entrada seguindo o procedimento apresentado

na Equacao 2.46.

Incorporacdo das Condicoes de Contorno ao Sistema de Equacoes:

A aplicagdo desta metodologia (M6) impde a condigdo de escoamento
estabelecido na equagdo constitutiva obtendo uma equagao para o tensor tensdao que €
resolvida junto com equacdo da continuidade e as equacdes de conservacdo da

quantidade de movimento.

A aplicacgdo desta metodologia para o escoamento de Poiseuille entre placas gera
0 seguinte conjunto de equagdes para o tensor tensdo na entrada que devem ser

resolvidas junto com as demais equacgdes que compdem o modelo.
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av 2

v)=2We(l-n,)| Zx

e (ny)= 2 m[ ay]
Tyy(x’y) =0 2.49

)= 2

Segundo XIE e PASQUALI (2004), o método que incorpora as condi¢des de
contorno ao sistema de equacdes apresenta os melhores resultados para todas as
condicdes estudadas, como pode ser averiguado na Tabela 2.1. Entretanto, quando
aplicada neste trabalho verificou-se que a utilizacdo de tal metodologia apresentou, na
grande maioria dos casos estudados, dificuldades de convergéncia. Sendo a metodologia

M3 o procedimento escolhido para ser aplicado neste trabalho.

Tabela 2.1: Comparagdo entre metodologias para imposi¢do de condi¢des de contorno

para escoamento de fluidos viscoelasticos (XIE e PASQUALI, 2004):

Método Generalidade | Aumento Malhas Escoamentos Fluxos Refluxo
Equacoes dominio | estruturadas 3D desconhecidos
Ml F E E F E E
M2 E B D E E E
M3 E B F E E E
M4 E P E E D F
M35 E E D E F F
M6 E E E E E E

Excelente, Bom, Pobre, Falha, Dificil implementacao.

Uma alternativa avaliada no trabalho de FIETIER e DEVILLE (2003) consiste
em impor o mesmo tipo de condi¢des de Dirichlet para o tensor tensdo e para a
velocidade em todos os contornos com excecdo da fronteira de saida, em que as
condi¢gdes diretas sdo aplicadas. Ou seja, as integrais de superficie envolvidas na
equacdo discretizada sdo avaliadas em fun¢do das incognitas no contorno de saida (v, p
e 1), juntamente com as integrais de volume. A resolu¢do através desta estratégia
apresentou resultados melhores em termos de precisdo e convergéncia para maioria dos

casos de estudo.
2.4.2. Relagdo entre o Refinamento da Malha e o NUmero de Weisenberg

KEILLER (1992) realizou uma investigacdo de instabilidades numéricas que

ocorrem na simulacdo de escoamentos viscoelasticos transientes usando os modelos de
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Maxwell com derivada convectiva superior, Oldroyd-B e FENE. Neste trabalho ¢
apresentado um critério de instabilidade que relaciona o valor do nimero de
Weissenberg ao refinamento da malha segundo a expressao: Weit = O(Ax/Ay) em que
Ax e Ay sdo as escalas de refinamento da malha computacional. Assim, a limita¢do do
nimero Weissenberg ndo ¢ determinada pelo refinamento absoluto da malha, mas sim
pela razdo de refinamento da malha. Segundo os autores, um maior refinamento da
malha na direcao cruzada ao fluxo reduz a instabilidade da simulacdo. As instabilidades
sdo menores para 0 modelo FENE, visto que esta equacdo prediz em geral valores de
tensdes normais muito menores. Esta parece ser uma provavel razdo fisica para esta
instabilidade, embora uma analise detalhada dos termos da equacdo de Oldroyd-B e de
Maxwell sugerir que a utilizacdo da derivada convectiva superior também ¢ importante.
De qualquer forma, pode-se esperar que as equacdes constitutivas sem grandes tensoes
normais e alta advecc¢do sejam mais passiveis de simulacdo numérica. Em um trabalho
posterior, KEILLER (1993) observou o mesmo critério de limitagdo para Wegi,
entretanto, uma reformulagdo proposta para as formulas de aproximagdo nos contornos

foi capaz de melhorar a estabilidade do procedimento.

FIETIER ¢ DEVILLE (2004) mostraram, através da aplicagdo do método
espectral, que realmente existe uma relagdo entre a razdo de refinamento da malha e a
estabilidade do procedimento numérico. Segundo os autores, a limitagdo do numero
Weissenberg ndo ¢ determinada pelo refinamento absoluto da malha, mas sim pelo
refinamento relativo entre a dire¢do longitudinal e a direcdo cruzada ao escoamento.
Melhoras na estabilidade do procedimento podem ser obtidas aumentando o
refinamento na dire¢do cruzada ao escoamento. VAN OS e PHILLIPS (2004) aplicaram
também o método espectral para o escoamento entre placas concluindo que ocorre uma
diminuicao do valor critico do nimero Weissenberg quando o comprimento do canal for
reduzido, ou o nimero de elementos no sentido longitudinal for maior. Tais relagdes de
instabilidade foram também observadas por outros grupos como, por exemplo, no
trabalho de SMITH et al. (2000) utilizando o método de elementos finitos. FIETIER e
DEVILLE (2003) sugerem que este problema pode estar ocorrendo devido a
implementagdo incorreta das condi¢gdes de contorno. Embora a utilizagdo da condig¢do
de contorno pseudoperiodica, definindo a velocidade na secdo de entrada igual a
velocidade na secdo de saida no intervalo de tempo anterior, ndo apresentou nenhuma

melhora quando comparada a aplicacdo da condicao de Dirichlet.

40



DUARTE et al. (2008) estudaram a partida ( “start-up ) de um escoamento entre
placas paralelas, usando os modelos de UCM, Oldroyd-B, PTT e FENE. Neste trabalho,
o escoamento dentre placas foi resolvido de forma unidimensional, as condi¢des de
contorno sdo re-alimentadas de forma periddicas fazendo com que os resultados ndo
dependam do tamanho do dominio. Sendo assim, ndo foi possivel obter uma relagdo que
confirme a relacdo de estabilidade com a malha. No entanto, algumas simulagdes
preliminares usando o dominio 2D, impondo perfis analiticos na entrada, sugerem que o

critério de estabilidade proposto por KELLER (1992, 1993) ¢ valido.

FIETIER e DEVILLE (2003) mostraram que a estabilidade da simula¢do pode
ser melhorada através da utilizagdo de malha adaptativa e aumentando a ordem de
aproximacdo dos elementos polinomiais. Entre os pardmetros do fluido, a
extensibilidade e a viscosidade tém uma forte influéncia sobre o numero de

Weissenberg critico.

Nos trabalhos avaliados na literatura, verificou-se que a limitagdo imposta pelo
numero de Weissenberg nao ¢ determinada pelo refinamento absoluto da malha, mas
sim por um refinamento relativo a dire¢do cruzada ao fluxo e a dire¢do longitudinal.
Reducdo da instabilidade pode ser obtida aumentando o grau de refinamento na dire¢ao

cruzada ao fluxo.

Segundo XUE et al. (2004), como fluidos viscoelasticos tem memoria, qualquer
problema de escoamento viscoelastico estd mais diretamente relacionado com as
derivadas temporais do que com as derivadas espaciais. Segundo os autores, ¢ mais
indicado resolver um escoamento viscoelastico como um problema de valor inicial, do
que como um problema valor de contorno. No entanto, para céalculos de escoamentos
transientes, a questdo sobre a precisdo na resolucdo temporal parece muito mais
complexa quando comparada a precisdo espacial, especialmente para a simulagdo de
processos que nunca chegam a estados de equilibrio estavel. Segundo os autores, a
propriedade de estabilidade numérica, inerente ao método de discretizagdo temporal,
pode ser comprometida devido as oscilacdes espaciais causadas pela combinagdo

inadequada com os métodos de discretizacdo espacial.

Para o caso transiente, FIETIER e DEVILLE (2003) mostraram que quando as
solucdes convergidas obtidas para simulagdes estacionarias de um escoamento de
fluidos viscoelasticos sdo utilizadas como condig¢des iniciais para problema transiente,

existe um determinado valor do nimero Weissenberg acima do qual os erros relativos a
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velocidade, pressdo e componentes do tensor das tensdes aumentam exponencialmente

com o numero de passos de integragao.

Segundo DUARTE et al. (2008), o modelo de Oldroyd-B apresenta em sua
formulagdo a contribuicdo newtoniana do solvente. Tal contribuicdo faz com que a
velocidade de difusdo seja infinita, inibindo a formagdo de ondas de choque e
descontinuidades que sdo observadas quando o modelo UCM ¢ aplicado. Esta
estabilidade ¢ uma consequéncia da introducdo de alguma difusdo fisica na equagdo de
movimento através da viscosidade finita do solvente. No caso da aplicacdo do modelo
PTT, a magnitude da velocidade durante situagdes de partida depende do parametro € do
modelo. Observa-se que sob o mesmo gradiente de pressao a velocidade média ¢ maior
para o fluido PTT quando maior for o valor do parametro €. Observa-se também que
quando o valor de € aumenta e os valores de viscosidade extensional sdo muito
reduzidos o modelo PTT apresenta resultados mais discrepantes do que os resultados do
modelo UCM, representando melhor o comportamento do fluido. Para valores pequenos
de € as oscilagdes tornam-se mais acentuadas, embora a frequéncia dessas oscilagdes
sejam mais fracas. Segundo os autores, descontinuidades na solu¢do fazem com que o
acimulo de erro diminua a taxa de convergéncia do procedimento de discretizagdo
temporal podendo chegar a uma precisdo de primeira ordem com relacdo ao tempo.
Também segundo o autor, o aumento do efeito elastico faz com que oscilacdes com

frequéncias e amplitudes muito mais altas sejam obtidas.

Para os modelos de Maxwell e Oldroyd, ¢ possivel a obtencdo de uma solucao
analitica para os perfis transientes de velocidade e do tensor tensdo. No entanto, para
outros modelos a obtencdo desta solucdo nao ¢ viavel, como no trabalho de
ABOUBACAR et al. (2004 e 2005), em que o modelo de pom-pom ¢ aplicado. Neste
caso, as condi¢des de entrada do problema precisam ser determinadas numericamente.
Para se obter a solugdo do estado estaciondrio para o modelo de pom-pom (XPP) as
condig¢des de entrada do fluido sdo definidas através do modelo Oldroyd-B. Os perfis de
entrada se desenvolvem através do canal até atingir os perfis desejados do modelo de
pom-pom na saida. Naturalmente, o dominio computacional deve ser suficientemente

longo para garantir com que o fluxo totalmente desenvolvido seja atingido na saida.

XUE et al. (2004) constatou que os métodos de solucdo simultaneos nao sao
adequados para resolver equagdes constitutiva hiperbolicas, devido a restricdo da

discretizacdo espacial que impde que a maior ordem que pode ser utilizada para o
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esquema de discretizagio é de primeira ordem. Entretanto, FIETIER e DEVILLE
(2003) concluem que a técnica de solugdo simultanea €, geralmente, mais estavel que os
métodos segregados, mas os recursos computacionais necessarios sao mais elevados. A
utilizagdo da técnica desacoplada demanda um esforco menor da CPU, mas podem
apresentar convergéncia lenta. A presenga de termos implicitos na resolu¢ao da equagao
constitutiva implica que a matriz resultante apos a discretizagao espacial ndo seja
simétrica, fazendo com que a aplicacdo de técnicas eficientes de pré-condicionamento
seja importante para a obten¢do de uma convergéncia rapida. Como a técnica de
resolugdo simultdnea resolve de forma acoplada todo o sistema de equagdes

discretizadas ¢ esperado que esta técnica seja realmente mais estavel e conduza a

melhores resultados que a técnica segregada, embora o custo computacional seja maior.

XUE et al. (2004) observaram também que a aplicagdo conjunta de esquemas de
resolu¢do simultineos com esquemas de alta ordem dd origem a uma condi¢do de
estabilidade que impde uma severa restricdo ndo s6 ao passo de tempo, mas,
especialmente, ao refinamento da malha para que solugdes livres de oscilagao possam
ser obtidas. Existe uma razdo de refinamento, no caso bidimensional (Ax/Ay), que deve

ser respeitada para que a solugdo seja convergente.

Embora ainda ndo exista um acordo geral sobre as dificuldades de convergéncia
encontradas para a obtencao de solugdes para valores elevados do nimero Weissenberg,
a maioria dos investigadores acredita que a maior dificuldade estd associada com a
resolu¢do dos gradientes do tensor tensdo que sdo muito elevados nos contornos. O
aprimoramento de técnicas experimentais durante a ultima década permitiu a
identificacao de um vortice de recirculagdo que decorre da singularidade na entrada do
canal. A presenca deste vortice de recirculagdo na entrada do canal que ocorre na
maioria dos liquidos poliméricos tem levado alguns autores a tentativa de desenvolver
solugdes aproximadas como um meio de estimar as perdas de pressdo de entrada

(DENN, 1990).

O dilema existente entre os esquemas de discretizagdo espacial a ser aplicado
leva a avaliar entre precisdo ou estabilidade. Como resultado, as solu¢des numéricas de
escoamentos complexos sdo contaminadas pelo excesso de erros devido a difusdo
numérica que € introduzida sempre que um esquema de baixa ordem ¢ utilizado ou a
solugdes oscilatorias que podem ser obtidas quando os efeitos eldsticos se tornarem

dominante se um esquema de discretizacdo de ordem superior ¢ usado.
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3. A Mecanica
dos Fluidos
Computacional
e 0 Método de
Volumes Finitos

“Although this may seem a paradox, all exact
science is dominated by the idea of
approximation.”

Bertrand Russell

Neste capitulo ¢ apresentada uma breve
descricdo sobre a fluidodinamica computacional.
Neste capitulo ¢ também realizada uma revisdo
sobre os principios basicos de aplicagdo do método
de volumes finitos, incluindo a descri¢ao da malha
de integracdo, os principais esquemas de
interpolacdo utilizados pela literatura, as técnicas
utilizadas para resolucdo do sistema dicretizado e
as técnicas utilizadas no tratamento do

acoplamento pressdo-velocidade.
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3.1. A Mecanica dos Fluidos Computacional

Segundo HIRSH (2007), a fluidodinamica computacional (Computational Fluid
Dynamics — CFD) ¢ definida como o conjunto de metodologias que, implementadas em

um computador, permitem simular o escoamento de fluidos.

A partir da CFD ¢ possivel realizar um projeto complexo de engenharia com
seguranca e confiabilidade de resultados. Também ¢ possivel realizar o estudo de

condicdes operacionais, visando condi¢des Otimas e seguras do processo.

Entretanto, para que a CFD seja aplicada de forma segura e confiavel, deve-se
atender a uma série de pré-requisitos, dentre estes, a obtencdo de um modelo
matematico que seja capaz de descrever adequadamente o processo ou fenomeno a ser
simulado e a aplicacdo de ferramentas numéricas adequadas a resolucdo do modelo
proposto. Basicamente o processo de modelagem matematica engloba as equacgdes de
conservagdo de massa, energia € movimento, equacdes de estado e equagdes
constitutivas. Existe na literatura, uma enorme quantidade de metodologias disponiveis
para resolucdo destas equagcdes, uma revisao mais detalhada deste assunto sera
apresentada nos itens subsequentes. De uma forma geral, a aplicagdo correta da CFD
deve aliar um bom modelo matematico a uma boa técnica numérica de resolucao do
modelo. O resultado obtido deve ser capaz de reproduzir satisfatoriamente o fendmeno
de interesse, sem a necessidade de um esforco computacional (tempo) que torne

proibitivo a aplicagdo da técnica.

Uma vez cumprido tais requisitos ¢ enorme a potencialidade da mecénica dos
fluidos computacional, uma vez que ¢ possivel através de simulagdes computacionais
projetar, otimizar e avaliar grande numero de fendmenos, operacdes ou processos.
Exemplos praticos destas aplicagdes podem ser encontrados nas mais diferentes areas da
ciéncia tais como projetos de sistemas de resfriamentos, aerodindmica de veiculos
automotivos e avides, hidrodindmica de navios, estabilidade de estruturas off-shore,
predicao do tempo (clima), comportamento do fluxo sanguineo em veias e artérias,

projeto de reatores quimicos e sistemas de separacao, efc.
3.1.1. Breve Historico da Fluidodindmica Computacional

Desde o inicio da civilizagdo € notdrio o interesse da humanidade em fluidos,
sejam nos estudos do fluxo da 4gua em um rio, direcdo e velocidade do vento, forca das

correntes maritimas e até, mesmo, como o sangue flui no corpo humano.
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Dentre os intimeros cientistas que contribuiram para os fundamentos da
mecanica dos fluidos hoje utilizados, alguns merecem destaque. Arquimedes, que
determinou como medir a densidade e volume de objetos e explicou a flutuacao através
do que ¢ hoje conhecido como principio de Arquimedes. Sir Isaac Newton, cuja
contribuicdo para mecanica dos fluidos inclui a segunda lei da mecanica classica ¢ o
conceito de viscosidade newtoniana que relaciona linearmente a forca aplicada a tensao
no fluido. Daniel Bernoulli, pela equacdo de mesmo nome que ¢ capaz de relacionar
variagdes de pressdo, elevacdo e velocidade ao logo de uma linha de escoamento.
Leonhard Euler que propds a equagdo de mesmo nome, equagdo esta capaz de descrever
a conservacao de massa e momento para fluidos inviscidos. Claude Louis Marie Henry
Navier e George Gabriel Stokes introduziram o transporte viscoso na equagao de Euler
resultando na famosa equa¢do de Navier-Stokes, que mesmo proposta a cerca de 200
anos atras, constitui a base da fluidodindmica computacional. Este conjunto de equagdes
¢ extremamente acoplado e dificil de resolver, apenas com o advento do computador
entre 1960 e 1970 foi possivel solucionar um escoamento real em uma escala de tempo
razoavel. No século XIX merecem destaque os trabalhos de: Jean Le Rond d'Alembert,
Siméon-Denis Poisson, Joseph Louis Lagrange, Jean Louis Marie Poiseuille, John
William Rayleigh, M. Maurice Couette, Osborne Reynolds e Pierre Simon de Laplace.
No inicio do século XX, observam-se muitos trabalhos dedicados a teoria da camada
limite e a turbuléncia, merecendo destaque: Ludwig Prandtl, Theodore Von Karman,
Geoffrey Ingram Taylor, Andrey Nikolaevich Kolmogorov e George Keith Batchelor
(FLUENT, 2008; KOREN, 2006).

Nao existe um consenso sobre quem fez os primeiros calculos de CFD (em um
senso moderno). Na Inglaterra, Lewis Fry Richardson desenvolveu o primeiro sistema
numérico de previsdo do tempo dividindo o espaco fisico em células utilizando a
aproximacoes de diferenca finitas. A sua tentativa de prever o tempo para um periodo
de oito horas levou seis semanas e terminou em fracasso. As enormes exigéncias de
calculo do modelo levaram Richardson a propor uma solugdo que ele deu o nome de
“Fabrica de previsao” ("forecast-factory"). O procedimento envolveria um estadio
ocupado com cerca de 64.000 pessoas. Cada um, com uma calculadora, executaria parte
do calculo de fluxo. Um lider no centro, usando sinais coloridos de luzes e comunicagao
de telégrafo, coordenaria a previsdo. Esta idéia proposta teria sido um calculo de CFD

muito rudimentar (FLUENT, 2008).
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A primeira solu¢cdo numérica para o fluxo através de um cilindro foi apresentada
em 1933, por Thom: “A.Thom, The Flow Past Circular Cylinders at Low Speeds', Proc.
Royal Society, A141, pp. 651-666, London, 1933”. Em 1953, Kawaguti, obteve uma
solucdo similar para fluxo através de um cilindro, utilizando uma calculadora mecéanica
trabalhando 20 horas por semana durante 18 meses. “M. Kawaguti, Numerical Solution
of the NS Equations for the Flow Around a Circular Cylinder at Reynolds Number 40,
Journal of Phy. Soc. Japan, vol. 8, pp. 747-757, 1953 (KOREN, 2006).

Em 1940, o método de diferengas finitas foi aplicado na resolugdo de equagdes
diferenciais parciais no Los Alamos National Laboratory. Entretanto estes trabalhos
foram direcionados ao desenvolvimento de armas e tecnologia de guerra. Apenas
quando o ENIAC (Electronic Numerical Integrator and Computer), o primeiro
computador a usar eletronica digital, foi instalado em Aberdeen em 1947, aplicagdes

mais amplas, incluindo a fluidodindmica, puderam ser realizadas (SHANG, 2004).

John Von Neumann realizou importantes trabalhos nesta area, principalmente
em métodos destinados a resolugao numérica de escoamento de fluidos, escrevendo os
primeiros algoritmos deste tipo. Entre 1945 e 1946, Neumann delineou os elementos
criticos de um sistema de computador e mais tarde em 1949 surge o EDSAC - Eletronic
Delay Storage Automatic Calculator ou "Calculadora Automatica com Armazenamento
por Retardo Eletronico”, inventado por Maurice Wilkes, utilizando os principios de
programacdo e alocacdo de memoria desenvolvidos por Neumann. Sendo este, o
primeiro computador operacional de grande escala capaz de armazenar seus proprios
programas, marcando assim o inicio da "Era do Computador". Embora, Richardson e
Courant ja tivessem combinados elementos de fluidodindmica a métodos numéricos
antes de Neumann, eles ndo apresentaram idéias tdo claras para sua integragdo a
computadores e algoritmos de aplicagdo. Ainda na éarea de solugdo numérica das
equagdes do movimento, Peter David Lax desenvolveu inumeras ferramentas para
resolucdo de equagdes diferenciais nao lineares, em particular para sistemas
hiperbodlicos, introduzindo esquemas computacionais amplamente utilizados em
aplicagdes tecnoldgicas e cientificas, desde a previsdo do tempo até o projeto de avides.
Seu trabalho foi essencial para o desenvolvimento posterior da analise numérica. Sergei
Konstantinovich Godunov, em 1959, apresentou um esquema numérico para resolucao
de equagdes diferenciais parciais, conhecido como método de Godunov. Ele também

provou ser impossivel desenvolver um método linear que seja mais preciso que o
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esquema de primeira ordem sem que ocorram oscilagdes na solugdo numérica, (teorema

de Godunov) (KOREN, 2006).

Por volta de 1960, surge, na NASA, o Ames Research Center, responsavel por
aplicar os conceitos da fluidodindmica na industria aerodinamica. Este grupo obteve
avangos que revolucionaram a industria aerodinadmica, desenvolvendo muitas das

técnicas aplicadas atualmente.

Em 1970, um grupo coordenado por D. Brian Spalding, do Imperial College, de
Londres, desenvolveu também inUimeros algoritmos numéricos importantes para o
desenvolvimento da CFD, dentre estes o método SIMPLE. Outra importante
contribuicdo para CFD ocorreu em 1980, quando Suhas V. Patankar publicou
“Numerical Heat Transfer and Fluid Flow", provavelmente o livro mais influente sobre

CFD at¢ entdo publicado.

Por volta de 1980 surgem no mercado os primeiros pacotes comerciais de CFD.
Estes pacotes sdo baseados em conjuntos complexos de expressdes matematicas nao
lineares que definem as equagdes fundamentais capazes de descrever o movimento do
fluido, do calor e transporte material. Estas equagdes sdo resolvidas iterativamente
usando algoritmos computacionais embutidos no pacote. O desenvolvimento destes
softwares possibilitou que poucos anos depois, em 1985, a fluidodinamica
computacional fosse aplicada na “industria aérea” (Boeing, General Electric, etc.) e

uma década depois aplicada nas demais industrias, principalmente a automobilistica.

Atualmente a CFD tornou-se uma parte indispensavel de qualquer projeto ou
pesquisa que envolva escoamento de fluidos, suas aplicagdes se entendem as mais

diversas areas de forma confiavel, segura e econdmica.
3.1.2. Aplicages da Fluidodinamica Computacional

As aplicagdes para CFD s3o encontradas em inumeras areas da ciéncia:
engenharia, astronomia, meteorologia, fisica, nuclear, biomédica, efc. Atualmente
inimeros cursos de graduacdo e pds-graduagdo apresentam, mesmo que de forma
introdutdria, a disciplina de CFD em sua grade curricular. Sua aplicacdo industrial
também ¢ abrangente, com aplicagdes nas indudstrias: quimica, automotiva, aeronautica,
naval, petrolifera, de alimentos, efc. Estas aplicacdes abrangem as etapas de projeto,

treinamento e otimizacao.
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A grande potencialidade da CFD estd na possibilidade de simular em
computador, determinadas operagcdes nas quais seriam necessarias construcdes de
unidades, contratacdo de pessoal, riscos de acidentes, tempo e recursos financeiros
consideraveis. Um exemplo classico ¢ a utilizagdo de tineis de vento no estudo
aerodinamico de automoveis e avides, tal estudo pode também ser feito com o mesmo
grau de confiabilidade em simuladores, utilizando recursos financeiros bem mais

reduzidos de forma extremamente segura e intervalos de tempo inferiores.

Como em todo modelo, discrepancias consideraveis podem ser encontradas entre
as resposta obtidas numericamente e os resultados experimentais. As equacdes de
conservagao de massa, momento ¢ energia necessitam de relagdes matematicas para o
calculo de propriedades do fluido tal como densidade, viscosidade, capacidade
calorifica e equagdes constitutivas que sejam capazes de relacionar o tensor tensdo ao
campo de velocidade, dentre outras. Caso tais relagdes ndo representem de forma
adequada as caracteristicas do fluido, fontes de erros podem estar sendo inseridas ao
modelo. E importante ressaltar que diferentes tipos de fluidos requerem diferentes
relacdes constitutivas. Existe na literatura uma grande variedade destas equagdes, mas

nenhuma pode ser aplicada de forma generalizada.

Entretanto, grande parte da potencialidade da CFD encontra-se limitada pela
necessidade de resolver de forma precisa as equacdes de conservagdo, o que nao ¢
normalmente uma tarefa facil para a maioria das aplicagdes (FERZIGER e PERIC,
2002). Na resolucao dessas equacdes podem ser introduzidos dois fatores de erro ao
resultado, o primeiro relacionado ao procedimento de discretizagdo, em que o sistema
original de equagdes ¢ aproximado, e o segundo proveniente da técnica numérica

aplicada a resolucdo do sistema discretizado.

Os erros de discretizagdo podem ser reduzidos fazendo uso de técnicas de
aproximagdes mais acuradas ou considerando regides ainda menores do dominio do
problema, através do aumento do nimero de pontos de discretizagdo, o que resulta no
aumento do tempo para obtencdo da solu¢do do problema. Os erros da etapa de
resolugdo do sistema discretizado podem ser minimizados pela utilizagdo de
metodologias apropriadas com um controle adequado da tolerancia do método
(VERSTEEG ¢ MALALASEKERA, 1995; FERZIGER e PERIC, 2002; MALISKA,
2005).
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A visualizacdo da solu¢do numérica obtida pode ser feita na forma de tabelas ou
na forma grafica, apresentadas através de vetores, contornos, superficies e at€¢ mesmo
filmes. Esta etapa de analise de resultados deve ser realizada com muita ateng¢do e
cuidados, pois solugdes erroneas podem a principio, ser interpretadas como solugdes
corretas. Belos graficos e figuras podem causar uma boa impressao mas nem sempre sao

indicios de solugdes corretas.

Concluindo, a potencialidade de estudos utilizando a CFD ¢ enorme. A precisao
e confiabilidade dos resultados obtidos estdo diretamente relacionadas a construgdo
correta dos modelos e utilizacdo das equagdes constitutivas adequadas bem como, a

aplicacdo apropriada das técnicas numéricas para a resolugao do problema.
3.1.3. Descricdo Matemética de um Problema

Um fluido ¢ uma substincia que se deforma continuamente sob a¢do de uma

tensdo de cisalhamento, ndo importa qudo pequena ela seja (FOX et al., 2004).

O movimento do fluido ¢ causado pela agdo de forgas externas. As forcas de
movimento mais comuns incluem: pressdo, agdo da gravidade e tensdes superficiais.
Tais forcas sdo comumente chamadas de campos de tensdo, sendo divididas em forgas
de superficie (pressdo, atrito), que sdo geradas pelo contato com outras particulas ou
com superficies solidas e as forgas de campo ou de corpo (for¢a da gravidade e

eletromagnética), que agem no volume da particula (FERZIGER e PERIC, 2002).

O conceito do continuo ¢ a base da fluidodinamica classica, sendo de extrema
importancia saber quando um fluido pode ou nao ser tratado como continuo. A hipotese
do continuo apenas ¢ valida no tratamento do comportamento dos fluidos sob condigdes
normais, mas falha quando a trajetoria livre das moléculas ¢ menor que a ordem de
grandeza da menor dimensdo caracteristica significativa do problema (FOX et al.,
2004). Quando a hipétese do continuo ¢ valida ¢ possivel abstrair-se da composigdo
molecular e sua consequente descontinuidade, assim sendo, qualquer pequena parte
considerada do fluido (normalmente chamada de particula ou ponto material), por
menor que seja, ¢ capaz de representar o comportamento do fluido como um todo.
Permitindo assim considerar que cada propriedade do fluido apresenta um valor
definido para cada ponto do espago, ou seja, que propriedades tais como velocidade,
temperatura e concentragdo, possam ser consideradas como fungdes continuas da

posicao e do tempo.
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Dois tipos diferentes de descricdo podem ser utilizados para analisar problemas
de mecanica dos fluidos. O primeiro ¢ o método de descricdo Lagrangeana, no qual o
movimento da particula ¢ acompanhado a cada instante de tempo e o método de
descri¢ao Euleriana, no qual as propriedades do campo de escoamento sdo determinadas
em pontos especificos do espaco, sendo descritas como fung¢do do tempo e das
coordenadas espaciais. Desta forma, o conceito de trajetdria estd associado a descri¢ao
Lagrangeana ao passo que o conceito de linhas de corrente estd ligado a descri¢do

Euleriana.

A modelagem matematica de escoamento de fluidos tem como base os
principios da conservagdo de massa, momento linear e energia. Tais equagdes podem
ser formuladas em termos de volumes de controle infinitesimais ou volumes de controle
finitos. A formulagdo em termos de volumes de controle infinitesimais resulta em um
sistema constituido por equagdes diferenciais, ao passo que a utilizacdo de volumes de
controle finitos resulta em um sistema de equagdes integrais. Segundo FOX et al.
(2004), a formulagdo diferencial deve ser utilizada quando existe a necessidade de um
estudo detalhado do escoamento e a formulacdo integral deve ser preferida quando

houver interesse no comportamento do sistema como um todo.

O conjunto de equagdes considerando o sistema isotérmico e composto pelas
equagdes da conservagdo de massa e da conservacdo da quantidade de movimento, ¢

apresentado a seguir.

A equacdo da continuidade descreve a taxa de variagdo temporal da massa

especifica do fluido em uma posi¢do fixa no espago, sendo expressa pela equagao:

op
— +V:(pU)=0 31

A equagdo de conservagao da quantidade de movimento relaciona as mudangas
na quantidade de movimento de uma particula fluida pela acdo de forcas, sendo

representada, sem considerar as for¢as de campo, pela equagao:

o(pU
(g’t )+V-(,0UU):—Vp+V-T 12

No caso de fluidos newtonianos incompressiveis, a tensdo viscosa ¢ diretamente

proporcional a taxa de deformagdo por cisalhamento. Permitindo assim, que as tensdes
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possam ser expressas em termos de gradientes de velocidade e de propriedades dos
fluidos. Abaixo ¢ apresentada a equagdo da conservacdo da quantidade de movimento

para um escoamento incompressivel e com viscosidade constante:

o(pU
%W.@UU): ~Vp+nV>U 3.3

As equacgdes de Navier-Stokes apresentadas dessa forma podem ser classificadas
como um sistema diferencial incompleto. Para que este sistema de equagdes possa ser
resolvido, € necessaria a inclusdo de relagdes matematicas capazes de descrever
determinadas propriedades de transporte do fluido (viscosidade, densidade, etc.) e
equacdes constitutivas capazes de descrever o comportamento reoldgico do fluido. Tais
equacdes com suas condi¢gdes de contorno e as condigdes iniciais constituem o sistema

de equagoes diferenciais a ser resolvido.

7

Este conjunto de equagdes ¢ ndo linear, fortemente acoplado ndo ¢ de facil
resolu¢do. Em algumas situagdes, hipdteses simplificadoras podem ser adotadas, tais
como: a suposicdo de propriedades fisicas constantes, escoamento sem atrito (1=0),
processo isotérmico, etc. Para tais situagdes, as equagdes tornam-se consideravelmente
mais simples e em, alguns poucos casos, podem até apresentar solugdo analitica.
Entretanto, para que uma solu¢do analitica seja obtida muitos termos da equag¢do devem
ser considerados nulos e, na grande maioria dos casos de interesse, a ndo consideragdo
de tais termos pode introduzir erros significativos na representagdo fisica do modelo.
Geralmente, solucdes analiticas sdo extremamente Uteis para auxiliar no entendimento
do problema, mas raramente podem ser utilizadas diretamente em projetos de
engenharia (FERZIGER e PERIC, 2002). Para casos mais complexos, ¢ necessaria a
aplicacao de alguma técnica que seja capaz de obter uma solugdo aproximada mais

proxima possivel da solugdo real do problema.

Sistemas formados por equagdes diferenciais parciais podem ser classificados
como: parabdlicos, hiperbolicos ou elipticos. Esta classificagdo revela caracteristicas
especificas do problema que refletem nos métodos numéricos apropriados para sua
resolucdo. As equacdes de Navier-Stokes apresentam uma classificacdo mista,
dependendo das condi¢des do problema pode ser hiperbolica, parabodlica ou eliptica.
Como no caso do escoamento compressivel em estado estacionario que, dependendo da

velocidade do escoamento, pode ser classificado como hiperbdlico no caso de
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escoamento supersonico € como eliptico no caso de escoamento subsdnico. Tal aspecto
inviabiliza a possibilidade de desenvolvimento de uma técnica numérica que seja

aplicavel para qualquer condic¢do das equagdes de conservagdo (CEBECI ef al., 2005).

No préximo item sdo apresentadas as principais técnicas utilizadas na literatura

para resolu¢ao de problemas de CFD.
3.1.4. Resolucédo das Equagdes que Compdem o Modelo

Para se obter uma solucdo aproximada de um problema ¢é necessario aplicar uma
técnica de discretizag@o, que ira aproximar o sistema original de equagdes diferenciais
por um sistema de equagdes algébricas. Tais aproximagdes transformam o dominio do
problema de continuo para um dominio discreto, desta forma a solu¢do nao existe em
todos os pontos do dominio, como no caso de solugdes analiticas, e sim apenas em

pontos especificos do problema, os denominados pontos de discretizacao.

Como um dominio continuo estd sendo aproximado por um dominio discreto,
fontes de erros podem ser introduzidas nesta etapa e a literatura recomenda (FERZIGER
e PERIC, 2002; HOFFMAM, 2001; TANNEHILL et al., 1997) que métodos de
solugdes numéricas apresentem determinadas propriedades a fim de minimizar algumas
destas fontes:

e Consisténcia: Um método ¢ dito consistente quando a diferenga existente

entre o sistema de equagdo original e o sistema de equagdo discretizado
tende a zero a medida que o espacamento da malha de discretizagao tende a
zero.

e Estabilidade: Um método ¢ dito estavel, quando ndo ocorre amplia¢do de
erros ao longo do processo de solu¢do numérica, ou seja, o método ndo deve
divergir.

e Convergéncia: Um método ¢ dito convergente quando a solugdo do sistema
discretizado tende para solugdo exata da equacgdo diferencial original quando
o tamanho da malha de discretizagdo tende a zero.

e Deve respeitar as leis da conservagdo: Um esquema ¢ dito conservativo
quando o principio da conservagao das propriedades ¢ satisfeito.

e Deve respeitar limites de varidveis: Solugdes numéricas devem estar dentro

de certos limites, como o caso de valores positivos para densidade,
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viscosidade, etc., e respeitar os limites impostos pelas condigdes de
contorno.

e Deve apresentar acurdcia: O resultado obtido pela aplicacdo da técnica

numérica deve estar bem proximo do valor verdadeiro do problema.

Da andlise da literatura foi possivel observar a existéncia de inumeras técnicas
de aproximag¢do numérica, as mais comumente empregadas na CFD sdo: o método das
diferencas finitas (MDF), o método dos elementos finitos (MEF) e o método dos
volumes finitos (MVF). Outros métodos, tais como o método espectral € o método de
elementos no contorno, sdo também aplicados em CFD embora sua utilizagdo esteja
limitada a uma classe especial de problemas (MALISKA, 2004).

O método de diferencgas finitas é o método mais antigo de solugdo numérica de
EDPs, credita-se sua primeira aplicacdo ao matemdatico Euler no século XVIII
(FERZIGER e PERIC, 2002). Basicamente a aplicagdo do MDF consiste em substituir
os operadores diferenciais presentes na equagdo por operadores de diferengas. Tais
aproximacodes sdo obtidas através da expansdo em série de Taylor, truncadas no nivel da
ordem do erro desejada (HOFFMAM, 2001). E um método de facil aplicacio,
entretanto observa-se que sua utilizacdo ¢ mais comum a malhas estruturadas em

geometrias simples e os principios de conservacao nao sao assegurados.

O método de elementos finitos foi originalmente desenvolvido para solucionar
problemas complexos de elasticidade e analise estrutural. Credita-se o desenvolvimento
desta metodologia ao trabalho desenvolvido por Hrennikoff (1941) e McHenry (1943).
Entretanto apenas anos mais tarde, em 1960, o nome método de elementos finitos foi
utilizado pela primeira vez por Clough (CLOUGH e WILSON, 1999). Sua aplicagdo
tem como base subdividir o dominio do problema em pequenas regides (elementos) e
em cada um destes subintervalos a solugdo ¢ aproximada através de uma funcao,
normalmente um polindmio. Para que os coeficientes de tais fung¢des sejam
determinados, faz-se com que a integral ponderada das equagdes governantes do
processo seja nula ao longo do dominio do problema. Condi¢des adicionais que
assegurem a continuidade da fun¢do e de sua derivada também podem ser introduzidas
na fronteira dos elementos (AMES, 1977). Uma importante vantagem apresentada por
este método ¢ sua habilidade de lidar com geometrias complexas, ja que técnicas para
geracdo de malhas sdo bem difundidas na literatura. A principal desvantagem da

aplicacdo desta metodologia ¢ encontrada na estrutura apresentada pelas matrizes que
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contém o sistema linearizado a ser resolvido, estas matrizes ndo sdo bem estruturadas,
desta forma, a solucdo eficiente deste sistema requer rotinas numéricas especificas

(FLETCHER, 1991).

O método de volumes finitos ¢ atualmente o método mais aplicado na resolucao
de escoamentos de fluidos (CEBECI et al., 2005). Credita-se sua primeira aplicagdo a
McDonald, em 1971, para simulagdo de um escoamento bidimensional de gis em
turbinas (BLAZEK, 2001). A aplicacdo do MVF consiste basicamente em subdividir o
dominio do problema em volumes de controle, quando entdo duas diferentes abordagens
podem ser utilizadas. A primeira ¢ a utilizacdo do balango da propriedade conservada
em cada um dos subdominios do problema e a segunda ¢ a integragdo direta das
equacdes governantes do processo, em sua forma conservativa, no volume do
subdominio (PATANKAR, 1980). As condi¢des de contorno podem ser incorporadas a
solugdo do problema de diferentes formas, tais como: adequagdo da malha a condi¢do
de contorno, utilizagdo de volumes ficticios e utilizagdo de balangos para volumes
inteiros no contorno (PINTO e LAGE, 2001). Como o procedimento proposto utiliza o
método dos volumes finitos, uma revisdo mais detalhada serd apresentada no préoximo

topico deste documento.

O Método de volumes de controle baseados em elementos tem origem com dois
trabalhos de Baliga e Patankar de 1979, (PATANKAR, 1980). Neste método, o dominio
do problema ¢ dividido em elementos onde os nds computacionais encontram-se
situados em cada um dos vértices dos elementos. O volume de controle ¢ gerado ao
redor de cada um dos nos, ligando o centréide do elemento aos pontos médios de cada
um dos lados do elemento (método das medianas), Figura 3.1. A equagao ¢ integrada no
volume de controle da mesma forma que no MVF. Como a quantidade de volumes de
controle ¢ igual ao numero de vértices que cada elemento possui, tem-se para cada
elemento o nimero de equagdes definidos pelo nimero de vértices apresentado pela

figura que constroi o elemento (MALISKA, 2004).

Entretanto para que a equacdo seja integrada no volume de controle ¢ necessario
conhecer o comportamento da varidvel em cada um dos elementos, o que ¢ feito

aproximando o valor da variavel no interior de cada elemento através de uma fung¢do do

tipo: ¢(x,y)= % N,(x,y)4, em que N,(x,y) representa a fungio de forma, NV o nimero

i=1

de vértices do elemento e ¢ representa o valor da variavel nos vértices de cada
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elemento. Como exemplo de uma func¢do de forma para elementos triangulares, tem-se:
(PATANKAR, 1980): N (x, y) =a+bx+cy, sendo a, b e c obtidos de forma a ajustar a

funcdo com os pontos nodais. Como o comportamento da varidvel dentro do elemento ¢
descrito pela aproximagao utilizada, as integrais podem ser entdo calculadas, obtendo-se
ao final um sistema algébrico de equagdes que envolvem os vértices de cada elemento

(FERZIGER e PERIC, 2002).

Figura 3.1: Elemento (1234) e os volumes de
controles gerados pela aplicacdo do método das
medianas (MALISKA, 2004).

Historicamente a maioria dos trabalhos relativos a drea de mecénica dos fluidos
utiliza o MDF e MVF, ao passo que, na solugdo de problemas de elasticidade,
caracteristicos da area de estruturas, utiliza o MEF. Particularidades de cada area
contribuiram para o desenvolvimento das caracteristicas apresentadas por cada método.
Como por exemplo, a melhor capacidade que o MDF e o MVF possuem para lidar com
problemas que evolvam termos advectivos e forte acoplamento entre as equagdes, que
sdo caracteristicos do escoamento de fluidos. J& o MEF, apresenta uma melhor
capacidade no tratamento de geometrias complexas, que sdo caracteristicas da area
estrutural (MALISKA, 2004).

Um dos grandes atrativos, que possibilitaram o crescimento das aplicacdes do
MVFEF, esta diretamente relacionado a forma como a equagdo aproximada ¢ obtida. Esta
equacdo ¢ obtida aplicando a lei de conservagdo da propriedade em cada volume de
controle no qual o dominio do problema encontra-se dividido, garantindo que os
balangos sejam satisfeitos em nivel dos volumes elementares, independentemente do
tamanho da malha. Por outro lado, os métodos de diferencas finitas e de elementos

finitos ndo garantem a conservagao da propriedade em nivel discreto.
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O MVF ¢ a técnica mais empregada pelos pacotes comerciais de CFD. Segundo
MALISKA (2004), esta preferéncia estd diretamente relacionada as caracteristicas
conservativas que este método apresenta, uma vez que na simulagdo de escoamentos ¢
extremamente importante satisfazer as leis de conservagdo em nivel discreto. Desta
forma, ndo existe a possibilidade de geragdes/consumo artificiais de quantidades, tais

como massa, energia, quantidade de movimento, no interior do volume de controle.
3.2. O Método dos Volumes Finitos

A aplicagdo do método de volumes finitos € iniciada com a geragdo da malha do
problema, nesta etapa o dominio ¢ transformado de um dominio continuo para um
dominio discreto, definido pelos volumes de controle adotados. As equagdes
governantes sdo entdo integradas em cada um destes volumes, resultando em um
sistema de equagdes constituidos pelas variaveis localizadas nas interfaces dos volumes
de controle. Como os valores das variaveis localizadas nas faces dos volumes de
controle ndo sdo conhecidos ¢ necessaria a utilizagdo de func¢des de interpolacdo que
tem por finalidade obter valores aproximados paras estas varidveis através dos valores
das variaveis localizadas nos centro dos volumes de controles vizinhos. Por fim o
sistema algébrico ou diferencial resultante ¢ resolvido através de uma rotina numérica

apropriada.

Todas estas etapas e procedimentos, sucintamente descritos anteriormente, serao

apresentados em detalhes nos topicos que se seguem.
3.2.1. Geracdo da Malha

Para que o sistema de equacdes de Navier-Stokes apresentado no capitulo
anterior seja resolvido numericamente ¢ necessario, antes de tudo, que o dominio do
problema seja representado em uma forma discreta, através da subdivisdo do dominio
do problema em um niimero finito de sub-regides. A forma, a localizagdo e o numero de
células utilizadas definem a posi¢do geométrica e a quantidade de pontos para os quais
as variaveis do problema serdo calculadas. E de extrema importancia que a distribuigao
e arranjo dos elementos que constroem a malha de discretizacdo sejam capazes de
representar adequadamente o dominio fisico do problema (TANNEHILL et al., 1997).

O dominio de interesse pode ser mapeado seguindo dois diferentes tipos de
construcgdo: estruturado e nao estruturado. Ilustrativamente, as linhas delimitam as faces

dos volumes de controle e os circulos estdo associados aos nds, onde geralmente sdo
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calculadas as varidveis de interesse, como pode ser observado na Figura 3.2. A forma
com que as linhas interagem constréi a forma do volume de controle adotado como, por
exemplo, quadrados ou tridngulos no caso bidimensional e classifica o tipo de estrutura
utilizado na geracao da malha.

A etapa de geragdo da malha ¢é tdo importante na aplicagdo da CFD que cerca de
50% do tempo gasto na execucdo de um projeto ¢ dedicado a definicdo da geometria e a
geracdo da malha do problema (MALALASEKERA, 1995).

A precisdo da solugdo gerada ¢ governada pelo nimero de células que constroem
a malha. Em geral quando mais refinada a malha melhor a precisao da solucdo obtida.
Entretanto, ¢ necessario ponderar entre precisdo € o custo computacional referente ao
refino da malha (SHAW, 1992).

Pode-se observar na literatura que o MVF e o MEF sao aplicados tanto a malhas
uniformes como a ndo uniformes enquanto que grande parte das aplicacdes que utilizam
0 MDF esta restrita a malhas uniformes e retangulares, embora esta técnica ndo esteja

limitada apenas a aplicagdes em geometrias regulares (MALISKA, 2004).

Figura 3.2: [Ilustracio de um mapeamento
estruturado em que as linhas delimitam as faces
do volume de controle e os circulos representam
0S nos.

3.2.1.1. Malha Estruturada e Malha Nao Estruturada

Uma malha ¢ definida como estruturada quando gerada através de um
procedimento de discretizacdo, em que a aresta de todos os volumes de controles sdo
linhas coordenadas e todos os volumes de controle possuem o mesmo niimero de faces,

(FERZIGER e PERIC, 2002). Em termos geométricos pode-se caracterizar a malha
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estruturada se para cada volume interno existir sempre o mesmo nimero de volumes

vizinhos (MALISKA, 2004).

Outra classificagdo possivel para este tipo de malha esta relacionada ao
espacamento dado entre as linhas que constroem o volume de controle. Quando estas
linhas sdo igualmente espagadas construindo volumes que apresentam sempre a mesma
dimensao, ¢ chamada de malha uniforme. Para os casos em que existem volumes com

diferentes tamanhos a malha é denominada de malha nao uniforme.

Uma grande desvantagem da utilizagdo de malhas estruturadas esta na
impossibilidade de refinar uma regido especifica do dominio do problema sem que

outras regioes sejam também refinadas, como pode ser observado na Figura 3.3a.

Uma alternativa ¢ a utilizacdo de uma malha estruturada em blocos, também
conhecida como tratamento multibloco, este tipo de malha utiliza dois ou mais niveis de
subdivisdo do dominio do problema, Figura 3.3b. Desta forma ¢ possivel utilizar um
bloco com a malha mais refinada para uma ou mais regides ¢ um bloco com
refinamento mais grosseiro para o restante do dominio. Segundo FERZIGER e PERIC
(2002), este procedimento permite lidar com dominios complexos com facilidade e
também pode ser utilizado para seguir corpos em movimentos: um bloco ¢ ligado ao
corpo movendo-se com ele enquanto outro bloco estagnado envolve as vizinhangas.
Esta técnica também oferece a possibilidade de decompor o dominio de solugdo
possibilitando a utilizacdo de “solvers” operando em paralelo (BLAZEK, 2001). A
desvantagem deste procedimento ¢ que o principio da conservacdo nem sempre €
respeitado nas fronteiras dos blocos. Como esta técnica serd aplicada neste trabalho,

uma revisao sobre este assunto serd apresentada mais adiante.

Devido a melhor capacidade de adaptagdo, principalmente em geometrias
irregulares, tais como saliéncias e cantos, a aplicacdo de malhas nao estruturadas, Figura
3.3c, ¢ recomendada a problemas que apresentem geometria complexas (MALISKA,
2004; VERSTEEG ¢ MALALASEKERA, 1995; FERZIGER e PERIC, 2002). Neste
tipo de malha os volumes de controle podem apresentar qualquer forma, na préatica,
triangulos ou quadrados em geometria bidimensional e tetraedros ou hexaedros em
geometria tridimensional, e ndo existe restricdo com relagdo ao niumero de volumes

vizinhos.
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Embora a utilizagdo de malhas ndo estruturadas atribua bastante flexibilidade no
tratamento de geometrias complexas, sua aplicagdo gera matrizes de discretizacao que
ndo apresentam estrutura bloco diagonal e na grande maioria das vezes sdo
extremamente irregulares, fazendo com que a localizagdo dos pontos precise ser
especificada explicitamente. A estrutura da matriz de coeficientes ¢ esparsa
necessitando de cddigos especificos para resolugdo, que na maioria dos casos requerem
um maior esfor¢o computacional e consequentemente um tempo maior de execu¢do

(MALISKA, 2004; FERZIGER e PERIC, 2002).

E importante ressaltar que a estrutura utilizada para gera¢io de malha nio altera
de forma alguma como o MVF ¢ aplicado, ja que no desenvolvimento do método ¢

considerado um volume elementar qualquer, seja ele estruturado ou nao.

E possivel observar que existem vantagens e desvantagens para cada tipo de
construcdo de malha, a opgdo por aplicar uma ou outra deve ser feita considerando

caracteristicas do problema em estudo, precisdo de resultados e tempo computacional.
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Figura 3.3: Representagdo ilustrativa de uma malha: (a) Estruturada ndo uniforme; (b)
Bloco-estruturada e (c) Nao estruturada.

3.2.1.2.  Arranjo Co-Localizado e Arranjo Desencontrado das Variaveis

A localizacdo geométrica das varidveis na malha computacional ¢ conhecida
como arranjo das variaveis, cuja caracteristica principal ¢ a posi¢do relativa entre os
componentes do vetor velocidade e a pressdo. Muitos arranjos sdo possiveis, mas, para

sistemas de coordenadas ortogonais, apenas dois deles sdo empregados.

No arranjo co-localizado, Figura 3.4, todas as variaveis de interesse (0s
componentes do vetor velocidade e os demais escalares) sdo armazenadas no centro do
volume de controle. Este arranjo facilita a implementag¢do do algoritmo, pois todas as

variaveis estdo armazenadas em uma mesma posicao.
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No arranjo desencontrado, Figura 3.5, os componentes do vetor velocidade sdo
armazenados na fronteira do volume de controle e as demais propriedades escalares sao
armazenadas no centro do volume, promovendo assim um acoplamento eficiente entre a
pressdo e a velocidade. Neste tipo de arranjo, as varidveis sdo localizadas de tal forma
que torna possivel interpretar a diferenca de pressao existente entre os volumes vizinhos
ao qual o campo de velocidade ¢ calculado como sendo a for¢ca motriz do escoamento, o

que ¢ mais consistente sob o ponto de vista fisico.

Segundo MALISKA (2004), existe uma grande controvérsia sobre a utilizagdo
do arranjo desencontrado. A vantagem ou desvantagem da utilizagdo deste tipo de
arranjo depende do tipo de problema e da metodologia de resolu¢do empregada. Por
exemplo, na drea aeroespacial ¢ dominante a utilizacdo do arranjo co-localizado, ndo
existindo registro historico algum relacionado a aplicagdo do arranjo desencontrado
nesta area. Isso ocorre, pois os tipos de problemas estudados nessa drea sao
normalmente escoamentos com altas velocidades em que a formulagdo compressivel
pode ser aplicada, havendo, assim, uma equagdao evolutiva para cada varidvel do

problema.
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Figura 3.4: Ilustragdo de uma malha que Figura 3.5: Ilustracdo de uma malha que
utiliza arranjo co-localizado das variaveis. utiliza  arranjo  desencontrado  das
variaveis.

Na resolugdo de escoamentos incompressiveis, em que ndo existe uma equagao
que relacione diretamente as variaveis de estado ao campo de pressao, o acoplamento ¢
de extrema importancia, ¢ deve ser tratado com muito cuidado, especialmente com
relacdo ao grau de precisdo das formulas utilizadas para avaliar o gradiente de pressao,
0 que na maioria dos casos nao utiliza os valores de pressdo localizados no volume onde

o balango de quantidade de movimento ¢ realizado. Isso acarreta ndo s6 uma perda de
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precisdo na avaliagdo do gradiente de pressdao, como também inviabiliza a detec¢do de
campos de pressao oscilatorios. Como consequéncia, para evitar que campos de pressao
com elevadas variagdes sejam tratados como campos uniformes, a utilizagdo do arranjo

desencontrado prové um melhor acoplamento pressao-velocidade (PATANKAR, 1980).
3.2.2. Aplicacdo da Metodologia

Neste item, o procedimento de utilizacdo do MVF sera ilustrado através de sua
aplicacdo a resolucdo do problema advectivo-difusivo bi-dimensional em estado

estacionario.

A equagdo que descreve a adveccdo-difusdo em estado estaciondrio em duas

dimensdes ¢ representada pela expressao:

5 5 _o(.op). o[ 04 3.4
6—x(pvx¢)+5(pvy¢)— ax(F 8x}+ @[F @)

Inicialmente, ¢ necessario definir o volume de controle onde a equacdo
apresentada anteriormente sera integrada. Neste caso, utiliza-se um volume estruturado
uniforme, ou seja, os pontos situados no vértice do volume de controle encontram-se
igualmente espacados em relagdo ao centro do volume de controle com distancias Ax e
Ay. Os valores fracionados apresentados na Figura 3.6 representam os pontos
localizados no centro do volume de controle e os valores inteiros os pontos localizados

nas interfaces.
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Figura 3.6: Representacdo do volume de controle.
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A segunda etapa do procedimento consiste em integrar a equagdo, Equagao 3.4,

ao longo do volume de controle, apresentado na Figura 3.6 segundo a expressao:

yj f (pv.9) a’xdy+yifl j pvy¢)dxdy yjj ( jdxdy+

Vj1 Xigq 6 a 35
+ I J- — F—¢ dxdy
Yi X ay 6‘)/
A integragdo do problema advectivo-difusivo resulta na expressao:
H p2.8), — (v, ) v+ [ j[pvy ). —(pvy¢)j]dx=
Y
3.6

1r%) Arg) o1 (r2e) Areg) |

J

Tais integrais representam a taxa de transferéncia advectiva e difusiva nas
interfaces do volume de controle e podem ser representadas através da aplicacdo do

teorema do valor médio, segundo as expressoes:

Yij+ Xis1
(pvx¢ )zj+1 Ay = J.(pvx¢)ldy 3‘7 (,OVy¢ )i+l,ij: J-( y¢)]dx 3.8
Yj 2 X;
%Y A _ y]':l( %j d %x Ax .[ a¢
ox | 4 o\ ox ), 4 3.9 o | < oy 3.10
LIt -/ 20 ! J

Substituindo as expressdes acima na Equagado 3.6, obtém-se a expressao:

[ e o B P o R e R e

I 3.11

y =7 Q= Q="
720 IR 70 OO 720 R (=7 20 I
ox ) x| ) )
1,+E I+5,j+1 1+5,j

i+1,j+—
)

A grande maioria das referéncias consultadas (PATANKAR, 1980; MALISKA,
2004; VERSTEEG e MALALASEKERA, 1995; FERZIGER e PERIC, 2002) considera
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que os valores médios das varidveis nas interfaces do volume, podem ser aproximados
pelo valor da varidvel avaliada no meio da interface do volume de controle. Tal

aproximacdo apresenta uma precisdo de segunda ordem, sendo representada pelas

expressoes:
PR x
(lavx¢ )Lﬂi ~ (pvx¢)i,j+% 3.12 (pvy¢ )H;j ~ ( y¢)i+;’j 313
-, .
r % ~ (F %j r % ~ F%
ox | ox ), ;1 3.14 |, )1, 3.15
l,_1+5 2 Ty >

E importante ressaltar que a utilizagio de uma aproximagdo de segunda ordem
para os valores médios, limita a ordem da aproximacdo global do método a segunda
ordem. Assim sendo, ndo existe ganho significativo para utilizagdo de esquemas de

aproximacao de ordem superiores a dois.

Utilizando a aproximag¢do apresentada anteriormente para os valores médios,

pode-se reescrever a Equacao 3.11 pela expressao:

(pVx¢)i+1,j+% - (pvx¢)i,j+;j| Ay + [(pvy¢)i+;,j+1 - ( y¢)i+;,jj| Ax =

- 3.16
(r%j _(r%] Ay+| [ T2 _[ 99 Ax
Ox i+l j+l ox il+l ay il 1 6.)/ L
B ) 5 ) l+2,j+ l+2,j

Também ¢é possivel a utilizacdo de técnicas numéricas de integracdo, tais como:

o método de Simpson e métodos de quadraturas para computar o valor do fluxo médio,
com a finalidade de aumentar a ordem de precisdo desta aproximagdao, como
exemplificado abaixo, em que o método de Simpson foi utilizado no calculo do valor

médio.

) =55 [t =0, ) ) ] 17

E importante ressaltar, que ao contrario da metodologia apresentada acima, que
considera que o valor médio na face do volume de controle pode ser aproximado por

determinados pontos do volume de controle, a metodologia proposta neste trabalho
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utiliza diretamente os valores médios definidos na Equagdo 3.11. Apenas ao final do
procedimento os valores pontuais da varidvel sdo resgatados através da aplicagdo da
técnica de desconvolucdo. A utilizagdo direta dos valores médios torna o procedimento

mais simples, uma vez que as integragdes sao evitadas.

Entretanto, para que a Equacdo 3.16 ou a Equagdo 3.11 possa ser resolvida ¢
necessario conhecer os valores dos fluxos advectivos e difusivos nas interfaces do
volume de controle. Embora tais valores ndo sejam conhecidos, podem ser aplicadas
funcdes de interpolacdo que sejam capazes de aproximar os valores das varidveis nas
interfaces do volume de controle através dos valores das varidveis no centro dos

volumes vizinhos, ou de uma forma geral por:

(pvx¢)i,j+% ~ f(“"(pvx¢)i—;,j+;’(pvx¢)i+;,j+;’”') 3.18

Fr WRRY] (O 2 R v o RO 319

Em que o fluxo médio no centro do volume de controle, (pvxﬁw ), ¢ definido

pela expressao:

v 1 Xip Vj+l
(PW )z-+;,.,-+; = Ay f J(Wx¢)dxdy 3.20

De uma forma geral a metodologia de aplicacio do MVF necessita que duas
aproximacoes sejam realizadas até a obten¢@o do sistema discretizado. A primeira delas
¢ a aproximacao numérica das integrais que descrevem os fluxos advectivos e difusivos
nas interfaces. E a segunda é a aproximagao dos valores das varidveis localizadas nas
interfaces do volume de controle através dos valores das varidveis nos centros de

volumes vizinhos.
3.2.3. Aproximacao dos Termos Advectivos

Existem diversos esquemas desenvolvidos e utilizados na literatura para
aproximar a varidvel na fronteira do volume de controle a partir dos valores das
variaveis localizadas nos centros dos volumes adjacentes. Neste trabalho serdo
apresentadas apenas as aproximacdes mais utilizadas na literatura e que sdo os

esquemas mais utilizados nos coédigos computacionais de CFD.
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3.2.3.1 CDS

O esquema de Diferencas Centrais (Central Differencing Scheme — CDS)
aproxima a variavel localizada na interface do volume de controle pela média ponderada
da propriedade localizada no centro dos volumes vizinhos, resultando em uma

aproximacao de segunda ordem, descrita pela expressao:

(W ) ~ % [(W ); + (W )g} 3.21

A utilizagdo do CDS na aproximacao dos termos advectivos cria quase sempre a
presenga de coeficientes negativos na matriz que representa o sistema de equagdes
discretizado. A presenca destes coeficientes negativos pode provocar oscilagdes
numéricas que levam a dificuldades na convergéncia do método numérico utilizado na

resolu¢do deste sistema. Para que a presenca de coeficientes negativos ndo ocorra €

(p”)t <
(Cja), =

Entretanto, para problemas reais ¢ praticamente impossivel refinar a malha do problema

necessario que o numero de Péclet atenda a seguinte restrigio (Pe), =

de forma que esta condicdo seja satisfeita. Desta forma, a aplicacdo desta técnica em
problemas que apresentem advec¢do dominante gera, em geral, solugdes pouco realistas
(CEBECI et al, 2005), embora possa ser bastante eficiente quando aplicada a
problemas predominantemente difusivos (MALISKA, 2004). PATANKAR (1980)
recomenda a aplicacdo do esquema CDS apenas a problemas advectivos-difusivos que
apresentem baixos numeros de Reynolds.

A existéncia dos coeficientes negativos nao significa que a solugdo ird divergir.
A utiliza¢do de métodos robustos de resolucdo de sistemas lineares, que sejam capazes
de lidar com a presenca de tais coeficientes, ¢ capaz de resolver o sistema e obter a

solugdo do problema (MALISKA, 2004).
3.2.3.2. UDS

O esquema upwind (Upwind Differencing Scheme — UDS) foi proposto
primeiramente por Courant, Isaacson e Rees em 1952 e reformulado anos depois por
diversos outros pesquisadores (PATANKAR, 1980). Esta metodologia aproxima o valor
da variavel na interface no volume de controle pelo valor da variavel no centro do

volume adjacente, sendo a escolha do ponto realizada de acordo com a direcdo na qual o
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escoamento ocorre. Esta aproximacao apresenta precisdo de primeira ordem, e segue a

expressao:

). [F L o
¢ ) “Vew) 3.22
(¢ y),»u v, <0 '
2
O esquema UDS ndo apresenta em hipdtese alguma coeficientes negativos na
matriz de discretizagdo do sistema. Produz solugdes fisicamente coerentes, mas tém a

propriedade de suavizar gradientes elevados, por ser um método dissipativo

(MALISKA, 2004).

A aplicagdo desta metodologia pode produzir resultados errados que tem uma
aparéncia similar a difusdo sendo comumente referenciados como “falsa difusdo”,
(VERSTEEG e MALALASEKERA, 1995). O erro causado pela falsa difusdo pode ser
diminuido pelo refino da malha de integracdo. Entretanto, o grau de refinamento
necessario pode tornar proibitivo o método devido ao aumento do esforgo
computacional. Para problemas com nimeros de Reynolds elevados, a falsa difusao
pode ser suficientemente grande a ponto de gerar resultados fisicamente inconsistentes

(FERZIGER e PERIC, 2002).
3.2.3.3. Exponencial

O esquema exponencial (Exponential Differencing Scheme — EDS) utiliza como
funcdo de interpolacao a solugdo exata do problema advectivo-difusivo unidimensional
em uma malha uniforme.

A aplicacdo do esquema EDS consiste em aproximar o fluxo total pela equagao:

(Qy)l (pu), (W)y(w)é)_(g:); 3.23

e

em que o termo (qy) representa o fluxo total, advectivo e difusivo, em cada um dos

volumes de controles, sendo representado pela equagao:

(5y ): P“(gy )‘ F[ 6;: J 3.24
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O esquema exponencial ndo ¢ muito utilizado devido ao alto custo
computacional envolvido em sua aplicagdo, uma vez que a funcdo de interpolagao
necessita do computo da exponencial do nimero de Péclet, o que, por sua vez, ¢ fun¢do
do valor da velocidade. Sendo, portanto, necessario o céalculo da exponencial em todas

as interfaces do volume de controle.

Como este método ¢ apenas exato para o problema unidimensional nao se

justifica a sua aplicac¢do a problemas bi e tridimensionais (PATANKAR, 1980).
3.2.3.4.  Hibrido

O esquema hibrido (Hybrid Diferencial Scheme — HDS) foi desenvolvido em
1972 por Spalding (VERSTEEG e MALALASEKERA, 1995) e utiliza uma
aproximagdo do esquema exponencial baseada na combinacdo dos esquemas CDS e

UDS para o fluxo advectivo e difusivo na interface do volume de controle.

(ou), (5” ); (Pe), < -2
(5)'),» ~ %(pu),» Hl +é] (q_ﬁxy ); + (l —é] (g_éxy );} —2<(Pe), <2 395
(o) 19 ). (Pe), > 2

A base do esquema hibrido pode ser entendida pela andlise do nimero de Peclet.

Para valores pequenos do numero de Péclet |(Pe)l.|£2 0 esquema ¢ equivalente a

utilizagdo do esquema CDS e para |(Pe)l.| > 2 este esquema ¢ reduzido ao UDS com o

termo de difusdo fixados em zero.

O esquema ¢ conservativo de primeira ordem e, desde que os coeficientes da
matriz de discretizagdo sejam mantidos sempre positivos, ¢ condicionalmente estavel.
As solugdes obtidas sdo fisicamente consistentes, sendo um esquema inerentemente
estavel quando comparado a esquemas de alta ordem (VERSTEEG e

MALALASEKERA, 1995).
3.2.3.5. Power-Law

O esquema Power-Law (Power-Law Differencing Scheme) foi desenvolvido em
1979 por Patankar (PATANKAR, 1980). Este método ¢ uma adaptacdo do esquema

hibrido, em que ¢ utilizada uma melhor representacdo do comportamento exponencial, a
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difusdo ¢ definida nula quando o numero de Péclet exceder o valor 10 e quando o

numero de Péclet for inferior a dez o fluxo ¢ calculado usando a expressao:

Gy)z le[@”);—¢z @WL;—@”);)} 0<(Pe), <10
| (o). Y™ )1 (Pe), > 10

3.26
[1-0,1(Pe),]’

S )

Embora este seja um esquema que utilize uma formulagdo mais complexa do
que o esquema hibrido, as expressdes utilizadas para interpolagdo nido requerem um
esfor¢o computacional consideravel sendo uma representagdo extremamente satisfatoria

do comportamento exponencial. A diferenca entre este esquema e o esquema hibrido ¢

muita pequena e para |(Pe)i|>10 sao idénticos (PATANKAR, 1980). Segundo

VERSTEEG ¢ MALALASEKERA (1995), o esquema Power-Law ¢ a aproximagao
mais precisa da solucdo exata do problema advectivo-difusivo unidimensional e tem
sido utilizado em muitos simuladores comerciais como uma alternativa ao esquema

hibrido, sendo aplicado até mesmo como procedimento padrao.
3.2.3.6. wUDS

O esquema WUDS (Weighted Upstream Differencing Scheme) também utiliza
uma aproximac¢ao do esquema exponencial, entretanto, a ponderacao entre os esquemas
¢ realizada através de um parametro embutido na aproximacao (a). Tal esquema ¢
representado pela expressao:

B) e[ b7) o[ 1 e |

2

A equacao original para o calculo de a ¢ apresentada abaixo:

(Pe),
1 e —1
STy T

3.28
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A utilizagdo da fungdo exponencial, como ja discutido anteriormente, demanda
um esforco computacional consideravel. Uma alternativa ao célculo de a ¢ a utilizagao

da proposta de Raitthby apresentada em MALISKA (2004), pela expressao:

[(Pe), ]

Q; ZW 3.29

Este procedimento gera sempre coeficientes positivos, independente do sentido
da velocidade. O valor do pardmetro o pondera o efeito da velocidade na fungdo de
interpolacdo, e para casos extremos como a=0 e a=0,5 ou a= —0,5 os esquemas CDS e

UDS sao, respectivamente, reproduzidos.

A utilizagdo deste esquema evita oscilagdes numéricas e também possiveis
divergéncias da solu¢do numérica. Entretanto, a medida que as velocidades aumentam o
valor de a tende ao valor 0,5 reproduzindo-se o esquema UDS, no qual ocorre as

indesejaveis difusdes numéricas.
3.2.3.7.  Esquemas de Alta Ordem

LUDS

O esquema LUDS (Linear Upwind Differencing Scheme) tem como base o
esquema UDS, ou seja, emprega o sentido da velocidade para a escolha dos pontos de
interpolacdo adotados, utilizando dois pontos anteriores ou posteriores a interface do
volume de controle que se deseja aproximar, resultando em uma aproximacgdo de

segunda ordem segundo a expressao:

o) - R A K
2Bl )] <o >

Como se trata de um método de segunda ordem pode ocorrer oscilagdes na

N | =

N | —

solug@o numérica obtida.
QUICK

O esquema QUICK (Quadratic Upwind Interpolation for Convective
Kinematics) foi desenvolvido por Leonard em 1979, (VERSTEEG e
MALALASEKERA, 1995). Este esquema utiliza como fung¢do de interpolagdo um
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polindmio de segundo grau o que resulta em uma aproximagdo de terceira ordem. Os
pontos selecionados para interpolacdo dependem do sentido da velocidade. Este

esquema € representado pela expressao:

) [ o

— X X — X 3.31
37+ S ) L) v <o
8 > 8 2 P ’

Este esquema ndo ¢ sempre estavel. Ou seja, dependendo das condi¢des em que
ocorre o escoamento, pode haver a presenca de coeficientes negativos na matriz que
representa o sistema discretizado, o que pode gerar problemas de instabilidade e

solugdes incoerentes.

Segundo MALISKA (2004), a aproximag¢ao QUICK ¢ ligeiramente superior ao
esquema CDS, sendo raro observar a existéncia de grandes diferencas entres estes dois
esquemas. VERSTEEG e MALALASEKERA (1995) citam o esquema QUICK como
mais preciso do que o CDS e o HDS, conservando as caracteristicas do esquema UDS,
com efeitos da “falsa difusdo” consideravelmente menores e resultados mais precisos
para condigdes de refinamentos grosseiros da malha. Entretanto, por ser tratar de um

esquema de alta ordem, pode ocorrer a presenca de oscilagdes na solugdo numérica.
Outros Esquemas de Alta Ordem

Esquemas de terceira ordem e de ordens superiores tém sido desenvolvidos para
discretizagdo do termo advectivo e vem apresentando grau de sucesso variavel com
inerentes dificuldades de implementacgdo, tais como as relacionadas as condicdes de
contorno, ¢ com a ocorréncia de oscilagdes em sua solugdo numérica. Existem situagdes
em que a aplicagdo de esquemas de alta ordem ¢ necessaria como no caso de
escoamento de fluidos viscoeldsticos, em que as caracteristicas reoldgicas do fluido
impoem a necessidade de uma malha muito refinada quando se aplica os esquemas de
aproximacgao tradicionais. Para este caso a aplica¢do de esquemas de alta ordem leva a
uma melhor ou igual acurdcia de resultados com a aplicacdo de uma malha menos

refinada.

A aplicagdo direta de esquemas de alta ordem tais como, LUDS e QUICK,
apesar de serem esquemas mais acurados, podem gerar solugdes que apresentem

oscilagdes indesejadas, o que compromete a precisdo da solu¢do numérica obtida.
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Visando desenvolver esquemas que utilizem aproximagdes de alta ordem, sem o
inconveniente efeito das oscilagdes, foram desenvolvidos esquemas de alta ordem nao
oscilatorios, conhecidos na literatura como HRS (“High Resolution Schemes”). Tais
como: FCT (Flux-Corrected Transport) de Boris e Book de 1973, TVD (“Total
Variation Diminishing”) de Harten de 1983, ENO (“Essentially Non-Oscillatory™) de
Harten et al. de 1987, CBC (“Convection-Bounded Criterion”) de Gaskell e Lau de
1988, WENO (“Weighted Essentially Non-Oscillatory”) de Liu et al. de 1994, dentre
inimeros outros (MALISKA, 2004; FERZIGER e PERIC, 2002). Tais métodos serao

mais bem detalhados ao longo deste documento, em momento mais pertinente.

Os esquemas de alta ordem desenvolvidos e aplicados neste trabalho serdo
apresentados mais adiante bem como a revisdo dos trabalhos da literatura sobre tais
esquemas. Por ora, ¢ importante ressaltar, que os esquemas que utilizam funcdes de
interpolagdo de ordens mais elevadas sdo poucos aplicados na solugdo de problemas

com o método de volumes finitos.
3.2.4. Aproximacéo dos Termos Difusivos

Na grande maioria das referéncias consultadas (PATANKAR, 1980; CEBECI et
al., 2005; MALISKA, 2004; VERSTEEG e MALALASEKERA, 2007; FERZIGER e
PERIC, 2002; HIRSCH, 2007) observa-se que o método de diferengas centrais ¢ o
esquema mais aplicado para a aproximagao dos termos difusivos na interface do volume
de controle. Este método ¢ extremamente pratico, j4 que a aproximacao relaciona
diretamente o termo difusivo na interface ao valor da variavel nos centros de volumes
vizinhos, onde o valor da varidvel ¢ conhecido. A aplicacdo deste esquema resulta em
um erro de aproximac¢do de segunda ordem, o que para grande parte dos processos de
simulagdo de escoamento ¢ satisfatorio. Entretanto, para casos em que sejam requeridas
aproximacdes de ordens mais elevadas para o termo advectivo, como exemplo o
esquema QUICK que apresenta precisdo de terceira ordem, a utilizacdo do esquema de
diferencas centrais na aproximac¢do dos termos difusivos pode prejudicar a solugao do
problema, ja que a utilizacdo de tal esquema pode reduzir a ordem de aproximagdo
global do procedimento. Neste caso, ¢ recomendada a utilizacdo de uma aproximagao de
ordem mais elevada também para o termo difusivo visando manter a ordem global da

aproximacao.

Na Tabela 3.1 sdo apresentados alguns dos esquemas utilizados na literatura para

aproximacao dos termos difusivos.
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Tabela 3.1: Alguns dos esquemas de aproximagdes utilizados na literatura para

aproximacao dos termos difusivos.

Esquema Formula

Diferencas Centrais (8;;: = i[(wyl T (¢Xy], 1}

E]-4FLL)

1+0,005[(Pe),|°
1+0,05[(Pe). |

wUDS

Emque: g =

Lagrange -
ox

(e )

k=0

&

R
e 2 )i_[h;j >hl )[J]

=~

m %Y
kzz(;a ox }

Padeé

Na literatura existem poucos trabalhos que apliquem o MVF utilizando
aproximagoes de alta ordem para os termos difusivos. KOBAYASHI (1999) apresenta
um método de volumes finitos de alta ordem utilizando esquemas compactos, também
conhecidos como esquema de Padé, para interpolacdo de termos advectivos e difusivos.
MUNIZ et al. (2008) apresentaram um procedimento baseado em aproximagdes de alta
ordem para resolucdo de escoamentos de fluidos viscoelasticos, utilizando esquemas de
quarta ordem na aproximagdo dos termos difusivos. PILLER e STALIO (2008)
apresentam procedimento baseado no MVF utilizando esquemas compactos para
resolucdo de problemas advectivos-difusivos tridimensionais, usando o esquema de

Padé proposto por KOBAYASHI (1999) na aproximagao dos termos difusivos.
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3.2.5. Aproximacdo no Tempo

Para os casos de escoamento transiente ¢ necessaria a utilizagdo de métodos que

permitam avaliar o comportamento temporal das variaveis, como ilustrado no exemplo a

seguir:

0 o(_.0¢ 3.32
= -z

oY) ax( 6xj

Seguindo o procedimento de aplicagdo do método de volumes finitos, descritos
nos itens anteriores no qual a equacao anterior ¢ integrada ao longo volume de controle,

integrando também no tempo, tem-se origem a expressao:

(o)™~ (pg) Jax = HF %T - (T g—fﬂ dt 3.33

i+1 i

O sobrescrito 6 presente na Equacgao 3.33 relaciona em que instante de tempo o

fluxo ¢ avaliado, sendo o valor da propriedade calculado segundo a expressao:

(@) =04 +[1-0]¢' 3.34

Desta forma o valor de @ informa os trés tipos de formulagdes possiveis para
interpolacdo das variaveis ao longo do tempo: A primeira conhecida como formulagado
explicita considera o valor de # igual a zero, assim sendo o valor da varidvel ¢ avaliado
sempre no instante de tempo anterior, que por sua vez ja ¢ conhecido. Como estas
equacdes nao estdo acopladas, ndo existe a necessidade de se resolver um sistema
algébrico nao linear. A segunda formulacdo ¢ chamada de formulagdo totalmente
implicita no qual o valor de 6 ¢ igual a um, esta formulacao recebe este nome porque o
valor da variavel ¢ avaliado no instante final do intervalo de tempo. A aplicacao deste
procedimento dé origem a um sistema algébrico de equagdes que relaciona as varidveis
calculadas no instante de tempo inicial e final. A terceira e Ultima formulacdo recebe o
nome de formulagdo implicita no qual o valor de # encontra-se limitado no intervalo
0<#<1. O mais conhecido método pertencente a esta classe ¢ o método de Crank-
Nicolson em que 6=1/2 e o valor da varidvel ¢ aproximada por sua média aritmética

entre os instantes de tempo ¢ e t+A¢. (MALISKA, 2004 e HIRSCH, 2007).
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Esquemas explicitos sdo em geral mais simples de serem implementados e
também de serem executados em paralelo com um baixo custo computacional para cada
avanco de tempo. Entretanto, tais métodos demandam incrementos de tempo muito
pequenos para assegurar sua estabilidade, principalmente, quando ocorrem grandes
variagdes da velocidade ou do tamanho da malha. Esquemas implicitos sao
inerentemente estaveis e incrementos de tempos maiores podem ser aplicados, mas, na
pratica, restricdes relativas ao incremento do tempo podem ocorrer devido as ndo
linearidades presentes nas equagdes de fluxo. Estes procedimentos sdo excelentes para
resolugdo de problemas estaciondrios, entretanto, sdo mais dificeis de serem
implementados e executados em paralelo, a convergéncia e a acuracia do procedimento
deteriora @ medida que o incremento de tempo (Af) aumenta (FERZIGER e PERIC,
2002 e MALISKA, 2004).

A escolha entre um método explicito e um método implicito deve ser feita
levando-se em consideragdo o custo por unidade de tempo e o nimero de passos de

tempo (HIRSCH, 2007).

Basicamente, a metodologia apresentada anteriormente consiste em substituir
todas as varidveis e operadores diferenciais (espaciais e temporais) que compdem o
sistema por aproximagoes, resultando em um sistema algébrico de equagdes que uma
vez resolvido permite obter o valor da variavel de interesse em cada um dos pontos de
discretizacdo no intervalo de tempo, #+At. Outra metodologia utilizada para resolugdo de
sistemas que apresentam variagdo temporal consiste em aplicar as aproximagdes apenas
as derivadas espaciais de forma a converter o sistema original de EDPs em um sistema
de EDOs ou em um sistema de equagdes algébrico-diferenciais (EADs), esta
metodologia ¢ conhecida como método das linhas, ou esquema semi-discreto (HIRSCH,

2007).

O método das linhas consiste basicamente na substitui¢do das derivadas
espaciais, em uma ou mais dimensodes, por aproximagdes discretas (via diferencas
finitas, volumes finitos, elementos finitos, ou método dos residuos ponderados) de
forma a converter o sistema original de EDPs em um sistema de EDOs ou de EADs.
Segundo VIEIRA (1998), esta metodologia tem como grande vantagem a simplicidade
da implementacdo ja que o usuario precisa apenas aplicar o procedimento de

discretizacdo as diregdes espaciais.
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A escolha de um codigo estd diretamente relacionada a estrutura do problema
que se deseja solucionar. Quando se trata de EADs uma classificacdo importante diz
respeito ao indice diferencial do sistema. Por defini¢ao, indice diferencial ¢ o numero de
vezes no qual todo ou parte do sistema de equacdes precisa ser diferenciado em relagao
a variavel independente do problema a fim de que todas as varidveis dependentes que
compdem o sistema aparecam na forma diferencial. Determinados codigos
computacionais estdo restritos a solu¢do de equagdes que apresentam indice diferencial
um ou zero, como ¢ o caso da DASSL (PETZOLD, 1989). Outros codigos como
DASSLC (SECCHI, 2007), MEBDF (ABDULLA et al., 2000) ¢ PSIDE (SWART et

al., 1997), podem ser aplicados a problemas de indices diferenciais maiores.

Um sistema de EADs surge naturalmente durante a solugdo numérica de
escoamentos transientes incompressiveis. Neste caso, a equacdo da continuidade ¢
transformada em uma equagdo algébrica e as equagdes do movimento em equagdes
diferenciais que juntas constituem um sistema de EADs de indice diferencial igual a
dois. Entretanto, ¢ possivel manipular a equagdo da continuidade a fim de reduzir o
indice do sistema. Tal manipulacdo resulta na conhecida equagdo de Poisson para
pressdo que, ao ser substituida no lugar da equagdo da continuidade, dd origem ao um

sistema de indice diferencial unitario.

A aplica¢ao do método das linhas pode ser exemplificada pela transformacao do

sistema de EDPs apresentado pela Equagdo 3.35 de dimensao m (VIEIRA, 1998):

oz 0z
F| t,z(t,x),—,— |=0
( ,Z( ,X), ot ’6xkj 3.35

Em um sistema de EDOs de dimensao m.N, como demonstrado abaixo pela

Equacao 3.36:

0

dz
F, &,
l(t,zl(t,x), atj
dz
F. 2 -9
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3.36

FN(t,ZN(t,x),dZ) _o

dt

Em que N representa o niimero de pontos utilizados para a discretizagdo no

dominio de x.
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A utilizacdo de fungdes de aproximagdes no tempo pode também ser utilizada na
resolucdo de problemas estacionarios, normalmente chamados de falso transiente ou
transiente distorcido. Neste caso, a solugdo ao longo do tempo avanca até que a solugao
do estado estaciondrio seja obtida. Como, neste caso, ndo hd real interesse no
comportamento da varidvel ao longo do tempo e sim apenas na solugdo do estado
estaciondrio, nao existe a necessidade de um controle de precisao do sistema, o que se
faz ¢ iterar algumas vezes, ou até mesmo uma unica vez, € mudar para o préximo

incremento de tempo.

A convergéncia dos métodos iterativos depende das estimativas iniciais que sao
atribuidas as variaveis, ja que a partir destas estimativas o método avanca para obtengao
da nova solucdo. Entretanto, muitas das vezes tais estimativas estdo bastante distantes
da solugdo do problema. Assim sendo, resolver o modelo estaciondrio a partir do
modelo transiente pode fazer com que o procedimento convirja mais rapidamente, ja

que melhores estimativas sao alimentadas a cada iteragdo do falso transiente.

Segundo XUE et al. (2004), do ponto de vista de estabilidade numérica, para
resolver um problema transiente que apresente dominancia advectiva, ndao ¢
recomendado utilizar um método numérico explicito de primeira ordem, como o método
de Euler, se o esquema de discretizagdo espacial para a advecgdo possui ordem de
precisao maior do que primeira ordem, tais como o esquema de diferenga central e o
esquema QUICK. Existem dois processos que podem causar erros numeéricos, o
processo de discretizacdo temporal de cada uma das equagdes € o processo de solucao
do sistema discretizado. Assim sendo, as propriedades de estabilidade numérica inerente
ao método de discretizagdo temporal podem ser comprometidas devido a uma

combinag¢do inadequada com os métodos de discretizacdo espacial.
3.2.6. Aproximacao do Termo Fonte

A finalidade do termo fonte ¢ associar todos os termos que ndo se enquadram na
forma generalizada da expressdo da conservacao e geralmente inclui uma expressao nao
linear. Muitas vezes, tal termo armazena informag¢des importantes do modelo, como por
exemplo, a taxa de uma reagdo quimica. Desta forma, deve-se tomar extremo cuidado
no seu tratamento a fim de que o processo de solugdo iterativo utilizado na resolugdo do

sistema nao divirja.
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Nos casos em que o termo fonte expressa uma relagdo nao linear, algumas vezes,
¢ necessario linearizar a expressao de forma que o termo fonte possa ser atualizado a
cada etapa do processo iterativo. Entretanto, dependendo da importancia do termo fonte,
apenas a linearizacdo ndo ¢ suficiente, sendo necessario atualiza-lo com mais frequéncia

que os demais coeficientes (MALISKA, 2004 e PATANKAR 1980).
3.2.7. Tratamento das Condig6es de Contorno

As formulas apresentadas anteriormente para os esquemas de aproximag¢ao sao
aplicadas apenas para um volume interno do dominio do problema. A aplicagao destes
esquemas em regides proximas aos contornos necessita de um tratamento especial a fim

de incorporar as condi¢des de contorno do problema.

Existem diferentes formas para incluir as condi¢des de contorno na solucao do
problema. A primeira delas ¢ a adequagdo da malha a condi¢do de contorno. Esta
técnica tem como base utilizar, no contorno, os volumes mais apropriados para
representar as condi¢des de contorno. Constroi-se entdo uma malha na qual o ponto
central do volume de controle esteja situado na fronteira, originando um meio volume
de controle na fronteira. Para os casos nos quais o valor da varidvel é conhecido no
contorno ndo ¢ recomendada a utilizagdo deste procedimento, pois a sua aplicacdo leva
a ndo conservagdo da propriedade no meio-volume. A aplicagdo deste procedimento
requer atengdo especial na implementagdo das rotinas usadas na resolugdo do sistema
discretizado, uma vez que os volumes nos contornos sao diferentes dos demais volumes
interno, sendo esta a principal desvantagem deste tipo de tratamento (PATANKAR,

1980 e MALISKA, 2004).

O segundo procedimento consiste na utilizacdo de volumes ficticios, que permite
que toda malha seja constituida de volumes inteiros, este procedimento como o proprio
nome ja diz utiliza volumes de controles imaginarios que ndo existem geometricamente
e apenas sdo utilizados como uma extensdo do dominio. Embora seja este um
procedimento de facil aplicacdo que garante que a malha seja constituida apenas de
volumes inteiros, respeitando assim a conservagdo da propriedade para todos os
volumes, a criagdo destes volumes aumenta o numero de incognitas do problema,
principalmente em problema multidimensionais, o que acarreta em um aumento do
custo computacional. Este procedimento apenas ¢ aplicado para malhas geradas através

de coordenadas ortogonais (PINTO e LAGE, 2001).

78



O terceiro procedimento consiste na utilizacdo de balangcos para os volumes de
fronteira. A malha utilizada ¢ constituida sempre com volumes inteiros, inclusive nos
contornos. O principio da conservagao ¢ aplicado a todo o dominio do problema, a
integracdo dos volumes na fronteira ¢ realizada da mesma forma que para os volumes
internos. Desta forma ndo existem um aumento de incégnitas do problema e as
condi¢des de contorno sdo adicionadas nas equacdes dos volumes na fronteira. A
utilizagdo desta formulacdo tem como vantagem a uniformidade dos volumes dentro da
malha, facilitando assim sua implementa¢do computacional. Esta técnica ¢ adequada
tanto a malhas ortogonais como ndo ortogonais, sendo o tratamento mais recomendado
para o tratamento de condi¢des de contorno (PINTO e LAGE, 2001 ¢ MALISKA,
2004).

Para a resolu¢do de qualquer sistema de equagdes diferenciais parciais, as
condi¢des de contorno em conjunto com as condigdes iniciais, determinam a solugdo
particular do problema em estudo. Para a grande maioria de problemas que envolvem
escoamento de fluidos e transferéncia de calor, as condi¢cdes de contorno mais

comumente aplicadas sdo as de Dirichlet e de Neumann.

A condig¢@o de contorno de Dirichlet impde um valor constante e conhecido para

variavel (concentracdo, velocidade, temperatura, efc.) na fronteira do problema. J& a
- - . : Sl

condi¢do de Neumann impde que a derivada na fronteira atenda a restrigao: 8_ =f em
n

que n representa a coordenada perpendicular a fronteira e f representa uma fun¢do ou

constante conhecida. Assim sendo, o valor de ¢ na fronteira ndo é conhecida sendo

uma das incognitas do sistema de equagdo a ser resolvido.

A seguir sdo apresentadas as condi¢des de contorno mais comuns € como sua

implementagdo ¢ comumente realizada na aplicacdo do método de volumes finitos.
3.2.7.1. Condicao de Entrada

Normalmente em uma condigdo de contorno deste tipo € necessario que a
velocidade e as outras varidveis sejam especificadas, o que normalmente ¢ feito
informando um perfil de escoamento na entrada. No caso em que sdo informados os
valores para o fluxo de massa e sua distribui¢do, o fluxo difusivo dever ser especificado
como nulo, pois a existéncia de um fluxo difusivo alteraria o fluxo advectivo ¢ a

distribui¢do da variavel no contorno de entrada. Como consequéncia ndo seria possivel
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satisfazer a condi¢do de contorno naquela posicgao, tal condi¢ao de contorno ¢ conhecida

como localmente parabdlica (MALISKA, 2004).

Para o caso em que sdo especificados o perfil de velocidade na entrada e uma
condi¢do de velocidade normal nula na saida ndo ¢ recomendado que o valor de pressao
seja especificado, pois, neste caso, a solugdo do problema pode vir a ser prejudicada ja
que do ponto de vista fisico duas forgas motrizes estariam agindo sobre o escoamento.
Normalmente, o campo de pressdo ¢ deixado livre para que os algoritmos que tratam do
acoplamento pressdo-velocidade ajustem o campo de velocidade (VERSTEEG e

MALALASEKERA, 1995).
3.2.7.2. Condicao de Saida

Neste caso considera-se que o escoamento estd plenamente estabelecido na
saida, ou seja, os fluxos difusivos sdo considerados nulos no final do dominio
(aproximagdo localmente parabdlica). Assim, o valor da varidvel na fronteira de saida ¢
especificado como sendo igual ao valor da varidvel considerado no volume anterior ou
extrapolado a partir dos volumes vizinhos (FERZIGER e PERIC, 2002). E importante
assegurar que na saida do problema as condigdes de escoamento estabelecidas possam
ser satisfeitas para que tais condi¢des sejam validas, caso contrario ¢ necessario mover

esta fronteira até um local do dominio do problema no qual a condicdo seja satisfeita.
3.2.7.3. Condicao nas Paredes

Normalmente a condi¢do implementada para os volumes de controle situados
nas regides proximas a parede ¢ a condicdo de ndo deslizamento (no-slip). Esta
condicdo especifica que a velocidade na direg@o paralela a parede € igual a velocidade
com que a parede se move. Como na maioria dos casos de estudo, o fluido se move em
torno de superficies fixas, a velocidade tangencial junto a parede ¢ zero e,
consequentemente, sua derivada tangencial também. No caso de paredes impermeaveis
a velocidade na direcdo normal a parede também ¢é zero. A partir da equagdo da
conservagao de massa ¢ possivel demonstrar que a derivada da velocidade na dire¢ao

normal a parede deve ser também considerada como nula (FERZIGER e PERIC, 2002).
3.2.74. Condicdo de Simetria

As condigdes de simetria impdem que nao exista escoamento através da linha de
simetria e nenhum fluxo atravessa esta linha, ou seja, todas as velocidades normais as

linhas de simetria sdo definidas como nulas bem como os fluxos difusivos. O que
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equivale a considerar os valores de todas as variaveis anteriores a linha de simetria
como sendo iguais aos valores da variavel posteriores a linha de simetria (VERSTEEG

e MALALASEKERA, 1995).
3.2.8. Metodologias Utilizadas na Resolucéo do Sistema Discretizado

A aplicagdo do método de volumes finitos na resolugdo das equagdes de
escoamento geralmente da origem a um conjunto de equagdes algébricas ndo lineares
que apresentam como incognitas os valores das variaveis no centro dos volumes de
controle, caso seja utilizada a metodologia convencional, ou o valor médio da variavel,

caso seja aplicada a metodologia de alta ordem.

A solucao deste sistema nao linear de equacdes pode ser realizada de duas
formas diferentes: A primeira e mais comumente aplicada na literatura (PATANKAR,
1980; MALISKA, 2004; VERSTEEG ¢ MALALASEKERA, 1995; FERZIGER e
PERIC, 2002) consiste em aplicar um procedimento de linearizagdo através da
aproximacao via série de Taylor aos termos ndo lineares presentes na equacgdo. Desta
forma o sistema pode ser representado na forma matricial j& que o processo de
linearizagdo permite que termos ndo lineares possam ser representados utilizando
informagdes obtidas na iteracdo anterior. Este procedimento iterativo avanca até que a

convergéncia do sistema seja obtida ou o nimero méaximo de iteracdes seja alcancado.

r

Outra forma de resolu¢ao ¢ solucionar diretamente o sistema nao linear de
equacdes através do método de Newton-Raphson. Entretanto ¢ importante ressaltar que
embora o método de Newton seja diretamente aplicado a solugdo do sistema ndo linear
de equagdes, a cada iteragdo deste procedimento ¢ necessaria a resolugdo de um sistema
linear de equagdes. Assim sendo, independente do caminho escolhido para resolugdo do
sistema de equagdes ¢ imprescindivel a necessidade de resolugdo de um sistema

algébrico linear de equagdes.

Duas classes de métodos podem ser utilizadas para resolugdo deste tipo de
sistema: A primeira desta classe sdo os métodos diretos que sao métodos capazes de
obter a solucdo do sistema utilizando um niimero fixo e pré-determinado de operagdes
de eliminagdo algébrica. Sdo exemplos de método diretos: Eliminacdo de Gauss,
decomposicdo LU e método de Gauss-Jordan. Em alguns casos nos quais as matrizes

apresentam estruturas especiais existem algoritmos desenvolvidos levando em
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consideracdo tais caracteristica, como ¢ o caso do algoritmo de Thomas para sistemas

tridiagonais.

A outra classe de métodos sdo os métodos iterativos, que como o proprio nome
diz, utilizam procedimentos iterativos para obtencdo da solucdo. A partir de uma
estimativa inicial o procedimento avanga até que a solucdo seja obtida ou o nimero
maximo de iteragdes seja alcangcado, (TANNEHILL et al., 1997). Como exemplo de
métodos iterativos: Método de Jacobi, método de Gauss-Seidel, Método da sobre-
relaxagdo sucessiva (SOR), método implicito de direcdo alternada (ADI), métodos de
minimizagdo tais como: Gradiente conjugado, gradiente biconjugado, gradiente
conjugado quadrado (CGS), gradiente conjugado quadrado estabilizado (CGSTAB) e
método dos residuos generalizados (GMRES) (FERZIGER e PERIC, 2002).

Uma das técnicas iterativas que merece destaque € o “multigrid” que, segundo
HIRSCH (2007), ¢ o procedimento iterativo mais geral e eficiente conhecido na
atualidade. Esta técnica tem sua fundamenta¢do relacionada ao comportamento da
convergéncia dos métodos iterativos como, por exemplo, os métodos de Jacobi e Gauss-

Seidel.

A base da técnica “multigrid” ¢é suavizar o erro em cada uma das faixas de
frequéncia no espagamento de malha mais adequado, com a finalidade de que os erros
que apresentem longos comprimentos de ondas (baixa frequéncia) possam ser
eliminados com eficiéncia. Desta forma varrendo o dominio do problema utilizando
diferentes espacamentos de malhas, refinadas e grosseiras, ¢ possivel eliminar os erros
em todas as frequéncias e desta forma acelerar o processo de convergéncia. Assim
sendo o objetivo do “multigrid” ¢é transferir os erros de baixas frequéncias para a malha
mais grosseira onde eles sdo progressivamente incorporados aos erros de alta frequéncia
que por sua vez sdo eficientemente tratados pelas etapas de relaxacdo. FERZIGER e
PERIC (2002) classificam o “multigrid” mais como uma estratégia do que um método

propriamente dito.

Uma comparacdo entre diferentes codigos que aplicam métodos diretos de
solugdo na resolu¢do de sistemas esparsos podem ser encontrados no trabalho de
NICHOLAS e JENNIFER (2007), em que os autores avaliam o desempenho dos
pacotes com relagdo ao tempo computacional e a quantidade de memoria utilizada por

cada pacote.
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Um aspecto de extrema importancia na escolha do método a ser utilizado na
resolugcdo do sistema linear de equagdes esta relacionado a estrutura da matriz dos
coeficientes. A estrutura desta matriz depende do esquema de interpolacdo utilizado na
aproximacdo dos termos advectivos e difusivos, uma vez que o esquema utilizado
estabelece quais e quantos pontos situados no centro de volumes de controle vizinhos
serdo utilizados com a finalidade de aproximar a varidvel na face do volume de
controle. Como por exemplo, a utilizagdo de esquemas de segunda ordem gera sistemas
com estrutura tridiagonal quando aplicados a sistemas unidimensionais, ja a utiliza¢do

de aproximag¢ao de ordens mais elevadas (como a aproximagdo de Lagrange proposta

neste trabalho), gera no caso unidimensional um sistema pentadiagonal.

Outro conceito de extrema importancia ¢ a esparsidade de uma matriz. O
conceito de esparsidade esta relacionado a quantidade de elementos nulos que uma

matriz apresenta. Uma matriz tridiagonal, por exemplo, ¢ classificada como uma matriz

bastante esparsa, uma vez que n° —3n—2 coeficientes desta matriz apresentam valores
nulos. A esparsidade de uma matriz pode ser quantificada pelo indice de esparsidade
(IE) que ¢ calculado segundo a expressao:

N’ de ndo Nulos

IE=1-
N de Elementos 3.37

Segundo MALISKA (2004), o alto indice de esparsidade da matriz influencia no
método utilizado na resolucao do sistema linear de equagdes. A utilizagdo de métodos
diretos implicaria na manipulagdo de uma quantidade consideravel de elementos nulos,
o que exerce significativa influéncia na taxa de convergéncia e no tempo de
computagdo. Embora, este comentario seja apenas pertinente a cédigos que nao utilizem

métodos diretos com algebra esparsa.

Outro aspecto que exerce significativa influéncia sobre a técnica utilizada na
resolu¢do do sistema de equacdes diz respeito a positividade dos coeficientes que
constituem a matriz do sistema discretizado ¢ a dominancia diagonal desta matriz. A
convergéncia dos métodos iterativos € assegurada se, para cada linha de coeficientes da
matriz de discretizagdo do sistema, o valor absoluto dos elementos da diagonal ¢ maior

que a soma dos valores absolutos dos demais elementos (YANG et al., 2005), ou seja:
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A presenga de coeficientes negativos pode gerar solugdes fisicamente
inconsistentes além de ocasionar dificuldades na convergéncia do método numérico
utilizado na resolucdo do correspondente sistema linear. O que ocorre quando se utiliza
o esquema CDS na aproximagdo dos termos advectivos em problemas que apresentem

predominancia advectiva.
3.2.9. Acoplamento Pressédo-Velocidade

Em situagdes em que o campo de pressdo ndo exerce influéncia sobre a massa
especifica, como ¢ o caso de escoamento incompressivel, ndo existe uma equacao que
relacione diretamente as variaveis de processo ao campo de pressdo. Neste caso, o efeito
da pressdo aparece apenas nas equagdes do movimento, ndo de uma forma direta, mas
acoplada com o campo de velocidade. Neste acoplamento encontra-se a grande
dificuldade de resolugdo do sistema de equagdes de Navier-Stokes: determinar a pressao
de forma que esta ao ser substituida na equagao do movimento resulte em um campo de
velocidade capaz de satisfazer a equag¢do da continuidade. Neste caso, a equagdo da
continuidade ndo pode ser utilizada como uma equagdo evolutiva, mas como uma

restricdo que precisa ser obedecida.

Em processos em que o campo de pressdo exerce influéncia sobre a massa

especifica, escoamento compressivel, o uso de uma equag¢do de estado que relaciona

pressdo, massa especifica e temperatura, como a equagdo de gas ideal PM = pRT,

resulta em uma equacao evolutiva direta para o campo de pressao.

O tratamento do acoplamento pressdo-velocidade pode ser realizado de duas

formas distintas: a abordagem segregada e a abordagem simultanea.

A solugdo segregada utiliza um procedimento iterativo para resolu¢dao das
equagdes de Navier-Stokes. Sendo assim, ¢ necessario que cada variavel apresente uma
equacdo evolutiva que permita controlar seu avango a cada iteragdo do processo. Neste
procedimento, o conjunto de equagdes ¢ linearizado permitindo que a cada iteragdo os
valores das varidveis sejam obtidos através da resolugdo do sistema linear de equagdes,

e este procedimento iterativo avanga até que a convergéncia estipulada seja obtida. A
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forma como determinadas varidveis sdo atualizadas durante o procedimento iterativo da

origem aos diferentes algoritmos de acoplamento pressao-velocidade.

A solucdo simultdnea consiste em resolver simultaneamente todas as equagdes
que constituem o modelo. Tanto no caso estaciondrio como no caso transiente, o sistema
de equacdes ¢ resolvido diretamente, sem a necessidade de técnicas adicionais para
relacionar determinadas varidveis do problema. Como o sistema ¢ resolvido
simultaneamente, o acoplamento entre as varidveis ¢ automaticamente garantido.
Entretanto, a aplicagdo desta abordagem necessita que boas estimativas iniciais sejam

informadas na etapa inicial para que o procedimento numérico alcance a convergéncia.

E importante ressaltar que apenas na utilizagdo de um algoritmo de solugio
segregada ocorre o problema do acoplamento pressdo-velocidade. A utilizacdo de um
procedimento de resolu¢do simultanea, como o proposto no presente trabalho, evita que
este problema ocorra. Entretanto, as rotinas numéricas para a resolu¢do do sistema
discretizado necessitam ser bem mais elaboradas, uma vez que o custo computacional

da aplicacao de uma técnica simultanea pode tornar o procedimento proibitivo.

Segundo DARWISH et al. (2009) o algoritmo aplicado na resolugdo do
acoplamento pressdo-velocidade ¢ de extrema importincia para CFD, pois ¢ este
algoritmo que direciona as simulagdes de escoamento de fluido para a convergéncia. Ao
longo das tultimas décadas muito esforco foi dispendido no desenvolvimento de
algoritmos mais robustos e eficientes resultando em um melhor entendimento das

questdes numéricas que afetam o desempenho desses algoritmos.

Duas abordagens s3o mais comumente reportadas na literatura para a resolucao
das equacoes de Navier-Stokes em casos incompressiveis. A primeira normalmente
conhecida como método baseado na pressdo (“pressure-based”’) tem como base
satisfazer diretamente a incompressibilidade. Nesta abordagem, pode-se utilizar
diretamente as varidveis primitivas pressdo e velocidade, ou grandezas derivadas, tais
como vorticidade e fun¢do corrente que, neste caso, resultam em um conjunto diferente
de equacdes governantes. As varidveis primitivas podem ser também manipuladas no
sistema de equagdo original como ¢ o caso da aplicagdo da equagdo de Poisson para
pressdo. A solugdo do sistema pode ser realizada de duas formas distintas. Na primeira,
a equacao da continuidade e as equagdes de conservacdo de momento sao discretizadas
diretamente, sem que seja introduzida ao sistema qualquer relacdo direta com a pressao.

Como nao existe uma relagdo direta da pressdo na equacdo da continuidade, a aplicag@o
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de um procedimento de solucdo simultanea leva muitas vezes a um sistema de equagdes
discretizado mal condicionado, o que pode ser contornado através do uso de pré-
condicionadores. Na segunda abordagem de solucdo, uma equagdo evolutiva para a
pressdo ¢ obtida através da adicdo de pseudo-velocidades, tal como no algoritmo

segregado SIMPLE e SIMPLER (DARWISH et al., 2009).

Segundo KWAK et al. (2005), a abordagem baseada em variaveis primitivas ¢ a
opcdo mais flexivel. Outras formulag¢des utilizando varidveis derivadas, tais como
funcdo corrente e vorticidade, eliminam a dependéncia com o gradiente de pressdo, no
entanto, isso vem a custa da adi¢gdo de um novo requisito para as variaveis derivadas,

tais como condig¢des de contorno para vorticidade.

A segunda abordagem mais comumente reportada na literatura na resolug¢do das
equacdes de Navier-Stokes em casos incompressiveis ¢ conhecida como método
baseado na densidade (“density-based’) e tem como base a formulagdo de um
escoamento compressivel, no qual as equag¢des da conservacdo de movimento e da
continuidade sdo acopladas através do uso da densidade. Neste caso, a
incompressibilidade ¢ recuperada como um caso limite da formulacdo, o método de

compressibilidade artificial ¢ tipico desta abordagem (KWAK et al., 2005).

HANBY et al. (1996) compara a forma de resolugdo segregada e simultanea. A
analise dos resultados apresentados neste trabalho permite concluir que o melhor
desempenho de determinada técnica de resolucao depende do tipo de problema que se
deseja resolver e de determinados aspectos caracteristicos da metodologia utilizada na
resolugdo do sistema. Como ¢ o caso do fator de relaxacdo, que ¢ utilizado pela técnica
segregada nas equagdes que atualizam os campos de velocidade e pressao. No caso da
metodologia acoplada, um aspecto de extrema importancia para o desempenho do

método ¢ a metodologia numérica utilizada para a resolugdo do sistema linear.

Da analise da literatura foi possivel observar que existem diferentes métodos de

solucao segregada, sendo os mais comumente aplicados:

O método SIMPLE (Semi Implicit Method for Pressure Linked Equation)
desenvolvido por PATANKAR e SPALDING em 1972 (PATANKAR, 1980). Sua
metodologia de aplicacdo consiste na estimacao e correcdo dos campos de pressdo e

velocidade com a finalidade de satisfazer as equagdes de conservacao.
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O método SIMPLER (Semi Implicit Method for Pressure Linked Equation
Revised) desenvolvido por PATANKAR e SPALDING em 1980 (PATANKAR, 1980)
como uma versdao melhorada do SIMPLE. Neste procedimento a equagdo da
continuidade ¢ utilizada com a finalidade de gerar uma equacdo para obtencdo da
pressdo, que tem seu valor obtido diretamente, sem o uso de corre¢ao. Sendo a corre¢ao

da pressao apenas utilizada na equagao que corrige o campo de velocidade.

O método SIMPLEC (Semi Implicit Method for Pressure Linked Equation
Consistent) desenvolvido por VON DOORMAL e RAITHBY em 1984 (VERSTEEG e
MALALASEKERA, 1995). O procedimento de aplicagdo desta metodologia é o mesmo
aplicado no método SIMPLE, diferindo apenas na forma como os campos de velocidade

sdo atualizados.

O método PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operators) desenvolvido por
ISSA em 1986 (VERSTEEG e MALALASEKERA, 1995). Este procedimento utiliza
técnicas de predigdo-correcdo divididas em uma etapa de predi¢do e duas etapas de
corregdo e pode ser encarado como uma extensdo do SIMPLE, com etapas adicionais de

correcao dos campos de pressdo e velocidades.

O método PRIME (Pressure Implicit Momentum Explicit) desenvolvido por
MALISKA e RAITHBY em 1986 (MALISKA, 2004) tendo como motivagao principal

realizar a corre¢do da velocidade e da pressao em uma unica etapa.

Uma melhor descri¢do sobre estas metodologias de resolu¢do segregada do
sistema de equagdes pode ser encontrada em: MALISKA, 2004; PATANKAR, 1980,
VERSTEEG e MALALASEKERA, 1995; FERZIGER e PERIC, 2002.

Como o procedimento desenvolvido neste trabalho propde utilizar a solugao
simultdnea do sistema de equacdo, ¢ apresentada nos itens subsequentes, uma breve
descri¢ao das principais técnicas de solucdo simultidnea utilizadas pela literatura para

prover um melhor acoplamento entre a pressao e a velocidade.
3.2.9.1. Método Baseado em Linhas de Corrente e na Vorticidade

Em casos de escoamentos bidimensionais incompressiveis nos quais as
propriedades do fluido sdo constantes, ¢ possivel simplificar a equagdo de Navier-
Stokes introduzindo a fun¢do corrente () e vorticidade (@), como novas variaveis
dependentes do problema. Estas novas varidaveis sdao definidas em coordenadas

cartesianas pelas expressoes:
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A substitui¢ao deste novo conjunto de varidveis na equacdo do movimento nas
direcdes x € y permitem que estas sejam combinadas, resultando na expressao conhecida

como equagdo do transporte para vorticidade, representada pela expressao:

ow ow ow (620) Gza)j
= + 3.40

-+ -+ - =
Pa "o P T e T o

A substituicdo das equagdes que descrevem a funcao corrente, Equacdo 3.39, na
equacdo que descreve a vorticidade, Equacgdo 3.40, resulta na equacdo de Poisson para a

funcdo corrente segundo a expressao:

2 2
8_(/2/+6 l/; =—@ 3.41
ox°~ oy

E importante observar que na equagdo do transporte para vorticidade ndo mais
aparece o gradiente de pressdo, contudo, ¢ possivel manipular a equagdo de conservagdo
da quantidade de movimento em conjunto com a equacdo de conservagdo de massa a
fim de se obter uma equacao que permita obter o campo de pressao. Tal manipulagao

sera apresentada no proximo item.
A aplicacdo deste procedimento deve seguir as seguintes etapas:

1. Atribuir os valores iniciais para y € ® no instante de tempo ¢ =t¢,;

2. A partir dos valores para fun¢do correntes obtidos, calcular os componentes da
velocidade através de diferenciacdo, Equacao 3.39;

3. Resolver a equacdo de transporte para a vorticidade, Equacdo 3.40, obtendo o
valor da variavel vorticidade para o tempo #+At;

4. A partir dos valores da vorticidade calculados na etapa anterior resolver a
equacdo de Poisson para a fung¢do corrente, Equacao 3.41;

5. Avangar para o proximo intervalo de tempo #+At.
3.2.9.2. Equacdo de Poisson para Pressdo

A obten¢do da equacao de Poisson para a pressao consiste na manipulagdo das
equacdes de Navier-Stokes de forma a obter uma equag¢do que possa substituir a

equacdo da continuidade e que apresente uma relacdo direta entre os campos de
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velocidade e de pressdo. Este processo de manipulacao nada mais ¢ do que uma redugdo
de indice realizada na equacao da continuidade, como demonstrado a seguir, para um

escoamento bidimensional.

Diferenciando em relacdo ao tempo a equagdo da continuidade para um

escoamento incompressivel:

g((’}v"j_kg % =0
o\ ox ) o\ oy 3.42

Diferenciando em relagdo a x a equacao do movimento na dire¢do x e

diferenciando em relacdo a y a equagdo do movimento na direcdo y, considerando

escoamento incompressivel, obtém-se:

ofov,) 0 8vxvxj 0 (0ovy, 10 (8pj oo, 0o,
— | 2 | 2 | ||
ox\ ot ) ox\ ox ox\ oy p Ox\ ox ox| ox* oy 3.43

»),0 %}ﬁ[%}_ii(@}ﬂ ° (a +asz

@ TV

o\ o) oy x ) oyl % poy\y) "yl @ 344
Substituindo a Equacdo 3.43 e 3.44 na Equagdo 3.42 e realizando as

simplificagdes necessarias, chega-se finalmente a equacdo de Poisson para a pressdo,

segundo a expressao:

62_p+82_p =—p an avy—avx a‘}y 345
o’ oy dy Ox Ox Oy '

O método baseado nas linhas de corrente e na vorticidade pode apenas ser
utilizado para o célculo do campo de pressdo se a técnica de resolugdo numérica deste
procedimento for realizada de forma consistente, ou seja, o procedimento de
discretizagdo deve utilizar na resolucdo da equacao de Poisson os mesmo pontos
utilizados na equagdo da vorticidade. Realizando o procedimento desta maneira, ¢
possivel resgatar os componentes da velocidade e resolver a equagdo de Poisson para se

obter os valores do campo de pressao.
3.2.9.3. Método de Chorin

Este procedimento foi desenvolvido por CHORIN em 1967 e utiliza o conceito

de compressibilidade artificial. Este tratamento permite que inicialmente o escoamento
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seja tratado como compressivel e a medida que o processo tende ao estado estacionario
este efeito de compressibilidade desaparece. Este procedimento serviu como base para
grande parte dos algoritmos para o tratamento de escoamento de fluidos

incompressiveis (MALISKA, 2004).

Considere a equagao do movimento para dire¢do x, em que o termo F, representa

todos os termos nao lineares, segundo a expressao:

v +E=Fy 3.46

Supondo que o valor de v_ no tempo ¢ € conhecido e que o valor de v, no tempo

t+At, representado na equagio por v, é obtido resolvendo-se a equagio aproximada:

a * *
S P = 3.47

Subtraindo a Equagdo 3.46 da Equagdo 3.47 e considerando os valores de F.v_ e

F.v, como iguais, obtém-se a expressdo que relaciona os fluxos nos dois intervalos de

tempo apresentada abaixo:
. g
o, =pv—Ar L 3.48
ox

Sendo o valor do campo de pressao obtido pela seguinte equagao iterativa:

pt=p"-aD 3.49

em que A representa um parametro de relaxacdo, D a aproximac¢do numérica da equagao
da conservagdo de massa, ou o erro em satisfazer esta equacao, e k o passo do intervalo

de tempo no qual a solugdo estd sendo obtida (MALISKA, 2004).
A utilizacdo deste procedimento deve seguir as seguintes etapas:

1. Obter o valor da velocidade v a partir da Equagdo 3.47;
2. Corrigir o campo de velocidade (v, , v, e v,) através da Equagéo 3.48;
3. Calcular o valor da pressao pela Equagdo 3.49;

4. Iterar as etapas 2 e 3 até que os valores da velocidade e da pressao obtidos

satisfacam a equagdes da conservacdo dentro da faixa de tolerancia estabelecida;
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5. Avangar para o proximo intervalo de tempo #+At.
3.2.94.  Hipdtese da Pseudo-Compressibilidade

Outra maneira de se lidar com o acoplamento pressao velocidade ¢ considerar o
escoamento incompressivel como sendo um escoamento compressivel, introduzindo a
hipdtese da pseudo-compressibilidade. Nesta formulagdo, a equagdo da continuidade ¢
modificada pela adicdo da derivada com relacdo ao tempo do termo de pressao,

resultando em:

ov
lap_{_avx_i_ y :O
pot ox Oy 3.50

em que B ¢ uma compressibilidade artificial ou um pardmetro de pseudo-
compressibilidade. Ambos os termos, a compressibilidade artificial e pseudo-
compressibilidade, sdo alternadamente usados na literatura. Esta abordagem ¢
amplamente aplicada associada ao método de elementos finitos (FLETCHER, 1988).
Fisicamente, isso significa que ondas finitas de velocidade sdo introduzidas no campo
de escoamento incompressivel como um meio para distribuir a pressdao. Para que o
escoamento seja verdadeiramente incompressivel, a velocidade da onda deve ser
infinita, ao passo que a velocidade de propagacdo dessas pseudo-ondas depende da
magnitude da compressibilidade artificial. Como em um escoamento incompressivel, o
campo de pressao ¢ afetado instantaneamente por eventuais perturbagdes no campo de
escoamento, na compressibilidade artificial, hd& uma defasagem de tempo entre a
perturbag¢do do escoamento e seu efeito sobre o campo de pressdo. Idealmente, o valor
da compressibilidade artificial ¢ escolhido para ser tdo elevado quanto o algoritmo
escolhido permita, de modo que a incompressibilidade seja recuperada rapidamente. Por
outro lado, se a compressibilidade artificial for escolhida de forma que estas ondas se
movimentem muito lentamente, a variagdo do campo de pressdo que acompanha essas
ondas vai ser muito lenta. Isso ira interferir com o desenvolvimento da camada limite e,
para escoamentos viscosos, o comportamento da camada limite ¢ muito sensivel ao

gradiente de pressao.

Outra forma de aplicar a compressibilidade artificial desenvolvida por
KAWAHARA ¢ HIRANO (1983) tem como base admitir que a variagdo da densidade
nao ocorre de forma significativa e que a variagdo tanto da pressdao como da densidade

estdo relacionadas a velocidade do som que por sua vez apresenta um valor finito. Esta
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suposi¢do permite construir uma relagdo direta entre os campos de velocidade e pressdo

na equagao da continuidade.

A velocidade de propagacdo do som para um escoamento isentropico ¢ dado
pela expressao:

C
2 VP emque:y =—2

P C 3.51

v

a

Assim sendo:
rp Y
=— = dp=-4
pP="1 p=2®P 3.52
Substituindo as aproximacdes apresentadas na Equagdo 3.52 na equacdo da

continuidade, ¢ possivel obter uma expressdo que relaciona diretamente o campo de

pressao e os campos de velocidade, segundo a expressao:

op a’| o 0

=4+ = +— =0

oy {ax('%) ay(pvy)} 3.53
3.2.9.5. Consideracoes Gerais Sobre os Procedimentos

Embora o método SIMPLER necessite de um esfor¢o computacional maior ja
que a cada iteracdo existe a necessidade de se resolver um sistema de equagdes a mais
do que no algoritmo SIMPLE, o algoritmo SIMPLER apresenta uma convergéncia mais
rapida e mais segura (MALISKA, 2004). Segundo VERSTEEG ¢ MALALASEKERA
(1995), o numero de operagdes numéricas envolvidas por iteragdo chega a ser 30%
maior, entretanto, a alta taxa de convergéncia reduz o tempo computacional entre 30 a

50%.

Em uma comparagdo realizada entre os métodos SIMPLE, SIMPLEC e PRIME
(MALISKA, 2004) em um problema incompressivel em coordenadas generalizadas
com diferentes condi¢des de contorno, o método PRIME mostrou-se comparavel aos
demais e superior em grande parte das situacdes testadas, apresentando boa estabilidade
e permitindo que valores elevados dos intervalos de tempo fossem usados durante a

resolucao.

VERSTEEG ¢ MALALASEKERA (1995) comentam que os procedimentos
SIMPLEC e PISO mostraram-se, em determinados tipos de escoamentos, mais
eficientes que o procedimento SIMPLER. As comparagdes realizadas mostraram que a

eficiéncia de cada um dos procedimentos esta relacionada as condi¢des do escoamento e
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ao grau de acoplamento entre as equagdes do movimento com as demais equagdes que

relacionam as demais varidveis escalares do problema.

Em uma série de trabalhos, DARWISH et al. (2000, 2004a, 2004b, 2004c ¢
2004d) compara os métodos de acoplamento SIMPLE, SIMPLER, SIMPLEC, PISO e
PRIME aplicados a diferentes tipos de problemas: escoamento em bombas, tubos e
aerofolios e também diferentes condigdes de escoamento: subsOnica e supersonica,
compressivel e incompressivel e monofasica e multifasica. Em termos de eficiéncia
computacional, ndo existe uma superioridade global e consistente de qualquer algoritmo
perante os outros. O algoritmo SIMPLER apresentou a melhor estabilidade e o método
PRIME apresentou o maior tempo computacional, entretanto este algoritmo mostrou ser
bastante estavel para grande parte dos casos testados. O método PISO apresentou o
menor nimero de iteragcdes dentre todos os métodos, mas este algoritmo mostrou-se
propenso a instabilidade nos problemas que envolveram ondas de choque. O
desempenho do SIMPLE em termos de tempo computacional foi aceitavel para a
maioria dos problemas, embora este procedimento tenha também se mostrado sensivel a

ondas de choque e se tornado instavel em alguns dos problemas

Os trabalhos de DARWISH ef al. (2004a, 2004c e 2004d) avaliaram as
aplicagdes de técnicas “multigrid” em conjunto com os métodos de tratamento do
acoplamento pressdo-velocidade havendo uma melhora significativa, tanto na

estabilidade e convergéncia do método quanto na diminui¢do do esforco computacional.

A utilizacdo de procedimentos de resolugdo segregada das equacdes de Navier-
Stokes necessita que sejam utilizados fatores de sobre-relaxagdo nas equagdes
evolutivas que atualizam o campo de velocidade e pressao, para que o procedimento nao
divirja ao longo do processo iterativo. A escolha correta do fator de sobre-relaxacdo a ¢
fundamental para que a simulagdo ocorra de forma eficiente. Valores elevados deste
parametro podem causar oscilagdes e até mesmo a divergéncia do procedimento
iterativo e valores pequenos causam uma baixa velocidade de convergéncia do processo
(VERSTEEG e MALALASEKERA, 1995). A selecdo correta deste parametro depende
de condi¢des do escoamento, assim o valor 6timo deve ser determinado para cada caso.
PATANKAR (1980) recomenda o valor de 0,5 na atualizagdo das velocidades e 0,8 para

atualizagdo da pressao.

Segundo MALISKA (2004) o método SIMPLEC dispensa a necessidade de sub-

relaxagdo severa na equacgdo de atualizacdo do campo de pressdo que ¢ necessaria ao
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método SIMPLE para que este obtenha a convergéncia. Segundo DARWISH et al.
(2004b), a relaxacdo da equagdo da pressdo se torna desnecessaria devido a
aproximagao obtida pelo algoritmo SIMPLEC ser melhor, uma vez que as corre¢des das
velocidades aproximam melhor a equacdo do movimento € como consequéncia obtém-

se uma ordem maior de convergéncia.

No trabalho de XUE ef al. (2004) foram comparados os métodos de solucao
segregada, SIMPLE, SIMPLER, SIMPLEST e PISO, para solu¢do de escoamento de
fluidos viscoelésticos. As solugdes obtidas com o SIMPLEST sdo as mais precisas
quando comparadas com os outros trés algoritmos. A superioridade do SIMPLEST
deve-se a dupla correcdo que assegura com que os campos de pressdao e velocidade,
obtidos ao final de cada passo de tempo, satisfacam a equacdo da continuidade e a
equacdo da conservacao da quantidade de movimento. Os erros introduzidos no calculo
da corre¢do da pressdo determinam o desempenho numérico do algoritmo. O método
SIMPLE tem uma precisio de O(At), o método PISO tem uma precisdo de O(At)) e o
método SIMPLEST apresenta uma precisdo de O(AtY).

A grande vantagem do método baseado em linhas de corrente e na vorticidade ¢
que, para escoamentos bidimensionais, torna possivel a obtencdo da solu¢do do campo

de escoamento com apenas duas varidveis (y e @) ao invés de trés (v,,v e p).

Entretanto, a aplicagdo deste procedimento em escoamentos tridimensionais ¢
extremamente trabalhosa e demanda um esfor¢o computacional elevado, tornando-o
proibitivo. Outro aspecto negativo do procedimento reside na dificuldade de se
estabelecer os valores das condicdes de contorno da vorticidade e da fungdo corrente,
uma vez que os valores destas variaveis nos contornos podem apenas ser calculados se a

velocidade for conhecida (FERZIGER e PERIC, 2002).
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4. Aproximacoes
de Alta Ordem
e Particao
Multibloco

“The greater our knowledge increases, the greater
our ignorance unfolds.”

John F. Kennedy

Neste capitulo ¢ apresentada a revisdo da literatura
sobre os esquemas de alta ordem, os esquemas de
tratamento de oscilagdes numéricas e as técnicas
de particdo multibloco. Nesta etapa as principais
contribuigdes da literatura sdo referenciadas
visando identificar os pontos fortes e fracos
apresentados por cada procedimento aplicado a
simulagdo de escoamento de fluidos newtonianos e

viscoelasticos.
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4.1. Esquemas de Alta Ordem

Os primeiros trabalhos envolvendo a simulacdo de escoamento de fluidos
viscoelasticos tém inicio na década de 70 com os trabalhos de CROCHET e PILATE
(1976) e PETERA e WALTERS (1977), em que o método de diferencas finitas foi
aplicado.

Os primeiros trabalhos a aplicarem o método de elementos finitos para
simulacdo deste tipo de fluido foram os trabalhos de KAWAHARA e TAKEUUCHI
(1977), CASWELL (1979) e CROCHET e BEZY (1979). Nestes trabalhos, observam-
se diversas limitagdes tais como: instabilidade numérica devidos as aproximagdes
utilizadas para os termos advectivos € a ndo obtengdo de uma solugdo convergente
quando utilizados valores do nimero de Weissenberg proéximos a um. Nos anos que se
seguiram, diferentes metodologias e formulagdo foram propostas com a finalidade de
contornar as limitagoes citadas anteriormente (CROCHET et al., 1984).

A utilizagdo do método de volumes finitos na simulacdo de escoamento de
fluidos viscoelasticos data do inicio da década de 90 com os trabalhos de HU e JOSEPH
(1990) e YOO e NA (1991), em que foi utilizado o arranjo desencontrado, o método de
resolugdo segregado para acoplamento pressdo velocidade e esquemas de primeira
ordem para aproximacao dos termos advectivos.

Nos trabalhos iniciais, € também em muitos trabalhos posteriores, foram
utilizados os esquemas de interpolacdo UDS e o esquema HDS que, embora garantam a
estabilidade do procedimento, podem levar a resultados imprecisos devido ao efeito da
difusdo numérica. Alternativamente, esquemas de interpolacao de altas ordens permitem
que solugdes com uma melhor qualidade sejam obtidas utilizando recursos
computacionais inferiores. Esquemas de alta ordem sdo assim chamados devido ao grau
mais elevado de acuracia obtido por sua aplica¢do, apresentando ordem de aproximacgao
superior a dois. Em alguns casos, apesar da melhora nos resultados, a aplicagdo destes
esquemas apresentam problemas de convergéncia e estabilidade, ocasionando a
formacao de falsas oscilagdes na solucdo numérica obtida. Entretanto, tais oscila¢des
podem ser minimizadas e, at¢ mesmo eliminadas, através da aplicagdo de técnicas
especificas ou pelo aumento do refinamento da malha (VERSTEEG e
MALALASEKERA, 2007).

Aproximagdes de alta ordem sdo utilizadas tanto no Método de Diferencas

Finitas (MDF) quanto no Método de Volumes Finitos (MVF). Como o MDF foi o
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primeiro a receber tais esquemas, ja era de se esperar um maior nimero de aplicagdes

encontradas na literatura fosse relativo a este método

HYMAN et al. (1992) formularam aproximagdes de 2* e 4* ordem em malhas
ndo uniformes para os principais operadores diferenciais (gradiente, divergente e
laplaciano), tanto para aplicagdo ao MFV como ao MDF. As aproximagdes
desenvolvidas foram aplicadas a resolucao dos problemas bidimensionais de difusao e
da equacdo da onda. Comparando as solugdes obtidas pelo MFV e pelo MDF usando
aproximacdes de 2* ordem ndo foram observadas diferencgas significativas. A mesma
comparagdo realizada utilizando uma aproximagdo de 4* ordem mostra que a aplicagao
do MVF ¢ capaz de obter solugdes mais acuradas e com uma menor dependéncia do
refino da malha que o MDF. Comparando as solugdes obtidas pela aplicacio do MVF
usando as aproximacgdes de 2% e 4* ordem os autores mostraram, em todos os casos
testados, que a magnitude do erro para MVF de 4* ordem ¢ muito menor que o MVF de

2% ordem, considerando o mesmo grau de refinamento.

LEONARD (1995) apresentou as explicagdes para as diferengas significativas
encontradas para o erro de truncamento quando diferentes esquemas de aproximagdes,
em especial do método QUICK, sdo aplicados ao MVF e ao MDF. Em seu trabalho, o
autor demonstrou como a utilizacdo de aproximagdes de ordens diferentes, para os
termos advectivos e difusivos, pode alterar a ordem global da aproximagdo e também
como o erro do procedimento de discretizacdo estd relacionado com o erro de
truncamento do esquema utilizado na interpolacdo. Este autor também cita que, em
geral, esquemas de aproximagao aplicados no MVF s3o mais precisos que esquemas de

mesma ordem aplicados ao MDF.

TAFTI (1996) comparou algumas variantes do esquema UDS com o esquema de
CDS na aplicacdo do MDF a resolugdo das equagdes de Navier-Stokes para escoamento
transiente e incompressivel. Neste trabalho, sdo utilizadas aproximagoes de 5* ordem
para os termos advectivos, a exce¢ao dos contornos em que aproximagoes de 3* ordem
sdo aplicadas. Para aproximag¢do dos termos difusivos sdo utilizadas aproximacgdes de 5*
ordem e 3 e 2* ordens nos contornos. O termo do gradiente de pressdo ¢ aproximado
por esquemas de 2% e 4* ordens. O autor concluiu que, para os exemplos testados, a
aplicacdo dos esquemas de alta ordem melhorou a acurdcia do método, entretanto, tal
aspecto nao justifica o maior esforco computacional gasto e a maior dificuldade de

aplicac¢do da técnica. Segundo o autor, o tempo necessario para resolucdo do problema
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utilizando os esquemas de alta ordem chega a ser o dobro do tempo gasto pelo esquema

CDS.

KOBAYASHI (1999) apresentou uma classe de método de volumes finitos
utilizando aproximagdes de Padé. O objetivo do trabalho foi estender e analisar a
utilizagdo da aproximac¢ao de Padé no MVF proposto originalmente por GAITONDE e
SHANG em 1997. Neste trabalho, sdo avaliados: os erros de truncamento da
interpolacdo espacial com respeito a sua ordem de precisdo e resolucdo espectral, o
efeito das condi¢des de contorno na qualidade dos resultados, a estabilidade do método
e a precisdo dos esquemas explicitos aplicados para avanco de tempo. Foi constatado
que o erro de truncamento obtido pela interpolagdo de Padé ¢ sempre menor que o erro
obtido pela interpolagdo de Lagrange sob mesma ordem de precisdo, como, por
exemplo, para um esquema de 12 ordem esta diferenca chega a ser 400 vezes maior.
KOBAYASHI mostrou que o contorno tem efeito determinante na ordem global do
método. Desta forma, a aplicacdo destes esquemas necessita que as aproximagdes para
0s contornos apresentem a mesma ordem de precisdo que as aproximagoes utilizadas no
interior do dominio, tal fato ja havia sido abordado anteriormente por LEONARD
(1995) com o esquema QUICK. Esta afirmag¢do, por sua vez, entra em desacordo com
os trabalhos de CARPENTER et al. (1993) e POINSOT e LELE (1992) que afirmam
que a utilizacdo de aproximacdes para as condi¢des de contorno de no maximo uma
ordem de precisdo abaixo das interpolacdes usadas para o interior do dominio ndo afeta

a ordem global da aproximagao.

ALVES et al. (2000) aplicaram o método de volumes finitos usando malhas
ortogonais € nao uniformes, arranjo co-localizado das variaveis dependentes e resolugao
segregada através do algoritmo SIMPLEC, para solu¢do de um escoamento de fluido
viscoelastico em uma contracido 4:1, aplicando o modelo de Maxwell com derivada
convectiva superior (UCM). O esquema HRS (“High Resolutions Scheme”) MINMOD
¢ utilizado na aproximagdo dos termos advectivos com a finalidade de evitar as
oscilagdes numéricas proximas as regides de elevados gradientes. O esquema
MINMOD foi capaz de obter solu¢des convergentes para numeros Deborah maiores que
os esquemas CDS, UDS e LUDS que apresentam limitagdes de convergéncia e
estabilidade. A utilizagdo do esquema MINMOD permitiu a obtengdao da solugdo de
problemas com valores de nimero de Reynolds igual 0,01 e nimero de Deborah de

cinco, ao passo que aplicagdo do esquema CDS ¢ limitada a Reynolds igual a zero e
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numero de Deborah igual a um. As simula¢des confirmam os padrdes de escoamento
previstos pela literatura, 8 medida que o nimero de Deborah aumenta o tamanho do
vortice junto a contracdo aumenta, ao passo que o vortice junto a parede diminui. A
partir de um determinado valor do nimero de Deborah (De=5) os dois vortices se
fundem com o vortice mais proximo a contracdo predominante e, para valores mais

elevados do parametro, o vortice comega a crescer de forma unica.

Dando continuidade a este trabalho, ALVES et al. (2001) utilizaram a mesma
metodologia para simulagdes de escoamento de fluidos viscoelésticos ao redor de um
cilindro, s6 que desta vez usando malhas ndo ortogonais e aplicando também o esquema
HRS SMART. Os modelos de equagdes constitutivas empregados sao o modelo UCM e
o modelo de Oldroyd-B. Os resultados sdo comparados as solugdes obtidas através da
aplicacdo do MEF. Para todos os exemplos testados o MVF produziram resultados mais
precisos. O esquema SMART apresentou convergéncia ligeiramente superior ao
esquema MINMOD, entretanto, a aplicacdo do esquema MINMOD mostrou ser mais
robusta que o MEF, especialmente quando aplicado ao modelo UCM para valores do

nimero de Deborah maiores que um.

PEREIRA et al. (2001) apresentaram uma nova formulacio para aplicagdo do
MVF que utiliza esquemas compactos para discretizacdo das equacdes de Navier-Stokes
incompressiveis em estado estaciondrio ou transiente. Neste trabalho, o esquema de
Padé¢ de 4 ordem foi aplicado tanto na aproximac¢do dos termos advectivos quanto na
aproximacdo dos termos difusivos. Um tratamento especial ¢ dado aos termos ndo
lineares de forma que a ordem da aproximagdo seja mantida, como de 4* ordem. O
sistema resultante da aplicacio do MVF ¢ resolvido de forma acoplada através do
método de Newton-Krylov. O método ¢ bastante robusto e pode ser aplicado para
valores altos de nimero de Reynolds. Segundo os autores, o0 método de Newton pode
ser diretamente aplicado na resolu¢do do problema estaciondrio, embora exista a
necessidade que boas estimativas sejam dadas como ponto de partida da solugdo para
que o método obtenha convergéncia. Existem varias maneiras de superar este problema,
nesse trabalho foi utilizado um método de Euler implicito de 1* ordem para resolver o
problema pseudo-trasiente. Para simulagdes de escoamentos transientes o método de

Runge-Kutta de 4* ordem ¢ utilizado.

ABOUBACAR et al.,, (2004 e 2005) aplicaram e comparam dois esquemas

diferentes de volumes finitos a simulagdo do escoamento entre placas de um fluido
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viscoelastico estaciondrio e transiente, utilizando o modelo de Oldroyd-B e o modelo de
Pom-Pom. O primeiro destes esquemas ¢ um esquema hibrido baseado em uma
discretizacdo por elementos finitos das equagdes de conservagdo e uma discretizacdo em
volumes finitos da equagdo constitutiva. O segundo esquema ¢ o método de volumes
finitos tradicional utilizando um arranjo co-localizado ¢ uma resolugdo segregada
através do algoritmo SIMPLER. Ambos os procedimentos foram construidos de forma a
prover uma precisdo de segunda ordem com relacdo a discretizagdo espacial. As
solucdes no estado estaciondrio foram utilizadas para avaliar a influéncia dos
parametros do modelo no perfil de velocidade e tensdes na saida do escoamento. Uma
boa concordancia entre os resultados foi encontrada, ambos os procedimentos
apresentaram solucdes estaveis o que, segundo os autores, permite estender a aplicagdo
da metodologia a modelos de equagdes constitutivas mais sofisticadas e em geometrias
mais complexas. Entretanto, ¢ importante ressaltar que em momento algum deste
trabalho tais metodologias sdo comparadas em relacdo ao esfor¢o computacional e

tempo gasto no processamento das simulagdes.

PILLER e STALIO (2004) aplicaram esquemas compactos de quarta ordem em
uma malha ndo uniforme com o arranjo desencontrado de varidveis. Segundo os autores,
a eficiéncia computacional da utilizacdo de esquemas compactos depende das
caracteristicas do escoamento, como pode ser observado no trabalho de MEINKE et al.
(2002) em que o tempo computacional gasto na resolu¢do de um escoamento
tridimensional incompressivel, aplicando esquemas compactos, foi aproximadamente
1,5 vezes maior do que o tempo gasto aplicando uma combinacdo de esquemas de
segunda ordem, considerando o mesmo nivel de acurdcia. Embora a aplicacdo de
esquemas compactos gere resultados mais acurados para condi¢des que apresentam

altos numeros de Reynolds.

LACOR et al. (2004) aplicou o MVF utilizando esquemas compactos em
diferentes estruturas de malhas. Segundo os autores, ¢ necessario tomar os devidos
cuidados para que esquemas de alta ordem sejam aplicados a malhas ndo uniformes ja
que a formula para determinagdo das aproximagdes ¢ realizada tomando como base
malhas uniformes, assim sendo a sua precisdo pode apenas ser mantida quando malhas

também uniformes forem utilizadas.

MUNIZ et al. (2005 e 2008) apresentam uma nova abordagem para a resolugdo

das equacdes governantes de escoamentos de fluidos viscoelasticos, utilizando o modelo
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Oldroyd-B. A metodologia proposta ¢ baseada no MVF utilizando arranjo co-localizado
das variaveis e aproximacgdes de Lagrange de 3 e 4* ordem. Tais aproximacgdes tém
como base o trabalho de PEREIRA ef al. (2001), sendo obtidas através de expansdes em
série de Taylor. O esquema WENO ¢ utilizado para evitar oscilagdes da solucgdo
numérica, utilizando a metodologia proposta por JIANG e SHU (1996). O sistema nao
linear, resultante da discretizagdo das equacdes, ¢ resolvido de forma simultanea
utilizando o método de Newton. A metodologia ¢ avaliada pela sua aplicagdo ao
problema de escoamento “slip-stick”. As simulagdes envolvendo o esquema WENO
exigem um esforco computacional maior. Entretanto, as simulacdes usando o esquema
de Lagrange de 3* ordem para os termos advectivos e Lagrange de 4* ordem para os
termos difusivos apresentaram solucdes com oscilagdes perto da singularidade, trazendo
instabilidade ao procedimento numérico para escoamentos viscoelasticos. Longe dessa
regido critica, as solugdes obtidas por ambas aproximacdes tém o mesmo

comportamento.

TRINDADE et al. (2007) utilizaram funcdes de aproximagdo de alta ordem a
resolu¢do de escoamentos incompressiveis em regime transientes em malhas uniformes
e estruturadas. O esquema CDS de 4 ordem foi utilizado na aproximacao dos termos
advectivos e difusivos. Para a discretizagdo dos termos transiente foi aplicado o
esquema de Runge-Kutta de 4* ordem. Apos cada incremento de tempo, foi realizada
uma etapa de correcdo da pressdo com a finalidade de verificar a conservagdao de massa.
Tal correcdo foi realizada utilizando a equacdo de Poisson para a pressdo, em que os
fluxos de massa foram calculados a partir dos campos de velocidade obtidos no

intervalo de tempo atual.

PILLER e STALIO (2008) utilizaram o MVF em conjunto com esquemas
explicitos e compactos em malhas curvilineas, ndo ortogonais e tridimensionais para
discretizagdo da equacgdo da advecgdo-difusdo. O esquema Upwind de quinta ordem
desenvolvido por PIROZOLLI (2002) foi utilizado na aproximagdo dos termos
advectivos enquanto que a aproximagdo dos termos difusivos foi feita através do
esquema de Padé desenvolvido por KOBAYASHI (1999). Segundo os autores, o MVF
utilizando esquemas compactos nao tem sido muito aplicado em simulagdes de interesse
pratico, em contrapartida, a sua aplicagdo no MDF ¢ bastante difundida, principalmente

na simulacdo de geometrias complexas.
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FAVERO et al. (2010a e 2010b) apresentam uma metodologia numérica para
tratar problemas com elevados numeros de Weissenberg utilizando equagdes
constitutivas diferenciais. A metodologia proposta foi incluida no pacote de codigo
aberto OpenFOAM. As equacdes constitutivas implementadas foram os modelos de
Oldroyd-B, UCM, Giesekus, PTT, FENE-P, FENE-CR e Pom-Pom, usando formulagao
simples ¢ multimodo. No trabalho de 2010a, a metodologia proposta foi avaliada
comparando os resultados obtidos com dados experimentais e numéricos retirados da
literatura para o escoamento em uma contragdo plana 4:1, apresentando boa
concordancia de resultados. No trabalho de 2010b o pacote computacional € utilizado na
simulacdo de escoamentos de superficie livre, com especial atencdo a simulacao do
fenomeno de inchamento do estruturado. Também neste trabalho foi obtido uma boa
concordancia qualitativa entre os resultados alcancados. Os resultados demonstram um
bom potencial do cddigo para andlise de escoamentos viscoelasticos, com a

disponibilidade de diversos modelos de equagdes constitutivas e as caracteristicas

intrinsecas que a ferramenta OpenFOAM apresenta.
4.2. Tratamento das Oscilagoes Numéricas

A grande vantagem da utiliza¢do de esquemas de alta ordem estd na obtengdo de
solugdes com elevado grau de acuricia aplicando malhas com um baixo grau de
refinamento. Entretanto, como ja mencionado ao longo deste documento, a aplicacao
destes esquemas provoca oscilagdes na solucdo numérica, comumente chamada de falsa
oscilagdo ou oscilagdo numérica. Para que a resposta gerada seja livre de tais oscilagdes
¢ necessario a utilizagdo de técnicas capazes de minimizar ou eliminar o surgimento de
tais respostas inadequadas.

Godunov (1959) foi o primeiro a analisar as condi¢des necessarias para que um
esquema de alta ordem ndo apresentasse oscilacdes numéricas, desenvolvendo um
conceito de extrema importancia para o entendimento deste fendmeno, a
monotonicidade. Segundo este conceito, as oscilagdes numéricas sao consequéncias de
um comportamento ndo monotdnico apresentado pelos esquemas de aproximagao.

Uma solu¢do ¢ dita monotonica quando a solu¢do numérica ndo cria extremos
locais e o valor minimo local existente ¢ ndo decrescente ¢ o valor maximo local ¢ ndo

crescente (VERSTEEG e MALALASEKERA, 2007). Segundo HIRSCH (2007) a

n+l

solugdo numérica apresenta um comportamento monotonico se o valor da solugao ¢,

1
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no tempo (n+1) ndo alcangar valores fora do obtidos pela solugdo ¢/, no tempo

anterior (n). Matematicamente, este critério pode ser representado, considerando um

esquema explicito, segundo a expressao (HIRSCH, 2007):
n+l __ n
¢ = ij 9 4.1
J

Em que os termos b; devem satisfazer a condi¢do de consisténcia, definida pela

equacao:
b =1 42
J

Existe um teorema que comprova que a condi¢do de monotonicidade ¢ satisfeita
se todos os coeficientes b; apresentarem valores ndo negativos. Tal condi¢do implica

que todos os valores dos coeficientes b sdo menores quem um, desta forma a solugao

n+l  « 5 ~
¢ é uma soma convexa de valores médios ponderados menores que um da solugéo

antiga. Se a solugdo numérica estiver contida no intervalo ¢, <@/ <g_ ¢ possivel
escrever que:
n n+l n n
ij¢min <4 _ij¢i+j S ij¢max 4.3
j J j
O que, em consequéncia resulta em:
n n+l n
¢min S¢z < max 44

A andlise da expressdo acima mostra que a nova solu¢do calculada no tempo
(n+1) também estd contida no mesmo intervalo que a solugdo anterior. Desta forma,
nenhum valor novo calculado a partir da Equagdo 4.1 excederd o limite inicial da
solucdo obtida para o tempo anterior. Assim sendo, qualquer possibilidade de um
comportamento oscilatério ¢ excluida e a solu¢do ¢ denominada como tendo um
comportamento monotonico.

Outro conceito de extrema importdncia para formula¢do de esquemas nao
oscilatorios € o teorema de Godunov, segundo o qual todos os esquemas monotdnicos
sdo0 necessariamente de primeira ordem.

Utilizando tais conceitos, foi possivel desenvolver esquemas de alta ordem

capazes de satisfazer as condi¢gdes de monotonicidade, introduzindo componentes nao
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lineares, denominados pela literatura de limitadores (“/imiters”) a formulagdo destes
esquemas. O principal papel de uma fungdo limitadora ¢ controlar o surgimento das
oscilagcdes prevenindo que os gradientes excedam determinados limites ou mude de
sinal entre pontos adjacentes. Tais esquemas sdo conhecidos na literatura como
esquemas de alta resolucdo (HRS — High Resolution Schemes) e foram introduzidos
primeiramente por Van Leer (1973, 1974) e Boris ¢ Book (1973, 1976) (HIRSCH,
2007).

BORIS e BOOK (1973) desenvolveram a técnica FCT (Flux-Corrected
Transport), a qual permitiu desenvolver esquemas de alta ordem capazes de respeitar a
condi¢do de monotonicidade. Esta técnica acrescenta ao esquema uma fungao
limitadora que tem por finalidade controlar o fluxo contra difusivo, assegurando assim
que nenhum méximo ou minimo serd gerado pela solucdo numérica. Maiores detalhes
sao encontrados em HOFFMANN e CHIANG (2000).

O esquema TVD (Total Variation Diminishing), desenvolvido por HARTEN
(1983), visa preservar a propriedade de monotonicidade da solugdo fazendo com que a

variagdo total da solucdo discreta diminua com o tempo, ou seja, que
TV (¢ )<TV(4), garantindo assim que nenhuma oscilagio espuria seja gerada. A

grande desvantagem da aplicagdo deste esquema ¢ que a ordem da aproximagdo
utilizada apenas ¢ mantida em regides livres de oscilagdes, para regidoes de elevados
gradientes ou presenca de descontinuidade, em que geralmente aproximagdes de alta
ordem geram oscilacdes, o esquema de aproximacdo ¢ reduzido a um esquema de
primeira ordem, reduzido assim a ordem global da aproximagao. Maiores detalhes sobre
aplicacdo desta metodologia podem ser encontrados em VERSTEEG e MALASEKERA
(2007).

O esquema CBC (Convection Boundedness Criterion), desenvolvido por Gaskell
e Lau (1988), ¢ baseado no conceito de variaveis normalizadas (NV — Normalized
Variables) introduzido por Leonard (1979). Ambos procedimentos estdo baseados em
diferentes estimativas de razdes de gradientes como variaveis normalizadas e sua
representacdo grafica em um diagrama de variadveis normalizadas. Maiores informagdes
sobre a aplicacdo deste procedimento podem ser obtidas em HIRSCH (2007).

Comparagdes entre os esquemas NV, CBC, FCT e TVD podem ser obtidas em
SWEBY (1984), TOTH ¢ ODSTRCIL (1996) e WATERSON ¢ DECONICK (2007).
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Existe na literatura uma grande quantidade de fungdes limitadoras de fluxo, que
por sua vez dao origem a diferentes métodos de tratamento de oscilagdes, como € o caso
dos métodos: MUSCL desenvolvido por Van Leer em 1979, MINMOD desenvolvido
por Harten em 1983, SMART desenvolvido por Gaskell e Lau em 1988, ADER
desenvolvido por SCHWARTZKOPFF et al. em 2001, dentre outros.

O esquema ENO (Essentially Non-Oscillatory), desenvolvido HARTEN et al.
(1987), constitui uma outra classe de métodos para o tratamento de oscilagdes. Esta
técnica tem como base a utilizacdo de diferentes conjuntos de pontos, denominado
esténcil, para aproximagdo da variavel. A utilizacdo do esténcil permite selecionar
diferentes conjuntos de pontos para a obtengao da solug¢ao aproximada de forma a evitar
que pontos em lados distintos de uma descontinuidade ou gradiente elevado sejam
incluidos na férmula de interpolagdo. LIU et al. (1994) desenvolveram o WENO
(Weighted Essentially Non-Oscillatory) que tem como base o esquema ENO, em que os
esquemas de aproximacao sdo gerados como uma combinagdo ponderada de diferentes
esténceis ao invés de um unico esténcil. A selegdo do conjunto de pontos que constitui o
esténcil e a ponderacdo atribuida a ele no esquema de interpolacdo final ¢ realizada
também de forma a evitar que pontos de ambos os lados de descontinuidades sejam
incluidos na férmula de interpolagdo. SHU et al. (1996 e 2002) apresentam critérios
para a determinagdo dos conjuntos de pontos e procedimentos para a obtencdo de
valores o0timos do peso de cada um dos esténceis no esquema de interpolacao final.

HANNAPEL et al. (1995) compararam o esquema ENO com o esquema
MUSCL-TVD para a resolugdo de problemas uni e bidimensionais. Os resultados
obtidos pelo esquema ENO apresentaram um alto grau de precisdo quando comparados
ao esquema MUSCL-TVD, que, para alguns dos exemplos testados, ndo foi capaz de
gerar resultados satisfatorios. De uma forma geral, os resultados obtidos demonstraram
a superioridade do esquema ENO frente ao esquema TVD, embora a aplicagdo do
esquema seja mais trabalhosa, principalmente nos exemplos bidimensionais.

Existe uma vasta literatura sobre técnicas destinadas ao tratamento de oscilagdes
em esquemas de alta ordem. Uma revisdo detalhada sobre tais esquemas pode ser obtida
em VERSTEEG ¢ MALASEKERA (2007), HOFFMANN ¢ CHIANG (2000) e
HIRSCH (2007). Este documento apenas apresentard, mais adiante, uma descri¢ao
detalhada sobre a aplicagdo do esquema WENO e como tal esquema pode ser aplicado

em conjunto com o esquema de Lagrange de 4° ordem.
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4.3. Tratamento Multibloco

A utilizagdo do tratamento multibloco permite refinar regides especificas do
dominio do problema sem que este refinamento seja estendido a outras regides
desnecessariamente. Tal caracteristica faz desta técnica um procedimento de extrema
eficiéncia para o refino de malhas, principalmente no caso de geometrias complexas
(MALISKA, 2005; FREY e GEORGE, 2000; FARRASHKHALVAT e MILES, 2003).

A aplicagdo do tratamento multibloco consiste em subdividir o dominio do
problema em um determinado nimero de blocos de forma que este conjunto de blocos
cubra toda a extensdo do dominio do problema. A cada um destes blocos ¢ permitido
um diferente grau de refinamento, possibilitando assim refinar regides especificas e
utilizar malhas mais grosseiras em regides de pouca necessidade. A grande dificuldade
da aplicagdo deste procedimento estd na conexdo entre os blocos que apresentam
diferentes graus de refinamento. Os pontos da malha devem ser conectados de forma a
permitir uma simples, pratica e eficiente troca de informagdes entre os blocos vizinhos e
principalmente manter a ordem global da aproximagao.

As possibilidades para implementacdo de técnicas multiblocos sdo classificadas

de acordo com sua topologia e as restricdes empregadas nas conexdes dos blocos.

Malha justaposta (Patched Meshes): Neste tipo de estruturacdo de malha nao

existe qualquer sobreposi¢do entre os blocos, Figura 4.1, a tinica conexao existente se da
através da fronteira que estes elementos apresentam em comum. O procedimento de
geracdo desse tipo de malha deve ser realizado de forma planejada a fim de garantir
uma eficiente conexdo entre os blocos, uma vez que todas as informagdes sdo trocadas
através das interfaces. De acordo com a forma como a estrutura da malha ¢ gerada pode-
se obter duas situacdes: A primeira chamada de volumes coincidentes, Figura 4.3,
ocorre quando na interface existe a coincidéncia da malha dos dois blocos e a segunda
chamada de volume ndo coincidente ocorre quando as malhas dos dois blocos sdo
completamente diferentes, Figura 4.4. A utilizacao de volumes coincidentes tem como
principal vantagem nao necessitar de func¢des de interpolacdo, ja que para este caso as
interfaces de conexdao dos blocos sdo comuns. Entretanto, para que isto ocorra, o
procedimento de geragdo de malha deve ser realizado de forma adequada o que requer
um planejamento maior em sua realizagdo. Segundo MALISKA (2005), a diferenga
maxima entre o comprimento dos volumes de controle relacionados na formula de

interpolacdo, representados na Figura 4.3por a e b, ndo deve exceder a 20%. A
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necessidade de eventuais alteragdes estruturais em um determinado bloco pode também
requerer alteracdes na malha dos blocos vizinhos a fim de que a coincidéncia dos
volumes se mantenha. Desta forma, ao aplicar este procedimento ¢ importante avaliar se
o esforco necessario a constru¢do de uma malha adequada compensa a possibilidade de
conexdo direta dos blocos. Para o caso de volumes nido coincidentes, como ndo existe
qualquer coincidéncia entre os pontos dos blocos vizinhos, ndo ¢ possivel fazer a
utilizagdo direta das funcdes de interpolagdo. Uma das formas de se prover a conexdo
entre os blocos ¢ criar um ponto ficticio no volume vizinho, representado na Figura 4.4
pelo ponto P, e aplicar uma funcdo de interpolacao que utiliza um determinado conjunto
de pontos (1, 2, 3 e 4) pertencentes ao bloco, com a finalidade de gerar um valor
aproximado para o ponto no qual a fun¢do de interpolagdo deve ser calculada. Segundo
MALIKA (2005), uma boa simplificagio que evita a utilizagdo de fungdes de
interpolacdes e também confere bons resultados, ¢ utilizar o valor do ponto da malha
vizinha mais préximo geometricamente do ponto ficticio como sendo seu valor
aproximado. Malhas que apresentam volumes coincidentes sdo inerentemente
conservativas, ja malhas em que os volumes sdo ndo coincidentes, devido a utilizacdo

de fungdes de aproximacao, ndo € possivel garantir a conservagao.

Malha sobreposta ou Chimera (Overlapped Meshes): Neste tipo de

implementagdo os blocos sdo posicionados de forma sobrepostas, Figura 4.2. Cada
bloco pode ser refinado de forma independente, sem qualquer preocupagdo com a
estrutura de refinamento utilizada pelo seu vizinho, ja& que este procedimento ndo
necessita de interpolacdo nas interfaces de conexao dos blocos. Entretanto, ¢ necessario
transferir informacdes entre as malhas vizinhas de forma a manter a precisiao da
interpolagdo e assegurar a estabilidade do método. A grande vantagem apresentada por
este tipo de malha ¢ que se pode alterar a estrutura de refinamento em um dos blocos
sem que a estrutura dos blocos vizinhos precise ser modificada, deste que continue
existindo uma regido adequada de sobreposicao. Esta facilidade reduz o tempo para
desenvolvimento da estrutura final da malha do problema. A grande desvantagem na
aplicacdo desta técnica esta na necessidade de se interpolar os valores das propriedades
em pontos localizados em um malha irregular. Assim sendo, tornam-se necessarios
codigos de interpolacao adicionais para conectar as malhas que tém por funcao definir

quais sdo as interfaces de conexdo e quais pontos devem ser utilizados nas formulas de
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interpolagdo, o que demanda tempo e esfor¢o computacional. Como no caso das malhas

de volumes ndo coincidentes, nao ¢ possivel garantir previamente a conservagao.

¥ o W v
BLOCO1 BLOCOD 2 BLOCO1 BLOCD 2

Figura 4.1: Representacdo de uma malha Figura 4.2: Representacio de uma malha
justaposta. sobreposta.

Fronteira entre os Bloco I Bloco IT
blocos I e 11

Fronteira entre os
Bloco I Bloco II —— blocos I e I

o

Figura 4.3: Representacdo de wuma Figura 4.4: Representacdo de uma interface
interface com volumes coincidentes com volumes nao coincidentes (MALISKA,
(MALISKA, 2004). 2004).

RAI (1984) desenvolveu uma forma conservativa de tratamento para as
interfaces para aplicagdo de malhas justapostas. O procedimento mostrou boa
capacidade de aproximar ondas de choque nas interfaces dos blocos. Demonstrando a
vantagem da utilizagdo do tratamento conservativo a problemas que envolvem

descontinuidades ou fortes gradientes ao longo do escoamento.

BERGER (1987) aplicou esquemas conservativos em malhas sobrepostas para a
resolucao de sistemas hiperbolicos bidimensionais que apresentam descontinuidades na
malha. Segundo o autor a utilizagcdo de esquemas conservativos nas interfaces garante
que ondas de choque artificiais ndo sejam propagadas entre os blocos. Procedimentos
numéricos para realizar a conexdo nas regides de sobreposi¢do dos blocos foram
desenvolvidos, aplicando formulas de interpolacdo lineares utilizando informacgoes de

ambos os blocos para determinagdo do fluxo desconhecido.
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LIU e SHYY (1996) propuseram um tratamento na conexao das interfaces para
aplicacdo da técnica multibloco em malhas justapostas. Este procedimento utiliza
funcdes de interpolacdo bilineares na aproximacao das equacdes do movimento. Devido
ao procedimento segregado utilizado no tratamento do acoplamento pressdo-velocidade,
existe a necessidade de um tratamento conservativo na interface para a equacdo que
controla o avanco da pressdo. Este tratamento ¢ feito de duas formas diferentes: a
primeira emprega a condigdo de 1° tipo na fronteira de ambos os blocos permitindo
assim associar diretamente o fluxo massico ao valor do contorno. A segunda utiliza uma
condigdo do 2° tipo para o contorno permitindo determinar o contorno do bloco através

da interpolacao do campo de pressao do bloco vizinho.

CHEN et al. (1997) propuseram uma nova metodologia de refinamento
completamente conservativa para aplicacdo de técnicas multibloco em malhas
estruturadas para a resolucdo de escoamentos laminares e turbulentos. A malha ¢ gerada
de forma justaposta e parametros derivados de uma solucdo sdo utilizados para
identificar regides onde malhas mais refinadas precisam ser introduzidas através de
fungdes denominadas sensores de solucao. Os valores das interfaces sao obtidos através
de formula de interpolagdo. Trés diferentes fungdes de interpolacdo foram utilizadas e
comparadas: interpolacdo bilinear, interpolagdo biquadratica e esquemas compactos.
Segundo os autores, a utilizagcdo da interpolagdo bilinear ¢ a mais eficiente, mas menos

precisa € 0 esquema compacto embora menos eficiente € o mais preciso.

TANG e ZHOU (1999) investigaram a aplicacdo de procedimentos nado
conservativos para a conexao de interfaces. O procedimento aplica esquemas de
interpolagdo conservativos no interior dos blocos e tratamentos nao conservativos na
interface. Segundo os autores, a aplicagdo de esquemas ndo conservativos em malhas
sobrepostas frequentemente gera bons resultados, desde que ndo existam propagacdes
de elevados gradientes através das interfaces. Aplicagdes de esquemas conservativos
sao mais indicados para tratamento nas interfaces onde ocorrem ondas de choque e
elevados gradientes e o erro de conservacdo devido a utilizacdo de esquemas ndo

conservativos diminui 8 medida que a malha ¢ refinada.

Aplicacdes de técnicas multiblocos com malhas justapostas utilizando
computacdo paralela podem ser encontradas no trabalho de DJOMEHRI ¢ BISWAS

(2003), em que uma série de estratégias para melhorar o desempenho deste
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procedimento em problemas de CFD sdo avaliadas e no trabalho de CAI et al. (2006)

em que tais técnicas foram aplicadas a simulacdes de escoamentos viscosos.

ZHANG et al. (2007) aplicaram esquemas conservativos em conjunto com o
MEF. A troca de informagdes entre os blocos ¢ realizada através de um método de
interpolagdo modvel, chamado de método de interpolacdo consistente. Este método
resolve o sistema de equagdes utilizando elementos auxiliares localizados nas
vizinhang¢as dos nds de interpolacdo usando o mesmo esquema de interpolacdo usado no
computo dos nods internos. A utilizagdo do método de interpolagdo consistente promove
uma troca de informagdes mais precisa entre as interfaces, ja que através dos elementos
auxiliares introduzidos pela utilizacdo do método ¢ possivel satisfazer a conservagao de

massa e de momento ao longo da interface.

ROUBOA e MONTEIRO (2008) utilizaram o tratamento multiblocos
combinado com sistemas de coordenadas curvilineas generalizadas para simulacdes de
transferéncia de calor em processos de solidificacdo. O MVF e o MDF sao utilizados na
discretizagdao do sistema visando determinar quais dos métodos, quando comparados a
resultados experimentais, geram os resultados mais proximos. Uma boa concordincia
foi observada em ambos métodos, embora o MVF tenha apresentado resultados
ligeiramente melhores. A malha multibloco ¢ gerada por interpolagdes bilineares, este
procedimento aumenta a concentragdo de células perto de singularidades onde altos

gradientes sdo esperados.
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5. Metodologia
Proposta

“Science may set limits to knowledge, but should
not set limits to imagination.”

Bertrand Russell

Neste capitulo serd apresentada e devidamente
detalhada toda a metodologia proposta para este
trabalho. Sdo apresentadas as formulas de
interpolagdo de Lagrange de 4* ordem para os
termos lineares e ndo lineares, a metodologia que
permite conectar os blocos com diferentes graus de
refinamento de malhas e o procedimento de
aplicagdo do esquema WENO sugerido para o

tratamento das oscilagoes.
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Inicialmente, sera apresentado o conjunto de equagdes que descrevem a
modelagem matematica do escoamento de fluidos viscoelastico e o sistema de equagdes

discretizadas geradas pela aplicacdo do MVF ao problema.

Em seguida, serdo apresentadas as formulas de interpolagdo de Lagrange de 4°
ordem aplicadas nas aproximagdes dos termos advectivos, difusivos, termos ndo
lineares na parede do volume de controle, termos nao lineares no centro do volume de
controle e as formulas de desconvolugdo. E importante ressaltar o esforco realizado para
manter a acuracia da formula de interpolacdo, especialmente nas regides dos contornos,
em que todas as formulas de interpolagdo foram construidas de maneira a manter o erro

de 4% ordem.

No item seguinte, serd apresentada a técnica de particdo multibloco, utilizada
para conectar os blocos com diferentes graus de refinamento. A grande preocupacao
durante o desenvolvimento desta metodologia foi obter um procedimento que fosse
capaz de manter a ordem da aproximagdo nos pontos de jun¢do das malhas com
diferentes graus de refinamento e que pudesse ser aplicado de forma simples e
sistematica. E importante destacar que a técnica proposta neste trabalho ndo so6 foi capaz
de realizar a conexdo sem perdas na ordem da aproximagdo como também permitiu
aplicar diretamente as formulas de interpolagdo base. Embora neste trabalho a formula
de conexdo multibloco seja aplicada apenas ao procedimento de Lagrange de 4* ordem,
a metodologia desenvolvida pode ser estendida a qualquer esquema de interpolagdo, tais
como os esquemas CDS, QUICK, Lagrange de 3" ordem ou ordens superiores e também

ao esquema de Padé¢.

Por fim, serd apresentada a aplicagdo do esquema de tratamento de oscilagdes

numérica WENO para a aproximagdo de Lagrange de 4° ordem.
5.1. Modelagem Matematica do Problema

O modelo matematico de um escoamento incompressivel, isotérmico e transiente
¢ composto, pelas equagdes de conservagdo de massa e de momento e pelas equagdes
constitutivas do tensor tensao. Como o foco deste trabalho ¢ a simulacdo de fluidos
viscoelasticos, que comumente se desenvolvem sob baixos niimeros de Reynolds, ndo
existe a necessidade da utilizagdo de modelos de turbuléncia. Independente do problema

que se deseja simular este conjunto de equagdes sempre constituira a base do modelo,
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apenas nas defini¢des da geometria, das condi¢des iniciais e principalmente na defini¢ao

das condigdes de contorno € que surge a especificidade de cada problema.
5.1.1. Modelo Matematico para Fluidos Viscoelasticos

Neste trabalho serd considerado apenas o escoamento isotérmico e
incompressivel de fluidos, assim sendo o conjunto de equagdes que descreve este
modelo ¢ constituida pela equagdo da conservagdo de massa, equagdes da conservacao
da quantidade de movimento e equagdes constitutivas que sejam capazes de descrever
adequadamente o comportamento do fluido. Assim sendo, o conjunto de equagdes que

serdo resolvidas neste trabalho ¢ composto pelas seguintes relagdes matematicas:

Equacdo da continuidade:

v-(U)=0 5.1

Equacgoes da conservagdo da quantidade de movimento:

ol pU
(gt )+V-(pUU)=—Vp+V~‘t 59

Equacoes constitutivas:

T=T,+1T,
T, =2nD
\%
1+8—/11r(1rp) T,+A7t,=2n,D
m, 5.3

onde:
D=%®U+VUﬂ

£ ¢ a massa especifica, U ¢ o vetor velocidade, p ¢ a pressdo, T ¢ o tensor tensao,
T, representa a contribuicdo newtoniana, normalmente do solvente e T, a contribuigdo
polimérica, representada através do modelo de Phan-Thien-Tanner simplificado ou do

modelo de Oldroyd-B (valor do parametro ¢ =0).

Neste trabalho foram apenas resolvido o caso bidimensional utilizando o sistema
de coordenadas cartesianas. Desta forma, o conjunto de equacdes apresentados

anteriormente assume a forma:
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Equacao da continuidade:

0 0
a(VX)Jf@(Vy):O

Equacgoes da conservagdo da quantidade de movimento:

2 2 p
p( : (VX)+£(VXVX)+§(V}’V;:)):_a_p+77N(a - T ‘ vx]"' 8‘[; + az—xy
y

ot ox ox ox> oy’ ox oy
0 ) ) op o*v, 0%, orl orl
—W, )+ +— =——+ + + +

p [ ) 5 ) oy v, )j oy ”N[ o o) o oy

Equacoes constitutivas:

N Skl b))
[l+—(rfx +f;y)jr;; +2 =27,
v =277 6;" —ZTfy-(:;‘
X
d d d
i 5(%%&( xff})Jrg(VyT;}) N
[Hn—(r;; +T;;)j2';y + 2 N =2npgy
g -2z 8y —erygy
8 8 d
E(TQ)JFa(VxTQ)Jr@(VﬂQ) A
[1+—(rj; +f;y)jr;; +A =np[—y+—x
Ty P Y P avx ax 8y
xx ax »y 8_)/

54

5.6

O sistema de equagdes apresentado anteriormente apresenta como varidveis os

componentes do vetor velocidade (v, e v, ), a pressdo ( p ) e os componentes do tensor-

3 p P P
tensdo (7)., 7, ¢ 7,

x e y,respectivamente, e 7/ representa a tensdo de cisalhamento.

)- Em que 7/ e 7] representam as tensdes normais nas dire¢des

Além do modelo formado pelo conjunto de Equagdes apresentadas em 5.4, 5.5 ¢

5.6, é necessario informar também o conjunto de condi¢cdes de contorno e iniciais que

devem ser satisfeitas pela solugao.
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5.1.2. Condicdes de Contorno

Em problemas tipicos de engenharia podem ocorrer diferentes tipos de
condicdes de contorno, que vao depender fundamentalmente do tipo de problema que se
esta modelando. Neste item, ¢ devidamente detalhada a forma como as condigdes de

contornos sao mais comumente aplicadas.

Com a finalidade de facilitar o entendimento da representagao adotada, a Figura
5.1 representa ilustrativamente um contorno, no qual z representa a direcdo normal e 7 a

dire¢do tangente/paralela ao plano do contorno. Assim sendo: a velocidade v,

representa a velocidade na dire¢do x e 7, representa a tensdo gerada por uma forga na

direcdo x sobre a superficie normal a dire¢ao y .

n

Z¢

>

Figura 5.1: Representacdo ilustrativa das dire¢des
normal e tangente sobre um contorno qualquer.

5.1.2.1. Condicoes de Entrada
Em uma fronteira definida como entrada, as condigdes de contornos impostas

para o campo de velocidade e a tensdo devem ser especificadas, ou seja, para este tipo

de condi¢ao de contorno os valores das variaveis devem ser informados. Assim sendo:

vn — vEntrada

v, =0

Ty =7, 5.7
T” — Tt‘;fntrada

z_m — z_fz:ntr‘ada

em que vl e [plEnrade o g Enirade o34 0s valores especificados no contorno para

velocidade e tensdo.
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5.1.2.2. Condicoes de Saida

Em uma fronteira definida como saida, geralmente considera-se o escoamento
como plenamente desenvolvido. Para que este tipo de condicdo de contorno possa ser
devidamente aplicado ¢ necessario assegurar que a regido do dominio do problema onde
a condi¢do de saida é imposta apresente o fluxo plenamente estabelecido, ou seja, ndo
existem mais mudancas das varidveis em relagdo a direcdo normal ao escoamento.
Sendo assim, as derivadas em relacdo a direcdo do escoamento sao nulas e os valores
das variaveis, do campo de velocidade e do tensor tensdo, na parede de saida podem ser
especificados como sendo iguais aos valores destas variaveis no centro do volume de

controle mais préximo a parede, ou obtidas através de extrapolagdes.

_ ., Extrap
n =V
v, =
ov, _0
on
ov
=0 5.8
on
_ Extrap
mn = Cun
_ Extrap
T =Ty
__Extrap
Twt =T
E; E; Extr Extr x : x :
em que v g M e 7 sdo os valores de velocidade e tensdo obtidos por

extrapolagdo utilizando os valores de pontos internos ao dominio do problema. A
extrapolagdo mais simples consiste em igualar diretamente o valor da variavel na parede
ao valor no centro do volume de controle mais préximo a parede, pode-se também

utilizar as formulas de extrapolagdes desenvolvidas especificamente para o contorno.
5.1.2.3. Condicoes de Parede

Neste tipo de contorno, a condi¢cdo imposta junto a parede ¢ a condi¢do de nao
deslizamento, assim sendo, a velocidade na direcdo tangente a parede ¢ a mesma
velocidade com que a parede se move. Para o caso especial em que a parede ¢ fixa como
ndo existe velocidade da parede a velocidade ¢ nula. Como nenhuma quantidade entra
ou sai pela parede, a parede ¢ impermeavel, a velocidade na dire¢ao normal a parede ¢
também nula. Também sdo nulas as derivadas em relagdo a direcao tangente e, como
consequéncia da aplicagdo da equag¢do da continuidade, a derivada da velocidade na

dire¢do normal em relacdo a dire¢do normal também ¢ nula.
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vt
Y _y
on
ov, 0
o 5.9
ov, _0
ot
_ _EqCons
Ton = Tun
_ . EqCons
T =Ty
_ __EqCons
T =T
em que v/““ ¢ a velocidade com que a parede se move, sendo v arete = 0 1O Caso da
EqCons EqCons EqCons ~ ~ :
parede fixa, 7, """, 7, e 7, sdo os valores de tensdo obtidos no contorno

quando impostas as condi¢des de contorno para o campo de velocidade na equagdo

constitutiva.
5.1.2.4. Condigoes de Simetria

Para uma linha de simetria ndo existe transporte de qualquer propriedade ao
longo da linha de simetria, assim sendo, a velocidade na direcdo normal ao contorno de

simetria é nula bem como a tensdo de cisalhamento.

vﬂ = 0
vt — Extrap
ov, 0
Ot
N 5.10
on
_ Extrap
mn = Tun
__Extrap
Ty =Ty
T}’l[ =
E; E; E: E: x . ~ .
em que v ¢ P e 7" s30 os valores de velocidade e tens3o obtidos por

extrapolagdo utilizando os valores dos pontos internos.
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5.1.3. Adimensionamento do Conjunto de Equacdes

Neste item o conjunto de Equagdes descrito em 5.4, 5.5 e 5.6, sera colocado na
sua forma adimensional. O adimensionamento do sistema traz uma série de vantagens.
Uma delas ¢ o surgimento de niimeros adimensionais que expressam importantes
caracteristicas do fluido e do escoamento como, por exemplo, o nimero de Reynolds, o
numero de Weissenberg ¢ o nimero de Deborah. A introducdo destes nuimeros
adimensionais permite que comparagdes possam ser realizadas de uma forma mais
eficiente do que variando parametros da equagdo. Outra grande vantagem do
procedimento de adimensionamento estd no escalonamento que ¢ realizado nas

variaveis fazendo com que todos estejam na mesmo ordem de grandeza.

Definindo as variaveis adimensionais:

* V * x *
ol P ot o2
L, L, L.
* \% % \% * -
oot V=2 » _P~ P
v, v, Ap,
5.11
T:x: = T* =2 T* =
7, W T, Xy T,
s N v
n=— Apy =7, =1, -
. L,

emque v,, L., 7., p,, Ap, € 7, sdo, respectivamente, o comprimento, velocidade,

c?

tensao, pressdo, queda de pressdo e viscosidade caracteristicos.

O adimensionamento da pressdo foi realizado pela diferenca de pressdo e ndo
por seu valor absoluto, porque a diferenga de pressdo apresenta um significado fisico
mais forte. E importante ressaltar que o valor de p, nio altera o adimensionamento,
sendo este apenas um valor de referéncia, j& que para simulacdo de escoamentos
incompressiveis ndo tem sentido referir-se a pressdo absoluta, mas sim em pressiao

relativa.

Para a viscosidade utiliza-se o proprio valor da viscosidade no caso de fluidos
newtonianos ¢ no caso de fluidos viscoelasticos este valor ¢ dado pela soma da

contribui¢do newtoniana e da contribui¢do polimérica, segundo a expressao:
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Ny =My +1p 5.12

No caso de fluidos viscoelasticos, existem ainda duas viscosidades

adimensionais dadas pelas expressoes:

Ny
, =
Ny +10p 5.13
p
]7 =
E Ny +1p 5.14

As expressoes definidas anteriormente podem ser interpretadas como uma fragao
que define a contribui¢do newtoniana e a contribui¢do polimérica, sendo valida a

seguinte relagdo:

ny +mn; =1 5.15

A substituicdo das variaveis definidas anteriormente, Equacdo 5.11, no sistema

de Equagdes 5.4, 5.5 ¢ 5.6, da origem ao sistema adimensional definido pelas equagoes:

Equacdo da continuidade na forma adimensional:

O ( « O [ «
e e 5.16

Equacgdo da conservagdo da quantidade de movimento em x na forma adimensional.:

*

Re (8?* (v;)+ ai* (vzv;)+ ai* (v;v; )] =— Zz*

1) e )] L 2

ox” oy

5.17

oy
o o or o 5.18
. . T, T
+(1_,7E)(ax*2 )2 (vy)j+ aEpie
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Equacgoes constitutivas na forma adimensional:

(1+8—W6(r* +T;y)Jr* +We =2m; o, 5.19
xx xx * * a * '
" e, S ar, 2 x
0 ( « O ([« « -
*(yy) *(Vx yy)+ *(yryy) .
el . ) ) ot 0. 0 ov
[1 + Z(rm +7,, )j 7, +We o . =21, j 5.20
-2 :y@_x};_z ;yg}’:
a(j* ( :} )+ &i* (V; xy)+ a * (V;T:y)
(1+877—(r; +r;y )] r:y + We . =
E . OV . v,
w o T 5;* 5.21

em que o termo Re representa o numero de Reynolds e We o nimero de Weissenberg

que relacionam diversos parametros caracteristicos do problema segundo as expressoes:

__n

Re= L 5.22
v

We=A1—-<
i 5.23

Com a finalidade de simplificar a notacdo o sobrescrito “*” serd omitido nas
proximas defini¢des das expressdes matematica.
5.1.4. Aplicacdo do Método de Volumes Finitos

A aplicacdo do MVF ao sistema definido pelas Equagdes 5.16 — 5.21, gera um

sistema de equacdes algébrico diferencial de indice dois, definido pelas expressoes:
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Aplicag¢do do MVF a equagdo da continuidade:

[(aw - (V_y] } Ay+ {(Z]” - (aj Ax=0 5.24

L)

Aplicag¢do do MVF a equagdo da conservagdo da quantidade de movimento em x:

Xy
av;

dt

Re

AxAy +Re {(vxvj lﬂ i (vxvj J 1 } Ay +

i-¢—l '-¢—l
2,.1 >

Re (vyv;‘ 1 —(vyvf | A= (?] 4 1_(?}4 AV
2,] z+1,]+5 1,]+E

5.25

i,j+—
)

l:(f_ix] . 1_(51, 4 1:|Ay+|:(a]4 1 Al_(a} 1 :le
1+ ,j+2 1,]+ l+2,_[+ l+2,_[

2

Aplicag¢do do MVF a equagdo da conservagdo da quantidade de movimento em y:

xy
dvy

dt

Re (vyv;‘ 1 —(vyv;l 1 }Ax:—{(p"} 1 _(prA 1 }AX”L
5 t+5,_1 l+5,_1+1 1+5,j

a_y a_y a X avx
(1_77E) = N Ay+(l_775) s -| == Ax +
ox 1 ox 1 oy 1 oy 1
i+, j+— ij+- i+, j+l i+5,j

Re

AxAy +Re {(v}yﬁ) X —(vxv;] I}ijt
Y s
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Aplicag¢do do MVF as equagoes constitutivas:

(r;‘f l . 1A)cAy+—8W8 ((fxxr;‘f J L AxAy+(ryyfj;f ]H . AxAyJ+

1.1
2 M AERAP 2/
dr?”
We| —= AxAy +We| \v T2, - Ay +
dt xxx'l'l x¥xx )1
11 I+ ’]+E i,j+—
z+5,]+5
o 5.27
We{(vyrﬂ e —(vyr;fx]‘ X :IAX—ZWe[TH . ] AxAy —
i+—,j+1 I+E,J ‘
it jt—
8‘/‘)’ (— (—
2We| 7, —* AxAy =27, (v)f] E —(vﬁ]{ A
éy L i+, j+— iy
z+7,j+5
W
(), a2 e[(fmf;;]. aele) My}
1+5,j+5 77E 1+5,j+5 H~E,j+5
dr;) 5 5
We I AxAy +We | \v. 7}, T V.7, o Ay +
L KA KA
ze 5.28
v
x X Yy
We (vyz'yy i 1—(vyz'yyl 1 Ax—2We| 7, 3 AxAy —
+—J+ +—, X 1 1
i+—, j+—
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Xy
(Tx}’ ) o1
i+

eWe E -
' leAy +— ((Txxrx)y) ]i . leAy + (Tyyl'x; ] | 1AxAy} +

27" e 275 BERAD
dr; ( 5 ( S
We o AxAy +We| (v, 7, a7 Vol 1 |Av+
i+, j+— 1,j+—
it 2
27 2
X X avf)
We vyl o —Wwrol AxAy—-We| 7, AxAy — 529
i+—,j+1 i+—,j 8)6
- i+—, j+—=
27 2

Resolver diretamente o sistema de Equagdes 5.24, 5.25, 5.26, 5.27, 5.28 ¢ 5.29,
descreve a forma de resolugdo simultinea do acoplamento pressdo-velocidade. Neste
trabalho, optou-se por resolver o sistema diretamente utilizando para resolucao do

sistema de equacgdes discretizado o codigo DASSLC Versao 3.2 (SECCHI, 2007).

A utilizacdo da hipotese da pseudo-compressibilidade, consiste apenas em
acrescentar a derivada da pressdo em relagdo ao tempo multiplicada pelo inverso do
fator de compressibilidade na equagao da continuidade. Para este caso, o sistema a ser
resolvido ¢ obtido substituindo a Equagdo 5.24 pela Equag¢do 5.30, definida pela

expressao:

L@ navebr] 6] Javelbr] -bi] Jav=o
Pl dt Y i, o | Y i 5.30

L]

i+, j+=
2 / 2

Analisando o sistema de equagdes discretizadas, ¢ possivel observar que as
expressOes obtidas relacionam os valores das varidveis nas interfaces do volume de
controle através de relagdes lineares e ndo lineares entre as varidveis que nao tem “a
priori” seus valores conhecidos. Desta forma, ¢ necessaria a utilizacdo de funcdes de
interpolacdo que permitam relacionar estes termos com valores conhecidos das varidveis
localizados nos centro dos volumes de controle. Neste trabalho, foram utilizadas para

aproximacao dos termos lineares e ndo lineares as fungdes de interpolagdo de Lagrange
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de 4° ordem. A forma como tais aproximagdes foram obtidas e suas expressdes

matematicas sao mostradas no topico a seguir.
5.2. Desenvolvimento dos Esquemas de Alta Ordem

A finalidade dos esquemas de interpolacdo ¢ prover uma boa aproximagao para
o valor de uma determinada variavel situado na interface do volume de controle a partir

de informagdes concentradas nos centros de volumes vizinhos (HIRSH, 2007).

Os esquemas desenvolvidos e aplicados neste documento tém como base os
trabalhos KOBAYASHI (1999), PEREIRA et al. (2001) e MUNIZ et al. (2008). O
valor da propriedade na interface ¢ aproximado utilizando uma média ponderada dos
valores médios da propriedade nos centros dos volumes vizinhos. Quanto maior a
quantidade de pontos utilizados para a aproximagdo, mais alta serd a ordem de
aproximacdo do esquema. A utilizagdo de esquemas de ordens mais elevadas permite
que um maior grau de acuricia seja obtido mesmo utilizando malhas mais grosseiras
(KOBAYASHI 1999; PEREIRA et al. 2001; PILLER e STALIO 2008; PILLER e
STALIO, 2004; TRINDADE e PEREIRA, 2007).

5.2.1. Aplicacdo da Aproximagéo de Lagrange aos Termos Advectivos

A formula geral para a obten¢do de aproximacdes de Lagrange para os valores

médios na parede do volume de controle ¢ definida pela expressao:

2

] - >, 3 ](j 2 3 ][J

Com: 5.31
iak +Zn:bk =1
k=0 k=0

em que, os termos m € n relacionam os pontos a serem utilizados na aproximagao e,

consequentemente, a ordem da aproximagao.

A forma base para a aproximagdo de Lagrange de 4° ordem utiliza dois pontos
anteriores ¢ dois pontos posteriores da face do volume de controle que se deseja

aproximar, segundo a expressao:

(¢_) = a(wl ; +b(¢)‘yl ; ”(‘M]H; +d(¢)‘yl : 530
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O procedimento para a obtengdo das funcdes de interpolacdo consiste na
identificacdo dos coeficientes que compdoem a formula de aproximagdo. Tais

coeficientes sdo determinados seguindo o procedimento descrito a seguir:

I. Definir a férmula de interpolacgdo a ser utilizada. A quantidade e a
localizagdo dos pontos estdo diretamente relacionadas a ordem da
aproximacao. Para este caso a relagao ¢ dada pela Equacao 5.32.

2. Expandir a varidvel em série de Taylor em torno de um ponto (xy,
Vo), truncada de acordo com a ordem do erro desejada, quarta ordem
neste caso.

3. Obter os valores médios na parede e nos centros dos volumes de
controle que fazem parte da aproximacao definida na etapa 1, utilizando
a série de Taylor obtida na etapa 2.

4. Substituir os valores médios obtidos na etapa 3 no esquema de
interpolagdo selecionado na etapa 1.

5. A partir da equacdo obtida na etapa 4 ¢ possivel construir um
sistema algébrico linear de equagdes que apresenta como incdgnitas os
valores dos coeficientes da aproximagdo igualando os termos de mesma
ordem de derivada de ambos os lados da expressao.

6. A fim de calcular a ordem da aproximacdo, os coeficientes
obtidos na etapa 5 sdo substituidos na expressdo de aproximacao
definida na etapa 1 e a diferenca entre esta aproximagao e o valor obtido
pela expansdo em série de Taylor define o erro real da expressao.

Aplicando a metodologia descrita acima para determinacao dos coeficientes a, b,
c e d, e substituindo estes coeficientes na Equacdo 5.32 o esquema de aproximagdo ¢

obtido, sendo definido pela expressao:

LA,

1

Analisando a expressdo acima ¢ possivel observar que em regides proximas ao
contorno, tais como i= 0, 1, N-1 e N, o esquema de aproximagdo ird requerer
informagdes que nao estdo contidas no dominio do problema. Para que este problema
ndo ocorra ¢ necessario que a aproximacao proposta pela Equacdo 5.31 seja definida

utilizando apenas pontos pertencentes ao dominio do problema, tomando o devido
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cuidado para que a ordem da aproximagdo seja mantida. No Apéndice deste documento
sdo apresentadas as féormulas de interpolacao para aplicagdo aos contornos do problema

e o erro de aproximacao relacionado a cada uma destas expressoes.
5.2.2. Aplicacédo da Aproximacao de Lagrange aos Termos Difusivos

A formula geral para obtencdo de aproximacdes de Lagrange para os valores

médios da derivada espacial na parede do volume de controle ¢ definida pela expressao:

5] a2y

Com: 5.34
i a, + ibk =1
k=0 k=0

A forma base da aproximagdo de Lagrange de 4" ordem com os coeficientes a, b,

c e d ja determinados e substituindo na féormula de aproximacao, ¢ dada pela expressao:

CA TR I I I

Novamente, a aplicagdo da aproximacdo base em regides proximas ao contorno,

como =0, 1, N-1 e N, necessita de informagdes fora do dominio do problema. Sendo
necessario também para este caso recalcular as formula de interpolagdo utilizando
apenas pontos internos ¢ mantendo a 4* ordem do procedimento. As formulas de
interpolacdo aplicadas ao contorno e seus respectivos erros de aproximacdo sdo

apresentadas no Apéndice.
5.2.3. Aplicacéo da Aproximacédo de Lagrange aos Termos N&o Lineares

A presenca de termos nao lineares ¢ muito comum no sistema de equacdes de

Navier-Stokes, como por exemplo, os produtos da velocidade vy, vv, e vy,

presentes na equacdo do movimento. Nao linearidades sdo ainda mais frequentes nas
equagdes constitutivas necessarias a simulagdo de fluidos viscoelasticos, como por

ov

X
X)CTXX’ T)acvx € 7’-xx
ox

exemplo, as relagdes entre os tensores e velocidade 7
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Neste caso, uma abordagem bastante comum reside em aproximar diretamente o

valor médio do produto das variaveis pelo produto das médias, segundo as expressoes:

@ﬁfl.“@V)”@fl.+0@z) 5.36
i,j 1, 1]
(¢1¢2xy) Lot z(¢1xy)< 1 1(¢2xyl 1ol +0(h2) 5.37
z+5,‘]+5 z+5,‘]+5 z+5,‘1+5 .
o¢,” _ ( xy) o¢,” :
[¢1 ox J = il | ox +0(h ) 5.38
1 27" 11
it oty

E importante observar que, embora os termos envolvidos na multiplicagio
tenham precisio de 4® ordem, a aplicagdo deste procedimento resulta em uma
aproximagdo com precisdo de 2 ordem. Assim sendo, aproximar os termos néo lineares
segundo a Equagdo 5.36, 5.37 ¢ 5.38 acarreta em uma reducdo da ordem global da

aproximacao.

PEREIRA et al. (2001), comparando as expansdes em série de Taylor das
aproximacodes dos termos nao lineares, observaram que a diferenca de aproximar o valor
médio do produto das varidveis pelo produto das médias sdo as derivadas das varidveis

envolvidas no produto mais um termo de 4" ordem, ou seja:

(¢1¢2y). L z(?) - ;(¢Z_ylj+; +A1L22[%(xo,yoj[%

y
o P P S I €

i+—, j+— i+—, j+—
/ 2 / 2

J+0@g 5.39

}
(xo :YO)

(x(, :)’0)

2 2 2 2
, 5.40
AL(% I% ]m(hg
12 ay (Xo:yb) ay (Xo:J’o)
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op, ™ . og, ™ Ax* (0

| ), (] e

X o i+t ox o 12 \ ox
1+E,]+5 z+5,1+5

" Ay2 a_¢1 82¢2

12 { oy (s0.50) 0yox

Desta forma, é possivel gerar uma aproximagdo de 4° ordem para o valor médio

A
( Oxox
X0-Y0 )

(xo,J’o)

541

do produto das varidveis utilizando o produto da média, desde que os valores das
derivadas sejam acrescidos a formula de aproximagao. Neste trabalho, todas as formulas
de aproximagdo para derivadas foram obtidas de forma a satisfazer o critério de

corre¢do definido por PEREIRA et al. (2001).

As expressdes para os calculos da derivada na parede do volume de controle e
no centro do volume de controle para os pontos que ndo sofrem influéncia do contorno

sdo dadas pelas expressdes:

o 1 ( 1 ( 5 1 ( " 1 (
A had — |4 I e I Pe R 3%
y(ay | 4¢1.1.3 4¢ .1‘1+4¢ 1.3 4¢ 11 5.42
i+ EERAR PR AEYAP 27
op 1 ( 1 (
Av| 22 — | + g™
y( ay L1 2 ¢ 1i+1 j—l 2 ¢ 1i+1 j+i 543
VA 272 27"
w(fe] W)L
8y8y i+%,j+% i+%,j—% i+%,j+% i+%,j+% 5.44
o0’¢ 1 ( 1 ( 1 ( 1 (
Ay| —22 — 4% N P _ 24w = PE
Ax (8y8xJ11 4¢1A3A3 4¢ 31 4¢ A143+4¢ 11 5.45
i+5,_i+5 I+E,j+5 I+E’175 1*7,‘/4’5 l*g,]*g

a¢xy _ 1 ( Xy 2 Xy 2( Xy l xy
Ay[@} _E¢ 1.3 §(¢ .1.1+§¢ 1.3 E(¢ 1.5 5.46
i+lj+l i+ ,]—2 2 H—Z,J+2

Para obtencao dos valores das derivadas em regides proximas ao contorno, as

aproximagdes precisam ser reescritas para que os limites impostos pelo dominio do
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problema sejam respeitados e sdo apresentadas juntas a seus respectivos erros de

aproximacao no Apéndice deste documento.

A substituicdo das aproximacgdes das derivadas apresentadas pelas Equagdes
5.42,5.43, 544, 5.45 e 5.46 nas aproximacdes dos termos nao lineares Equagdes 5.39,

5.40 e 5.41 garantem que o método tenha acuracia de 4 ordem.

Outra forma possivel de tratar os termos ndo lineares, que também mantém a
ordem da aproximagdo, ¢ realizar diretamente o produto entre os valores médios nos
centros dos volumes de controle envolvidos no célculo da aproximagdo do termo ndo

linear na féormula de interpolagdo, como representado abaixo:

7| -l ] ),

i i i— i i+
2 2 2 2

Para os termos nao lineares proximos as regioes de contorno, i=0, 1, N-1 e N, as
aproximacdes sao calculadas de acordo com as expressdes apresentadas abaixo,

procedimento andlogo ¢ utilizado para os pontos j=0,1, N—1 e N:

)22 )1,
) L), ), )
I I R
) -t ) BB

A aplicacdo deste procedimento permite que as mesmas fungdes de
interpolacdes aplicadas na aproximagdo dos termos advectivos sejam utilizadas na
aproximacao dos termos ndo lineares. Sua implementacdo computacional também ¢
bem mais facil de ser realizada comparando com o outro procedimento. Entretanto, a

aplicacdo do procedimento falha nos pontos i=0 e N, em que o valor da variavel ¢ ou &

¢ especificado, pois nesta situag@o a utilizagdo desta metodologia ird sempre aproximar
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o valor da variavel, ignorando a informag¢ao do contorno. No caso em que os valores de

¢ e @ sdo ambos especificados o produto ¢ calculado diretamente pela multiplicacdo

das variaveis.
5.2.4. Aplicacéo da Tecnica de Desconvolugdo

O procedimento desenvolvido e aplicado neste trabalho utiliza diretamente os
valores médios da variavel ao longo de todo processo de resolucdo do problema.
Apenas ao final do procedimento os valores pontuais sdo resgatados aplicando-se a
técnica de desconvolugdo. A vantagem da utilizagdo direta dos valores médios ¢ que ndo
existe a necessidade de aproximar as integrais, o que diminui a quantidade de pontos
envolvidos na aproximagao tornando o procedimento mais rapido e mais preciso,

PEREIRA et al. (2001).

Por definicdo, desconvolugdo ¢ a restauracdo de sinais degradados por uma
operacdo de convolugdo. No contexto do MVF a desconvolugdo ¢ necessaria para que
os valores pontuais das variaveis sejam obtidos a partir dos valores médios das varidveis
nos centros dos volumes de controle. Esta operacdo ndo ¢ necessdria quando sao
utilizadas aproximacdes de segunda ordem, mas ¢ essencial quando aplicadas a técnicas

de ordens mais elevadas PILLER e STALIO (2008).

A formula geral para obtencdo da foérmula de desconvolucdo aplicada ao

esquema de Lagrange ¢ definida pela expressao:

0), =2, (ﬂ_(k+;; 2 (ﬂ{k“J

2

Com: 5.52
iak + ibk =1
k=0 k=0

nos quais, os termos m € n relacionam os pontos a serem utilizados na aproximagao e,

consequentemente, a ordem da aproximagao.

A férmula base de desconvolugdo aplicada ao esquema de Lagrange de 4° ordem
utiliza dois valores médios anteriores e dois posteriores ao ponto do volume de controle

que se deseja conhecer o valor, segundo a expressao:
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(¢), = a(ﬂia + b(¢_x),. it c(ﬂ[g * d(ﬂ. 3 5.53

2 2 2

O procedimento para a obtencdo dos valores das varidveis nos vértices dos

volumes de controle a partir dos valores médios nas interfaces dos volumes vizinhos

consiste na identificacdo dos coeficientes que compdoem a formula de desconvolugdo.

Tais coeficientes sao determinados seguindo o procedimento descrito a seguir:

1.

Definir a formula de desconvolugao a ser utilizada, de acordo
com o esquema de interpolagdo utilizado, neste caso a Equagao 5.53.

Expandir a varidvel em série de Taylor em torno de um ponto (xy,
), truncada de acordo com a ordem do erro desejada.

Obter os valores médios nas faces do volume de controle que
fazem parte da féormula de desconvolugdo, utilizando a série de Taylor
obtida na etapa 1.

Substituir os valores médios obtidos na etapa 3 na férmula de
desconvolu¢do definida na etapa 1.

A partir da equacgdo obtida na etapa 3, que relaciona o valor da
variavel no vértice ao valor médio nas interfaces vizinhas, ¢ possivel
construir um sistema algébrico linear de equacdes que apresenta como
incdgnitas os valores dos coeficientes da formula de desconvolugdo. Tal
sistema ¢ gerado igualando-se os termos de mesma ordem de derivada
de ambos os lados da expressdo de aproximacdo obtida na etapa

anterior.

Aplicando a metodologia descrita anteriormente para determinagdo dos

coeficientes a, b, ¢ e d, e substituindo os coeficientes obtidos na Equagdo 5.53 o

esquema de desconvolugdo € obtido, resultando na expressao:

#leab ] 5,5k >

Nas regides proximas aos contornos, i=0,1, N-1 e N, o esquema de

desconvolucdo a ser aplicado encontra-se devidamente descrito no Apéndice deste

documento.
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5.3. Tratamento Multibloco

O desenvolvimento de um procedimento computacional que aplique a técnica de
particdo multibloco deve tratar de forma clara e independente a transferéncia de
informagdes entre os blocos. Este procedimento deve ser capaz de conectar os blocos de
diferentes graus de refinamento de forma simples, rapida e de facil implementagao.
Cada bloco deve ser capaz de reconhecer com que tipo de contorno sua interface esta
conectada, seja ela parede, entrada, saida, simetria ou outro bloco. Além destas
caracteristicas, o procedimento de conexdo deve ser capaz de manter a ordem da
aproximacao na interface de ligagdo entre os blocos, o que constitui o principal desafio

enfrentado durante a formulacao deste procedimento.

Varias metodologias foram desenvolvidas e testadas. Inicialmente, buscou-se
recalcular os esquemas de interpolacdes de forma que seus respectivos coeficientes
fossem relacionados com o grau de refinamento apresentado pelo bloco vizinho, ou seja,
os valores dos coeficientes seriam fungdes do comprimento do volume de controle do
bloco mais refinado. Tal abordagem ¢ ilustrativamente apresentada na Figura 5.2 e
Figura 5.3 para o esquema de Lagrange de 4* ordem considerando blocos com

refinamentos pares e impares.

AY * *

* | X

*
*

]»AY! 2

Il
!

Y
AX AX/2

Figura 5.2: Esquema de interpolagdo de Lagrange de 4° ordem aplicado ao tratamento
multibloco, utilizando grau de refinamento par.

i
aY Y Y &k

}DY/Z;E

Ax  AX/3

Figura 5.3: Esquema de interpolagdo de Lagrange de 4° ordem aplicado ao tratamento
multibloco, utilizando grau de refinamento impar.

Para as situagdes apresentadas nas Figura 5.2 e Figura 5.3, as formulas de
aproximacao a serem calculadas a fim de se obter os coeficientes sdo, para malha par e

impar, respectivamente:
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Entretanto, a aplicagdo das formulas de interpolacdo apresentadas para as
interfaces de acordo com as Equagdes 5.55 e 5.56 ndo foram capazes de manter a ordem
de precisao do esquema original, sendo reduzida para segunda ordem. Desta forma, para
que este esquema de interpolacdo pudesse ser aplicado, a quantidade de pontos
utilizados pela formula de interpolacdo deveria ser ainda maior, 0 que aumentaria o
custo computacional. Devido a estes fatores a aplicagdo deste procedimento foi

descartada.

Analisando a Figura 5.3 ¢ possivel observar que existe uma grande vantagem na
utilizagdo de refinamentos impares, ja que nesta situagdo os centros dos volumes de
controle dos blocos permanecem sobre uma mesma linha de simetria. Como todos os
volumes de controle da malha mais refinada e da malha menos refinada estdo sobre a
mesma linha de simetria ¢ possivel utilizar diretamente as formulas de interpolagao de
Lagrange. Para isto, basta apenas desenvolver um procedimento que identifique os
pontos que estdo localizados no centro do volume de controle da malha mais refinada e
localizados a mesma distdncia AX ou AY da malha menos refinada. Partindo desta
condicdo, buscou-se desenvolver uma formula de conexdo dos blocos que pudesse ser

feita de forma simples e automatica com o requisito fundamental da manuten¢do da
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ordem da aproximagdo do esquema de interpolagdo utilizado, trabalhando sempre com

indices de refinamento impares.

A base do procedimento consiste em realizar refinamentos apenas utilizando
multiplos impares de AX e AY, que representam o comprimento e a altura dos volumes
de controle que constituem a malha uniforme e estruturada na qual a técnica de
interpolagdo foi formulada. A fim de facilitar a implementagdo computacional do
procedimento de refino foi criado o indice de refino do bloco (/R), este indice define o
espagamento entre os volumes de controle que constituem o bloco. Optou-se por utilizar
sempre o numero trés na subdivisdo da malha de forma que o espacamento entre os

volumes ¢ calculado segundo a expressao:

Ay poco _ DX pase JR=0 = AXPBoco — pxBue
- 3IR
557
Ay oo _ AV IR=0 = AY™e = Ay5e
3[R

Como todos os blocos que constituem a malha computacional sdo gerados
utilizando multiplos de AX e AY ¢ possivel realizar a conexdo direta entre os blocos,
bastando apenas identificar o ponto da malha vizinha que apresenta o0 mesmo valor de

AX ou AY no qual as féormulas de interpolacao foram calculadas.

Com excegdao das condicdoes de contorno classicas: entrada, saida, parede e
simetria, um determinado bloco pode ter como contorno outro bloco. O contorno entre
blocos pode ocorrer de trés formas diferentes. Na primeira delas o indice de refinamento
entre os blocos ¢ igual, Figura 5.4, na segunda o indice de refino do bloco vizinho ¢

menor, Figura 5.5 e por ultimo o indice de refino do bloco vizinho ¢ maior, Figura 5.6.

AY = Ay

e e e s e e

T T
AX AX

Figura 5.4: Bloco conectado por malhas de igual refinamento.

134



AY

AY/3

AXf3  aX

Figura 5.5: Bloco com indice de refinamento superior.

oy

o e

}L\.Y/ 3

L]
AX  AX/3

Figura 5.6: Bloco com indice de refinamento inferior.

Utilizando o procedimento apresentado anteriormente, foram formulados
diferentes esquemas de conexdes entre os blocos, nos quais as formulas de interpolagao

podem ser diretamente utilizadas mantendo assim a ordem da aproximacao.

O primeiro destes esquemas (MB1) conecta a interface utilizando dois pontos
contidos dentro do dominio do bloco e dois pontos localizados no bloco vizinho, sempre
respeitando o valor de AX ou AY da formula de interpolacdo, conforme a Figura 5.7,

Figura 5.8 e Figura 5.9.

* * * *

Figura 5.7: Representacdo ilustrativa da conexdo multibloco MBI1
aplicada a malhas de igual refinamento.

* * * *

Figura 5.8: Representacdo ilustrativa da conexdo multibloco MBI
aplicada a malhas com indice de refinamento superior.
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* * * *

Figura 5.9: Representagdo ilustrativa da conexdo multibloco MBI
aplicada a malhas com indice de refinamento inferior.

Como neste trabalho sdo utilizados esquemas de quarta ordem, os pontos
localizados préximo a interface podem também fazer parte da conexdao multibloco,
Figura 5.10, aumentando assim a quantidade de informagdes transferidas entre os blocos

e podendo melhorar o procedimento de convergéncia.

Figura 5.10: Representagdo ilustrativa dos pontos localizados
proximos a interface de conexdo que podem ser incluidos na conexao
entre os blocos.

Entretanto, para os pontos proximos a interface em que o bloco apresenta maior
refinamento que o bloco vizinho ndo ¢ possivel realizar a troca de informagdes entre as
malhas, pois a utilizacdo de qualquer conjunto de pontos pertencentes a malha vizinha
que ¢ menos refinada, ndo resultaria em um esquema que mantivesse a ordem do
esquema de aproximacao. Para este caso, deve-se aplicar um esquema de interpolagdo

que utilize apenas pontos contidos no dominio do bloco, Figura 5.11.

Figura 5.11: Representacdo ilustrativa da conexdao multibloco MB1
aplicada a malhas com indice de refinamento superior para pontos
proximos a interface de conexao.

\

Para os pontos proximos a interface em que o bloco apresenta menor
refinamento que o bloco vizinho, duas abordagens sdo possiveis: a primeira ¢ nao
considerar os pontos da malha mais refinada, utilizando apenas pontos internos ao
dominio do bloco da mesma forma que a interpolag@o realizada na malha mais refinada,

Figura 5.12. E a segunda opcdo ¢ incluir as informag¢des da malha mais refinada,
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utilizando neste caso a mesma formula de interpolacdo que foi aplicada ao contorno,

Figura 5.13.

* * * *

Figura 5.12: Representacdo ilustrativa da conexdao multibloco MB1
aplicada a malhas com indice de refinamento inferior para pontos
proximos a interface de conexao, usando apenas pontos internos.

* * * *

Figura 5.13: Representacdo ilustrativa da conexdo multibloco MBI
aplicada a malhas com indice de refinamento inferior para pontos
proximos a interface de conexdo, usando informagdes do bloco
vizinho.

Utilizando o esquema apresentado acima, as fun¢des de interpolacdo para a
aproximacao dos termos advectivos aplicadas a conexdo dos blocos de refinamento
diferentes, seguindo a ordem definida pelas Figura 5.7, Figura 5.8, Figura 5.9, Figura

5.11, Figura 5.12 e Figura 5.13, sdo representadas, respectivamente, pelas seguintes

expressoes:

T N N G e
2 2 2 2

N MR MR ) NP

L e N L I

s

L -4 - -2
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(—ylbz 1 ( ]blv 7 ( y]bl 7 ( ylhz 1 ( y}bl
EE— 704 +— x 4+ X o Ax
' 12 4 Ne-CrL; 12 "l 12 ") 12 " s 5.63

L, = Yy -
J 7/ 7 >/

em que b/ faz referéncia ao bloco e b/v ao bloco vizinho que faz fronteira com o bloco

bl, CR1=3"/2 ¢ CR2=3""'/2.

As demais formulas de interpolagdo para termos lineares € ndo lineares foram

obtida seguindo o mesmo procedimento apresentada para conexdao MB1.

O procedimento apresentado anteriormente ¢ aplicado de forma idéntica para os
outros trés contornos do bloco: superior, inferior e direito. Devido a similaridade na

aplicacdo deste procedimento, optou-se por suprimir suas descri¢cdes neste documento.

Outra forma de conexdo multibloco testada neste trabalho, esquema de conexao
MB2, aplica novamente as formulas originais de interpolagdes concentrando a maior
quantidade de pontos possiveis no bloco de maior refinamento.Para este esquema, a
formula de conexdo da interface utiliza a informacao de 3 pontos contidos na malha de
maior refinamento e apenas um ponto na malha de menor refinamento, sempre
respeitando o valor de AX ou AY da férmula de interpolagdo, conforme a Figura 5.14 e

Figura 5.15

* * * *

Figura 5.14: Representacdo ilustrativa da conexdao multibloco MB2
aplicada a malhas com indice de refinamento superior.

* * * *

Figura 5.15: Representacdo ilustrativa da conexdao multibloco MB2
aplicada a malhas com indice de refinamento inferior.

Para os pontos proximos a interface em que o bloco apresenta maior refinamento
que seu vizinho a féormula de conexdo utiliza apenas os pontos dentro do dominio do
bloco, sendo neste caso utilizado a mesma estrutura de conexdo apresentada para a

metodologia MBI, Figura 5.11.
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Para o caso oposto, os pontos proximos a interface em que o bloco apresenta
menor refinamento que seu vizinho, novamente duas abordagens podem ser utilizadas.
A primeira op¢do ¢ idéntica ao esquema MBI, ou seja, considera apenas pontos
internos, Figura 5.12. A segunda opg¢ao ¢ incluir as informacdes da malha mais refinada,

Figura 5.16.

* * * *

Figura 5.16: Representacdo ilustrativa da conexdao multibloco MB2
aplicada a malhas com indice de refinamento inferior para pontos
proximos a interface de conexdo, usando informacdes do bloco
vizinho.

Para o esquema MB?2 as fungdes de interpolagdo aplicadas a conexao dos blocos
de refinamento diferentes, seguindo a ordem definida pelas Figura 5.14, Figura 5.15 e

Figura 5.16, sdo representadas, respectivamente, pelas seguintes expressoes:

(—y]hl 1 ( sz 5 ( y)blv 13( rlv 1( y]bl

—_— |5 _ =~ \x += Xy +— X
¢ 0, 12 ¢ Nx—-CR3,j 12 ¢ Nx-CR2,; 12 ¢ Nx—-CRL,j 4 ¢ %,j 5.64
(—V bl 1( xy]bl 13( Vy]bl 5 ( xylbl 1 ( Yylbz

) _L + 2|4 2 L S
4 J0,./ 4 ¢ Ne-crLj 12 4 212 ¢ 212 ¢ 2 365
(—\bi 1 ( ]blv 5 ( )blv 13( )bl 1( ]bl

y — 4w R PR + 21 + (g™
( ]1,1 12 ¢ Nx-CR2,j 12 ¢ Nx—CRL,j 1 ¢ %,j 4 ¢ %,j 5.66

em que b/ faz referéncia ao bloco e b/v ao bloco vizinho que faz fronteira com o bloco

bl, CR1=3"/2 ¢ CR2=3""1/2 ¢ CR3=3"""%/2.

As demais féormulas de interpolagdo para termos lineares e ndo lineares foram

obtidas utilizando o mesmo procedimento utilizado para o esquema MB2.

Por fim buscou-se estudar qual seria o efeito de concentrar a maior quantidade
de pontos possiveis no bloco de menor refinamento, resultando no esquema de conexdo

MB3.

Neste esquema a formula de conexdo da interface utiliza a informacao de 3

pontos contidos na malha de menor refinamento e apenas um ponto na malha de maior
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refinamento, sempre respeitando o valor de AX ou AY da férmula de interpolacdo,

conforme a Figura 5.17 e Figura 5.18.

* * * *

Figura 5.17: Representacdo ilustrativa da conexdo multibloco MB3
aplicada a malhas com indice de refinamento superior.

* * * *

Figura 5.18: Representacdo ilustrativa da conexdo multibloco MB3
aplicada a malhas com indice de refinamento inferior.

Os pontos proximos a interface em que o bloco apresenta maior refinamento que
seu vizinho utiliza a mesma férmula de conexdo que os procedimentos MB1 e MB2,

representado pela Figura 5.11.

Ja para os pontos proximos a interface em que o bloco apresenta menor
refinamento que seu vizinho, pode-se utilizar a abordagem que considera apenas pontos
internos, Figura 5.12. Para melhorar a troca de informagdes para estes pontos foi
também testada a utilizagdo do esquema proposto para MB1 definido na Figura 5.13,

que permite coletar informacao do bloco vizinho na férmula de interpolagao.

Para o esquema MB3 as fun¢des de interpolagdo aplicadas a conexdo dos blocos
de refinamento diferentes, seguindo a ordem definida pelas Figura 5.17 e Figura 5.18,
sdo representadas, respectivamente, pelas seguintes expressoes:

(_ylbz 1( ylbzv 13( y]bl 5 ( bil 1 ( ylbz
=—|g* +—p7 ], ——=" |, +—=\¢*
P00, =4 s T 12 o2 ? 212 ¢ 2 07

R T e

Nx-CR3,j 12 Ne-CR2,j 12 Nx—CRL, j %,_,

5.68

em que b/ faz referéncia ao bloco e blv ao bloco vizinho que faz fronteira com o bloco

bl, CR1=3"/2 ¢ CR2=3""1/2 ¢ CR3=3"""%/2.

140



Seguindo o mesmo procedimento utilizado para o esquema MB3 as féormulas de

interpolagdo para os demais termos lineares e nao lineares foram também obtidas.

Para que as formulas de interpolacdo possam ser utilizadas diretamente deve
haver a coincidéncia da malha dos dois blocos na interface de conexdao. Normalmente,
esta exigéncia faz com que o esforgo € o tempo necessario a geragao deste tipo de malha
sejam maiores do que para aplicacdo de malhas sobrepostas. Entretanto, o procedimento
proposto neste trabalho para geracdo e correta adequagcdo da malha ¢ feito de forma
simples e automatica sem acarretar aumentos consideraveis de tempos ou esfor¢os para

aplica¢dao da metodologia.
5.4. Procedimento Proposto Para Tratamento das Oscilacoes - WENO

O esquema WENO apresenta uma boa capacidade de lidar com o surgimento de
oscilagdes numéricas e também ndo reduz a ordem da aproximagdo em regides de
descontinuidade como acontece com o método baseados em fungdes limitadoras como é

o caso do TVD.

O esquema WENO foi desenvolvido por Liu et al. (1994) e consiste em uma
combina¢do convexa de diferentes esquemas de mesma ordem de aproximacao, mas
com diferentes esténceis. Sua principal caracteristica ¢ evitar a presenca de oscilagdes
irreais na solucdo em regides de altos gradientes ou descontinuidades ponderando os
diferentes esténceis que fazem parte do esquema de interpolagdo. O peso relativo a cada
um dos esténceis depende da localizagdo de cada ponto de cada esténcil em relacdo aos
pontos da descontinuidade e deve ser obtido de forma a evitar o aparecimento das

oscilagdes.

Para aplicagdao do esquema WENO o fluxo na interface i ¢ representado como

uma combinagdo convexa das funcdes f'segundo a expressao:

r—

(ﬂ. = iwkfk 5.69

! k=0

em que r representa o numero de esténceis adotados e o termo @, ¢ o peso que cada

esténcil apresenta no esquema resultante, obtido segundo a expressdao (JIANG e SHU,

1996):
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Os valores de 1S, sdo obtidos segundo as expressoes:
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O termo ¢, ¢ chamado de peso 6timo, IS, proporciona a suavidade do esténcil e
€ ¢ uma pequena constante positiva utilizada para evitar divisdes por zero, normalmente
107°. Entretanto, segundo JIANG e SHU (1996) a solugio numérica ndo ¢ afetada para

valores entre (10~ a 107'). Os valores 6timos para os pardmetros cj, apresentados

6 3

também neste trabalho sdo: ¢, = L, cg=—=¢€c,=—.
10 10 10

Para a aplicagdo do esquema de Lagrange de 4" ordem em conjunto com o

tratamento WENO ¢ necessario que os valores dos parametros ¢, sejam recalculados de

forma a garantir que a ordem da aproximagao seja mantida.

A obtengdo dos temos f, depende do esquema de interpolagao utilizado. Abaixo
sdo apresentados os valores destas fungdes para o esquema de Lagrange de 4" ordem.
5.4.1. Esténceis para aproximacéo de Lagrange de 4° Ordem

Usando uma aproximacdo de Lagrange de 4* ordem para o fluxo advectivo em
uma interface genérica i paralela a dire¢do y e cinco esténceis € possivel construir cinco
diferentes fungdes, que podem ser interpretadas geometricamente, segundo a Figura

5.19:
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-7/2 -5/2 -3/2 -1/2
-5/2 -3/2 -1/2 +1/2
|
-3/2 -1/2 I +1/2 +3/2
|
-1/2 +1/2 +3/2 +5/2
+1/2 +3/2 +5/2 +7/2
Figura 5.19: Representagdo esquematica dos esténceis

propostos para o esquema de Lagrange de 4° ordem.

Tais funcdes sdo representadas matematicamente pelas equagdes:

1'*5 I*E 12 1'*5 12

I R )

) L,

A
/2= _112 (wlﬁ %(W]i_l 172 (w]ls _%(w]fﬁ
/5= %("Wll S(wvlﬁflsz(wlﬁ 112(¢xy]i+5

143

5.74

5.75

5.76

5.77

5.78



6. Resultados

“... é possivel errar de varias maneiras, ao passo
que 5o é possivel acertar de uma maneira...”

Em Etica a Nicdmaco, de Aristoteles

Neste capitulo sdo apresentados os principais
resultados obtidos pela aplicagdo do procedimento
numérico proposto a resolucdo de escoamento de

fluidos newtonianos e viscoelasticos.
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Neste capitulo, foram apresentados os principais resultados obtidos pela
aplicacdo da técnica de alta ordem e da técnica de conexdao multibloco proposta neste
trabalho. Foram considerados para avaliagdo exemplos classicos da literatura
comumente utilizados para testes e avaliagdo de procedimentos numéricos, tais como: o
escoamento entre placas paralelas, o escoamento entre placas paralelas precedido de
uma superficie livre de cisalhamento (“slip-stick”), o escoamento de saida de placas
paralelas para uma superficie livre de cisalhamento (“stick-slip”), o escoamento em uma
contracdo plana e o escoamento em cavidade quadrada sob a acdo de uma placa
deslizante (“lid-driven”), aplicados tanto a simulagdo de escoamento de fluidos

newtonianos como viscoelasticos.

Os resultados obtidos pela aplicagdo do procedimento proposto foram
confrontados, quando possivel, com solugdes analiticas com resultados retirados da

literatura e obtidos pela aplicacdo de outros esquemas de interpolacao.

Na primeira etapa, as diferentes propostas de conexao multibloco (MB1, MB2 e
MB3) foram testadas e avaliadas. Esta avalia¢ao foi realizada aplicando cada uma das
metodologias a simulagdo do escoamento de um fluido newtoniano entre placas planas e
paralelas. Este problema foi escolhido por apresentar uma série de particularidades que
fazem dele um bom exemplo para teste das formulagdes multibloco. Este caso de estudo
possui elevados gradientes tanto na direcdo y (gradiente de velocidade) como para
dire¢do x (gradiente de pressdo), desta forma, foi possivel avaliar como a metodologia
lidam com a presenca de gradientes proximos a interface de conexao, quando diferentes
refinamentos de malha sdo aplicados. Comparando as solucdes obtidas para os perfis de
velocidade e de pressdo, foi possivel verificar a existéncia de alguma descontinuidade

ou oscilacao proxima a interface de conexao.

Uma vez testado e devidamente avaliado o procedimento de conexdo multibloco,
a metodologia foi inicialmente aplicada a simulacdo de escoamento de fluidos
newtonianos e depois aplicada a simulagdo de escoamento de fluidos viscoelasticos.
Nesta etapa, foram comparados os resultados obtidos através da formula de interpolagao
de Lagrange de 4" ordem propostas neste trabalho com resultados encontrados na
literatura e obtidos pela aplicacdo de outros procedimentos. Em seguida, foi avaliado o

efeito conjunto da técnica de alta ordem com a técnica de partigao multibloco.
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Para quantificar as diferencas entre solucdes, a seguinte métrica conhecida como

RMS (“root mean square”), foi adotada:

||V—W||=\/%ﬁ(vi—wi)2 6.1

i=l
em que N representa quantidade de pontos nos quais a solu¢ao ¢ comparada

As simulagdes apresentadas neste trabalho foram realizadas em um computador

com processador Intel 15 de 3.2 GHz e 8.0 GB de memodria RAM.
6.1. Avaliacdo da Técnica de Conexao Multibloco

Como ja mencionado anteriormente, as diferentes propostas de conexado
multibloco (MB1, MB2 e MB3) foram testadas e avaliadas através de sua aplicacdo a

simulagdo do escoamento de um fluido newtoniano entre placas planas e paralelas.

Este exemplo considera um fluido escoando entre duas placas planas e paralelas,

podendo ser esquematicamente representado pela Figura 6.1.

2H

Figura 6.1: Representagdo esquematica do escoamento entre
placas planas e paralelas.

Para este escoamento, foi atribuido um perfil de entrada parabolico para a
velocidade, considerando que, ao final do escoamento, o perfil de velocidade ja se
encontra estabelecido. Na parede foi aplicada a condi¢dao de ndo deslizamento e na saida
a pressdo foi especificada como sendo nula. Para reduzir o tamanho da malha
computacional, utilizou-se a condi¢do de simetria no centro da secdo horizontal,

simulando desta forma apenas metade do dominio do problema.

Para realizagdo dos testes e comparacdes, foi considerado o numero de Reynolds
igual a 10, o comprimento da placa L=10 e sua meia altura H=1. As coordenadas x e y
adimensionais foram consideradas a partir do ponto onde se localiza a linha de simetria

horizontal (y=0) e a entrada das placas (x=0).
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Duas estruturas de refinamento, representadas pelas Figura 6.2, Figura 6.3,

Figura 6.4 e Figura 6.5, foram estudadas.

Na primeira estrutura, o refinamento foi realizado ao longo do escoamento. A
conexao multibloco se d4 ao longo do eixo y na posi¢cdo x=5,0. Neste caso, cada bloco
utilizou como refinamento base N,=10 e N,=20. A malha mais refinada foi obtida
usando o indice de refinamento do bloco (/R) igual a 1, gerando assim um bloco com

refinamento N,=30 e N,=60.

Na segunda estrutura o refinamento foi realizado na regido proxima a parede ou
na regido proxima a simetria. A conexao multibloco se d4 ao longo do eixo x na posi¢ao
»=0,5, na qual cada bloco apresenta refinamento base de N,=20 ¢ N,=10. Novamente a

malha mais refinada foi obtida utilizando /R=1, gerando um bloco com refinamento

N,=60 e N,=30.

Os resultados obtidos pela aplicagdo da técnica multibloco foram comparados
aos resultados obtidos pela simulagdo considerando um refinamento homogéneo de
malha com N,=60 e N,=60, o que ¢ equivalente a usar em todo dominio a malha mais
refinada do procedimento multibloco, sendo esta solu¢do tomada como solugdo de
referéncia. Desta forma foi possivel quantificar os desvios na solucdo obtidos pela
aplica¢do da técnica multibloco bem como verificar a presenca de descontinuidade na

interface de conexao.

=] 0.6

[ 0.4

Figura 6.2: Estrutura de refinamento Figura 6.3: Estrutura de refinamento
realizada ao longo do escoamento — realizada ao longo do escoamento —
Arranjo 1. Arranjo 2.
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Figura 6.4: Estrutura de refinamento Figura 6.5: Estrutura de refinamento
realizada proximo a parede — Arranjo 3. realizada proximo a simetria — Arranjo 4.

Aplicar o refino da malha ao longo do escoamento nao ¢ indicado para este tipo
de problema (Arranjo 1 e Arranjo 2), visto que o perfil de solu¢do ¢ constante.
Entretanto, este tipo de arranjo de malha permite avaliar isoladamente os efeitos da
técnica multibloco no perfil de velocidade, pois nesta situagdo o unico gradiente
presente na interface de conexdo ¢ o gradiente de velocidade v,, sendo v, nulo e o

gradiente de pressao constante.

A segunda estrutura de refino de malha (Arranjo 3 a Arranjo 4) permitiu avaliar
isoladamente os efeitos que a técnica multibloco apresenta ao conectar a pressao, visto
que para esta situagdo a Unica variagdo ao longo da interface de conexdo ocorre com a

pressdo, o gradiente de velocidade v, é constante e a velocidade v, nula.

O arranjo de malha mais indicado ¢ definir o maior refinamento da malha junto
as regides de elevados gradientes, como ¢ o caso das regides proximas a parede. E
importante ressaltar que, por ora, a estrutura adotada para o refinamento da malha tem
apenas o objetivo de testar e avaliar o procedimento de conexdo multibloco proposto
neste trabalho, sem qualquer preocupacdo com a conformacdo da estrutura da malha.
Esta etapa visa apenas identificar se as formas de conexdo aplicadas estdo sendo
capazes de conectar adequadamente os blocos de diferentes graus de refinamento
mantendo a continuidade das varidaveis na interface de conexao e qual metodologia

conecta melhor os blocos (MB1, MB2 ou MB3).

Analisando os perfis de velocidade do procedimento MB1 apresentados na
Figura 6.6, que consideram apenas a aproximagao da fronteira na formula de conexao,
pode-se observar que em nenhum dos casos testados a férmula de conexao multibloco ¢
capaz de manter a continuidade da variavel e no caso do Arranjo 4 sequer uma solugdo
pode ser obtida. A descontinuidade observada no perfil da solugdo, destacada pelo

circulo na figura da esquerda e ampliada para melhor visualizagdo na figura da direita,
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deve-se a estrutura de conexdo adotada, na qual foi considerado que o valor das
variaveis localizadas nas paredes dos volumes de controle da interface de maior
refinamento apresentava o mesmo valor que nas paredes dos volumes de controle da
interface de menor refinamento. Esta aproximagdo faz com que quanto maior o
gradiente envolvido na interface de conexdo mais deficiente seja a aplicagdo da
metodologia. Como pode ser observado mais facilmente para aplica¢@o do arranjo 3 e 4,
nos quais estdo envolvidos o gradiente de pressdo. Assim sendo, considerar que a
variavel localizada nas paredes dos volumes de controle da malha de menor refinamento
tem o mesmo valor que a varidvel localizada na parede do volume de controle da malha

de maior refinamento ndo se revelou como uma boa estratégia.
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Figura 6.6: Perfil de velocidade v, para o procedimento MB1 aplicando: (a) Arranjo 1,
(b) Arranjo 2 e (c) Arranjo 3.
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Analisando os perfis de pressdo para o procedimento MBI, apresentados na
Figura 6.7, fica evidente que o problema ocorrido no arranjo 3 e 4 deve-se a forma de

conexao utilizada, que foi incapaz de lidar adequadamente com o gradiente de pressao.

(©)

Figura 6.7: Perfil de pressao para o procedimento MB1: (a) Arranjo 1; (b) Arranjo 2 e
(c) Arranjo 3.

Um melhor entendimento do efeito obtido, quando se considera que o valor das
variaveis localizadas nas paredes dos volumes de controle de maior refinamento tem o
mesmo valor que das interfaces de conexao de menor refinamento, pode ser observada
na Figura 6.8 e Figura 6.9 considerando o arranjo 1 e 3. As figuras da esquerda
apresentam o perfil de solucdo completo e as figuras da direita uma ampliagdo para

melhor visualiza¢ao dos resultados.
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Figura 6.8: Perfil de velocidade v, para o procedimento MB1 na interface da conexao
multibloco x=5,0 — Arranjo 1.
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Figura 6.9: Perfil de pressdo para o procedimento MBI na interface da conexao
multibloco y=0,5 — Arranjo 3.

Para que os valores da interface do bloco de maior refinamento sejam mais bem
aproximados ha a necessidade de se usar formulas de interpolagdo que levem em
consideracdo ambas as direcdes (x e y), ou seja, deve-se utilizar interpolacdes
bidimensionais na conexdo. Neste caso as formulas de interpolacdo de Lagrange

deveriam ser estendidas a formulagao bidimensional, segundo a expressao.

(¢_yl :Ziak,l(ﬁl . (.1 +Zn:Zn:ka(¢_xyl (.1 02
rd)fid) T R ko)1)

Entretanto, a aplicacdo deste procedimento demandaria um esforco
computacional muito maior. Visando corrigir este problema, aproximaram-se os valores
da malha de maior refinamento através de uma férmula de interpolagdo linear usando os
valores da malha de menor refinamento como mostrado na Figura 6.10. As formulas

originais de Lagrange de 4° ordem foram aplicadas apenas aos pontos comuns da malha
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de maior e menor refinamento, os demais pontos foram obtidos através de uma

interpolagdo linear dos pontos vizinhos.

Figura 6.10: Representagdo esquematica do procedimento
de interpolacdo para malha de maior grau de refinamento.

E importante ressaltar que esta formula de interpolagdo ¢ de 1* ordem. Assim
sendo, possiveis fontes de erros podem ser introduzidas ao esquema, sendo entdo
quantificadas comparando os valores na fronteira da conexao multibloco com os valores
usando o grau de refinamento completo da malha. Cabe enfatizar que esta formula de
interpolagdo ndo ¢ uma limitacdo do procedimento proposto, pois foérmulas de

interpolacdo de mais alta ordem podem ser utilizadas.

Aplicando esta nova férmula de interpolagdo houve uma melhora significativa
dos resultados, como podem ser observados na Figura 6.11 relativa ao perfil de
velocidade v, e na Figura 6.12 relativas ao perfil de pressao, ndo sendo mais observada a

presenga de descontinuidade no perfil de solucao.
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Figura 6.11: Perfil de velocidade v, para o procedimento MB1 com nova formula de
conexao para malha de maior refinamento: (a) Arranjo 1 e (b) Arranjo 2.
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(b)

Figura 6.12: Perfil de pressdo para o procedimento MB1 com nova férmula de conexao
para malha de maior refinamento: (a) Arranjo 3 e (b) Arranjo 4.

Analisando os perfis apresentados na Figura 6.13 e na Figura 6.14, nos quais o
procedimento de aproximagdo linear ¢ comparado com a malha com grau de
refinamento homogéneo, ¢ possivel constatar que a formula de interpolagdo aplicada a
malha de maior refinamento foi capaz de prover uma boa aproximacao para os valores
das varidveis a partir da malha de menor refinamento. Os resultados obtidos ndo
apresentam discrepancias consideraveis e a continuidade do perfil de velocidade e de
pressdo sdo mantidas na interface. Os RMS destes perfis sdo: 4,7681x10™, 4,7690%10™,
6,8182x10° ¢ 4,0621x107, para as situacdes (a), (b), (c) e (d) respectivamente,
confirmando que a formula de interpolacdo aplicada, mesmo sendo de 1* ordem, ndo
comprometeu as solugdes obtidas, tendo sido uma boa solugdo para ajustar a malha de

maior refinamento.
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Figura 6.13: Perfil de velocidade v, na interface de conexdo aplicando o procedimento
MB1 com nova férmula de conexao: (a) Arranjo 1 e (b) Arranjo 2.
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Figura 6.14: Perfil de pressao na interface de conexao aplicando o procedimento MB1
com nova féormula de conexdo: (a) Arranjo 3 e (b) Arranjo 4.

De todos os arranjos de malha utilizados o arranjo 3, no qual ¢ aplicado maior
refinamento proximo a parede, foi o mais indicado para o problema de escoamento em
placas, por isso optou-se por analisar apenas esta forma de arranjo. Abaixo sdo
apresentados os perfis de velocidade e pressdo para diferentes posi¢cdes do escoamento,
Figura 6.15, comparando o esquema MBI1 a solucdo com grau de refinamento
homogéneo. Os RMS destes perfis sdo apresentados na Tabela 6.1.
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Figura 6.15: Perfil para diferentes cortes em x utilizando o procedimento MB1 com
nova formula de conexdo multibloco e Arranjo 3: (a) Velocidade v, e (b) Pressao.
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Tabela 6.1: Diferenca entre as solucdes de referéncia e MB1.

ref ref
x il

x=2,0 | 9,7054x107 1,0359x10™
x=4,0 | 9,6702x107 8,4102x10”
x=6,0 | 9,7117x10” 1,9318%107
x=8,0 | 9,7693x107 1,6155%10°

_vx

v

Comparando os perfis apresentados na Figura 6.15 ¢ possivel constatar que a
conexao multibloco pode ser feita de forma adequada sem a presenca de oscilagdes ou
descontinuidade no perfil de solugdo. A estratégia de refinamento da malha foi capaz de
obter solugdes tao boas quanto a solugdo de referéncia, como pode ser constatado na
Tabela 6.1, demandando um esfor¢o computacional menor. O tempo de simulagdo para
a obten¢do da solucdo de referéncia foi de 770 segundos, ao passo que a utilizacdo do
procedimento multibloco utilizou 492 segundos. Tal redugdo de tempo é plenamente
justificavel, visto que a aplicacdo da técnica multibloco utilizou 2.000 volumes de
controle, ao passo que a aplicagdo do refinamento homogéneo utilizou 3.600 volumes
de controle. Tais resultados demonstram a potencialidade da aplica¢do do procedimento

multibloco.

Como a limitacao encontrada no esquema MBI se estende a formulagdo dos
esquemas MB2 e MB3, o procedimento de conexdao adotado para malha de maior

refinamento foi estendido também a estes procedimentos.

Os mesmos testes realizados para a metodologia MB1 foram também aplicados
aos procedimentos MB2 e MB3, nos quais foi observado que a eficiéncia na aplicag¢ao
destes procedimentos esta condicionada as condi¢des do escoamento, visto que a forma
de disposicdo dos pontos na interface de conexdo esta diretamente relacionada ao

sentido do escoamento ¢ a intensidade de variagdes dos gradientes.

A aplicagdo do esquema MB2, que utiliza uma maior quantidade de informacgdes
da malha mais refinada, pode apenas ser utilizada em situagdes nas quais a malha mais
refinada esteja na direcdo contraria do escoamento e na regido de maior variacdo dos
gradientes, como pode ser observado na Figura 6.16, em que apenas os arranjos 1 ¢ 4
apresentaram solucdes satisfatorias. Para o arranjo 2 (Figura 6.16¢), observou-se a
presenca de descontinuidades, destacada por um circulo na figura da esquerda e
ampliada para melhor visualizagdo na figura da direita, e para o arranjo 3 o

procedimento ndo convergiu.
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Figura 6.16: Perfil de velocidade v, para o procedimento MB2: (a) Arranjo 1; (b)
Arranjo 4 e (c) Arranjo 2.

A aplicacdo do esquema MB3, que utiliza uma maior quantidade de informagdes
da malha de menor refinamento, pode apenas ser utilizada em situacdes nas quais a
malha menos refinada esteja na dire¢do contraria ao escoamento ¢ de menor variagao
dos gradientes, como pode ser observado na Figura 6.17 e na Figura 6.18, em que
apenas os arranjos 2 ¢ 3 apresentaram solucgdes satisfatorias. A utilizacdo do arranjo 1
(Figura 6.17) apresentou solu¢ao com oscilagdes, destacada por um circulo na figura da
esquerda e ampliada para melhor visualizagdo na figura da direita, e o arranjo 4 ndo

obteve uma solucdo convergente.
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Figura 6.17: Perfil de velocidade v, para o procedimento MB3 considerando o arranjo
1.
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Figura 6.18: Perfil de velocidade v, para o procedimento MB3: (a) Arranjo 2 e (b)
Arranjo 3.

Para que os procedimentos MB2 e MB3 pudessem ser aplicados de forma
independente, ¢ necessario que a escolha dos pontos na interface de conexdo leve em
consideragdao o sentido do escoamento, de forma muito similar ao esquema UDS ¢ ao
esquema QUICK. Neste caso, o esquema MB2 ¢ aplicado quando a velocidade for

positiva e o esquema MB3 quando a velocidade for negativa.

Comparando os resultados obtidos pela aplicacdo do esquema MB2 aplicando o
arranjo 1 e 4 e do esquema MB3 aplicando os arranjos 2 e 3, com os resultados obtidos
utilizando o grau de refinamento completo, Figura 6.19, Figura 6.20 e Tabela 6.2, pode-
se observar que os perfis obtidos estdo muitos préximos. Entretanto, em todos os casos,
o tempo de simulacdo obtido com a aplicagdo dos esquemas MB2 ¢ MB3 foi maior do
que o obtido com a aplicacdo do esquema MBI, por isto, os esquemas MB2 ¢ MB3 nao

foram considerados no trabalho.
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Figura 6.19: Comparagdo de solucdes entre os procedimentos MB2 e a referéncia: (a)
Perfil de velocidade v, com arranjo 1 e (b) Perfil de pressdo com arranjo 4.
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Figura 6.20: Comparagdo de solucdes entre os procedimentos MB3 e a referéncia: (a)
Perfil de velocidade v, com arranjo 2 e (b) Perfil de pressdo com arranjo 3.

Tabela 6.2: Diferenca entre as solugoes de referéncia e MB2 ¢ MB3.

vy —v,

Arranjo1-MB2 | Arranjo 2 - MB3
x=2,0 3,6438%10* 3,9755%x10
x=4,0 3,1646x10™ 3,5903x10™
x=6,0 2,4973x10™ 2,7961x10™
x=38,0 1,6410x10™ 1,6417x10™

PP |

Arranjo3—MB3 | Arranjo 4 — MB2
x=2,0 1,5381x10™ 4,5879x10
x=4,0 43729x10™ 3,5000x107
x=6,0 2,2217x10™ 2,3800x10
x=8,0 1,1375x10™ 1,2602x107
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Por fim, verificou-se qual a influéncia da inclusdo dos pontos localizados

proximos a fronteira de conexao no procedimento multibloco (ver Figura 5.12 e Figura

5.13). Para isso as solugdes obtidas através da aplicacdo do procedimento MBI11 que

promove a inclusdo dos pontos localizados préximos a interface de conexdo foram

comparadas com a solug¢do que utiliza grau de refinamento homogéneo, permitindo

assim que a inclusdo desta informacdo pudesse ser analisada de forma mais direta,

Figura 6.21 e Tabela 6.3.
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Figura 6.21: Comparagdo entre o procedimento com inclusdo dos pontos localizados

proximos a interface

de conexdo na formula multibloco (MB11) e a solu¢do com

refinamento homogéneo para: (a) Perfil de velocidade v, e (b) Perfil de pressao.

Tabela 6.3: Diferenca entre as solugdes de referéncia e MBI11.

ref

] | ]

_vx

x=2,0 1,0106x10™ 1,1043x10™

x=4,0 9,8612x107 1,0932x10"

x=6,0 1,0107x10™ 4,4885%10°

x=8,0 1,0077x10™ 4,5879x107

Analisando os

resultados apresentados na Figura 6.21 e Tabela 6.3, ¢ possivel

verificar que a aplicacdo de ambos os procedimentos conduz a resultados equivalentes.

Comparando o tempo computacional gasto para a simulagdo, constatou-se que incluir

mais informagdes para conexao aumentou o tempo de solugdo que neste caso foi de 530

segundos, ao passo que o procedimento que utiliza apenas pontos internos gastou 492

segundos.
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Diante de todos os resultados apresentados anteriormente, pode-se constatar que
o procedimento MBI utilizando apenas os pontos juntos a interface para conexao
multibloco apresenta o melhor desempenho dentre os procedimentos propostos. A partir
desta etapa do trabalho serd este o unico procedimento aplicado para conectar os blocos

com diferentes graus de refinamento.

Nos topicos subsequentes serdo apresentados os resultados obtidos pela
aplicacdo de metodologia de alta ordem em conjunto com a técnica de parti¢do
multibloco a diversos problemas, permitindo que o procedimento proposto seja

devidamente testado e avaliado.
6.2. Equacao da Advecciao-Difusao Bidimensional

Fendmenos que envolvem mecanismos de advec¢do-difusdo ocorrem em
diversos processos de interesse industrial. O modelo mateméatico bidimensional e

transiente que descreve este fendmeno € representado pela equagdo:

%+Vx%+"v%:r'[i?+i?j 6.3
ot ox ; @y ox 8_);

emque: 0<x<1,0<y<ler>0.

As condic¢des de contornos e inicial atribuidas ao problema sao:

¢(X,y,t}x:0 = 0 a¢(xa yat) — O

x|y, 6.4
¢(‘xay9txy4) =1 ¢(X,y,fxy:yf =1 6.5
Hx,p.t)_, =0 6.6

Para resolucdo deste problema foi utilizado o MVF aplicando o esquema UDS
ou QUICK na aproximacao dos termos advectivos € o esquema CDS na aproximagao

dos termos difusivos e o Lagrange de 4° ordem (LAG4) para ambos os termos.

Para o primeiro caso de estudo foram considerados os valores de v,=1,0 e v,=2,0
e ['=0,1. O resultado apresentado na Figura 6.22 representa o numero de pontos de

discretizagdo necessarios para que cada método obtivesse a solucdo convergida
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considerando o estado estacionario. O critério utilizado na convergéncia da malha foi de
que o RMS entre os valores obtidos nos pontos de discretizagdo da malha de
refinamento k+m e os valores obtidos nos pontos de discretizagdo pela malha de

. . 6 ,
refinamento &k fossem inferiores a 10, em que k e m representam os numeros de

volumes de controle (N 5) no qual a malha computacional foi dividida, em todos os

exemplos testados N,=N,.

Na Figura 6.22, ¢ possivel constatar que o esquema LAG4 necessita de um
menor grau de refino da malha para obten¢do da solu¢do numérica que os esquemas
UDS e QUICK, quando a malha computacional ndo exerce mais influéncia sobre a

solucdo obtida.

Analisando a curva de nivel apresentada na Figura 6.23, ¢ possivel observar que
para valores de x > 0,5 existe pouca mudanga no perfil da solucdo, assim sendo, pode-se
reduzir o grau de refinamento nesta regido do problema sem comprometer o resultado
final da simulacdo. A técnica de particdo multibloco foi aplicada gerando uma estrutura

de refinamento representada pela Figura 6.25.

Analisando a Figura 6.24, que ilustra o perfil da variavel ¢ obtido pela
aplicacdo dos esquemas QUICK e LAG4 considerando o estado estacionario e os
valores de v=1,0 e v,=2,0 ¢ I'=0,1 e utilizando o niimero de pontos de discretizacdo
apresentados na Figura 6.22, ¢ possivel observar a equivaléncia entre os perfis

numéricos obtidos pela aplicagdao do esquema QUICK e LAG4.
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Figura  6.22: Malha  computacional
necessaria para obtencdo da solugdo
convergida para o problema da adveccao-
difusdo — primeiro caso de estudo.
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Figura 6.23: Curva de nivel obtida pela
aplicagdo do esquema LAG4 N.=N,=30
para o problema da adveccao-difusao —
primeiro caso de estudo.
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Figura 6.24: Comparacgdo entre os perfis obtidos pela aplicacdo dos esquema QUICK e

LAGH4 para o problema da adveccao-difusdo —

primeiro caso de estudo..

Na Figura 6.25, Figura 6.26 e Figura 6.27 sdo apresentadas os resultados obtidos

pela aplicacdo da técnica de partigdo multibloco, quando se buscou refinar apenas as

regides de maior variagdo do problema.
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difusdo — primeiro caso de estudo. primeiro caso de estudo.

1.0+

0.9—.
0.8—.
0.7—.
0.6—.

0.5

Var

0.4

037 V=005 y=0.15 y=0.25

——y=0.35 —— y=0.45 Referéncia
» y=0.05 & y=0.15 e y=0.25
® y=0.35 * y=0.45 Multibloco

0.2+

0.1

.0 oo pmn pr-————b5-—-"-—-mr—-—-7"75"4-—-—"7T"-—"1-—"7"""7"7"
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

X

Figura 6.27: Perfil em diferentes cortes em y comparando a solugdo de referéncia a
solugdo obtida através da aplicagdo da técnica multibloco para o problema da advecgao-
difusdo — primeiro caso de estudo.

A Tabela 6.4 informa o RMS entre valores obtidos pela solugdo de referéncia

(que utiliza grau de refinamento homogéneo) e o esquema multibloco.

Tabela 6.4: Diferenca entre as solugdes de referéncia e a solucdo multibloco para o
primeiro caso de estudo.

‘¢r€f _¢ H
y=0,05 | 2,2384x107
y=0,15 | 6,8386x107
y=0,25 | 8,1192x107
=035 1,1291x10™
y=0,45 | 3,0809x10™

Pelos resultados apresentados na Figura 6.26, Figura 6.27 e na Tabela 6.4 ¢

possivel constatar a boa adequacao da técnica de partigao multibloco. Um maior grau de

refinamento da malha foi utilizado no comprimento inicial, onde existem gradientes
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mais elevados e uma malha menos refinada foi aplicada a regides sem grande variacao.

As solugdes apresentadas na Figura 6.26 e Figura 6.27, foram compativeis com os

resultados obtidos pelos demais procedimentos e ndo houve qualquer oscilagdo no

procedimento de conex@o multibloco, como pode ser observado na Figura 6.27.

A Figura 6.28 ilustra a curva de nivel da variavel ¢ obtida pela aplicacdo dos

esquemas LAG4 considerando o estado estacionario e os valores de v,=10,0 € v,=5,0 e

['=0,1, utilizando o numero de pontos de discretiza¢do apresentados na Figura 6.29 no

qual o procedimento numérico apresenta sua solu¢do convergida, usando o mesmo

critério para convergéncia da malha utilizado no caso anterior.
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Figura 6.28: Curva de nivel obtida pela
aplicagdo do esquema LAG4 N.=N,=40
para o problema da adveccdo-difusdo —
segundo caso de estudo.
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Também para este exemplo ¢ possivel verificar que o esquema LAG4 apresenta
taxa de convergéncia mais acelerada que os procedimentos UDS e QUICK. Neste caso,
o grau de refino da malha para obtencdo da solugdo numérica quando a malha
computacional ndo exerce mais influéncia sobre a solugdo obtida ¢ consideravelmente
inferior para o esquema LAG4, especialmente quando comparada ao esquema UDS, no
qual esta diferenca ultrapassa o dobro do nimero de pontos de refinamento.

Comparando o perfil da variavel ¢ obtido pela aplicagdo dos esquemas QUICK e

LAG4, Figura 6.30, ¢ possivel observar a equivaléncia entre os perfis numéricos

obtidos.
6.3. Escoamento de Fluidos Newtonianos

Neste item, serdo apresentados os resultados para simulagdes de escoamento de
fluidos newtonianos, com o objetivo de testar e avaliar a metodologia proposta neste

trabalho. Os exemplos aplicados para testes sdo:

o Escoamento entre placas paralelas precedido de uma superficie livre de

cisalhamento (“slip-stick™).

o Escoamento de saida de placas paralelas para uma superficie livre de

cisalhamento (“stick-slip”).

o Escoamento em uma cavidade quadrada sob a acdo de uma placa

deslizante no topo (“lid-driven”).

Tais problemas, apesar de sua relativa simplicidade, sdo amplamente utilizados

pela literatura para testes e avaliagdes de procedimentos de solu¢des numéricas.

Optou-se por fazer estes estudos utilizando niimeros relativamente baixos de
Reynolds, visto que o escoamento de fluidos poliméricos, que é o foco principal deste

trabalho, ¢ caracterizado por ocorrer com baixos valores deste parametro.
6.3.1. Escoamento Slip-Stick

Este problema consiste no escoamento de um fluido entre duas placas planas e
paralelas. O escoamento se d4 em uma superficie livre de cisalhamento (“‘free-slip”)
seguida por uma condi¢ao de ndo deslizamento ( “no-slip”’) aplicada na superficie da
placa Figura 6.31. A caracteristica principal deste problema ¢ a presenga de
singularidades quando a condi¢do de contorno muda de livre de cisalhamento para uma

condi¢do de ndo deslizamento, prejudicando a qualidade da aproximacao.
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Figura 6.31: Representacao esquematica do escoamento “slip-stick”.

Como o problema ¢ simétrico ao longo do eixo y, foi possivel reduzir o tamanho
da malha computacional utilizando-se a condicdo de simetria na se¢do horizontal
central, simulando desta forma apenas metade do dominio inicial. Na entrada foi
considerado um perfil constante de velocidade. Na condi¢do de saida o escoamento foi

considerado como estabelecido.

Para a realizagdo dos testes e das comparagdes, foram considerados nimero de
Reynolds de 10 (Re=10), comprimento da placa antes da singularidade de L,=3,
comprimento da placa ap6s a singularidade de L,=7 e meia altura da placa de H=1. As
coordenadas x e y adimensionais foram consideradas a partir do ponto onde esta

localizada a linha de simetria horizontal (y=0) e o inicio do escoamento (x=0).

Inicialmente, foi aplicado o esquema CDS utilizando sete diferentes graus de
refinamento de malha: 30x10, 30x20, 60x10, 60x20, 60x40, 120x40, 120x80 e
240%40. As solucdes foram comparadas visando identificar o grau de refinamento que
apresentasse a solucdo mais proxima possivel da convergéncia. Foram comparados os
perfis de velocidade v,, velocidade v, e pressdo para os diferentes refinamentos de
malha para a linha horizontal y=0,9, apresentadas na Figura 6.32 As figuras do lado
esquerdo representam os perfis das variaveis ao longo de todo dominio e as figuras do
lado direito apresentam uma ampliagdo da area proxima a singularidade, permitindo

assim visualizar melhor os resultados obtidos pelos diferentes graus de refinamentos.
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Figura 6.32: Perfis obtidos para posi¢ao y=0,90 pela aplicagdo do esquema CDS com
diferentes refinamentos de malha para o escoamento “slip-stick” newtoniano: (a)

Velocidade v,; (b) Velocidade v, e (c) Pressao.

Com a finalidade de comparar as diferengas entre os resultados obtidos pela
aplicacdo do esquema CDS utilizando diferentes graus de refinamento de malha sao

apresentados os RMS na Tabela 6.5.
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Tabela 6.5: Diferenca entre as solucdes obtidas pelo esquema CDS aplicando diferentes

refinamentos de malha para o escoamento “slip-stick” newtoniano.

v v, i =v,| lp -p |
240%40 e 120x80 2,1614x107 1,5004x10 3,6693%x107
240%40 e 120x40 2,4122x107 1,7109x10 4,3545%10
12080 e 120%40 3,1223x10™ 2,4903x10™ 9,0084x107
240%40 e 60x40 7,4595%107 6,7631x107 1,4043x10"
12080 e 60x40 5,5075%107 6,1343x107 1,3027x10"
60x40 e 30x20 9,7802x107 1,1099x10 2,5903%x10!
120x40 e 60x20 5,6889x10 6,2312x10 1,4031x10"
60x20 e 30x10 9,7594x107 1,1103%10 2,8685%10"

Comparando os perfis apresentados na Figura 6.32, pode-se observar que os
resultados obtidos pelo esquema CDS utilizando a malha 120x40, 120x80 e 240x40
apresentaram solugdes proximas, como pode ser verificado na Tabela 6.5, em que os
RMS obtidos pelas malhas 120x80 e 120x40 ndo apresentam diferencas significativas
quando comparados a malha 240x40. Comparando os RMS entre malhas 120%80 e
120%40 também ¢ possivel constatar que o aumento dos pontos em y ndo alterava
significativamente a qualidade da solugdo. Através da sequéncia de RMS das malhas
30x10, 60x20, 120x40 e 240x40 (ou das malhas 30x20, 60x40, 120x80 e 240x40), ¢é
possivel observar a baixa taxa de convergéncia do método CDS. Observa-se também
que a maior diferenga entre os perfis ocorre nos pontos proximos a singularidade, fora
desta regido grande parte das estruturas de malha estudadas apresentam uma solucao de
boa qualidade. Como o procedimento aplicado utiliza uma malha estruturada, a
necessidade de um melhor refinamento proximo a singularidade torna necessario que
todo o dominio seja refinado, demandando um esfor¢o computacional elevado.
Portanto, ao aplicar um refinamento maior apenas préximo a singularidade permite
reduzir o esfor¢o computacional sem comprometer a qualidade da solugdo. Esta

estratégia serd aplicada mais adiante com a utilizagdo do procedimento multibloco.

Os perfis apresentados na Figura 6.33 comparam os resultados obtidos pelo
esquema LAG4 usando diferentes refinamentos de malha com o resultado obtido pelo

esquema CDS usando uma malha de 120x80 para a linha horizontal y=0,9.
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Figura 6.33: Perfis obtidos para posi¢ao y=0,90 pela aplicagdo do esquema LAG4 com
diferentes refinamentos de malha para o escoamento “slip-stick” newtoniano: (a)
Velocidade v,; (b) Velocidade v, e (c) Pressdo.

Com a finalidade de comparar as diferencas entre as solu¢des obtidas pelo
esquema LAG4 em relacdo as solugdes obtidas pelo esquema CDS foram computados

os RMS apresentados na Tabela 6.6
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Tabela 6.6: Diferenca entre as solu¢des obtidas pelo esquema LAG4 e para o esquema

CDS aplicando malhas de diferentes refinamentos para o escoamento “slip-stick”

newtoniano.
v -, || -p |
LAG4 120x80 ¢ LAG4 120x60 | 2,1308x10° | 7,2839x10° | 5,2903x10™
LAG4 120%80 e LAG4 60x40 | 4,2843x10™ 1,5730x10™ 1,8277x10°
LAG4 120%60 e LAG4 60x40 | 4,0777x10™ 1,2806x10™ 1,4542x107
LAG4 60x40 e LAG4 30%20 1,2165%10™ 1,4100x10° | 2,4180x10"
LAG4 120%80 e CDS 240x40 1,1486x10™ 1,5976x10 1,9462x10
LAG4 120x60 e CDS 240x40 1,1260x10 1,2380x107 1,9430x10
LAG4 60x40 e CDS 240%40 7,0428x10* | 8,9374x10* | 2,0853x10~
LAG4 120x80 e CDS 120x80 1,7383%10 1,7206x10 3,3186x107
LAG4 120%60 ¢ CDS 120x80 1,7053x10 1,6065x10° | 3,2964x107
LAG4 60x40 e CDS 120%80 1,4536%10 1,3084x10~ 3,0096x 107

Comparando os perfis apresentados na Figura 6.33, pode-se observar que os
resultados obtidos pelo esquema LAG4 utilizando as malhas 60x10, 60%20, 60x40,
120%60 e 120%80 apresentaram solugdes proximas as solugdes obtidas pelo esquema
CDS utilizando uma malha 120x80. Diferencas mais significativas s3o apenas
observadas para o perfil de velocidade v,, Figura 6.33b, em que a utilizagdo das malhas
60x40, 120%60 e 120x80 apresentaram solucdes mais proximas as solucdes obtidas pelo
esquema CDS. A presenga de “overshoot” na solugdo numérica obtida pelo esquema
LAG4 para as malhas 30x10 e 30x20, que ¢é caracteristica da aplicacdo de aproximagdes
de alta ordem, pode ser minimizada aumentando o refinamento da malha

computacional, como pode ser observado na utilizacdo das malhas 60x10, 60x20,

60x40, 120%60 e 120x80, em que tais oscilagdes ndo ocorrem mais.

Analisando os RMS apresentados na Tabela 6.6, ¢ possivel constatar a
proximidade dos resultados obtidos pelo esquema LAG4 com refinamentos de malhas
120x80, 120x60 e 60x40, indicando que a utilizagdo da malha 60x40 ¢ capaz de
produzir solu¢des com boa acurdcia, quando comparada as solucdes que utilizam
refinamentos superiores. Comparando as solugdes obtidas pelos esquemas LAG4 ¢ CDS
¢ possivel verificar que a solucdo obtida pelo esquema LAG4 60x40 tém o mesmo nivel
de acuracia que a obtida pelo esquema CDS utilizando malha 240x40. Através dos
RMS das malhas 30x20, 60x40 e 120x80 foi possivel observar a maior taxa de

convergéncia do método LAG4 em relacdo ao CDS.
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Visando verificar a qualidade das solu¢des dos esquemas LAG4 ¢ CDS em

\ .

pontos proximos a singularidade em relacdo ao eixo vertical x, foi realizada a
compara¢do entre os resultados obtidos pelo esquema LAG4 usando diferentes
refinamentos de malha, com o resultado obtido pelo esquema CDS usando uma malha

de 120x80 para a linha vertical x=3,6667, Figura 6.34 e Figura 6.35.
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Figura 6.34: Perfis obtidos para posicdo x=3,6667 pela aplicacdo do esquema LAG4

com diferentes refinamentos de malha para o escoamento “slip-stick” newtoniano: (a)
Velocidade v, e (b) Velocidade v,.
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Figura 6.35: Perfis obtidos para posi¢do x=3,6667 pela aplicagdo do esquema LAG4
com diferentes refinamentos de malha para o escoamento “slip-stick” newtoniano para a
Pressao.

Comparando os perfis apresentados na Figura 6.34 e na Figura 6.35, pode-se
observar que as solugdes obtidas pela aplicacdo do esquema LAG4 utilizando a malha
60x40, 120x60 e 120x80 apresentam solugdes proximas as solugdes obtidas pelo

esquema CDS utilizando uma malha 120%80, mas com qualidade superior a esta ltima.

Comparando o tempo computacional para a obtengdo de solugcdes com o mesmo
grau de precisao, foi possivel constatar um melhor desempenho do esquema LAG4 que
utilizando uma malha 60x40 demandou 480 segundos para obtencdo da solucdo ao
passo que o esquema CDS com uma malha 120%80 demandou 1.135 segundos. O que

demonstra claramente a vantagem de procedimentos de ordens mais elevadas.

Na Figura 6.36 sdao apresentadas as curvas de nivel e linhas de corrente para o
escoamento “slip-stick”. Tais simulag¢des foram realizadas aplicando o esquema LAG4 e

uma malha computacional 120x80.
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Figura 6.36: Curvas de nivel e linhas de corrente obtidas pela aplicagdao dos esquemas
LAG4 com uma Malha 120x80 para o escoamento “slip-stick” newtoniano: (a) Curva
de nivel para a velocidade v,; (b) Curva de nivel para a velocidade v,; (¢) Curva de
nivel para a Pressao e (d) Linhas de corrente.

Pelas curvas de nivel apresentadas na Figura 6.36, pode-se observar que existe
uma grande mudanga no campo de velocidades na regido proxima a singularidade. Esta
mudanga ocorre devido a frenagem realizada pela condicdo de ndo deslizamento
imposta na parede, que faz com que a velocidade v, passe do valor unitario para o valor
nulo, resultando em um componente de velocidade v, que se propaga na dire¢do cruzada
ao escoamento. Depois de decorrido um determinado comprimento da placa, a
velocidade v, assume um perfil de velocidade parabodlico € o componente v, torna-se
nulo, significando que o escoamento encontra-se plenamente desenvolvido, sem
influéncia da singularidade. No caso da pressdo, ¢ possivel observar que o valor
maximo obtido ocorre na regido da parede no ponto de singularidade, assumindo no

decorrer do escoamento um perfil linear.

Na Figura 6.37, sdo apresentadas as curvas de nivel para velocidade e pressao
obtidas pela aplicacdo da técnica de partigdo multibloco ao problema. Neste caso,

buscou-se refinar apenas as regides necessarias, ou seja, proxima a singularidade e
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proxima a regido de parede, segundo a estrutura de malha proposta na Figura 6.37a,

resultando em uma malha composta de 3.600 volumes de controle.

1 1 |““‘\ “““‘
2 4 6 3 10
X

(d)

Figura 6.37: Curvas de nivel obtidas aplicando o procedimento multibloco para o
escoamento “slip-stick” newtoniano: (a) Estrutura da malha; (b) Curva de nivel para a
velocidade vy; (¢) Curva de nivel para a velocidade v, e (d) Curva de nivel para a
pressao.
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Comparando os resultados obtidos pela aplicacio do esquema multibloco
(Figura 6.37) com os resultados obtidos pela aplicacdo do esquema LAG4 com uma
malha uniforme 120%80 de 9.600 volumes de controle (Figura 6.36), ¢ possivel observar

uma boa concordancia entre os resultados obtidos.

Com a finalidade de comparar melhor as solucdes obtidas pelo procedimento
multibloco foi também simulado o problema utilizando para todo dominio o mesmo
grau de refinamento usado junto a regido de singularidade e a parede, gerando uma
malha de 120x60 (7.200 volumes de controle). Foram comparados os perfis horizontais
em diferentes cortes em y, Figura 6.38. As diferencas entre estes valores também foram

computadas e encontram-se apresentadas na Tabela 6.7.
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Figura 6.38: Comparacdo entre os perfis para diferentes cortes em y: utilizando a malha
de refinamento homogéneo (representada por linhas) e malha multibloco (representada
por pontos) para o escoamento “slip-stick” newtoniano: (a) Velocidade v,; (b)
velocidade v, e (c) Pressdo.
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Tabela 6.7: Diferenca entre as solugdes obtidas pela aplicagdo da técnica multibloco e as

solucdes obtidas utilizando o grau de refinamento homogéneo para o escoamento “slip-

stick” newtoniano.

7o) " -r]
y=0,1 8,0884x10" 1,4104x10™ 1,2678x10~
1=0,3 6,0253x10™ 3,6850x10™ 3,2590x10™
1=0,5 4,3171x10™ 5,0762x10™ 3,3566x10~
y=0,7 6,7666x10™ 4,6678x10™ 1,5684x10~
1=0,9 3,0739x10™ 9,7468x10~ 1,2885x10~

Comparando os perfis obtidos pelos diferentes procedimentos de refino de malha
que sdo apresentados na Figura 6.38, pode-se observar equivaléncia das solugdes.
Entretanto, para aplicacdo do procedimento multibloco existe uma demanda
computacional muito menor. No caso da malha com refinamento homogéneo sao
utilizados 7.200 volumes de controle ao passo que o procedimento multibloco utiliza
3.600 volumes de controle. Essa consideravel redu¢do de malha permitiu diminuir o
tempo computacional de 1.770 segundos no procedimento de refinamento completo
para 851 segundos no procedimento multibloco, demonstrando claramente a vantagem
de se utilizar uma malha bloco estruturada. Comparando a diferenca entre a solugao
obtida pelo procedimento multibloco e a solugdo que utiliza o refinamento completo,
Tabela 6.7, pode-se constatar que ndo existem discrepancias significativas entre as
solucdes obtidas. Desta forma, o procedimento multibloco foi capaz de reduzir
consideravelmente o esfor¢o computacional empregado na simulagao sem comprometer
a qualidade da aproximacao, demonstrando claramente a vantagem e a potencialidade

da aplicagdo deste esquema.
6.3.2. Escoamento Stick-Slip

Neste problema, o fluido escoa entre duas placas planas paralelas e subitamente
encontra uma superficie livre de cisalhamento, como esquematicamente representado
pela Figura 6.39. Novamente, a grande dificuldade para simulagdo deste tipo de
problema ocorre devido a mudanga abrupta da condi¢do de contorno que ocasiona a

presenca de singularidades na solucao.
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Figura 6.39: Representacdo esquematica do escoamento “stick-slip”.

A condicdo de simetria ¢ aplicada a se¢do horizontal central. Na entrada ¢
considerado um perfil parabolico de velocidade. A condi¢do de ndo deslizamento ¢
aplicada até a saida das placas, onde ¢ considerado o escoamento livre de cisalhamento.

A pressao ¢ especificada como nula na saida.

Para realizagdo dos testes e comparagdes foram considerados o nimero de
Reynolds de 10 (Re=10), comprimento da placa antes da singularidade de L;=3,
comprimento da placa apos a singularidade de L,=7 e meia altura da placa de H=1. As
coordenadas x e y adimensionais sdo consideradas a partir do ponto onde se localiza a

linha de simetria horizontal (y=0) e o inicio do escoamento (x=0).

Como no exemplo anterior, o esquema CDS foi aplicado utilizando sete
diferentes graus de refinamento de malha: 30x10, 30x20, 60x10, 60x20, 60x40,
120%40, 120x80 e 240x40. Todas as solu¢des foram comparadas entre si visando
identificar a estrutura de refinamento que apresenta a solugdo mais proxima possivel da
convergéncia. Foram comparados os perfis de velocidade v,, velocidade v, e pressdo
para os diferentes refinamentos de malha para a linha horizontal y=0,9, apresentados na
Figura 6.40. As figuras do lado esquerdo representam os perfis das variaveis ao longo
de todo dominio e as figuras do lado direito apresentam uma ampliacao da drea proxima
a singularidade que ¢ a regido na qual as maiores diferencas sdo encontradas, permitindo
assim visualizar melhor os resultados obtidos pelas diferentes proporgdes de

refinamentos.
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Figura 6.40: Perfis obtidos para posi¢ao y=0,90 pela aplicacdo do esquema CDS com
diferentes refinamentos de malha para o escoamento “stick-slip” newtoniano: (a)

Velocidade v,; (b) Velocidade v, e (c) Pressdo.

Com a finalidade de comparar as diferengas entre os resultados obtidos pela
aplica¢dao do esquema CDS para diferentes refinamentos de malha sdo apresentados na

Tabela 6.8 os RMS das solug¢des.
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Tabela 6.8: Diferenca entre as solucdes obtidas pelo esquema CDS aplicando diferentes

refinamentos de malha para o escoamento “stick-slip” newtoniano.

v v, i =v,| lp -p |
240%40 e 120x80 1,1262x10 6,5390x10™ 1,7451x10
240x40 e 120%x40 1,3176x10° 7,0439x10™ 1,9238x10
120%80 e 120x40 2,0786x10™ 5,9299x10™ 2,0587x107
240x40 e 60x40 4,1442x107 2,3912x107 6,4754%107
12080 e 60x40 3,0852x107 2,0420%107 5,4807x107
60x40 e 30x20 5,9920x107 3,7025%107 1,0313x10
120x40 e 60x20 3,3381x10° 2,0454x107 5,5681x107
60x20 e 30x10 6,5635%x107 3,6671x107 1,0269%10"

Comparando os perfis apresentados na Figura 6.40 ¢ os RMS apresentados na
Tabela 6.8, pode-se observar que os resultados obtidos pelo esquema CDS utilizando a
malha 120%40, 120x80 e 240x40 apresentam solugdes proximas. Comparando os RMS
entre as malhas 120x80 e 120x40 ¢ possivel constatar que o aumento do refinamento da
malha em y ndo altera de maneira significativa a solu¢do. A baixa taxa de convergéncia
do método CDS pode ser constatada através da sequéncia de RMS das malhas 30%10,
60%20, 120x40 e 240%40 (ou das malhas 30x20, 60x40, 120x80 e 240x40). As maiores
discrepancias entre os perfis ocorrem no ponto proximo a singularidade. Logo, ¢ de
grande interesse prover um maior refinamento da malha nesta regido. Entretanto, para
malhas uniformes, aumentar o refino proximo a regiao de contragdo implica refinar todo
o dominio do problema, sugerindo a utilizagdo da técnica multibloco para refinar

localmente as areas de interesse, como sera demonstrado mais a frente.

Os perfis apresentados na Figura 6.41 comparam os resultados obtidos pelo
esquema LAG4 usando diferentes graus de refinamento de malha com o resultado

obtido pelo esquema CDS usando uma malha de 120x80 para a linha horizontal y=0,9.
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Figura 6.41: Perfis obtidos para posicao y=0,90 pela aplicacdo do esquema LAG4 com

diferentes refinamentos de malha para o escoamento “stick-slip” newtoniano: (a)
Velocidade v,; (b) Velocidade v, e (c) Pressao.
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Com a finalidade de comparar as diferencas entre as solu¢des obtidas pelo
esquema LAG4 em relacdo as solugdes obtidas pelo esquema CDS foram computados

os RMS apresentados na Tabela 6.9.

Tabela 6.9: Diferenca entre as solu¢des obtidas pelo esquema LAG4 e para o esquema

CDS aplicando malhas de diferentes refinamentos para o escoamento “stick-slip”

newtoniano.
] | o] 7]
LAG4 120%80 e LAG4 120x60 | 7,6012x10° | 2,7477x10° | 9,8489x107
LAG4 120%80 e LAG4 60x40 | 32793x10° | 2,6398x10* | 5,8709x10*
LAG4 120%60 e LAG4 60x40 | 2,5894x10° | 2,6263x10" | 5,1426x10™
LAG4 60x40 e LAG4 30%20 6,5027x107 3,9927x107 1,2319x10™
LAG4 120x80 e CDS 240x40 4,1943x10"* | 4,3815x10™ 8,1077x107
LAG4 120%60 € CDS 240x40 4,1781x10* | 4,3655x10* | 8,0504x10~
LAG4 60x40 ¢ CDS 240x40 2,9225x107% | 2,9315x10* | 5,8097x107
LAG4 120x80 ¢ CDS 120x80 8,7640x10* | 6,0888x10 1,1914x10
LAG4 120x60 e CDS 120%80 8,7352x10* | 6,0791x10™ 1,1832x10~
LAG4 60x40 e CDS 12080 8,1865x10* | 5,4737x10™ 1,0975x10

Comparando os perfis apresentados na Figura 6.41, é possivel constatar que a
utilizacao do procedimento LAG4 com uma malha 60x40 apresenta resultados similares
as solucdes obtidas por refinamentos superiores, 120x60 e 120x80, como pode ser
constatado na Tabela 6.9. Comparando os perfis obtidos pelo esquema LAG4 com as
solugdes obtidas pelo esquema CDS utilizando uma malha 120x80 ¢ possivel verificar
que a utilizagdo do esquema LAG4 com refinamento 60x10, 60%20, 60x40, 120x60 e
120x80 apresentam solugdes proximas ao esquema CDS. Neste caso, diferencas mais
significativas entre os resultados sdo apenas observadas para aplicacdo das malhas
30x10 e 30%x20, em que inclusive é possivel observar a presenga de oscilagdes na
solu¢do obtida para velocidade v, que sdo eliminadas com o aumento da malha
computacional. Através da analise dos RMS apresentados na Tabela 6.9, ¢ possivel
constatar que a aplicacdo do esquema LAG4 apresenta uma maior taxa de convergéncia

que o esquema CDS e também melhor acuricia.

Com a finalidade de verificar a qualidade das solugdes obtidas pelos esquemas
LAG4 e CDS em pontos proximos a singularidade em relagdo ao eixo vertical, os
resultados obtidos pelo esquema LAG4 usando diferentes tamanhos de malha foram
comparados aos resultados obtidos pelo esquema CDS usando uma malha de 120x80

para a linha vertical x=3,6667, Figura 6.42.
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Figura 6.42: Pertfis obtidos para posi¢ao x=3,6667 pela aplicagdo do esquema LAG4 com
diferentes refinamentos de malha para o escoamento “stick-slip” newtoniano: (a)
Velocidade v,; (b) Velocidade v, e (c) Pressdo.

Comparando os perfis apresentados na Figura 6.42, pode-se constatar que as
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solugdes obtidas pela aplicagio do esquema LAG4 utilizando a malha 60%x40

apresentam solugdo proxima a obtida pela malha 120x80 indicando a convergéncia da



solugdo. As solucdes obtidas pelo esquema LAG4 usando a malha 60x40 ¢ 120x80
estdo em concordancia com a resposta obtida pelo esquema CDS utilizando uma malha
120x80, mas com qualidade superior a esta ultima. As maiores discrepancias entre os
resultados foram observadas para a pressdo, especialmente na regido proxima a parede,
onde apenas as malhas 60x40 e 120x80 foram capazes de apresentar solu¢des proximas

a solucao obtida pelo esquema CDS.

Comparando o tempo de simulagdo necessario para obtengdo de solugdes com o
mesmo grau de precisdo, pode-se novamente constatar a superioridade do esquema
LAG4 que demandou um esfor¢o computacional menor que o esquema CDS. A
aplicacdo do esquema LAG4 para malha 60x40 necessitou de 338 segundos para
completar a simulag@o, enquanto que o esquema CDS com malha 120x80 necessitou de

758 segundos, o que representa mais do que o dobro do tempo.

A Figura 6.43 apresenta as curvas de nivel para as velocidades e a Figura 6.44
apresenta as curvas de nivel para a pressao e as linhas de corrente para o escoamento em

questao, utilizando o esquema LAG4 e uma malha computacional de 120x80.

. B ] 1
5 - i 2 4 6
& 8 0

X x

(a) (b)

Figura 6.43: Curvas de nivel obtidas pela aplicacdao dos esquemas LAG4 com uma
malha 120x80 para o escoamento “stick-slip” newtoniano: (a) Curva de nivel para a
velocidade v, e (b) Curva de nivel para a velocidade v,.
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Figura 6.44: Curvas de nivel e linhas de corrente obtidas pela aplicagdo dos esquemas
LAG4 com uma malha 120x80 para o escoamento “stick-slip” newtoniano: (a) Curva
de nivel para a pressdo e (b) Linhas de corrente.

Pela analise dos resultados, Figura 6.43 e Figura 6.44, ¢ possivel visualizar uma
grande variacao da solug¢do na regido proxima a singularidade, o que ocorre devido a
mudanga da condi¢@o de ndo deslizamento para condicdo livre de cisalhamento, fazendo
com que a velocidade v, passe de zero para um valor que vai crescendo ao longo do
escoamento até assumir um valor constante. No instante em que ocorre a mudanca na
condicdo de parede surge um componente de velocidade v, que se propaga na dire¢do
cruzada ao escoamento que apds um determinado comprimento, torna-se nula. A
velocidade v, passa de um perfil parabolico para um perfil uniforme ao longo do
escoamento. Observa-se que o valor minimo da pressio ¢ obtido no ponto de

singularidade junto a parede.

Na Figura 6.45, sdao apresentadas as curvas de nivel de velocidade e de pressao
obtidas utilizando a técnica de particdo multibloco. Neste caso, buscou-se refinar as
regides apenas necessarias, ou seja, proxima a singularidade e proxima a regido de
parede, conforme a Figura 6.45a, resultando em uma malha composta de 2.960 volumes

de controle.
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Figura 6.45: Resultados obtidos aplicando o procedimento multibloco para o
escoamento “stick-slip” newtoniano: (a) Estrutura da malha; (b) Curva de nivel a para

velocidade vy; (¢) Curva de nivel para a velocidade v, e (d) Curva de nivel para a
pressao

Comparando os resultados obtidos pela aplicagao do esquema multibloco, Figura
6.45, com os resultados obtidos pela aplicacdo apenas do esquema LAG4 com uma
malha 120%80 de 9.600 volumes de controle, Figura 6.43, ¢ possivel observar uma boa

concordancia entre os resultados obtidos.

Com a finalidade de comparar melhor as solugdes obtidas pelo procedimento
multibloco, foi também simulado o problema utilizando para todo o dominio o0 mesmo
grau de refinamento usado junto a regido de singularidade e a parede, aplicando uma
malha de 120x60 (7.200 volumes de controle). Foram comparados os perfis horizontais
de velocidade e pressdao em diferentes cortes em y, Figura 6.46. As diferengas entre

estes valores também foram computadas e encontram-se apresentadas na Tabela 6.10.
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Figura 6.46: Comparagdo entre os perfis para diferentes cortes em y: utilizando a malha
de refinamento homogéneo (representada por linhas) e malha multibloco (representada
por pontos) para o escoamento “stick-slip” newtoniano: (a) Velocidade vy; (b)

Velocidade v, e (¢) Pressao.
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Tabela 6.10: Diferenga entre as solu¢des obtidas pela aplicacdo da técnica multibloco e

as solugdes obtidas utilizando o grau de refinamento homogéneo para o escoamento

“stick-slip” newtoniano.

v v P -r|
y=0,1 2,2582x107 1,7929x10™ 2,9318x10™
1=0,3 1,5576x107 4,7273x10™ 2,0870x10™
1=0,5 7,6320x10° 6,0757x10™ 2,3862x10™
y=0,7 1,6023x107 5,1098x10™ 3,2035x10™
1=0,9 1,9313x107 1,4423x10™ 2,9740x10™

Comparando os perfis apresentados na Figura 6.46 e os valores apresentados na
Tabela 6.10, pode-se constatar que as solugdes obtidas pelo procedimento multibloco e
a utilizacdo do refinamento de malha homogéneo sdo equivalentes. A aplicagdo do
procedimento com a malha homogénea utiliza 7.200 volumes de controle, ao passo que
o procedimento multibloco utiliza 2.960 volumes de controle. Em termos de tempo
computacional essa reducdo vai de 1.131 segundos, utilizando o procedimento com
malha uniforme, para 493 segundos, utilizando o procedimento multibloco,
demonstrando claramente a vantagem da utilizagdo da metodologia. A aplicacao da
técnica multibloco permitiu que apenas regides de interesse fossem refinadas,
diminuindo assim o esforco empregado na simulagdo do problema sem comprometer a
precisdo da simulag¢do, como pode ser observado comparando os RMS apresentados nas

Tabela 6.10.
6.3.3. Escoamento em Cavidade Quadrada

O escoamento em cavidade quadrada ¢ constituido por um liquido inicialmente
em repouso e no tempo ty a superficie superior da cavidade entra em contato com uma
placa deslizante que se move com velocidade constante V, Figura 6.47. Este exemplo se
caracteriza pela formagdo de vortices, principalmente quando considerados elevados

nimeros de Reynolds.

Neste caso, sdo consideradas em todas as paredes a condi¢do ndo deslizamento e
para a parede mével um perfil de velocidade constante para v,. Para a realizacdo dos
testes e das comparagdes foi simulada uma cavidade de tamanho unitario (H=1) com as
coordenadas x e y adimensionais consideradas nos respectivos eixos, conforme Figura

6.47.
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Figura 6.47: Representagdo esquematica do
escoamento em cavidade.

Para este exemplo, duas condi¢des de escoamento sdo estudadas: a primeira
considerando numero de Reynolds de 100 e a segunda considerando o nimero de
Reynolds de 400. Para ambos os casos, os resultados obtidos pela aplicagao do esquema
LAG#4 sao comparados aos resultados retirados da literatura, visando avaliar a qualidade

da aproximagdo obtida.
6.3.3.1.  Escoamento em Cavidade Quadrada para Re=100

Neste item sdo realizadas comparagdes entre os resultados obtidos pela aplicagao
do esquema LAG4 com os resultados retirados de BOTELLA ¢ PEYRET (1998) em
que diversas metodologias foram aplicadas a solu¢do do problema da cavidade, YAPICI

et al. (2009) e de MUNIZ et al. (2003) em que esquemas de alta ordem foram aplicados.

Na Tabela 6.11 sdao apresentados os resultados retirados do trabalho de
BOTELLA e PEYRET (1998), YAPICI et al. (2009) e de MUNIZ et al. (2003). Nesta
Tabela sdao apresentados os valores de velocidade minima v, considerada na linha
vertical central (x=0,5) e o correspondente valor de y, onde este valor de minimo ocorre,
e os valores maximo e minimo da velocidade v,, na linha horizontal central (y=0,5), e os

correspondentes valores das abscissas x.

Os resultados apresentados por BOTELLA e PEYRET (1998) foram obtidos
pela utilizacdo de um método espectral de colocagdo de Chebyshev, DENG et al. (1994)
usaram o método de volumes finitos com extrapolagdo de Richardson para obtencao da
solucao, GHIA et al. (1982) ¢ BRUNEAU e JOURON (1990) usaram o método de

diferencas finitas com técnica multigrid e YAPICI et al. (2009) aplicaram o método de
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volumes finitos utilizando o esquema de diferengas centrais (CDS). Os resultados
apresentados por MUNIZ et al. (2003) foram obtidos pela utilizagdo do método de

volumes finitos aplicando os esquemas de Padé e Lagrange ambos de 4* ordem.

Tabela 6.11: Valores das velocidades minimas e maximas em x=0,5 e y=0,5 retiradas da

literatura para o escoamento em cavidade newtoniano com Re=100.

Malha Vzﬁn ymin V;nax Xmax V;]in Xmin
Botella 96x96 -0,2140 | 0,4581 | 0,1795 | 0,2370 | -0,2538 | 0,8104
Deng 64x64 | 02131 | --oem- 0,1789 | - 10,2533 | ——-me-
Ghia 129x129 | -0,2109 | 0,4531 | 0,1752 | 0,2344 | -0,2453 | 0,8047

Bruneau | 129x129 | -0,2106 | 0,4531 | 0,1786 | 0,2344 | -0,2521 | 0,8125
Yapici 305%305 | -0,2139 | 0,4565 | 0,1795 | 0,2383 | -0,2537 | 0,8089
LAG4’ 50%50 -0,2139 | 0,4575 | 0,1794 | 0,2375 | -0,2537 | 0,8100
Padé 40x40 -0,2142 | 0,4578 | 0,1798 | 0,2375 | -0,2540 | 0,8109
* MUNIZ et al. (2003)

Na Tabela 6.12 sdo apresentados os valores das velocidades minimas e maximas
em x=0,5 e y=0,5 obtidos pela aplicacio do esquema LAG4 para diferentes

refinamentos de malhas.

Tabela 6.12: Valores das velocidades minimas e méximas em x=0,5 e¢ y=0,5 aplicando o
esquema LAG4 usando diferentes refinamentos de malha para o escoamento em

cavidade newtoniano com Re=100.

Malha mein i V;lax X ™ V;ynin x™in
LAG4 10x10 -0,2066 | 0,4750 | 0,1708 | 0,2360 | -0,2382 | 0,8135
LAG4 20%20 -0,2121 | 0,4591 | 0,1792 | 0,2393 | -0,2519 | 0,8113
LAG4 30%30 -0,2131 | 0,4575 | 0,1791 | 0,2422 | -0,2538 | 0,8096
LAG4 40x40 -0,2141 | 0,4563 | 0,1793 | 0,2371 | -0,2538 | 0,8101
LAG4 50%50 -0,2140 | 0,4563 | 0,1793 | 0,2378 | -0,2538 | 0,8101

LAG4 60x60 | -0,2140 | 0,4564 | 0,1794 | 0,2380 | -0,2536 | 0,8084

Comparando os resultados obtidos pelo esquema LAG4, Tabela 6.12, com os
resultados retirados da literatura, Tabela 6.11, pode-se observar uma boa concordancia
entre os resultados obtidos, especialmente quando comparados as solugdes de maior
grau de refinamento utilizadas por YAPICI et al. (2009) e as solugdes obtidas com as
aproximagdes de ordem mais elevadas utilizadas por MUNIZ ef al. (2003). E
importante ressaltar o grau de acuracia obtido pelo esquema LAG4, que mesmo
utilizando malhas com menor grau de refinamento foi capaz de obter solugdes

satisfatorias, especialmente quando comparados aos resultados de GHIA et al. (1982) e
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BRUNEAU e JOURON (1990) que utilizando malhas de 129x129 obtiveram resultados

proximos ao LAG4 usando uma malha 20x20.

A qualidade da aproximacdo utilizando o esquema LAG4 pode ser melhor
avaliada comparando o perfil de velocidade v, na linha central (x=0,5) e o perfil de
velocidade v, na linha horizontal central (y=0,5) obtidos por YAPICI et al. (2009)
usando o método de volumes finitos com uma malha 305%305 com os correspondentes

perfis de velocidade obtidos usando o esquema LAG4 com os refinamentos 20%20 e

50x%50, Figura 6.48.
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Figura 6.48: Comparacdes entre os perfis de velocidade aplicando o esquema LAG4
usando malha 20%20 e 50x50 com resultados retirados da literatura para o escoamento
em cavidade newtoniano: (a) Perfil de velocidade v, na linha vertical central (x=0,5) e
(b) Perfil de velocidade v, na linha horizontal central (y=0,5).
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6.3.3.2. Escoamento em Cavidade Quadrada para Re=400

Neste item, sdo realizadas comparagdes entre os resultados obtidos pela
aplicagdo do esquema LAG4 usando uma malha 20%20, 30%30, 40x40 e 50%50 com os
resultados retirados de GHIA et al. (1982) utilizando o método de diferengas finitas
com técnica multigrid, YAPICI et al. (2009) aplicando o método de volumes finitos
utilizando o esquema de diferengas centrais (CDS) e os resultados extraidos de MUNIZ

et al. (2003) usando o método de volumes finitos com esquema de PADE de 4* ordem.

Na Tabela 6.13 s3o apresentados os resultados obtidos pela aplicacdo do
esquema LAG4 e os resultados retirados dos trabalhos de GHIA et al. (1982) e YAPICI
et al. (2009). Nesta Tabela sdo apresentados os valores de velocidade minima v,
considerada na linha vertical central (x=0,5) e o correspondente valor de y, onde este
valor de minimo ocorre, € os valores maximo ¢ minimo da velocidade v,, na linha

horizontal central (y=0,5), e os correspondentes valores das abscissas x.

Tabela 6.13: Valores das velocidades minimas e maximas em x=0,5 e y=0,5 retiradas da

literatura e obtidos pelo esquema LAG4 para o escoamento em cavidade newtoniano

com Re=400.
Malha v Tin y min v ;nax X max v ;nin X min
Ghia 129x129 | -0,3272 | 0,2813 | 0,3020 | 0,2266 | -0,4499 | 0,8594
Yapici 305%305 | -0,3284 | 0,2809 | 0,3036 | 0,2245 | -0,4538 | 0,8627
LAG4 20x20 -0,3130 | 0,2862 | 0,2919 | 0,2293 | -0,4304 | 0,8565
LAG4 30%30 -0,3232 | 0,2792 | 0,3001 | 0,2260 | -0,4469 | 0,8633
LAG4 40x40 -0,3263 | 0,2798 | 0,3020 | 0,2256 | -0,4512 | 0,8631
LAG4 50%50 -0,3260 | 0,2789 | 0,3013 | 0,2257 | -0,4524 | 0,8627

Na Figura 6.49, sdo apresentados o perfil de velocidade v, na linha central
(x=0,5) e o perfil de velocidade v, na linha horizontal central (y=0,5) usando o esquema
LAG#4 e os perfis obtidos por MUNIZ et al. (2003), utilizando o esquema de PADE de

4? ordem com uma malha 40x40.
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Figura 6.49: Comparagdes entre os perfis de velocidade aplicando o esquema LAG4
usando malha 20x%20, 30%30, 40x40 e 50x50 com resultados retirados da literatura para
o escoamento em cavidade newtoniano: (a) Perfil de velocidade v, na linha vertical
central (x=0,5) e (b) Perfil de velocidade v, na linha horizontal central ()=0,5).

Comparando os resultados obtidos pelo esquema LAG4 com as solucdes
retiradas da literatura apresentados na Tabela 6.13 e Figura 6.49, é possivel constatar
que os resultados do esquema LAG4 usando uma malha 40x40 e 50%50 possuem
solugdes concordantes com os resultados apresentados da literatura. Pode-se considerar
também satisfatoria a solugdo obtida pela aplicacdo do esquema de LAG4 utilizando
uma malha 30x30, visto que os desvios em relagdo a solug¢ao obtida usando malhas mais
refinadas ndo sao tdo pronunciados. As solucdes obtidas pela malha 20%20 apresentam
maiores discrepancias, entretanto a diferenca entre os valores obtidos ndo chegam a ser
tdo pronunciada, especialmente se considerado que neste caso o refinamento da malha ¢
consideravelmente menor. Demonstrando a capacidade que os esquemas de alta ordem

tém de prover boa qualidade de aproximagdao mesmo para malhas pouco refinadas.
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Na Figura 6.50 s3o apresentadas as curvas de nivel para a velocidade, a pressao
e o vetor velocidade para o escoamento em cavidade, usando o esquema de LAG4 com

malha 50x50.
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Figura 6.50: Curvas de nivel obtidas pela aplicacao do esquema LAG4 com uma malha
50x50 para o escoamento em cavidade newtoniano: (a) Curva de nivel para a
velocidade v,; (b) Curva de nivel para a velocidade vy; (c) Curva de nivel para a pressao
e (d) Vetor velocidade.

Analisando as curvas de nivel para velocidade v,, Figura 6.50a, ¢ possivel
observar duas regides distintas de escoamento a primeira proxima a superficie da
cavidade e a segunda proxima ao fundo da cavidade. A primeira regido forma-se devido
a proximidade com a placa moével e a segunda regido decorre da recirculagdao de fluido
que ocorre no fundo da cavidade. Para a velocidade v, observa-se também a presenca de
duas regides distintas, a primeira do lado direito da cavidade, onde ocorrem os valores

de v, negativos, e o lado esquerdo da cavidade, onde ocorrem os valores positivos de v,
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(Figura 6.50b). Esta mudanca de sinal novamente ocorre devido a recirculagdo de

liquido na cavidade, como pode ser melhor observada na Figura 6.50d.
6.4. Escoamento de Fluidos Viscoelasticos

A aplica¢do do procedimento proposto neste trabalho ao escoamento de fluidos
newtonianos realizado no tdpico anterior possibilitou realizar uma avaliagdo preliminar
da metodologia proposta. Pdde-se entdo observar a superioridade na qualidade da
solucdo obtida pelo procedimento LAG4 bem como a potencialidade da técnica de

conexdo multibloco.

Neste item, a metodologia seré aplicada ao escoamento de fluidos viscoelasticos,

para isso foram selecionados os seguintes exemplos:
. Escoamento entre placas paralelas.

o Escoamento entre placas paralelas precedido de uma superficie livre de

cisalhamento (“slip-stick™).

o Escoamento de saida de placas paralelas para uma superficie livre de

cisalhamento (“stick-slip”).

o Escoamento em uma cavidade quadrada sob a acdo de uma placa

deslizante no topo (“lid-driven”).

. Escoamento em um duto retangular de profundidade infinita, que sofre

uma subita diminui¢ao da sec¢ao transversal.

Os modelos de equagdes constitutivas utilizadas serdo os modelos de Oldroyd-B

e o modelo de Phan-Thien-Tanner simplificado (SPTT).
6.4.1. Escoamento entre Placas Plana e Paralelas

Este exemplo considera um fluido escoando entre duas placas planas e paralelas,

como anteriormente ilustrado pela Figura 6.1.

Para este escoamento ¢ atribuido como condi¢do de entrada um perfil parabolico
para velocidade. Na parede ¢ aplicada a condi¢do de nao deslizamento e na saida a
pressao ¢ especificada como sendo nula. Para reduzir o tamanho da malha
computacional, utiliza-se a condicdo de simetria no centro da se¢do horizontal,
simulando desta forma apenas metade do dominio do problema. As simulagdes foram

realizadas utilizando o modelo de Oldroyd-B e considerando uma placa com
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comprimento L=10 e meia altura H=1. As coordenadas x e y adimensionais sdo
consideradas a partir do ponto onde esta localizada a linha de simetria horizontal (y=0) e

a entrada das placas (x=0).

Para a condig¢do limite de Reynolds igual a zero, o conjunto de equagdes que
descreve o escoamento de fluidos viscoelasticos utilizando o modelo de Oldroyd-B

assume a forma:

Equacgdo da continuidade:

L))o

Equacgdo da conservagdo da quantidade de movimento em x:

2 2 P
_8_p+(l_ E)avszr@vzx +8rm+ Txyzo 6.8
ox oy ox oy :

Equacado da conservagdo da quantidade de movimento em y:

o’ 0’ 0 or,,
—6—p+(l—77E) sz + V2‘ e T 6.9
oy ox oy ox oy :

Equacao constitutiva:

) 0 ov ov ov
+We| = (v, )+ —(v,7, ) -2z, D —2r, Pr | =2y, S

T e i Ox (vx Txx) ay (vy Txx) T Ox Tx,v ay :| Me Ox 6.10
) O ov ov ov,

£ | o (v7,)+ e (v,7,)-2z, . } -2 5" 6.11
5 0 ov ov ov, ov

A+ We| — +— -7, — - = |
Tx} e _ax (VXTX’V) ay (vyTX,V) Txx ax Tyy ay i| 77E ( ax ay j 6 12

i(vx)=0 v, =0 —(Vy)=0 6.13
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0 0 0
—(7,)=0 a(fyy)ZO a(ryy):o

Considerando o perfil parabolico de velocidade v, na entrada:
v, =U,, -(1-5") 6.14

em que U, representa a velocidade méaxima na linha de centro.

X

Aplicando a condi¢do de escoamento estabelecido definida pela Equagdo 6.13 e
o perfil de entrada dado pela Equagdo 6.14 nas Equagdes 6.7 a 6.12, € possivel chegar as

solucdes descritas pelas expressoes:

v, = Uy (1-?) 6.15
v, =0 6.16
P==2U X+ D, 6.17
7, =8Up, Wen, y* 6.18
7, =0 6.19
Ty =205 Upe ¥ 6.20

As solugdes obtidas pela aplicacdo do esquema LAG4 foram comparadas com as
solugdes apresentadas pelas Equagdes 6.15 a 6.20. Permitindo assim avaliar a acuracia

do esquema de solugdo numérica.

Na Figura 6.51 sao apresentados o perfil de velocidade v, e os perfis de tensdo
Tyx € Tyy, considerando o pardmetro de viscosidade elastica 7x=0,8 e diferentes nimeros
de Weissenberg (We) na saida do escoamento, usando o procedimento LAG4 com
malha 10x10 representados pelos pontos e a solucdo analitica representada pelas linhas

continuas.
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Figura 6.51: Perfis obtidos pela aplicagdo do esquema LAG4 na saida da placa usando
uma malha 10x10 (representada por pontos) e perfis obtidos através da solucdo
analitica (representada por linhas) com diferentes valores de We para o escoamento
entre placas viscoelastico: (a) Velocidade v,; (b) Tensdo 7, € (c) Tensdo zy,.

Na Tabela 6.14 sdo apresentadas as diferencas entre as solucdes obtidas pela
aplicacdo do esquema LAG4 utilizando uma malha 10x10 e a solugdo analitica do

problema para diferentes nimeros de We.

Tabela 6.14: Diferenga entre as solug¢des obtidas pela aplicacdo do esquema LAG4 e

solu¢do analitica com diferentes valores de We para o escoamento entre placas

viscoelastico.
v;ef - vx T)lcjf - Txx T):;f - Txy
We=0,1 2,7440%10° 2,2924x10 3,0598%107
We=0,5 2,7440%107 1,0919x10™ 3,0517%107
We=0,8 2,7474x107 2,2151x10™ 3,1714%107
We=1,0 2,7576x107 3,3388x10™ 3,4082x107
We=2,0 3,3415%107 2,0200x10 7,6007%107
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A aplicagdo do esquema LAG4 mesmo utilizando uma malha pouco refinada,
10x10, ¢é capaz de obter solugdes muito proximas as respostas analiticas, demonstrando
a potencialidade da aplicacdo de esquemas de alta ordem a simulacdo de escoamento de
fluidos viscoelasticos. Analisando os RMS apresentados na Tabela 6.14, pode-se
constatar que quanto maior o valor do pardmetro We maior ¢ o RMS obtido,

especialmente para o componente do tensor tensao ty,.

Na Figura 6.52 ¢ avaliado o efeito que o pardmetro g exerce nos perfis de
tensao 7y, € 7y, considerando We=1,0. As solugdes obtidas pelo procedimento numérico

sdo representadas por pontos ¢ a solugdo analitica pela linha continua.

6 ——ne=0.1 ®m ne=0.1 ¥
1 |——ne=03 4 ne=0.3
59 |——ne=0.5 v ne=0.5
1 ——ne=0.7 <« ne=0.7| Ve
Ld =
&

Txx

12 ne=0.1 ®m ne=0.1 N ‘
’ ne=0.3 A ne=0.3 LN e
14 ne=0.5 v ne=05 AN g
——ne=0.7 < ne=0.7 ™
164 [——ne=09 » ne=0.9 S
-18 T T T T T T T T T —r
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
y y
(a) (b)

Figura 6.52: Perfis obtidos pela aplicagdo do esquema LAG4 na saida da placa usando
uma malha 10x10 (representada por pontos) e perfis obtidos através da solug¢do analitica
(representada por linhas) com diferentes valores de 7., para o escoamento entre placas
viscoelastico: (a) Tensdo 7., e (b) Tensdo zy,.

Na Tabela 6.14 sdo apresentadas as diferengas entre as solugdes obtidas pela

aplicagdo do esquema LAG4 utilizando uma malha 10x10 e a solugdo analitica do

problema para diferentes nimeros de #.

Tabela 6.15: Diferenga entre as solugdes obtidas pela aplicacdo do esquema LAG4 e

solucdo analitica com diferentes valores de 75 para o escoamento entre placas

viscoelastico.

T;Ef - Txx T;;f - Txy
1n:=0,1 2,9708x107 4,4173x10°
7:=0.3 9,5947x10” 1,3424x107
n:=0,5 1,7541x10™ 2,2839x107
1n=0,7 2,0432x10™ 3,1714x107
17:=0,9 4,7182x10™ 4,0283x107
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Novamente a aplicagdo do esquema LAG4 ¢é capaz de obter solugdes muito
proximas as solugdes analiticas, como pode ser observado na Tabela 6.15, mesmo
utilizando uma malha pouco refinada. Com o aumento do efeito eléstico, observa-se o
aumento do RMS tanto para o componente do tensor tensdo 7, quanto para o

componente do tensor tensao Ty,.

Analisando o comportamento do perfil de tensdo frente as variagoes do
parametro 7z € possivel constatar que quanto mais pronunciado o efeito eldstico maior ¢
a tensdo existente no escoamento, como pode ser conferido pela Figura 6.52. Assim
sendo, quanto maior for o valor deste pardmetro mais dificil serd a obtencdo da solugdo,
como pode ser observado na Figura 6.53, em que a utilizacdo de 7z=0,2 possibilitou

simular o problema para valores maiores de We.

35

Txx

Figura 6.53: Perfis de tensdo normal z,, obtidos
pela aplicacdo do esquema LAG4 na saida da
placa com diferentes valores de W, para o
escoamento entre placas viscoelastico.

6.4.2. Escoamento Slip-Stick

A descricao deste problema ¢ idéntica a realizada no item 6.31 para fluidos
newtonianos. Neste caso foram apenas alterados os comprimentos das placas, sendo
agora considerado o comprimento da placa antes da singularidade de L;=5 e o
comprimento da placa apos a singularidade L,=5 e a meia altura da placa foi mantida
como H=1. Os valores dos pardmetros aplicados foram: Re=0,1, We=0,1 e nz=0,9. As
coordenadas x e y adimensionais sdo consideradas a partir do ponto onde se localizada a

linha de simetria horizontal (y=0) e o inicio do escoamento (x=0).
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Como no caso de fluidos newtonianos, a caracteristica principal deste problema
¢ a presenca de singularidades quando a condigdo de contorno muda de livre de
cisalhamento para uma condic¢ao de ndo deslizamento. Agravadas ainda mais neste caso
pela introdugdo no sistema de equagdes das equagdes constitutivas dos componentes do
tensor tensdo que apresentam elevados gradientes nas regidoes proximas a singularidade,

especialmente com o aumento do numero de Weissenberg.

O problema foi primeiramente solucionado utilizando o esquema CDS,
aplicando sete diferentes graus de refinamento de malha: 30x10, 30%20, 60x10, 60x20,
60x40, 120x40 e 120x%80, visando identificar o efeito que o grau de refinamento da
malha exerce na qualidade da aproximagdo. Para isto, as solucdes obtidas foram
comparadas na linha horizontal y=0,9 para todas as variaveis que compdem o modelo,
apresentados na Figura 6.54 e na Figura 6.55. S3o apenas apresentadas as solucdes
proximas a singularidade, pois nesta localizacdo foram observadas as maiores

discrepancias, ficando desta forma mais evidente as diferencas entre as solugdes.

1.0 0.00 A
0.9 -0.02 4

0.8 -0.04 4

0.7 -0.06

—&— CDS-30x10 —a— CDS-30x10

>~ 0.6 —e— CDS-30x20 >7-0084 |—e— CDS-30x20
—A— CDS-60x10 —A— CDS-60x10
054 —v— CDS-60x20 0104 |—v— CDS-60x20

—<— CDS-60x40
—»— CDS-120x40
—o— CDS-120x80

—<— CDS-60x40
o124 |—>— CDS-120x40
—&— CDS-120x80

0.4

0.3 -0.14

35 4.0 45 5.0 55 6.0 35 4.0 45 5.0 5.5 6.0

(a) (b)
Figura 6.54: Perfis obtidos para posicdao y=0,90 pela aplicacdo do esquema CDS com

diferentes refinamentos de malha para o escoamento “s/ip-stick” viscoelastico: (a)
Velocidade v, e (b) Velocidade v,.
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Figura 6.55: Perfis obtidos para posicdao y=0,90 pela aplicacdo do esquema CDS com
diferentes refinamentos de malha para o escoamento “s/ip-stick” viscoeldstico: (a)
Pressdo; (b) Tensdo z.; (c) Tensdo 7, e (d) Tensdo zy,.

Pelos resultados apresentados na Figura 6.54 e na Figura 6.55, pode-se observar
que a menor diferenga entre as solugdes obtidas ocorre para aplicagdo das malhas
120x40 e 120%80, indicando que a malha embora ainda ndo convergida, encontra-se
proxima a convergéncia. Solucdes aplicando maiores refinamentos de malhas foram
testadas, mas ndo foi possivel obter solu¢des convergidas para estas simulagdes. Esta
dificuldade de obtencdo de solugdes para malhas mais refinadas pode estar relacionado
a razao entre We e Ay/Ax, como ja reportado no item 3.4.3 deste documento, que
descreve que para determinadas relacdes de malhas o procedimento torna-se instavel
ndo apresentando convergéncia de solugio. E importante ressaltar que, embora nio
tenha sido possivel obter uma solugdo convergida para o esquema CDS, a proximidade
entre as solucdes utilizando as malhas mais refinadas indica que as solugdes estdao

proximas de convergir.
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Os perfis apresentados na Figura 6.56 comparam os resultados obtidos pelo
esquema LAG4 usando diferentes refinamentos de malha com o resultado obtido pelo
esquema CDS usando uma malha de 120x80 para a linha horizontal »=0,9 na regido

proxima a singularidade.
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Figura 6.56: Perfis obtidos para posi¢ao y=0,90 pela aplicacdo do esquema LAG4 com
diferentes refinamentos de malha para o escoamento “slip-stick” viscoelastico: (a)
Velocidade v,; (b) Velocidade v,; (c) Pressao; (d) Tensdo z.; (e) Tensdo 1, e (f) Tensdo

Ty
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Comparando os perfis apresentados na Figura 6.56, pode-se observar uma boa
concordancia dos resultados obtidos utilizando o esquema LAG4 com os resultados
obtidos aplicando o esquema CDS. A maior discrepancia entre os resultados ocorre na
Figura 6.56e para o perfil de tensdo 7,,, entretanto para as demais solugdes os perfis
obtidos sdo proximos, especialmente se levado em consideracdo que no caso do

esquema LAG4 ¢ aplicado metade do refinamento utilizado no esquema CDS.

As oscilagdes observadas em alguns casos como, por exemplo, para velocidade
vy, Figura 6.56b, sdo caracteristicas da aplicagdo de esquemas de alta ordem e podem ser
eliminados através do aumento do refinamento da malha ou através da utilizagdo de
técnicas especificas. Para este exemplo também foram aplicadas malhas mais refinadas,
como por exemplo, 120x40 e 120x80, entretanto as simulacdes ndo apresentaram
convergéncia de solugdo. Da mesma forma que para aplicagdo do esquema CDS, a ndo
convergéncia destas simulagdes pode estar relacionada ao surgimento de instabilidades

numéricas decorrentes do grau de refinamento de malha aplicado.

Visando verificar a qualidade das solugdes dos esquemas LAG4 ¢ CDS em
pontos proximos a singularidade em relagdo ao eixo vertical, foi realizada a comparagdo
entre os resultados obtidos para a velocidade v, e para a tensdo 7, pelo esquema LAG4,
usando diferentes refinamentos de malha, com o resultado obtido pelo esquema CDS,
usando uma malha de 120x80 na linha vertical x=5,6667 e regides proximas a parede,

Figura 6.57.
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Figura 6.57: Perfis obtidos para posicdo x=5,6667 pela aplicagdo do esquema LAG4

com diferentes refinamentos de malha na regido proxima a parede para o escoamento
“slip-stick” viscoelastico: (a) Velocidade v, e (b) Tensao zy,.

203



Comparando os perfis apresentados na Figura 6.57, pode-se observar que as
maiores discrepancias entre as solugdes sdo obtidas para a tensdo 7,,, Figura 6.57b,
especialmente para o valor da tensdo na parede. Neste caso, os valores obtidos pelo
esquema LAG4 60x40 e 60x20 sdo mais condizentes com os valores obtidos pelo
esquema CDS. No caso da velocidade v,, Figura 6.57a, ndo sdo observadas diferencas

significativas entre as solucdes.

Comparando o tempo computacional para obtengdo das solu¢des para o esquema
CDS 120x80 com o esquema LAG4 60x40, foi possivel constatar um melhor
desempenho do esquema LAG4 demandando 1.242 segundos para obtengdo da solugdo
contra 3.557 segundos do esquema CDS. Novamente, o esquema LAG4 mostrou sua
superioridade comparada ao esquema CDS, tanto no que se refere a acurdcia quanto ao

tempo de processamento da simulacdo.

Nao foram feitas comparacdes quantitativas entre as solugdes obtidas para este

exemplo, pois ndo foi possivel confirmar a convergéncia da malha computacional.

Na Figura 6.58 e na Figura 6.59 sdo apresentadas as curvas de nivel para o

escoamento “slip-stick”, aplicando o esquema LAG4 e uma malha computacional
60%40.

08~

06—

oz

(2) (b)

Figura 6.58: Curvas de nivel obtidas pela aplicagdo dos esquemas LAG4 com uma
Malha 60%x40 para o escoamento “slip-stick” viscoelastico: (a) Velocidade v, e (b)
Velocidade v,.
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Figura 6.59: Curvas de nivel obtidas pela aplicagdo dos esquemas LAG4 com uma
Malha 60x40 para o escoamento “s/ip-stick” viscoelastico: (a) Pressdo; (b) Tensdo z,.;
(c) Tensdo 17,y € (d) Tensao ty,.

Pelas curvas de nivel apresentadas na Figura 6.58 e na Figura 6.59, pode-se
observar que as maiores variacdes ocorrem na regido proxima a singularidade. Visto
que nesta regido o fluido vindo de uma superficie livre de cisalhamento é abruptamente
frenado pela condicao de ndo deslizamento. Como nao existe cisalhamento na regido de
entrada do fluido, as tensdes nestas regides sdo nulas. Na regido de descontinuidade
existe o componente de tensdo 7, que, logo apds decorrido um determinado
comprimento de placa, torna-se novamente nulo visto que nao existe mais qualquer
for¢a que contribua para sua manutengdo. Com relagdo aos componentes 7, € Ty,
observa-se que estes sofrem a influéncia do efeito de frenagem e depois de um

determinado comprimento assumem um perfil desenvolvido.

A Figura 6.60 tem por finalidade verificar o efeito que o parametro 7z do modelo
de Oldroyd-B exerce no escoamento “slip-stick”, para isso foi utilizado o esquema
LAG4 com uma malha 60x40 com We=0,1 ¢ Re=0,1. Sao plotados os valores da
velocidade v, e das tensodes 7., T,y € Ty, para diferentes valores do pardmetro £ na linha

horizontal y=0,9.
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Figura 6.60: Perfis obtidos para posicao y=0,9 pela aplicacao do esquema LAG4 com
uma malha 60x40 utilizando o modelo de Oldroyd-B com diferentes valores do
parametro 7z, We=0,1 e Re=0,1 para o escoamento “slip-stick” viscoelastico: (a)
Velocidade v,; (b) Tensao zy; (¢) Tensdo 1,, e (d) Tensao ty,.

Analisando a Figura 6.60, ¢ possivel constatar que quanto maior o valor do
pardmetro 7z mais alto ¢ o valor da tensdo na regido onde ocorre a descontinuidade.
Além disto, observa-se que com o aumento do valor deste pardmetro ocorre o
surgimento de oscilagdes na regido apo6s a singularidade, possibilitando concluir que

quanto mais pronunciado for o efeito elastico mais dificil torna-se a obtencdo da

solucao.

A Figura 6.61 tem por finalidade verificar o efeito que o parametro € do modelo
de SPTT exerce no escoamento “slip-stick”, para isto foi utilizado o esquema LAG4
com uma malha 60x40 com #;=0,5, We=0,1 e Re=0,1. Sao plotados os valores das
tensoes 7y, € Ty, para diferentes valores do pardmetro ¢ na linha horizontal y=0,9. As

figuras do lado esquerdo representam os perfis das variaveis ao longo de todo dominio e
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as figuras do lado direito apresentam uma ampliacdo da area proxima a singularidade,

permitindo assim visualizar melhor os efeitos produzidos por alteragdes de .

Txx
Txx

(@)

(b)

Figura 6.61: Perfis obtidos para posi¢ao y=0,9 pela aplicacdo do esquema LAG4 com
uma malha 60%40 utilizando o modelo SPTT com diferentes valores do pardmetro &,
ng=0,5, We=0,1 e Re=0,1 para o escoamento “slip-stick” viscoelastico: (a) Tensao z,, €
(b) Tensao ty,.

Comparando a influéncia do parametro € no modelo SPPT, ¢ possivel concluir
que o aumento do valor deste parametro atua de forma inversa ao parametro 7z, embora
ndo com a mesma magnitude. Ou seja, o0 aumento no valor de € faz com que as tensoes
nas regides proximas a singularidade sejam menores, como pode ser observado na
Figura 6.61. Assim sendo, quanto mais elevado for o valor de € menor serd o pico de

tensdo nesta regido, proporcionando em muitos casos uma melhor estabilidade da

solucao.
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Os resultados apresentados a seguir resultam da aplicagdo da técnica de parti¢ao
multibloco ao problema e tem como principal vantagem possibilitar a aplicacdo de um
maior refinamento de malha apenas na regido proxima a contragdo, permitindo que
solugdes mais precisas sejam obtidas sem um aumento desnecessario dos recursos

computacionais.

Na Figura 6.62 e na Figura 6.63, s3o apresentadas as curvas de nivel para a
velocidade, a pressdo e a tensdo obtidas pela aplicacdo da técnica de partigdo multibloco
ao problema, utilizando os valores de parametro de We=0,1, Re=0,1 e n=0,5. Neste
caso, buscou-se refinar apenas as regides proximas a singularidade, segundo a estrutura
de malha proposta na Figura 6.62a, resultando em uma malha composta de 2.000

volumes de controle.
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Figura 6.62: Estrutura da malha computacional e curvas de nivel obtidas pela aplicacao
do esquemas multibloco para o escoamento “slip-stick” viscoelastico: (a) Estrutura da
malha; (b) Velocidade v,; (c) Velocidade v, e (d) Pressao.

208



(b)

Figura 6.63: Curvas de nivel obtidas pela aplicagdo do esquemas multibloco para o
escoamento “slip-stick” viscoelastico: (a) Tensdo 7, e (b) Tensdo t,,.

Com a finalidade de aferir a qualidade das solugdes obtidas, foram comparados
os perfis horizontais em diferentes cortes em y, Figura 6.64 e Figura 6.65, pela aplicagao
do procedimento multibloco, usando uma malha constituida de 2.000 volumes de
controle, definida na Figura 6.62a, com a solucdo obtida através da aplicagdo de um
esquema de refinamento homogéneo, usando uma malha 60x60, que é equivalente a

usar o maior grau de refinamento aplicado no esquema multibloco em todo dominio.
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Figura 6.64: Comparagao entre os perfis, para diferentes cortes em y, utilizando o
esquema LAG4 com uma malha 60x60 (representada por linhas) e o procedimento
multibloco (representada por pontos) para o escoamento “slip-stick” viscoelastico: (a)
Velocidade v,; (b) Velocidade v,.

209



18+

ok, I

16
0.6 h

L 4
L 4
L 4
L 4

14

12 4

104

Txx

* X
44 - | |
0.4 *
2 \l
-0.6 \[
0 L e LA B e m m m S s S e S | T T T T *I T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X X

——y=0.1——y=03——y=0.5——y=0.7 ——y=0.9 —y=0.1 ——y=0.3 ——y=0.5—y=0.7 —y=0.9
» y=0.1 & y=03 ® y=05 e y=07 * y=0.9 » y=01 & y=03 ® y=05 e y=0.7 * y=0.9

(a) (b)

1.2+
1.0+
0.8

0.6

0.4 %

Tyy
Txy

——y=0.1——y=0.3——y=0.5——y=0.7 ——y=0.9 —y=0.1—y=0.3 ——y=0.5—-y=0.7 —y=0.9
» y=0.1 & y=03 ® y=05 e y=07 * y=0.9 » y=0.1 & y=03 ® y=05 e y=0.7 * y=0.9

(c) (d)

Figura 6.65: Comparagdo entre os perfis, para diferentes cortes em y, utilizando o
esquema LAG4 com uma malha 60x60 (representada por linhas) e o procedimento
multibloco (representada por pontos) para o escoamento “slip-stick” viscoeldstico: (a)
Pressdo; (b) Tensao t; (c) Tensdo 7,, e (d) Tensao zy,.

Comparando os perfis obtidos pelas diferentes técnicas de refinamento de malha
apresentadas na Figura 6.64 e Figura 6.65, pode-se observar equivaléncia das solugdes
obtidas. Nao ¢ observada a presenca de qualquer oscilagcdo ou alteragdo do perfil de
solucdo proxima a regiao da conexao dos blocos de diferentes refinamentos, indicando
que a técnica foi capaz de conectar adequadamente os blocos. As oscilagdes observadas
na Figura 6.64b, sdo inerentes a aplicacdo de aproximagdes de alta ordem e ndo estdo

relacionadas ao procedimento multibloco, tanto que estas oscilagdes sdo observadas na

utilizagdo de ambos procedimentos.
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Tabela 6.16: Diferenga entre as solu¢des obtidas pela aplicacdo da técnica multibloco e
as solugdes obtidas utilizando o grau de refinamento completo para o escoamento “slip-

stick” viscoelastico.

v -y, v aed
y=0,1 4,3118x10™ 4,9270%107 4,3254x107
y=0,3 3,6125x10™ 1,2318x10™ 4,2435x107
3=0,5 3,0270x10™ 1,5059x10™ 4,4502x107
y=0,7 3,4214x10™ 1,1817x10™ 1,6381x10~
=09 3,5682x10 4,3038%107 1,8912x107

s o -1, o -1,
y=0,1 6,3756x10™ 3,7020x10™ 1,6938x10™
1=0,3 4,6798x10™ 2,5912x10™ 3,6351x10™
y=0,5 2,4387x10™ 1,8850x10" 4,9785%10™
y=0,7 5,8121x10™ 3,5193x10™ 4,6966x10™
y=0,9 1,4083x107 4,8827x10™ 4,1611x10™

Comparando a diferenca entre as solugdes, Tabela 6.16, pode-se contatar que a
aplicacdo do esquema multibloco foi capaz de obter solugdes com o mesmo nivel de
precisdo que os resultados obtidos através do refinamento homogéneo utilizando um
grau de refinamento global menor. A aplicacdo do tratamento multibloco também foi
capaz de reduzir o esfor¢co computacional empregado na simulagdo. Comparando o
tempo computacional para convergéncia dos procedimentos obteve-se 1.933 segundos
usando o esquema de refinamento homogéneo e 1.021 segundos usando o procedimento

multibloco.

Por fim, buscou-se verificar a influéncia do niimero de Weissenberg para o
escoamento “slip-stick”. Visto que este numero adimensional ¢ de grande importancia
no escoamento de fluidos viscoelasticos e existe na literatura uma grande dificuldade
para obtencdo de solugdes para valores elevados deste pardmetro. Para isto, foram
realizadas diversas simulagdes aplicando diferentes valores de We com variados graus

de refinamentos de malha utilizando o modelo de Oldroyd-B com Re=0,1 e #z=0,5.

Na Figura 6.66 sdo apresentados os perfis de tensdo 7. € T, para a linha
horizontal y=0,9 para os valores de We=0,1, We=0,2 e We=0,3, usando malhas 60x10 e
60x%20, aplicando o modelo de Oldroyd-B com Re=0,1 e #;=0,5.
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Figura 6.66: Perfis de tensdo obtidos para posicao y=0,9 pela aplicacdo do esquema
LAG4 usando malha 60x10 e 60%20 utilizando o modelo de Oldroyd-B com diferentes
valores do parametro We para o escoamento “slip-stick” viscoelastico: (a) Tensao 7, €
(b) Tensao ty,.

Comparando os resultados apresentados na Figura 6.66 pela malha 60x10 com a
malha 60%20, observa-se valores menores do pico de tensdo para utilizacdo da malha
60x10 do que os obtidos pela malha 60x%20, especialmente para We=0,20 que foi o
ultimo ponto no qual a malha 60x20 obteve convergéncia de resultados. Quanto mais
elevado for o pico de tensdo na regido de singularidade menos estavel serd o

procedimento de solucdo numérica, como pode ser observado para We=0,20 quando

ocorrem oscilagdes de maior amplitude antecedendo a singularidade.

Na Figura 6.67 sdo apresentados os perfis de tensdo 7., para a linha horizontal
y=0,9 para diferentes valores de We, usando malhas 60x10 e 30x40, aplicando o modelo

de Oldroyd-B com Re=0,1 e #:=0,5.
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Figura 6.67: Perfis de tensdo z,, obtidos para posi¢ao y=0,9 pela aplicagdo do esquema
LAGH4 utilizando o modelo de Oldroyd-B com diferentes valores do pardmetro We para
o escoamento “s/ip-stick” viscoelastico: (a) Malha 60x10 e (b) Malha 30x40.

Comparando os resultados obtidos para os perfis de tensdao z,, para as malhas
60x10 e 30x40, observa-se que as solugdes ndo apresentam grandes descontinuidades
na solucdo. As discrepancias existentes entre as solucdes sao ainda mais elevadas com o
aumento do nimero de Weissenberg. E importante observar que a amplitude das
oscilagdes existentes antes da singularidade cresce a medida que o numero de
Weissenberg aumenta, indicando o aumento da instabilidade do procedimento

numérico.

Analisando as solugdes apresentadas anteriormente, pode-se concluir que a
estabilidade do procedimento estd diretamente associada ao refinamento da malha junto
a singularidade. Por conseguinte, deve-se buscar um grau de refinamento que seja capaz
de evitar o surgimento de instabilidades numéricas sem comprometer a qualidade da

solucao.

Os resultados apresentados na Figura 6.68 comparam a aplicagdo do
procedimento de refinamento homogéneo usando uma malha 60x10 com os resultados
obtidos pela aplicacdo do procedimento multibloco, usando a estrutura de malha

definida pela Figura 6.62a.
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Figura 6.68: Perfis de tensdo obtidos para posicdo y=0,9 pela aplicacdo do esquema
multibloco e pela aplicacdo do procedimento de refinamento homogéneo usando malha
60x10 utilizando o modelo de Oldroyd-B com diferentes valores do parametro We para
o escoamento “slip-stick” viscoelastico: (a) Tensdo 7., e (b) Tensdo ty,.

Analisando os componentes do tensor tensdo 7., € T,,, Figura 6.68, pode-se
constatar que o procedimento multibloco, por apresentar um maior refinamento em
relacdo a ordenada y na regido de singularidade, obtém uma melhor qualidade de
aproximagcdo que a aplicacio do procedimento de refinamento homogéneo,
especialmente quando o valor do parametro We aumenta. Como pode ser observado
para tensdo t,, com We=0,3, quando uma solugdo livre de oscilagdes foi obtida. E
importante ressaltar que para a aplicacdo do procedimento de refinamento homogéneo
com a mesma qualidade de solucdo que o procedimento multibloco seria necessaria a
utilizagdo de uma malha 60x%60. Este nivel de refinamento resulta em um sistema de
21.600 equagdes, ao passo que procedimento multibloco totaliza um sistema de 12.000
equacdes e um refinamento constituido de 2.000 volumes de controle, reduzindo

consideravelmente o custo computacional da simulagdo do problema.
6.4.3. Escoamento Stick-Slip

O escoamento de fluidos poliméricos “stick-slip” pode ser visualizado como
uma aproximac¢do da saida do material polimérico em uma extrusora, sem levar em
consideracdo o efeito de inchamento do material polimérico que ocorre na saida da
matriz. O problema em questdo segue a mesma descri¢do do caso newtoniano, item

6.3.2.

Para realizacdo das simula¢des foram considerados os valores de parametros

Re=0,1, We=0,1 e #z=0,9, o comprimento da placa antes e apos a singularidade sdo
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iguais a L;=L,=5 e meia altura da Placa H=1. As coordenadas x ¢ y adimensionais sdo
consideradas a partir do ponto onde esta localizada a linha de simetria horizontal (y=0) e

o0 inicio do escoamento (x=0).

O esquema CDS foi aplicado utilizando diferentes refinamentos de malha:
(30x10, 30x20, 60x10, 60x20, 60x40 e 120x40), visando identificar a relagdo de
refinamento que apresenta solu¢ao mais proxima possivel da convergéncia, apresentado
na Figura 6.69. A visualizacdo dos resultados proximos a regido de singularidade
permite uma melhor comparacdo, visto que nesta regido sdo observadas as maiores

diferengas entre as solugdes.
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Figura 6.69: Perfis obtidos para posicdo y=0,90 pela aplicacdo do esquema CDS com
diferentes refinamentos de malha para o escoamento “stick-slip” viscoelastico: (a)
Velocidade v,; (b) Velocidade v,; (c) Tensao zy, e (d) Tensao z,,.

Pelos resultados apresentados na Figura 6.69, ¢ possivel verificar que todos os
refinamentos testados apresentam diferencas entre as solugdes obtidas, especialmente

para o ponto x=0,5, que ¢ o local no qual ocorrem as mudangas das condi¢cdes de
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contorno do escoamento. As discrepancias obtidas entre as solucdes de diferentes
refinamentos indicam que a malha precisa ser mais refinada, especialmente na regiao
proxima a singularidade. Solug¢des aplicando maiores refinamentos de malha foram
testadas, entretanto os procedimentos ndo apresentaram convergéncia. O problema de
convergéncia pode estar relacionado ao surgimento de instabilidades numéricas
proporcionadas pelo grau de refinamento adotado, de forma similar as ocorridas no

escoamento “slip-stick”.

Os perfis apresentados na Figura 6.70 comparam os resultados obtidos pelo
esquema LAG4 usando diferentes refinamentos de malha com o resultado obtido pelo
esquema CDS usando uma malha de 120x40 para a linha horizontal »=0,9 na regiao

proxima a singularidade para os perfis de velocidade v, e v, e de tensdo ., € 7.
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Figura 6.70: Perfis obtidos para posi¢cao y=0,90 pela aplicacdo do esquema LAG4 com
diferentes refinamentos de malha para o escoamento “stick-slip” viscoelastico: (a)
Velocidade v,; (b) Velocidade v,; (c) Tensdo 7., € (d) Tensao t,,.
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Comparando os perfis apresentados na Figura 6.70, ¢ possivel verificar algumas
discordancias entre os resultados obtidos pelo esquema CDS usando a malha 120x40 e
os resultados obtidos através do procedimento LAG4. Observa-se também que as
solugdes obtidas para o esquema LAG4 apresentam boa concordancia ja que a medida
que a malha torna-se mais refinada as solugdes convergem para um valor comum,
indicando que a convergéncia de malha estd proxima. Neste caso, diferencas mais
significativas sdo apenas observadas para velocidade v,, Figura 6.70b, para os demais
casos as aplicacdes do esquema LAG4 usando malhas 60x10, 60%20 e 60%x40

apresentam solugdes proximas.

Comparando os perfis obtidos pelo esquema CDS, Figura 6.69, com os perfis
obtidos pelo LAG4, Figura 6.70, fica evidente, especialmente quando comparados os
valores das tensdes, que o procedimento LAG4 apresenta menor influéncia do

refinamento da malha que o procedimento CDS.

Visando verificar a qualidade das solugdes dos esquemas LAG4 e CDS na
regido proxima a singularidade em relacao ao eixo vertical, foi realizada a comparagao
entre os resultados obtidos pelo esquema CDS e LAG4, para as variaveis velocidade v,
e tensdo 7y, utilizando diferentes refinamentos de malha na linha vertical x=5,6667 e

para regides proximas a parede, Figura 6.71 e Figura 6.72.
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Figura 6.71: Perfis obtidos para posi¢ao x=5,6667 pela aplicacdo dos esquemas CDS e
LAG4 com diferentes refinamentos de malha na regido proxima a parede para o
escoamento “stick-slip” viscoelastico: (a) Velocidade v, com CDS e (b) Velocidade v.
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Figura 6.72: Perfis obtidos para posi¢ao x=5,6667 pela aplicacdo dos esquemas CDS e
LAG4 com diferentes refinamentos de malha na regido proxima a parede para o
escoamento “stick-slip” viscoelastico: (a) Tensdo z,, com CDS e (b) Tensdo z,, com
LAG4.

Comparando os perfis apresentados na Figura 6.71 e na Figura 6.72, ¢ possivel
observar diferengas nas solugdes obtidas pelo esquema CDS 120x40 e o esquema
LAG4. E importante destacar que, novamente, as solug¢des obtidas pelo procedimento
LAG4 s3ao menos afetadas pelo refinamento da malha que as solu¢des obtidas pelo
esquema CDS. Indicando que o procedimento LAG4 encontra-se mais proximo da
convergéncia de malha que o esquema CDS. Observa¢do concordante com a
comparagdo realizada anteriormente ao longo do escoamento € que mais uma vez

demonstrar a potencialidade para aplicacdo de esquemas de ordens mais elevadas.

O tempo de processamento para o esquema LAG4 utilizando uma malha 60x40
foi de 1.142 segundos e o tempo do esquema CDS com uma malha 120x40 foi de 1.708
segundos. Pela andlise realizada anteriormente, sobre a influéncia que o refinamento de
malha exerce sobre a solu¢do de cada um dos esquemas, ¢ possivel concluir que a
aplicagdao do esquema LAG4 usando uma malha 60x40 ¢ mais vantajosa que a aplicagdo
do esquema CDS tanto no que diz respeito a acuracia como na reducdo do esforgo

computacional empregado na simulagao.

Comparagdes quantitativas entre as solugdes obtidas nao foram realizadas, pois,

neste exemplo, ndo foi possivel verificar a convergéncia da malha computacional.

Na Figura 6.73 sdo apresentadas as curvas de nivel para o escoamento “sl/ip-

stick”, aplicando o esquema LAG4 e uma malha computacional 60x40.
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Figura 6.73: Curvas de nivel obtidas pela aplicagdo dos esquemas LAG4 com uma
Malha 60x40 para o escoamento “stick-slip” viscoelastico: (a) Velocidade v,; (b)
Velocidade vy; (c) Pressdo e (d) Tensdo z.; (¢) Tensdo 1, e (f) Tensao ty,.

Pela andlise dos resultados, Figura 6.73, ¢ possivel visualizar que os maiores
gradientes ocorrem na regido proxima a singularidade devido a mudancga da condicao de
ndo deslizamento para condicdo de livre de cisalhamento. Isto faz com que os valores de
velocidade e tensdo, que até entdo apresentam perfis ja estabelecidos, sejam
modificados abruptamente, sendo esta a principal fonte de instabilidade numérica.
Observa-se que os componentes do tensor tensao vao progressivamente diminuindo na
regido de ndo deslizamento e, como nesta regido ndo ha cisalhamento, tendendo a zero a

medida que o escoamento vai se estabelecendo.
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A Figura 6.74 tem por finalidade verificar o efeito que o parametro 7 do modelo
de Oldroyd-B exerce no escoamento “stick-slip”, para isto foi utilizado o esquema
LAG4 com uma malha 60x40 com We=0,1 e Re=0,1. Sao plotados os valores da
velocidade v, e das tensdes 7y, T,y € 7y, para diferentes valores do pardmetro #z para a

linha horizontal y=0,9.

2
[ |
-1.04 5“4 —A— ne=0.5
] | —v—ne=0.7
-1.24 ¥/ —<—ne=0.9
JTVYYVIVYYYVVYYYYVVYYVYYYY ¥ 4
1.4 4
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

Figura 6.74: Perfis obtidos para posi¢cao y=0,9 pela aplicagdo do esquema LAG4 com
uma malha 60x40 utilizando o modelo de Oldroyd-B com diferentes valores do
pardmetro 7ng, We=0,1 e Re=0,1 para o escoamento “stick-slip” viscoelastico: (a)
Velocidade v,; (b) Tensao ty; (c) Tensdo 1,, € (d) Tensdo z,.

Analisando os graficos apresentados na Figura 6.74, ¢ possivel constatar que
quanto maior o valor do pardmetro #z mais alto ¢ o pico da tensdo na regido de
descontinuidade e quanto mais pronunciado for o efeito elastico, mais dificil ¢ a

obtencao de solugdes.

A Figura 6.75 tem por finalidade verificar o efeito que o parametro € do modelo

de SPTT exerce no escoamento “stick-slip”, para isto foi utilizado o esquema LAG4
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com uma malha 60x40 com 7z=0,5, We=0,1 e Re=0,1. Sao plotados os valores das
tensoes 7., € T,, para diferentes valores do pardmetro ¢ para a linha horizontal y=0,9 na
regido proxima a singularidade, permitindo assim visualizar melhor os efeitos

produzidos por alteragdes de ¢.

Txx
Txy

(a) (b)
Figura 6.75: Perfis obtidos para posi¢cao y=0,9 pela aplicagdo do esquema LAG4 com
uma malha 60x%40 utilizando o modelo SPTT com diferentes valores do pardmetro &,
ne=0,5, We=0,1 e Re=0,1 para o escoamento “‘stick-slip” viscoelastico: (a) Tensdo 7., €
(b) Tensao ty,.

Analisando os perfis apresentados na Figura 6.75 ¢ possivel verificar que o

aumento do parametro € faz com que as tensdes nas regides proximas a singularidade

sejam menores, diminuindo assim o pico de tensdo.

Os préximos resultados apresentados foram obtidos através da aplicagdo da
técnica de particdo multibloco utilizando a mesma estrutura de malha aplicada no
escoamento “slip-stick” dada pela Figura 6.62a, onde apenas a regido proxima a
singularidade ¢ refinada, resultando em uma malha constituida de 2.000 volumes de

controle.

Na Figura 6.76, sdo apresentadas as curvas de nivel para velocidade e tensao 7y,
e 1,, obtidas pela aplicagdo da técnica de particdo multibloco ao problema, utilizando os

valores de parametro de We=0,1, Re=0,1 e ;=0,5.

Com a finalidade de comparar melhor a qualidade das solucdes obtidas, foram
plotados os perfis horizontais em diferentes cortes em y, Figura 6.77 e Figura 6.78, pela
aplicacao do procedimento multibloco, usando uma malha constituida de 2.000 volumes

de controle e a solucdo obtida através da aplicacdo do procedimento de refinamento
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homogéneo usando a malha mais refinada do procedimento multibloco, que equivale a

utilizar uma malha 60x60.

k-]
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Figura 6.76: Curvas de nivel obtidas pela aplicagdo do esquemas multibloco para o
escoamento “‘stick-slip” viscoelastico: (a) Velocidade v, e (b) Velocidade vy; (c)
Tensao 7y, e (d) Tensao ty,.
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Figura 6.77: Comparagdo entre os perfis para diferentes cortes em y utilizando o
procedimento LAG com uma malha 60x60 (representada por linhas) e procedimento
multibloco (representada por pontos) para o escoamento “stick-slip” viscoeldstico: (a)
Velocidade v, e (b) Velocidade v,.
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Figura 6.78: Comparacdo entre os perfis para diferentes cortes em y utilizando o
procedimento LAG com uma malha 60x60 (representada por linhas) e procedimento
multibloco (representada por pontos) para o escoamento “stick-slip” viscoeldstico: (a)
Tensdo ., e (b) Tensdo t,,.

Tabela 6.17: Diferenga entre as solu¢des obtidas pela aplicacdo da técnica multibloco e
as solucdes obtidas utilizando o grau de refinamento completo para o escoamento

“stick-slip” viscoelastico.

v -y, v, ad
y=0,1 3,7591x10™ 1,9789x107 2,0867x107
1=0,3 3,5308x10™ 5,0724x10” 1,7789x10~
y=0,5 3,1742x10™ 6,3402x107 1,4798x107
y=0,7 2,9138x10™ 5,2783x107 1,3987x10~
1=0,9 2,8095x10™ 2,2081x107 1,5058x107

s o -1, o -1,
3=0,1 2,3718x10™ 2,2912x10™ 7,4569x107
1=0,3 1,5388x10™ 1,6177x10™ 2,0450x10™
y=0,5 1,0254x10™ 1,1135x10™ 2,7374x10™
1=0,7 1,9102x10™ 1,5611x10™ 2,7006x10™
3=0,9 3,1921x10™ 2,3113x10™ 3,1605x10™

Comparando os perfis obtidos pelo esquema que utiliza refinamento homogéneo
e pelo procedimento multibloco apresentados na Figura 6.77 e na Figura 6.78, pode-se
observar que o procedimento multibloco foi capaz de conectar adequadamente os blocos
de diferentes refinamentos sem a presenca de oscilagdes ou descontinuidades nas
fronteiras de conexdo. Através dos resultados apresentados na Tabela 6.17, pode-se
constatar que aplicacdo do procedimento multibloco foi capaz de obter solu¢des com o
mesmo nivel de precisdo que o procedimento aplicando o refinamento homogéneo

utilizando um refinamento global menor. Tais resultados demonstram que o

223



procedimento multibloco foi capaz de eliminar o refinamento desnecessario na area de
entrada e saida, concentrando apenas o maior refinamento na regido de singularidade,

sem comprometer a qualidade e precisdo dos resultados.

Comparando o tempo computacional para convergéncia dos procedimentos
obtiveram-se 941 segundos usando o esquema LAG4 com procedimento multibloco e
1.753 segundos usando o esquema LAG4 com refinamento homogéneo. Resultado que,

mais uma vez, demonstra as vantagens da aplicacdo do procedimento

Por fim, buscou-se verificar a influéncia que o numero de Weissenberg
apresenta sobre o escoamento “stick-slip”. Foram realizadas diversas simulac¢des
utilizando o modelo de Oldroyd-B com diferentes graus de refinamentos de malha e

valores variados de We com Re=0,1 e nz=0,5.

Na Figura 6.79 sdo apresentados os perfis de tensdo 7., € t,, para a linha
horizontal y=0,9 para os valores de We=0,1, We=0,2 ¢ We=0,3 usando malhas 30x20 e
40x%50, aplicando o modelo de Oldroyd-B com Re=0,1 e 75=0,5
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Figura 6.79: Perfis de tensdo obtidos para posi¢ao y=0,9 pela aplicacdo do esquema
LAG#4 usando malha 30x20 e 40x50 utilizando o modelo de Oldroyd-B com diferentes
valores do pardmetro We para o escoamento “stick-slip” viscoelastico: (a) Tensdo ., e
(b) Tensao ty,.

Comparando os resultados apresentados na Figura 6.79 pela malha 30%20 com a
malha 40x50, observa-se que para malha 40x50 os valores de tensdo crescem mais

rapidamente que para a malha 30x20 e que os picos de tensdo obtidos pela malha 40x50

no ponto da singularidade, x=5,0, sdo ligeiramente superiores.

Na Figura 6.80 e na Figura 6.81 sdo apresentadas as comparacdes dos perfis de

tensdo 7, € T, para linha horizontal »=0,9 para diferentes valores de We usando
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diferentes refinamentos de malha, aplicando o modelo de Oldroyd-B com Re=0,1 e

ng=0,5.
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Figura 6.80: Perfis de tensdo obtidos para posi¢do y=0,9 pela aplicacdo do esquema
LAG4 com as malhas 30%20 e 30x40 utilizando o modelo de Oldroyd-B com diferentes
valores do pardmetro We para o escoamento “stick-slip” viscoelastico: (a) Tensdo 7y,
(b) Tensao ty,.
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Figura 6.81: Perfis de tensdo obtidos para posi¢ao y=0,9 pela aplicacdo do esquema
LAG4 com as malhas 50x10 e 40x50 utilizando o modelo de Oldroyd-B com diferentes
valores do pardmetro We para o escoamento “stick-slip” viscoelastico: (a) Tensdo 7, e
(b) Tensao 1.

Comparando os resultados apresentados na Figura 6.80, ¢ possivel constatar que
o aumento de pontos de discretizacdo em y ndo altera significativamente os perfis de
tensdo. Comparando os perfis de tensdo apresentados na Figura 6.81, pode-se observar
que o pico de tensdo de t,, ¢ muito mais discrepante com relagdo ao refinamento da

malha que as solugdes de 7. E importante ressaltar que da mesma forma que o

escoamento “s/ip-stick”, quanto maior o refinamento da malha mais elevado ¢ o pico de
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tensdo obtido no ponto de descontinuidade, x=0,5, como pode ser melhor evidenciado

na Figura 6.81b.

Aplicando a técnica de particdo multibloco, usando a malha definida pela Figura
6.62a com os valores de parametros Re=0,1 e 7z=0,5 e comparando os resultados
obtidos pela aplicacdo do procedimento homogéneo, usando uma malha 30x40, sao

obtidas as seguintes relacdes entre o tensor tensio 7. € T,,, Figura 6.82.
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Figura 6.82: Perfis de tensdo obtidos para posi¢do y=0,9 pela aplicacdo do esquema
multibloco utilizando o modelo de Oldroyd-B com diferentes valores do parametro We e
pela aplicacdo do procedimento de refinamento homogéneo usando malha 30x40 para o
escoamento “stick-slip” viscoelastico: (a) Tensdo 7., e (b) Tensdo t,,.

Analisando os graficos apresentados na Figura 6.82, pode-se constatar uma
melhora significativa dos resultados obtidos, visto que a utilizagdo do procedimento
multibloco concentra uma quantidade maior de pontos na regido de descontinuidade,
melhorando assim a qualidade da aproximacdo. Para que o procedimento de
refinamento homogéneo fosse capaz de obter a mesma qualidade de resultados seria
necessaria a utilizagdo de uma malha 60x%60, resultando em um sistema de equagdes
constituido de 21.600 equacdes. A aplicagdo da técnica multibloco reduz o sistema a
12.000 equacdes distribuidas em 2.000 volumes de controle. A redugdo significativa de
recursos computacionais comprova a potencialidade do tratamento multibloco e os
resultados obtidos certificam que sua aplicacdo pode ser realizada sem ocasionar perda

na qualidade dos resultados.
6.4.4. Escoamento em Cavidade Quadrada

O escoamento em cavidade quadrada, descrito no item 6.3.3, ¢ agora simulado

para escoamento de fluidos viscoelasticos. Para a realizacdo dos testes e comparagdes
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foi considerada uma cavidade de tamanho unitario (H=1) com as coordenadas x e y
adimensionais. Os valores de parametros adotados foram We=0,1, Re=100 e #;=0,7.
Tais valores de parametros foram escolhidos seguindo o trabalho de YAPICI et al.
(2009), que aplicaram o método de volumes finitos utilizando o esquema de diferengas

centrais com uma malha constituida de 305%305 volumes de controle.

Na Tabela 6.18 sdo apresentados os valores de velocidade minima v,
considerada na linha vertical central (x=0,5) e o correspondente valor de y, onde este
valor de minimo ocorre, € os valores maximo ¢ minimo da velocidade v,, na linha
horizontal central (y=0,5), e os correspondentes valores das abscissas x, obtidos pela

aplicacdo do procedimento LAG4 e os obtidos por YAPICI et al. (2009).

Tabela 6.18: Valores das velocidades minimas e maximas em x=0,5 e y=0,5 para o

escoamento em cavidade viscoelastico.

YAPICI LAG4
etal. (2009) | M20x20 | M40x40

v | 20.193175 | -0.186464 | -0.192834
y™ | 0488128 | 0.499486 | 0.492858
V™1 0.155133 | 0.144179 | 0.153285
x™ | 0.234913 | 0.234580 | 0.232237
vl 0211728 | -0.198831 | -0.207754
x™ 0.802375 | 0.802414 | 0.801144

Comparando os valores apresentados na Tabela 6.18 ¢ possivel verificar a
grande potencialidade para aplicacdo de esquemas de alta ordem visto que a aplicagdo
do esquema de Lagrange de 4* ordem foi capaz de obter solugdes tdo precisas quanto os
resultados apresentados YAPICI et al (2009), utilizando refinamentos

consideravelmente mais reduzidos.

Na Figura 6.83 o perfil de velocidade v, na linha central (x=0,5) e o perfil de
velocidade v, na linha horizontal central (y=0,5) extraidos de YAPICI et al. (2009) sdo
comparados aos perfis obtidos pela aplicagdo do esquema LAG4 com os refinamentos

20%20 e 40x40.
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Figura 6.83: Comparagdes entre os perfis de velocidade para o esquema LAG4 usando
malha 20x20 e 40x40 e os resultados obtidos por YAPICI et al. (2009) para o
escoamento em cavidade viscoeléstico: (a) Perfil de velocidade v, na linha vertical
central (x=0,5) e (b) Perfil de velocidade v, na linha horizontal central ()=0,5).

Comparando os resultados apresentados na Figura 6.83 ¢ possivel verificar uma
boa concordancia entre os perfis de velocidade obtidos pelo esquema LAG4 e os
resultados extraidos da literatura. Embora os resultados obtidos pela aplicacdo da malha
20%20 encontrem-se um pouco afastados dos demais perfis, ¢ importante ressaltar a
qualidade da solugdo que, mesmo utilizando um grau de refinamento baixo, foi capaz de

produzir solugdo relativamente proxima as demais solugoes.
6.4.5. Escoamento em Contracédo Plana

Neste problema, o escoamento se d4 em um duto retangular de profundidade
infinita no qual a partir de um determinado ponto existe uma diminui¢do na area da

secdo transversal, representado ilustrativamente pela Figura 6.84. Geometrias que
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apresentam contragcdes abruptas como estas sdo facilmente encontradas em diversos
processos de transformacdo de materiais poliméricos, tais como o0s processos de
extrusdo e injecdo. A grande dificuldade para a simulacdo deste tipo de problema ocorre
na regido da contracdo onde comumente se observa a presenca de singularidades e

oscilagdes na solugao.

> 2H; —

Figura 6.84: Representacdo esquematica do escoamento em uma
contracao plana.

Na entrada ¢ considerado um perfil parabdlico de velocidade, para as paredes
sdo aplicas as condi¢des de ndo deslizamento, a condi¢do de simetria ¢ aplicada a se¢do

horizontal central e por fim considera-se o escoamento estabelecido na saida.

Para realizacao dos testes e comparagdes, foram considerados o comprimento da
placa antes da contracdo de L;=10, comprimento da placa apds a contracdo L,=5, meia
altura do canal antes da contragdo de H;=1 e meia altura do canal apds a contragdo de
H,=0,5, caracterizando uma contragdo 2:1. Mais uma vez as coordenadas x e y
adimensionais sdo consideradas a partir do ponto onde se localiza a linha de simetria

horizontal ()=0) e o inicio do escoamento (x=0).

O problema foi resolvido utilizando o esquema CDS aplicando uma malha
60x80 na regido anterior a contragdo e uma malha 30x40 na regido posterior a
contracdo, totalizando 6.000 volumes de controle. Os resultados obtidos pelo esquema
CDS foram comparados as solu¢des do procedimento multibloco com LAG4 aplicando
3.400 volumes de controle, distribuidos conforme a Figura 6.85, com a finalidade de
confrontar a qualidade da solucdo obtida. Para a realizacdo das simulac¢des foi

considerado o modelo de Oldroyd-B, com Re=0,1, We=0,1 e nz=0,5.
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Figura 6.85: Estrutura de refinamento multibloco
aplicando 3.400 volumes de controle para o escoamento
em contracao viscoelastico.

Na Figura 6.86 e na Figura 6.87 sdo apresentados os perfis de velocidade v, e os
perfis de tensdo na linha horizontal y=0,15, y=0,30, y=0,45, y=0,60, y=0,70 e y=0,90
aplicando o esquema CDS com refinamento homogéneo (representado através da linha
continua) e aplicando o procedimento multibloco com LAG4 (representado por pontos).
As figuras do lado esquerdo representam os perfis das varidveis ao longo de todo
dominio e as figuras do lado direito apresentam uma ampliagdo da drea proxima a
contragdo, permitindo assim visualizar melhor as discrepancias entre as solugdes

obtidas.

—015——030——045——0.60—0.75
4 015 ® 030 e 045 *x 060 @ 075 = 0.90

—015—030——045—-0.60 —0.75 0.90‘ 0.90

¢ 015 ® 030 e 045 * 060 @ 075 = 0.90

Figura 6.86: Perfis obtidos para linha horizontal para diferentes cortes em y aplicando o
esquema CDS (representada por linhas) e aplicando o procedimento multibloco

(representada por pontos) para o escoamento em contracdo viscoeldstico para a
velocidade v,.
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Figura 6.87: Perfis obtidos para linha horizontal para diferentes cortes em y aplicando o
esquema CDS (representada por linhas) e aplicando o procedimento multibloco
(representada por pontos) para o escoamento em contracdo Vviscoeldstico: (a)
Velocidade v,; (b) Tensdo 7y, € (c) Tensdo .
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Comparando os resultados apresentados na Figura 6.86 e na Figura 6.87, ¢
possivel observar que quanto mais proximo da regido de contracdo maior ¢ a diferenga
observada entre as solugdes, especialmente para os valores maximos das tensdes. A
aplicagdo do procedimento CDS com refinamento homogéneo, embora utilize um
nimero maior de volumes de controle (9.000), apresenta na regido de contragdo um
refinamento Ax=0,1667 e Ay=0,0125, ao passo que o procedimento LAG4 com uma
quantidade menor de volumes de controle (3.400) apresenta 0 mesmo refinamento Ax
de 0,1667 e um Ay mais refinado de 0,0083. Além do maior refinamento na regido de
contragdo, que certamente melhora a qualidade da aproximagdo, o esquema LAG4
apresenta uma precisao maior que o esquema CDS, o que faz com que as aproximagoes
obtidas pela técnica multibloco sejam mais precisas que a aplicacdo do esquema CDS.
Comparando as solugdes obtidas, pode-se verificar que a técnica de conexdo multibloco
ndo promove qualquer perda na qualidade da solucdo nas areas de menor refinamento
onde as solugdes sdo concordantes com as solugdes obtidas pelo esquema CDS. Com
relacdo ao tempo de processamento, o procedimento multibloco necessitou de 1.556

segundos para obtencdo da solucdo contra 2.394 segundos do esquema CDS.

Na Figura 6.88 e na Figura 6.89 sdo apresentadas as curvas de nivel da
velocidade vy, das tensdes 7., € 7,, € as linhas de correntes obtidas pela aplica¢do da
técnica de partigdo multibloco com LAG4 utilizando os valores de pardmetro de

We=0,1, Re=0,1 e 7;=0,5.

X

(2) (b)

Figura 6.88: Curvas de nivel obtidas pela aplicagdo do esquemas multibloco para o
escoamento em contragdo viscoelastico: (a) Velocidade v, e (b) Tensao ty,.
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Figura 6.89: Curvas de nivel obtidas pela aplicagdo do esquemas multibloco para o
escoamento em contra¢do viscoelastico: (a) Tensdo 7,, e (b) Linhas de Corrente.

Os proximos resultados tém por finalidade verificar a influéncia que o nimero
de Weissenberg exerce sobre o problema da contracdo. Na realiza¢dao deste estudo foi
novamente utilizada a técnica multibloco aplicando a estrutura de refinamento definida
pela Figura 6.85, aplicando o modelo Oldroyd-B com valores variados de We e Re=0,1

e n=0,5.

Na Figura 6.90 sdo apresentados os perfis de velocidade v, € na Figura 6.91 sao
apresentados os perfis de tensdao na linha horizontal y=0,45 obtidos pela aplicagdo do
procedimento multibloco para diferentes valores do nimero de Weissenberg. Nas
figuras do lado esquerdo sdo apresentados os perfis das varidveis ao longo de todo
dominio e as figuras do lado direito apresentam uma ampliacdo da area proxima a

contragdo, permitindo assim visualizar melhor os efeitos associados ao aumento de We.
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> -0.20 4 > -0.20

-0.25 -0.25
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-0.35 4 -0.35

-0.40

-0.40

8.0

Figura 6.90: Perfis obtidos para linha horizontal y=0,45 aplicando o esquema CDS
(representada por linhas) e aplicando o procedimento multibloco (representada por
pontos) para o escoamento em contra¢do viscoeldastico para a velocidade v,.
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Figura 6.91: Perfis obtidos para linha horizontal y=0,45 aplicando o esquema CDS
(representada por linhas) e aplicando o procedimento multibloco (representada por
pontos) para o escoamento em contragdo viscoelastico: (a) Tensdo 7. (b) Tensdo 7, €

(c) Tensao .

Analisando os perfis de tensdao apresentados na Figura 6.90e na Figura 6.91 ¢

possivel verificar que a medida que o nimero de Weissenberg aumenta os valores
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maximos dos picos de tensdo também aumentam. Com o acréscimo do pardmetro We
observa-se também o surgimento de oscilagdes apos a contragdo (Figura 6.91b e Figura
6.91c), com amplitudes maiores para valores de Weissenberg superiores a 0,2. Neste
caso, a implementacdo de técnicas especificas para tratamento de oscilagdes em
conjunto com o procedimento proposto seria capaz de tratar adequadamente este
problema, evitando o surgimento de oscilagdes e melhorando a qualidade da solugdo.
Comparando os perfis, ¢ possivel constatar que mais uma vez a aplicagdo do
procedimento multibloco foi capaz de conectar adequadamente os blocos de diferentes
refinamentos, visto que ndo ¢ observada a presenga de qualquer descontinuidade ou
oscilagdes proximas as interfaces de conexdo. E importante ressaltar que a aplicagdo do
procedimento multibloco utiliza 3.400 volumes de controle ao passo que a aplicacdo de
um procedimento de refino homogéneo necessitaria de uma malha com 9.000 volumes
de controle. Esta redug¢do significativa no refinamento da malha demonstra claramente a
vantagem da utilizagdo da técnica de particdo multibloco e o ganho obtido na aplicagao

desta metodologia.
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7. Conclusoes e
Sugestoes

“The important thing is not to stop questioning.”

Albert Einstein

Neste capitulo sdo apresentadas as principais
conclusdes do trabalho e sugestdes para melhorias

no procedimento proposto.
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7.1. Conclusoes

O principal objetivo deste trabalho foi o desenvolvimento de um método de
volumes finitos de alta ordem utilizando técnicas de particdo multibloco do dominio do
problema para a resolucdo das equacgdes de Navier-Stokes, com foco especial a

simulagdo de escoamento de fluidos viscoelasticos.

Esta metodologia foi baseada no método de volumes finitos, utilizando uma
malha estruturada e um arranjo co-localizado das variaveis do problema. Neste
procedimento, os valores médios lineares e ndo lineares das varidveis nas interfaces dos
volumes de controle sdo aproximados através de esquemas de alta ordem, que utilizam
os valores médios das varidveis nos centros dos volumes de controle vizinhos. Embora
sejam utilizados durante todo o processo de resolugdo os valores médios das varidveis, o
que torna o procedimento mais simples e acurado, visto que aproximacdes adicionais
sdo evitadas, ao final do processo os valores pontuais das variaveis podem ser obtidos

através da aplicagdo da técnica de desconvolugio.

A utilizagdo de esquemas de alta ordem permitiu a obten¢ao de uma solugdo
com melhor ou igual acurécia utilizando-se malhas menos refinadas, reduzindo assim o
tempo de processamento da simulagdo, como foi comprovado em todos os exemplos

testados neste trabalho.

O esquema de alta ordem desenvolvido e aplicado neste trabalho foi o esquema
de Lagrange de 4* ordem. Todas as formulas de interpolacdo (termos advectivos, termos
difusivos, termos ndo lineares na parede do volume de controle e termos ndo lineares no
centro do volume de controle) foram formuladas tendo como requisito fundamental a
manutengdo da ordem global do procedimento de aproximagdo. Para que o
procedimento fosse capaz de manter sua ordem global, foi necessério reformular todas
as formulas de interpolagdo para os contornos do problema, tomando sempre o cuidado
de utilizar o minimo de relagdes possiveis entre as varidveis para obtengdo do grau de
acuracia desejado. Assim sendo, foi possivel desenvolver uma metodologia de alta
ordem capaz de manter sua ordem de acuricia independente da regido do dominio do
problema a ser aplicada. Desta forma, evitou-se que erros relacionados a utilizagdo de
esquema de ordem menos elevadas fossem propagados, o que diminuiria a ordem global

de aproximagao.
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A técnica de conexdo multibloco desenvolvida foi capaz de conectar
adequadamente os blocos de diferentes refinamentos de forma simples e eficiente. O
aspecto mais importante desta metodologia esta na utilizacao direta da propria formula
de interpolacdo para conexdao dos blocos. Esta aplicagdo direta somente foi possivel
gragas a estrutura de geragdo de malha proposta que permite que os centros dos volumes
de controle dos blocos de diferentes refinamentos estejam alinhados, possibilitando que
os esquemas de interpolacdo pudessem ser aplicados diretamente sem ocasionar perda
alguma na ordem do procedimento. Outro aspecto importante a ser ressaltado ¢ que a
metodologia de particdo multibloco pode ser aplicada com qualquer outro esquema de
interpolagdo de ordem superior ou inferior, permitindo também, para estes casos,

utilizar diretamente a sua férmula de interpolacao.

A utilizacdo em conjunto destas duas técnicas permitiu o desenvolvimento de
um codigo computacional associando a melhor acuracia dos esquemas de alta ordem a
flexibilidade do tratamento multibloco. Gerando, assim, um procedimento numérico
capaz de reduzir o esforgo computacional, comparado aos procedimentos tradicionais, o

que foi comprovado em todos os testes realizados.

Dentre a grande quantidade de equagdes constitutivas disponiveis na literatura
capazes de descrever o comportamento reoldgico de fluidos viscoelasticos, foram
selecionados o modelo de Oldroyd-B e o modelo de Phan-Thien-Tanner simplificado
(SPTT). Tais modelos foram escolhidos, pois apresentam na sua formulagao as relagdes
que mais comumente surgem entre os modelos diferencias. Permitindo, assim, que o
procedimento pudesse ser estendido de forma simples e direta a outros modelos de

equagdes constitutivas.

Para teste da metodologia, foram selecionados exemplos classicos da literatura,
comumente utilizados para a avaliacdo de procedimentos numéricos. A aplicagdo direta
do esquema de interpolagdo de alta ordem foi capaz de reduzir o esforco computacional
empregado na simulacdo de todos os problemas testados. Para todos os casos, a
aplicacdo do procedimento de Lagrange de 4* ordem foi capaz de obter resultados com
igual, ou melhor, acuricia que o procedimento CDS utilizando um grau de refinamento
de malha inferior, bem como um tempo de simulagdo mais reduzido, demonstrando a
potencialidade da aplicagdo de procedimentos de alta ordem em problemas de fluido

dindmica computacional.
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As oscilagdes observadas em alguns casos (como, por exemplo, a regido
proxima a singularidades no escoamento “slip-stick” e “stick-slip”) sao caracteristicas
da aplicacdo de esquemas de alta ordem e podem ser minimizadas ou até mesmo
eliminadas através do aumento do refino da malha ou pela utilizagdo de esquemas
especificos para o tratamento de oscilagdes, sendo neste caso recomendado o uso do
esquema WENO, devidamente formulado na Secao 5.4 deste documento. A aplicagao
deste procedimento ¢ indicada visto que sua utilizacdo nao promove reducao alguma da

ordem do esquema, diferente de esquemas tais como TVD.

O procedimento multibloco foi capaz de conectar adequadamente as malhas com
diferentes graus de refinamento, sem a presenca de qualquer alteracdo ou oscilagdo na
interface de conexdo entre os blocos. Para alguns casos, as solucdes aplicando uma
malha de refinamento homogéneo, utilizando o mesmo refino de malha do bloco de
maior refinamento do procedimento multibloco, foram comparadas as solugdes obtidas
pela aplicacdo do procedimento multibloco, permitindo assim quantificar qualquer
desvio de solugdo resultante do procedimento de conexdo. Nao foram observadas
diferencas significativas entre as solucdes obtidas pela aplicagdo de ambos os
procedimentos, indicando que o procedimento de conexdo foi capaz de conectar
adequadamente os blocos de diferentes refinamentos. Para o caso de fluidos
viscoelasticos, a vantagem do procedimento multibloco foi ainda mais evidente,
especialmente com o aumento de valor do pardmetro de Weissenberg, neste caso foi
possivel obter solucdes para escoamento entre placas “slip-stick” e “stick-slip”
utilizando 2.000 volumes de controle gerando um sistema de 12.000 equagdes ao passo
que para aplicacao de um procedimento de refino homogéneo seriam necessarios 3.600

volumes resultando em um sistema de 21.600 equacdes.

A redugdo consideravel de recursos computacionais obtida pela aplicacdo do
esquema proposto, para obtengdo de solugdes com o mesmo nivel de acurécia torna

evidente a potencialidade de aplicagdo desta técnica.
7.2.  Sugestoes

O surgimento de oscilagdes numéricas ¢ inerente da aplicagdo de esquemas de
alta ordem e ocorre especialmente em regides de elevados gradientes, por isso uma
melhora significativa pode ser obtida acoplando ao procedimento proposto uma técnica
apropriada para lidar com o surgimento destas oscilagdes. Recomenda-se utilizar um

procedimento que ndo reduza a ordem do esquema de interpolacdo na regido de
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descontinuidade, visto que os erros gerados pela reducdo da precisdo do esquema
podem ser propagados, prejudicando assim a qualidade da solugdo e, possivelmente,
exigindo um maior refinamento de malha para compensar a perda da precisdo,

aumentando assim o custo computacional envolvido.

A simula¢do de escoamento de fluidos viscoelésticos para valores elevados do
numero de Weissenberg (We) ou de Deborah (De) ¢ uma dificuldade comum em muitos
trabalhos da literatura e também foi encontrada durante a realizacao deste trabalho. Por
isso, recomenda-se introduzir ao procedimento metodologias numéricas capazes de
estabilizar o procedimento de solugao numérica. Esta estabilizagdo normalmente ¢ feita
aumentando o carater eliptico das equagdes de movimento através da introducao de um
operador eliptico, como ¢ o caso da formulagdo viscosa. Maiores detalhes sobre estas

metodologias podem ser obtidas no trabalho de FAVERO et al. (2009).

E reportada na literatura que a convergéncia numérica da simulacio de fluidos
viscoelasticos esta relacionada ao numero de Weissenberg e ao grau de refino da malha,
ou seja, existe uma relagdo We.i=Ay/Ax. Neste trabalho, em alguns casos, ndo foi
possivel obter uma solu¢do aumentando o refino da malha para dados valores de We.
Verificou-se que algumas relacdes de malha promovem um aumento das oscilagdes
numéricas indicando possiveis instabilidades no procedimento. Sugere-se uma melhor
avaliacdo desta relagdo entre We e o grau de refinamento da malha, visando identificar

se tal relacdo de fato existe e em caso afirmativo como esta relagao se define.

Sem duvida, um aspecto de extrema importancia na aplicacdo do procedimento
proposto € a resolugdo do sistema discretizado, que neste caso foi resolvido através do
DASSLC (2007). Melhorar as rotinas numéricas aplicadas na resolu¢do do sistema
discretizado implica diretamente em melhorar o procedimento proposto neste trabalho.
Por isso, sugere-se uma avaliagdo melhor das metodologias numéricas disponiveis na
literatura para resolucao de sistemas esparsos e seu acoplamento ao cddigo. Para que
isso seja feito de forma adequada, sugere-se também um melhor estudo do sistema de
equacdes gerado buscando identificar caracteristicas importantes do sistema tais como o

grau e padrdo de esparsidade e o condicionamento do sistema.

Embora nao contidas neste documento, algumas simulacdes transientes foram
realizadas aplicando a hipdtese da pseudocompressibilidade, da compressibilidade
artificial e da resolucdo direta do sistema de equacdes, indicando potencialidade para

aplicacdo destas técnicas para resolucdo direta do acoplamento pressdo-velocidade.
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Sugere-se para trabalhos futuros a utilizagdo destas abordagens para simulagdo de
escoamentos transiente em conjunto com o uso de funcdes de regularizacao (VIEIRA et
al., 1998). Como testado preliminarmente para compressibilidade artificial, quando foi
criada uma equacdo que relacionava densidade e pressdo através de uma func¢do de
regularizacdo que tinha por finalidade manter o acoplamento nos instantes iniciais da
simulacao e, depois de decorrido certo periodo de tempo, a densidade passa a assumir
um valor constante, transformando a equacdo da continuidade novamente em uma

equacao algébrica, desacoplando assim o sistema.
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8. APENDICE
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Neste apéndice estdo contidos todos os esquemas de interpolagdo de Lagrange
de 4 ordem para aplicacdo dos termos advectivos, difusivos, termo ndo lineares na
parede do volume de controle e termos ndo lineares no centro do volume de controle

para aplicagio tanto aos pontos internos como aos contornos do problema. E importante

ressaltar que todas as aproximagdes aqui apresentadas possuem precisdo de 4" ordem.

8.1. Determinacio dos Coeficientes da Aproximacao para os Termos Advectivos
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8.3. Determinacio dos Coeficientes da Aproximacio para os Termos Nio

lineares na Parede do Volume de Controle

|

o -l (2] (e
(

b | = 3 (E) " % ((%il (xn,y(])} [(%

8.3.1. Aproximacao de (%]
ox

J+0@ﬂ

(xo Yo )

]mw)

(x(, Yo )

(XO»J’O)

na Parede do Volume de Controle

FORMULA DE APROXIMACAO ERRO
% _l xy _l xy l e 1 83
Ax( xj, 1, B 4(¢ 1; 1 4(¢ 11 +4(¢ 31 —Ay°Ax 2¢
e " PR PXAP) 6 Qy~0x
1 5 0’
) (5 g0
4( ;;%,j+% 24 8x3
ol 3 1 3
NEYRETS Ry L 7
3.1 ——Ay°Ax
ox %’j 4 1] J 4 5,0 3 4 oy0x
3 (= . 1 5 0’
S A AN Sarld
4 L S+ 4 5.1 24 ox
275 2/
1
Ax(%j :3(¢W1 —(w] s +—(¢Xy1 L aiay 09
x )y 1, 4 Nt e NSt 2
N—.j 27 27 2 773 3 o0y~ Ox
3 1 5. 509
+= Xy _ xy] 4+ xy 3_
4 (¢ Ll ) (¢ N 4 ¢ L; ol 24 ox’
o 3 (= 3 1 3
Ax| 224 _ 2\ Il Pess xy 0
( X )Hl,o 4 ( 1”; L4 (¢ 11—1 L4 (¢ 11+ 3 gAyZAx 8yzgx
l( Xy 7 3 a3¢
- 4 4 1_1’3 247 o
22

244



N I R A s 1 a0
X ik y 4 H%,N—f 4 VRN l+%,N—1 6 Y 8y26x
3 v 7 a3¢
-= ¢“1 +— A —
4( Ll 24 ox’
o¢, 9 3 3
Ax(—lj = ——(w] +3p7),, (¢1 L, o 09

—-—Ay"Ax
ox %50 4 % 4 3 ) 8y2 o
3 1 7 . 509
+= xy N Pey J += xy o 3¥Y ¥
4 (¢ 1;; (¢ 204 (¢ 1;; 24 o’
Ax % = 3 (¢xy (¢xy +l(¢xy 1., a3¢
ox 1. 4 13 Sn-2 4 5.3
SN NS 2" SN- 3 Oy’ ox
9 (o ] 3 7,0
—Z|p" 3lp™ _\p> a3 v e
4 (¢ (v * (¢ 3 vt 4(¢ 15 N 24 ox’
2 22 2" 2
Ax 8;151 _ 2(¢xy (¢xy] §(¢xy 1 5 a3¢
ox i 4 11 31y 51 A 5
N30 N-2o 22 N 3 oy Ox
3 xy xyl 1 Xy 7 3 a3¢
- + - —_r
4 (¢ yo13 (¢ N—%,% 4 (¢ y.53 24 o
o 3 3
]l e
Ox "Ly 4 wlvd N2 y-2 3 Ay Axayzax
— 3
L L2 e 2 D Taclt
4 N E’N_z' 4 N—l,N—l N_E’N_E 4 N—E,N—l 24 a.x
2 2 2 2 2
8.3.2. Aproximacao de (%} na Parede do Volume de Controle
y (x(J»Vo)
FORMULA DE APROXIMACAO ERRO
¢ _1w e iy 1 0’
Ay[ ) . 4 (¢ 11 B4 (¢ o4 (¢ NI caxaySf
Lty 2" 22 2" 6 ox“0y
3
— l(¢xy + i Ay3 %
47 10 24 7 Oy
27 2
1
S e B P [ I Loy 0%
oy )| 13 4 i 4V s s Ax"Ay —
0.+ s A s 3 Ox“0y
15 5 30
iy 7o +— Ay —=
2

245




3

3 Ox*0y

3
+iA 3%

Y ind oy’

3
piiny 02
6 x>0y
7 3
24

=

o)}

3

2

3
L acay af
6 Ox 0y
_lA ;0
24

ASS

3

(o))

1

3
~Ax*Ay 62¢
3 Ox“0y

_lA 3@

Y ind oy’

3

3 Ox*0y

_lA 3@

Y ind oy’

3

3 ox*oy

_lA 3@

1™ 5

1

3
—Ax*Ay af
3 Ox~0y

_lA 3&

Y ind oy’

246




8.4. Determinacio dos Coeficientes da Aproximacao para os Termos Niao

lineares no Centro do Volume de Controle
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