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Nos ultimos tém havido esforcos consideraveis para o desenvolvimento de
estratégias que objetivam aprimorar o desempenho de algoritmos para solucdo de
problemas de otimizacdo dindmica. Uma das maiores limitacdes desses problemas é o
elevado custo computacional decorrente da estrutura matematica do sistema algébrico
diferencial resultante. No algoritmo proposto, baseado em analise wavelets, uma
estratégia de compressdao dos parametros de discretizacdo das varidveis é aplicada no
dominio wavelets: coeficientes de baixa magnitude sdo comprimidos, provocando uma
significativa redu¢do no conjunto de variaveis de decisdo do problema de programacao
ndo linear (NLP) e indicando regides prospectivas para discretizacdo. A quantidade e a
localizacdo dos coeficientes dependem das politicas de compressdo adotadas, que é
funcdo do threshold (limiar). Neste trabalho comparam-se diferentes estratégias para
escolha do threshold e como podem influenciar o desempenho do algoritmo. Resultados
mostram que o desempenho esta relacionado ao nivel de complexidade do problema,
que é influenciado majoritariamente pelo nimero de descontinuidades e dimensdo do
sistema. Em um conjunto de exemplos foi possivel obter uma reducédo média de 60% do

custo computacional em relagdo a solucdo de referéncia.
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Recent works have been focusing upon adaptive parameterization algorithms
applied to dynamic optimization problems. In particular, shooting methods have been
deserved special attention. The performance of these methods is much dependent on the
discretization level of the control variables and, therefore, accurate solutions may
require fine discretization and, consequently, high computational cost. It is proposed a
wavelet thresholding algorithm which provides a sequence of successively refined grids
for piecewise constantly discretized control profiles. A new wavelet thresholding, called
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profiles switching points) and must be carefully chosen in order to guarantee an

efficient refinement algorithm.
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Capitulo 1. Introdugdo

Capitulo 1
Introducao

Define-se como otimizacdo dindmica o procedimento que determina a trajetoria
Otima de um processo ou sistema dindmico o qual conduz a maximizacdo (ou
minimizacdo) de um dado funcional dependente de funcbes variantes no tempo e
possivelmente sujeitas a restricdes variantes ou ndo com o tempo (ATHANS e FALB,
1966). Na engenharia, tal sistema dindmico pode ser caracterizado, por exemplo, por
modelos fenomenol6gicos como escoamento de fluidos, reagfes quimicas, processos
fisico-quimicos de separacdo de materiais, etc. (BIEGLER, 2010). Quando o problema
de otimizacdo dindmica é representando por um sistema algébrico-diferencial é
denominado como DAOP (Differential-Algebraic Optimization Problem). A literatura
que aborda a Teoria de Otimizacdo Dinamica, apresenta diferentes estratégias de
solugdo, dividindo os métodos em duas classes: (i) métodos diretos (numéricos) e (ii)

indiretos (analiticos).

Os meétodos indiretos propdem a solucdo analitica do problema, aplicando o
Principio de Méximo de Pontryagin (Pontryagin et al., 1962). Porém, apresentam sérias
limitagbes (como desconhecimento da ordem de grandeza de algumas variaveis
auxiliares) para solucionar problemas mais complexos, que envolvam grande
quantidade de equac0es, varidveis e restricdes. No entanto, essa formulacdo pode ser
util para ser agregada a algoritmos numeéricos para o céalculo de algumas etapas, como
pré-definicdo de arcos de controle ou gerar estimativas iniciais para 0s métodos

numericos (BIEGLER, 2010).

Os métodos diretos aplicam diretamente as condi¢fes necessarias de otimalidade
ao DAOP, gerando um problema de Programacdo Nao Linear (NLP - Non Linear
Programming). Tais métodos sdo classificados como (a) simultaneo: discretizacéo total
das variaveis de estado e controle; (b) sequencial (ou single-shooting): discretizacao das
variaveis de controle e integracdo do modelo algébrico-diferencial; e (c) hibridos (ou

multi-shooting): discretizagdo das variaveis de controle e particdo do dominio temporal
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em subdominios conectados por condi¢des de continuidade. Essa ultima classificacdo é

geralmente tratada como uma subdivisdo da abordagem sequencial.

Nos método sequencial a discretizacdo da variavel de controle resulta em pontos
nodais localizados no dominio temporal, que sdo as variaveis do problema de
otimizacdo. Apos a interpolacdo desses pontos por uma estratégia especifica, origina-se

o perfil de controle utilizado no solver de integragéo.

Uma das principais vantagens do método sequencial é a relativa facilidade de
implementacdo, em se tratando da possibilidade de discretizacdo apenas da varidvel de
controle, e subsequente integracdo do sistema de equacdes algébrico-diferenciais (DAE)

por rotinas de integracdo ja consolidadas, como a DASSL (BRENAN et al., 1996).

O método simultaneo se caracteriza pela realizacdo da discretizacdo total do
sistema de equacBes, aproximando-se geralmente as varidveis do problema por
polindbmios. Tal aproximacdo gera um sistema algébrico que é otimizado por um
método especifico de otimizacdo. Nesse contexto, as equacdes sdo efetivamente
satisfeitas somente ao fim da otimizacdo, caracterizando por isso essa estratégia como
de caminho inviavel. Tais métodos sdo geralmente menos dispendiosos que 0s métodos
sequenciais, porém tal afirmacdo ndo é uma regra geral e ndo ha um consenso

estabelecido de qual é a melhor estratégia dentre as duas (BIEGLER, 2010).

Ja no método multiple-shooting cada subintervalo do perfil de controle é
integrado independentemente, impondo-se novas restricdes ao algoritmo de otimizacao.
Tais restricbes exigem a continuidade das variaveis de estado entre o fim de um
intervalo e inicio do intervalo vizinho. A estratégia multiple-shooting em geral é mais
estavel que a estratégia single-shooting e pode se tornar bastante atrativa se utilizada em
conjunto com algoritmos paralelos para integracdo dos periodos em diferentes

processadores (DIEHL et al., 2006).

Em se tratando dos métodos numéricos, o nivel de discretizacdo das varidveis é
crucial para a eficacia dos métodos. Em outras palavras, quanto mais refinada for a
discretizacdo do sistema, mais 0 mesmo se aproxima da solucéo analitica. No entanto,
para obter um perfil de controle com elevada discretizacdo, o custo computacional tende

naturalmente a se elevar devido a maior dimenséo do problema de otimizacdo. Ademais,
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a solucdo tipica desses problemas resulta geralmente em trajetdrias de controle distintas,
divididas em subintervalos, denominados arcos. Geralmente esses arcos sao gerados por
ativagoes e desativagdes das restricbes do DAOP. Na mudanga de um arco para outro,
pode haver descontinuidades no perfil de controle, necessitando-se de uma discretizacao
refinada em torno dessas regiGes. Além disso, a discretizacdo também interfere no
tratamento das restricGes de trajetdria (restricdes ao longo do tempo) as quais sdo
computadas em pontos especificos do dominio temporal. Logo, em geral, quanto maior
o nivel de discretizacdo, mais correta serd a avaliacdo dessas restricdes, porém, mais

custosa computacionalmente (CHACHUAT, 2006).

Constata-se que ha uma crescente preocupacao em sofisticar os algoritmos para
solucdo de tais problemas, tornando cada vez mais viavel a aplicacdo industrial. Nota-se
que os aspectos mais valorizados dizem respeito a: (i) tratamento das restricbes de
trajetdria, (ii) coOmputo da matriz Jacobiana, (iii) aprimoramento de algoritmos de
otimizacdo (iv) robustez na solucdo dos sistemas de DAEs e (v) desenvolvimento de

novas estratégias de discretizacao.

O objetivo deste estudo é propor avangos numeéricos para solucionar DAOPs.
Para isso, propde-se um procedimento de discretizacdo adaptativa baseado em bases
wavelets, denominado aqui Wavelet-thresholding Adaptativo (WtA). Wavelets séo
funcGes com certas propriedades matematicas que permitem a representacdo de um
conjunto de dados em diferentes niveis de resolucdo (ou aproximacdo). Por
consequéncia, permite-se analisar as principais caracteristicas desse conjunto, havendo a
possibilidade de manipular tais dados a fim de compacta-los ou remover possiveis
ruidos ou dados irrelevantes. As wavelets sdo compostas por funcdes, em geral, bastante
irregulares, dadas as propriedades que Ihes sdo impostas. Uma das propriedades que se
procura garantir € a da ortogonalidade. A tentativa de obter um sistema de funcGes
ortogonais definidas dentro de um intervalo finito origina funcfes bastante irregulares e
assimétricas, como € o caso das wavelets Daubechies. N&o existe, em geral, uma
expressdo analitica para as fungdes de escala e wavelets, sendo que tais funcbes séo

definidas através de formulas recursivas (BURRUS et al., 2002).

A inovacgdo consiste em importar mecanismos utilizados para compressdo de

dados, ja difundidos na area de processamento digital e tratamento de imagens, para
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selecdo otima das bases wavelets utilizadas para representacdo das variaveis do DAOP,
no dominio wavelets. Tal selecdo se baseia na escolha 6tima do limiar (threshold). Uma
nova estratégia para o célculo do threshold , CVPS (Control Vector Parameterization
Shrink) foi desenvolvida com o objetivo de aperfeicoar o desempenho numérico em
problemas com mudltiplas variaveis de controle. Tal estratégia foi comparada a outras
estratégias utilizadas na &rea de compressdo de imagens, como o Visushrink e
Sureshrink. Diferentemente do procedimento realizado para compressdo de imagens,
onde tais estratégias sdo utilizadas para remocédo de ruidos, as wavelets sdo utilizadas

somente para indicar regides prospectivas para discretizacéo.

A estratégia sugerida neste trabalho consiste em acoplar o WtA ao método
single-shooting, no qual o nivel de discretizacdo das varidveis de controle (malha)
evolui em elementos (estdgios de discretizacdo) com dimensbes variadas. Tal
discretizacdo se modifica a cada iteracdo do algoritmo para melhorar a acuréacia da
aproximacdo em determinados pontos especificos no dominio de controle, mais
especificamente em regides de descontinuidade ou transitoriedades. Desse modo, 0
algoritmo proposto utiliza um procedimento automatico para refinar a malha, a fim de
atingir a acurécia requerida com o objetivo de reduzir o esforco computacional do
algoritmo de otimizacdo e facilitar a etapa de integracdo do sistema DAE. Dessa
maneira, a cada iteracdo caminha-se para uma melhor estimativa inicial do perfil de
controle e consequentemente facilita-se a convergéncia para o perfil 6timo. A
necessidade de refinar a malha depende da dindmica do processo, a qual pode afetar a
qualidade da aproximacao da variavel de controle e, consequentemente, a estratégia de
solucdo. Por consequéncia, 0 numero e a posicdo dos pontos da discretizacdo dependem

da politica adotada de compressédo do vetor de pontos resultantes.

O algoritmo desenvolvido gerou uma toolbox em ambiente MATLAB® a qual
utiliza diferentes estratégias de wavelet-threshoding para comprimir a malha e indicar
regides prospectivas para discretizagdo ao longo do calculo de otimizacdo. Além disso,
disponibiliza um ambiente intuitivo para insercdo do DAOP (modelos algébrico-
diferenciais, restricGes e funcdo objetivo) possibilitando também o cdmputo automatico
das equacdes de sensibilidade, paralelizacdo do codigo e integracdo com simuladores
externos como o SIMULINK, EMSO, ASPEN e HYSYS.
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Ao longo do texto, varios exemplos sdo abordados para elucidacdo das
discussbes. A metodologia tambeém é consolidada em um capitulo de estudo de casos no
qual sdo abordados vérios benchmarks de DAOPs, majoritariamente de engenharia

quimica.
A estrutura do texto é sumarizada abaixo:

Capitulo 2: Fundamentos da Otimizacdo Dindmica: O foco deste capitulo é
introduzir os conceitos principais da teoria de otimizagdo dindmica, que sao vitais para
discussdo e revisdo da aplicacdo de DAOPs, no Capitulo 3. Procura-se deduzir de

maneira sucinta as condi¢des de otimalidade sobre problemas variacionais.

Capitulo 3: Modelagem e Otimizacdo Dinamica de Sistemas Algébrico
Diferenciais: O objetivo deste capitulo é discutir aspectos de otimiza¢do dinamica de
sistemas algébrico-diferenciais, resultantes da modelagem de processos quimicos. Os
métodos mais usuais para solucdo de DAOPs sdo introduzidos assim como as principais

contribuicdes e ferramentas disponiveis.

Capitulo 4: Aplicagdes, Avancos Recentes e Novas Propostas: O objetivo deste
capitulo é resumir as principais pesquisas recentes sobre projetos de DAOPs. Procura-se
retratar as principais limitagcdes que desencorajam a aplicabilidade industrial. Sobre esse
prisma, realiza-se uma revisdo sobre pesquisas envolvendo adaptacdo de malhas

aplicada a sistemas algébrico-diferenciais.

Capitulo 5: Introducédo a Analise Wavelets: O propoésito deste capitulo é apresentar as
propriedades fundamentais das wavelets e levantar as suas principais caracteristicas ja
com objetivo de destacar as ferramentas provenientes da analise multirresolucdo de
dados que séo utilizadas para intervir nas etapas de discretizacdo nos DAOPs. Além
disso, introduzem-se as principais caracteristicas das wavelets para remocéo de ruidos e

compresséo de dados.

Capitulo 6: Algoritmo Wavelet-Thresholding Adaptativo (WtA): Baseado na teoria
desenvolvida nos capitulos anteriores, 0 escopo deste capitulo é apresentar o algoritmo

Wavelet-thresholding adaptativo WtA proposto.
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Capitulo 7: Aplicacdes e Discussdo dos Resultados: Neste capitulo aplica-se o
algoritmo WtA em mais de 20 problemas de controle 6timo. Os problemas foram
agrupados de maneira a realizar um estudo estatistico de anélise de desempenho das

estratégias thresholding.

Capitulo 8: Conclusdes
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Capitulo 2

Fundamentos da
Otimizacao Dinamica

Neste Capitulo
Topico 2.1. Formulacdo Geral;
Topico 2.2. Condigdes de otimalidade;

O foco deste capitulo € introduzir os conceitos
principais da teoria de otimizacdo dindmica, que séo
vitais para discussdo e revisdo da aplicacédo de
DAOPs, no Capitulo 3. Procura-se deduzir de
maneira sucinta as condi¢cfes de otimalidade sobre
problemas variacionais, resultando na condicdo de
Weierstrass, que é um preludio ao principio de
Méximo de Pontryagin. No Toépico 2.1 introduz-se
a formulagdo matemaética de um problema geral de
otimizacdo dinamica. No Tépico 2.2 as condicdes
de otimalidade s&o deduzidas.

2.1 Formulacéo Geral

O Caélculo das Variagdes constitui uma excelente introducdo a Teoria de
Otimizacdo Dinamica, ou Teoria do Controle Otimo, que é mais ampla e enderecada
para tratar problemas mais realistas, ou seja, que apresentam restricbes ao longo do
tempo (CINTRON, 1969). No Caélculo das Variacfes o objetivo é encontrar 0 minimo
(ou méximo) de um funcional 3 : 7D — R, em que D é um subconjunto de um espaco

linear de fungdes continuas reais x(t)e R™:
tf
3(x) = [ L(tx(t),%(t)) dt (2.1)
to
em que o funcional 3 € denominado fungéo custo ou fungéo objetivo, te R, t, <t<t,,
é a variavel tempo; x(t)eR"™, com n, >1, é um vetor de fungdes reais; as funges
x(t):(xl(t),...,xnX (t)) sdo geralmente conhecidas como trajetorias ou curvas;
X(t)e R™ ¢ a derivada temporal de x(t); e L:RxK*xR¥ — R é uma funcéo real

conhecida como Lagrangeana. Nesses problemas, a funcéo objetivo depende da variavel
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de decisao x(t), da sua taxa de variacéo x(t) além da variavel t. Logo, o problema de

otimizacdo pode ser escrito como:
ts

min3=min | L(t,x(t),x(t)) dt 2.2a
N X<t>t{( (t).%()) (2.2a)

sujeitoa x(t)e X (t)cR™, ty <t<t;
Xo =X(ty)

A solucdo desse problema é uma fungio x* (t) definida como curva 6tima, ou

(2.2b)

trajetoria 6tima, a qual resulta no valor extremo de 3.
As equacdes de Euler (ATHANS e FALB, 1966) séo o resultado das condi¢cbes
necessarias de otimalidade aplicadas a esse tipo de problema. Para problemas com

condi¢Oes de fronteira (t,,X,,t;,X;) conhecidas, as equacOes de Euler sdo escritas

como.
doL oL |
dtox, g
: (2.3)
d oL oL
dtox,  ox,

Uma generalizacio desses problemas é conhecida como Controle Otimo, em que
as variaveis sdo separadas em duas classes: estado (dependentes) x(t) e controle
(independentes) u(t)eR™, u(t)=<u1(t),...,unu (t)) A evolucdo temporal das

variaveis de estado depende dos valores das variaveis de controle, ou seja:

% (t) = fl(t,xl,...,xnx,ul,...,unu)

(2.4)
%, ()= f, (t,xl,...,xnx,ul,...,unu)
emque fF:RxR™ xR >R,
Logo o problema de otimizacdo dindmica pode ser escrito como:
ty
min3=min o(tox (1) te x(t )+ [ L(tx(1),u(t)) ot (2.5)

fo
Termo de Meyer

Termo de Lagrange
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sujeito a X(t) = (t,x(t),u(t)),x, (t) =X (t;) (2.5a)

em que f=(f1,..., fnx).

Na Equacdo (2.5) o termo de Meyer ¢:RxR™ xRxR™ — R, representa as
condicdes de fronteira entre as varidveis, enquanto o termo de Lagrange representa a
variagdo das variaveis ao longo do intervalo de tempo [t, t;]. Tal formulacéo é definida
como Formulagdo de Bolza (CHACHUAT , 2006). Adicionalmente, na Equacdo (2.5)
o termo de Lagrange pode ser incorporado ao sistema de equacdes, gerando mais uma

variavel de estado:

%, (1) :%lf L(tx(t),u(t) dt] ~L(tx(t).u(t)) (2.6)

1o

Dessa maneira, a Equacdo 2.5 pode ser reformulada como:

minS=min| ¢{to x(to)t X(t )+ 5o (27)
Termo de Meyer

sujeitoa  x(t)=F(t,x(t),u(t)),x (t).tg <t <ty 27

.f(a

oy (1) =1(LX(1), U())’ nxﬂo() Xny.10 (to)

Além da Equacdo (2.7a), o problema pode apresentar restricbes de igualdade
definidas por equaces algébricas e/ou integrais. Logo, é conveniente generalizar o

sistema dinamico, de maneira implicita ja incorporando tais condi¢des, ou seja:
h(t,x(t),x(t),u(t))=0 (2.8)
sendo h:RxR™ xR"™ —R™

Restricbes de desigualdade também podem surgir, sendo representadas na
equacéo seguinte:
g(t.x(t),x(t),u(t))<0 (2.9)
sendo g:RxR™ xR™ —»R"
Assim como restrigcdes sobre as variaveis de controle:
u™ <u(t)<u™ (2.10)

Em resumo, a formulagdo geral do problema do problema de otimizagdo

dindmica é definida no quadro seguinte:
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u(?)]j?,pS - U(?)],I?,p[(o(to’x(to)’tf X(t ),D)J (2.11a)
sujeitoa h(t,x(t),x(t),u(t),p)=0 2.11)
g(tx(t),x(t),u(t),p)<0
e(te,x(tg))<0

Na Equacéo (2.11), parametros independentes do tempo, p eR™, também sdo
incorporados ao problema. Incluem-se também as condi¢Oes terminais definidas
implicitamente por e(tf,x(tf),x(tf))so, com e:RxR™ —R™. Note que na

Equacéo (2.11) assume-se que as condicdes iniciais s&o fixas e conhecidas.

Nos proximos tépicos deduzem-se as condi¢cBes de otimalidade do sistema
acima. Para facilitar a compreensdo, assume-se neste capitulo que o sistema dinamico é
puramente diferencial, ou seja, constituido somente por equacgdes diferenciais ordinarias
(ODEs). Essa introducdo ajudard a discussao sobre otimizacdo dindmica de sistemas

algébrico-diferenciais, realizada no proximo capitulo.
2.2 Condicg0Oes de Otimalidade
2.2.1 Lagrangeano Aumentado do Funcional Objetivo

Considere o sistema®:
ty

3=0(toX(t) tx(tr )+ [ L(tx(1).X(t)) dt

fo

sujeitoa  h(t,x(t),x(t))=0

(2.12)

Para aplicar as condigfes necessarias de otimalidade sobre o sistema

representado pela Equacéo (2.12), define-se a funcéo:
H (t,x(t),%(t),2) = L(t,x(t),x(t))+%ﬂ1 (t)hy (t.x(t), x(t)) (2.13)

conhecido como Hamiltoniano, sendo ﬂ(t)eRnh,l(t):(ﬂi,...ﬂhh) a fungdo

multiplicador de Lagrange. Dessa maneira, um novo funcional é definido como:

! Em principio, para simplificagdo néo se incorpora variaveis de controle.

10
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t

3=0(tX(to) t X (tr ) )+ [ H(tx(t),x(t), 2 (1)) dt (2.14)

to
2.2.2  Variago (incremento) de uma Funcdo x(t)

A funcéo x(t,g) pode ser representada como expansao em série de Taylor em
torno do ponto £=0, onde £¢<R ¢é um parametro escalar que indica que x(t,g) se
localiza em uma vizinhanga préxima de x(t):

x(t,e)=x(t)+ =

. g+o(52) (2.15)

e=0

O termo de primeira ordem predominante na Equacdo (2.15) é definido como:

5x(t);% ¢ (2.16)

e=0

Logo, Sx(t) representa a variagdo no instante t entre as funcdes x(t,&) e x(t), ou

seja:
Sx(t)=x(t,&)—x(t) (2.17)
Por consequéncia, define-se a quantidade &2, Q R, como:
e 9= aQ (2.18)
de |,
A
X

Figura 2.1. llustracdo de variagéo fraca e forte, considerando as condigdes iniciais e
finais fixas. A curva tracejada indica variacdo fraca, enquanto a curva pontilhada indica

variacao forte (baseado em CINTRON, 1969).

11
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A variacdo 5x(t) ¢ considerada fraca, de acordo com as restrigdes:
[x(t,e)=x(t)|< e [%(t.e)—x(t)| < . O caso de variagao forte implica em somente a

primeira restri¢do ser valida. A Figura 2.1 ilustra os dois casos.
2.2.3 Definicdo de Incremento de um Funcional

Considere agora o funcional definido pela Equacéo (2.14):

3=0(to,X(to),tr X[ty ))+tj H (t,x(t),x(t), A (1)) dt (2.14)

to
Substituindo-se a aproximacdo de cada variavel em torno de uma vizinhanca proxima:
3(e)= (o(to (<9),X(tO (.9)),tf (8),X(tf (8),8))+

" (2.19)
J. H (t,X(t,g),X(t,g),x(t,g)) dt
to(#)

Sabendo-se que:

5)(;% g,cSX;g ec%;% (2.20)
o¢ =0 o¢ =0 O =0
Ao expandir a Equagéo (2.14) em torno de & =0 resulta em:
~ 2 2
3(e)=3(0)+ 85 448 > Z+o(e) (2.21)
del,_, de 0 2
A condicdo necessaria para S(O) ser um extremo é:
535293 220 (2.22)
de =0

que é a primeira variagdo do funcional. Logo, a defini¢do do incremento do funcional 3

pode ser escrita como:

53=3(e)-3(0) (2.23)
2.2.4 Equacdo de Euler-Lagrange (condi¢Ges necessarias de otimalidade para
fronteiras fixas)

Considere primeiramente o sistema:

ts

3(2)=0(to (1) e X(t¢ )+ [ H (6 x(t,2), X(t,2), 2) dt (2.24)

to

12
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em que:

H (t,x(t), x(t),2) = L(t,x(t))+ A(t)h(t,x(t), x(t)).
Supondo-se que as condicGes iniciais (tO,x(to))e finais (tf ,x(tf )) séo fixas, a
primeira variacdo de 3 é escrita como:
ts
53(e)= [ SH (t.x(t,2), % (t,2),2(t,€)) dt (2.25)
to
Aplicando o operador &, definido pela Equagdo (2.23), e usando a regra da

cadeia, resulta em:

dev tf .
53(e)= 3(2) g:j oH | X & +ﬂ X g | |dt (2.26)
de | , | & 0¢l, oX | O¢|,_,
&= 0 R _ -
oX X
ou
8H aH
03 = —ox |dt 2.27
j [ +— } (2.27)
Sabendo-se que:
. d
OX=—0X (2.28)
dt
a Equacdo (2.27) é escrita como:
53 = j H s aH[d j dt (2.29)
x ox \ d

Como o segundo termo da Equacdo (2.29) pode ser integrado por partes:

ty
[ Sorfa <2l 2]
OX Xy dt ox

dt
(2.30)
| ¢ . 2
. . :
[A-B A-B|,! [B-A
reescreve-se a Equacdo (2.29):
tf
53 = j[@—i@ja X dt — (ﬁaxj (2.31)
ox dt ox 0 to

13
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Como para o caso de condi¢es inicial e final fixas Sx(t;)=6x(tz)=0, a

condicdo necessaria para atingir o minimo (ou maximo) é:

¥;

53 = j(ﬁ—iﬁjéx dt=0 (2.32)
o ox dt ox

que resulta em:

H _daH_, (2.33)

ox dt ox

Essa equacdo é conhecida como equacdo de Euler-Lagrange ou equacgao
caracteristica. A equacdo de Euler-Lagrange € proveniente da aplicacdo da condicdo
necessaria de primeira ordem: 63=0 (ATHANS e FALB, 1966).

2.2.5 Condicles Necessarias de Otimalidade para Fronteiras Livres

Considere agora que th=ty(s), X(t)=x(ty(¢).&), tr=t;(s) e
x(tf ):x(tf (g),g). Ou seja, as condicdes de contorno ndo sdo fixas® (Figura 2.2).

Aplicando o operador 6 sobre esses termos temos:

dt,
St =—H & (2.34)
de| _,
st =0 . (2.34a)
ng:O
dx(ty) dt,  ox(to) _
oX(ty, &)= —&+———= =X(ty)oty +ox(t 2.34b
X(to. €) , AR y X(ty) Sty + % (to) (2.34b)

5X(tf ,8) = d);(ttff ) Zt; £+ 5Xa(::f )8

= X(t; ) oty +0x(ty) (2.34¢)

=0

Substituindo as aproximac6es na Equacdo (2.25), resulta em:

ts

3(2)=o(to,x(tg.8),t X(tg,2) )+ [ H(tx(t 8), x(t£), 2) dt (2.35)
Lo

Em seguida, ao aplicar a condicdo necessaria de otimalidade sobre S(g) , resulta

na Equacao (2.36):

2 Esse caso é uma generalizacdo do anterior.

14
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v

Figura 2.2. llustracdo de trajetorias com fronteiras moveis (ver FLORES, 2011).

te
3=+ [ 5H dt+H]|, ot ~H| 5t =0

to

em que:

_Op op op op
§¢>—6t—05t0+8x(t0)5x(t0)+ Sx(ty )+ ==t

(2.36)

(2.37)

()= J. f(y a)dy

di(a) ") of db(a)

a(a)

= I a(y,a)dy+f(b(a),a) 4 - f(a(a).a)——

Por consequéncia, reescreve-se a Equacéo (2.36) como:

tf l:f
53=8p+(Hat)| —%—H&x(t,g) - [%%—H—%}&x dt=0
0 X X

t0 to

Sabendo-se que:

5x(t,g):%:—tg+?g: Xot + OX
£ £

a Equacdo (2.36) pode ser reformulada como:

5 _6_H5X

t
‘f_Jf d oH oH
oX

6‘3=5¢—(%—H)’(—Hj5t ——_——j Sxdt=0
X

t0 tO tO

condices de transversalidade equacéo de Euler-Lagrange

(2.38)

(2.39)

(2.40)

15
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Os trés primeiros termos da Equacdo (2.40) representam a variacdo de &3
causada por perturbacdes nas condicGes de fronteira. Ja o ultimo termo representa a
variacdo de 63 causada por perturbacGes em x entre os pontos iniciais e finais (entre as
fronteiras). Note que a Equacéo (2.40) € uma generalizacdo da Equacéo (2.32), pois as

condicdes de transversalidade séo adicionadas a equacéo de Euler-Lagrange.

As condigOes de transversalidade devem ser satisfeitas para todos os valores
possiveis das condicdes de fronteira to,x(to),tf,x(tf). No entanto, tais condicdes

podem ser restringidas por condi¢des (restricbes) extras definidas implicitamente por:
Zj (to,x(to),tf,x(tf ))=O, j=l,2...,ne (241)

sendo que n, <2n, +2. Note que y pode, por exemplo, definir condi¢des iniciais ou
finais das variaveis.
Em sequéncia, a Equacao (2.41) pode entdo ser adicionada ao termo de Meyer

do funcional objetivo, utilizando novos multiplicadores de Lagrange o :

Gt X(to) tr X(tr )) = (8o, X (to) £ Xt ))+_nzzaj;(j (tox(to) trx(t)  (242)

Logo, a Equacao (2.40) é reescrita como:

ts ts
53=5G— (a—H —Hj&t _H s —j(ia—ﬂ—a—H) Sxdt=0 (2.43)
OX v Koy dt ox  ox
condigOes de transversalidade equacéo de Euler-Lagrange

Finalmente, para um sistema com n, variaveis as equagdes de Euler-Lagrange

sdo definidas como:

doH oH _
dt 8Xl 8X1
: (2.44)
doH oH _
deox — Oxy
e as condicOes de transversalidade:
ts N, oH te
53=06G- [Z—x HJ —Z?& =0 (2.45)
= OX
=1 tO

to

condices de transversalidade

16
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2.2.6 Insercdo da Variavel de Controle
Considerando agora que o modelo dindmico é representado, explicitamente, por
n, +n, variaveis, governadas pelo seguinte sistema de equagdes:

Xlzfl(t,xl,... X ,Up,...,U )

14y 1 1My
(2.46)

Xp, = To, (t,xl,...,xnx,ul,...,unu)

Com as varidveis separadas agora em estado x e controle u. A funcdo Lagrangeano

aumentado® é definida como:

y :zlgj (0% -, (txu)] (247)

Ao aplicar a equacédo de Euler-Lagrange temos:

Ay = Zz (t,x,u)
i (2.48)
:—Zﬂ1 (t,x,u)
e
Zz —L(t,x,u)=0
" (2.49)

Ny 8f
A ——(t,x,u)=0
Z‘ '6unu( xu)

As equacdes (2.48) sdo definidas como equacbes adjuntas enquanto as equacdes
(2.49) séo definidas como equages de controle.

Ja as condigdes de transversalidade sdo definidas como:

Ny

éﬁi f. |tO +% =0 (2.50)
%41‘4 ~% g (2.51)
oz F Ot

e

¥ Note agora que o termo de Lagrange, que esta incorporado ao modelo dinamico.

17
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oG
Ai(ty)= =1..., 2.52
)=y I (252)
oG .
A (te )= 1=1...n, (2.53)
J(F) axj(t,:)

Se houver descontinuidade na variavel de controle em algum instante especifico
t, as condigbes de juncdo de Weiertrass-Erdmann (CINTRON, 1969) devem ser

satisfeitas. Tais condigdes tratam problemas que apresentam descontinuidades, ou seja:

ﬂ’i |ti(+) = ﬂ’i |ti(_)

(2.54)
An () = Al
€
ny Ny
PIVAANEED I INE (2.55)
i=1 i=1

em que ti(+) corresponde ao instante de tempo antes do ponto de jungdo e ti(_)

corresponde ao instante de tempo apds o ponto de juncéo.
2.2.7 Condicao de Weierstrass

As condigBes necessérias definidas nos topicos anteriores determinam as
trajetérias Otimas, restringidas por variacdes fracas, conforme introduzido no Topico
2.2.1. Quando essas restricOes sao relaxadas surgem as condigdes de Weierstrass. Tais
condicGes sdo de extrema importancia para projetos de controle 6timo, pois prenunciam
o Principio de Maximo de Pontryagin (Pontryagin et al., 1962) que é uma generalizacdo

das condic¢es de otimalidade.

Considere as quatro regides ilustradas na Figura 2.3, definidas como:

x(t): ty<st<t (2.56a)
X(t): t<t<t+g (2.56b)
x(t,g): t+g<t<t, (2.56c)
x(t): t,<t<t; (2.56d)

em que ¢ € R,¢ >0 é uma perturbacgéo na variavel tempo.

18
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Figura 2.3. llustracdo: variacdo forte na regido Il (baseado em CINTRON, 1969).

Supde-se que no intervalo Il uma variagdo forte € permitida, isto &,
HX (te)-X (t)”gs ndo é uma condicdo necessaria. Note que X (t) independe de ¢,

enquanto que na terceira regiao x(t,g) depende de ¢ .

Novamente, o objetivo é minimizar a funcéo objetivo (em principio sem variavel

de controle): *

tf

3(s)= [ H(tx(t),x(1)) dt (2.57)

fo

A integral é dividida em quatro regides:

s@):TH@mayxa»duﬁrH(anyxa»du-
© . ! . (2.58)
[ H(tx(tg).x(tg)) dt+ [ H(t,x(t),x(t)) dt

Considerando que a variavel x(t), mas ndao X (t) é a variavel que minimiza
3(s), logo:

d3

dS(O)‘Eﬂ;

c>0 (2.59)

¢=0

Calculando d—‘s :
d¢

* Note que aqui, para fins de simplificacdo, néo se considera as condigGes de fronteira. Porém, a deducio
para condi¢des de fronteira livre gera 0 mesmo resultado (CINTRON, 1969).
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dfg(g) =[H(tX (1), X (1)) - H (t.x(t.6). X(t.6)) |

9

t+¢

% (oH ox oH ox (260)
——|t, ——(t, dt
ﬂg( ox 2 ") o 5 g)j
e integrando o segundo termo por partes, resulta em:
dS(g) . )
i :[H(t,X(t),X(t))—H(t,x(t,g),x(t,g))]tl+g
oH ox, A7 % (doH &H)ox (e51)
—(t,X(t,5), X(t,c))—(L, - ————|—(t,¢)dt
Reaaae)Zee) - (G55 et
t1+¢  utg
Como a equacdo de Euler-Lagrange implica em:
doH _oH_
dt &% ox
Logo, avaliando a Equacdo (2.61) em ¢ =0 temos:
d3(0) . . oH X [
ic :[H(t,x(t),x(t))—H(t,x(t),x(t))]tl+&(t,x(t),x(t))g(t,o)tl (2.62)
Da Figura 2.3 é possivel afirmar que:
x(t)=X(t) (2.63a)
X(t+5)=x(t,+¢.5) (2.63b)
X(ty,¢) =x(t,) (2.63¢)
Por consequéncia, conclui-se que:
OX
—(t,,0)=0 2.64
5 (20) (2.64)
e
0 ; :
o (0= (6)-x(t) (2.65)
Desse modo, a Equacéo (2.62) é redefinida como:
d3(0 , ; oH . ; :
%:H(t,x(t),x(t))—H(t,x(t),x(t))—g(t,x(t),x(t))(x(t)—x(t)) (2.66)
ik

Observa-se que a Equacéo (2.66) é exatamente o coeficiente da Equacdo (2.59).

ou seja:
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ds
d3(0)= — >0 2.59
(0) dc|, <2 (2.59)
Equacéo 2.66
Logo: °
d3(0 .
jg):H( X (8), % ()= H (. x (1), X(1))
(2.67)

oH

_g(t,x(t),x(t))()( (t)-x(t))=0

A Equacéo (2.67) é definida como funcdo de Weierstrass W . Tal equacao deve
ser satisfeita para todo X consistente com o modelo dinadmico h(t, X, X ) =0. Note que

para um problema multidimensional, a Equacéo (2.67) € escrita como:

W =H (t, X (t), X (t))=H (t.x(t), x(t))-
s, o Ny (s (268)
;a—Xj(LX(t)J(t))(Xj (t)-%(1))=0

A condicdo para W >0 é conhecida como condigdo de Weierstrass.

2.2.8 Condicdo de Weierstrass: Generalizacdo

A condicdo de Weierstrass pode ser aplicada a formulacdo desenvolvida no

Tépico 2.2.5. Em particular, sabendo-se que a funcdo M é escrita como:
Ny

M =>4 (t) % - fi(txu)] (2.47)
i=1

A condigdo de Weierstrass, considerando que M =0, resulta em:

W :_inéﬂi (0% (1) % (t))_§£_§4 (t)%:}(ui () -u;(1))20 (2.69)

=1\ =1

em que U ¢é a variagéo forte da variavel de controle. Como as equagdes de controle

prenunciam que:

& - of, .
>4 aT'(t,x,u):O, i=1...n, (2.49)
i=1 j

Por consequéncia, o segundo termo da Equacao (2.69) é eliminado, resultando em:

w =in_le4(t)xi (t)zia(t)xi(t) 2.70)

> Emque t; é omitido por ser arbitrario.
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Sabendo-se que X;(t)=f;(t,x,U) e %(t)=f(t,x,u), a Equacdo (2.70) &
escrita como:

>4 h(txu)= 24 (0) h(txU) )

Claramente, a condicdo de Weierstrass torna-se mais 6bvia na Equacédo (2.71).
As variaveis de controle u devem maximizar o lado esquerdo da Equacéao (2.71). J4, do
lado direito, qualquer variagdo da variavel de controle U pode gerar resultados piores.

Redefinindo a fungdo Hamiltoniano como:
Ny

n=>4 (1) fi(t.x ,u) 2.72)
i=1

Conclui-se que:

a(t,x,u)=n(t,x,U) (2.73)

Desse modo, a condicdo necessaria para maximizacgdo de 7 é:

o j=l.n, (2.74)
auj .

resultando em:

A(tx",um) = A(t x,u) (2.75)

em que X* e u” sdo as trajetdrias 6timas de estado e controle. Consequentemente, as

equac0es de controle podem ser escritas como:

Zi (t X,U)

J

=0 j=1..n (2.76)

u

*

Para assegurar que os perfis de controle da Equacdo (2.76) sejam as proprias
equacOes de controle que maximizam o Hamiltoniano, aplica-se a segunda derivagédo
sobre o Hamiltoniano (condig¢Bes necessarias de segunda ordem):

Ny Ny

I

i au U;

5uj5ui <0 (2.77)

que séo equivalentes a condicdo de Legendre-Chebyshev (ATHANS e FALB, 1966).

Cabe enfatizar que, geralmente nos problemas de otimizagdo dindmica é muito

dificil assegurar a existéncia de uma solucdo vidvel, ou seja, as condigdes de
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otimalidade sdo apenas instrumentos para detectar possiveis solugdes 6timas, mas ndo
garantem a existéncia da melhor solucdo. As condicdes suficientes de otimalidade séo
na maioria das vezes impossiveis de serem aplicadas (ATHANS e FALB, 1966).
CHACHUAT (2006) ilustra alguns exemplos em que ndo ha solucdo Otima, ou até

mesmo o problema possui multiplas solugdes.

O proximo capitulo aprofunda os conceitos definidos aqui, ao aplicar as
condicdes de otimalidade sobre problemas mais realistas, ou seja, modelos algébrico-
diferenciais sujeitos a restricdes. Além do PMP, serdo introduzidas também estratégias

numeéricas para solucdo de problemas de otimizacao dinamica.

23



Capitulo 3. Modelagem e Otimizagdo de Sistemas Algébrico Diferenciais

Capitulo 3

Modelagem e Otimizacao

Dinamica de Sistemas Algebrico-

Diferenciais

Neste Capitulo

Topico 3.1. Sistemas Algébrico-Diferenciais

Topico 3.2. Métodos de Solucdo

Topico 3.3. Consideracdes Adicionais sobre

DAOPs

O objetivo deste capitulo é discutir aspectos de
otimizacdo dindmica de sistemas algébrico-
diferenciais, resultantes da modelagem de processos
quimicos. O Tépico 3.1 introduz as principais
caracteristicas de sistemas DAEs e métodos de
solucdo. O Topico 3.2 apresenta 0s principais
métodos de otimizagdo dindmica. JA o Tdpico 3.3
reporta as principais rotinas de DAOPS utilizados
atualmente e enfatiza as principais inovagdes

recentes.

3.1. Sistemas Algébrico-Diferenciais (DAES)

3.1.1. Aspectos Gerais de Modelagem

Geralmente, a modelagem de processos quimicos resulta em sistemas de equagoes

algébrico-diferenciais (DAESs), que podem ser constituidos por equacdes diferenciais

ordinarias (ODEs) e equacdes algébricas, formulados como problemas de valor inicial ou

problemas de valor de contorno (RICE e DO, 1994).

A modelagem de processos que lida com propriedades espacialmente distribuidas,

como transporte de energia e escoamento de fluidos, resulta em sistemas de equagdes

diferenciais parciais (PDEs). Ha poucos trabalhos na literatura que abordam otimizagéo

dindmica de sistemas de PDEs, porem, dependendo da estratégia de solucdo, o sistema

pode resultar em DAEs, se aplicada, por exemplo, a discretizacdo das variaveis espaciais

e integracdo no tempo (como no método das linhas) (BRENAN et al., 1996).

Sistemas de DAEs sdo representados semi-explicitamente como:
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x=f(x(t).y(t).u(t),p), x(0)=Xg (3.1a)
0=2(x(t),y(t),u(t),p) (3.1b)

em que x(t)eR™ sfo as variaveis de estado diferenciais®, u(t)e R™ s&o as variaveis
. n ~ .y . et n ~
de controle (manipuladas), y(t)eR Y s80 as variaveis algébricas e peR ® sdo

parametros independentes do tempo.

Nos casos em que o¢/oy for ndo singular para todos os valores de
x(t),y(t),u(t) e p, é possivel representar explicitamente y(t):y(x(t),u(t),p),
resultando em um sistema de ODEs (BRENAN et al., 1996):

>'<=f(x(t),y(x(t),u(t),p),u(t),p), x(0)=Xq (3.2)

Uma das caracteristicas de um sistema de DAEs é o indice diferencial, que
significa o numero de vezes que 0 sistema ou subconjunto desse sistema, deve ser
diferenciado em relacdo a variavel independente, de modo que se transforme em um

sistema de ODEs (que possui indice diferencial zero), ou seja:
x=f(x(t).y(t).u(t),p), x(0)=Xg (3.3a)
y=£5(x(t),y(t),u(t).p), x(0)=xg (3.3b)

em que £ resulta no sistema de equacdes diferenciais resultante de s diferenciacOes do

sistema 3.1 em relacdo a variavel independente.

Embora o sistema reformulado (Equacéo 3.3) possa ser solucionado por rotinas de
integracdo de ODEs, é necessario determinar condicfes iniciais consistentes com as
equac0es algébricas e as equacdes resultantes do processo de diferenciacdo para obtencao
do sistema (3.3). Logo, sob o ponto de vista numérico, a solucdo dos modelos descritos
por sistemas de DAEs depende de uma analise prévia do seu indice diferencial e da
definicdo das condigdes iniciais consistentes, que sdo adequadas para inicializar a

integracéo.
3.1.2. Meétodos Numeéricos para DAEs

As estratégias numéricas de solucdo de DAOPSs requerem a solucdo de sistemas

de DAEs, ao longo do processo de otimizacdo. Existem duas classes especificas de

® Nota-se que aqui dividimos variaveis diferenciais e algébricas, diferentemente do Capitulo 2.
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métodos para solucdo de ODEs representadas pela Equacdo 3.3: os métodos de passo
unico e os métodos de passos multiplos. Os métodos de passo unico utilizam apenas
informagdo dentro do intervalo [t;, ti«1] para o calculo do ponto x(t;) a partir de um
ponto prévio x(ti). Sdo exemplos de métodos pertencentes a essa classe, 0 método de
Euler e 0 método de Runge-Kutta. Ja os métodos de passos mdaltiplos utilizam
informacdes anteriores em mais de um ponto para determinar a aproximacdo do ponto
seguinte. Como exemplo desse tipo de método pode-se citar o método BDF (Backward

Diferentiation Formula) (RICE e DO, 1994).
3.1.2.1. Métodos de Passo Unico

Para o sistema semi-explicito (Equacdes (3.1a) e (3.1b), supondo n, =1 e ny =1,
desconsiderando-se as varidveis de controle e parametros), os métodos de passo unico

(Euler e Runge-Kutta) resultam em:

ne
X=X+ Atl z bk f (tl + CkAti , Xk , yk) (343.)
k=1
Nri
),Zk :Xi+Atizakjf(ti+CjAti’2j’yj) (34b)
j=1
O=K()}Zk,§/k), k=1,...,ne (34C)
em que ti 4 =t +At; , sendo At e R, i=0,...,N o passo de integracdo, x(t;) (solucdo

exata) € aproximada por X; (solugdo numérica), n, € o numero de passos de

discretizacdo, X e § séo solugdes intermediérias, ny >k, ¢, €[0,1].:

>cab=1 (3.5)
(§]

Ne
ijlakj =Cy (36)

Os coeficientes a, b e ¢ sdo obtidos atraves da expansdo em série de Taylor das
Equacdes (3.5a) e (3.5b), de modo a satisfazer as equagdes de ordem do método. A
estrutura do método geralmente é representada pelo arranjo de Butcher:

c| A

S (3.7)
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em que A é uma matriz caracteristica e ¢ e b sdo vetores, que dependem da ordem do

método (RICE e DO, 1994).

Por exemplo, o0 método de Runge-Kutta Implicito de segunda ordem (Método de

Euler implicito do ponto médio) resulta em:

i o0

em que:

Xiyp =X + AL f (ti +%, %, 91} (3.9a)

)21 = Xi +ﬂ f (tl +£,)’21, 91) (39b)
2 2

Ozﬁ()A(l, 91) (39C)

Se o sistema de DAEs possui indice diferencial um as equac6es algébricas podem
ser representadas implicitamente no sistema. Logo, as propriedades de estabilidade do
método numérico acima seguem as mesmas regras verificadas para os métodos aplicados

a sistemas de ODEs (BIEGLER, 2010).

Para garantir estabilidade, certamente o passo At; deve ser configurado de
maneira a resultar em um erro local desprezivel em relacdo a variacdo de x. No entanto,
0 passo também pode ser limitado pela estabilidade, apesar do erro ser pequeno. Tal
ocorréncia caracteriza sistemas de DAEs rigidos (stiff systems). 1sso ocorre
principalmente em métodos explicitos. Por exemplo:

X=—AX (3.10)
em que A>1. A versdo discretizada do problema é formulada como:
Xiy1 =X —AtAX =X (1-AtA) (3.11)

O sistema se torna instavel se Atf; >2271, 0 que resulta em valores muito

pequenos de At; para valores muito grandes de 4 (BIEGLER, 2010).

Uma alternativa para solucionar problemas rigidos € utilizar algoritmos numéricos
de integracdo que sejam implicitos, que sdo geralmente mais estaveis por nao

restringirem ao tamanho do passo de integracdo. Outra estratégia possivel é a utilizagdo
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de métodos de retro-diferenciacdo (BDF) que sao classificados como métodos de passos

multiplos (RICE e DO, 1994).
3.1.2.2. Métodos de Passos Multiplos

O método de retro-diferenciacdo (BDF) aplicado ao mesmo sistema de DAEs

(Equacéo 3.1) pode ser escrito como:

Ne Ne
D aiXioja+ A B (Xi—j+1vyi—j+1) (3.12a)
= j=1

0="0(Xis1, Yis1) (3.12b)

em que a; e Sy sao os coeficientes do metodo BDF, resultando em um sistema
algébrico implicito. Geralmente 0 método de Newton (ou semelhante) € utilizado para

solucionar o sistema néo linear gerado (BRENAN et al., 1996).

Uma das dificuldades de implementacdo de métodos de passos mdltiplos é a
necessidade do conhecimento de valores de x no inicio do passo e também em passos
anteriores. Porém, no inicio do processo integracdo o valor de x é apenas conhecido no
inicio do passo obrigando assim ao método de passos multiplos ser o de menor ordem
possivel (método de Euler). Para superar esse problema algumas estratégias sdo adotadas,
como comegar 0 processo de integragdo com um método de passo simples (Euler), no
segundo passo adotar um método de dois passos e assim sucessivamente até atingir o
namero de passos desejado. Esse procedimento pode tornar a convergéncia mais lenta

que a convergéncia de algoritmos de passo Unico.
3.2. Métodos de Solucéo de DAOPs

A literatura recente divide os métodos em duas classes: 0os métodos indiretos e 0s
métodos diretos. Nos metodos diretos, aplicam-se diretamente os fundamentos da
programacdo ndo linear ao problema de otimizagdo. Tais métodos podem fornecer
solugdes sub-6timas e resultados menos acurados quando comparados aos metodos

indiretos (BIEGLER, 2010).

Os métodos de solucdo de DAOPs se dividem conforme a Figura 3.1.
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Otimizacgédo Dinamica

Formulacéo
Hamillon-Jacobi-
Bellman

Single Shooting Colocacéo Multiple Shooting

Figura 3.1. Métodos de solugdo de DAOPs.
3.2.1. Programacao Dinamica e Formulacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

O método de programacdo dinamica foi desenvolvido por Richard Bellman
(BELLMAN, 1957) para solucdo de problemas dindmicos de modelos discretos.

Considere uma simplificacdo da formulacao apresentada no Capitulo 2:

ts
min I=min| o|t,,x(t; J)+ | L(x(t),u(t))dt 3.13
ut) - uft) (p(f (f))t{(() (1)) (3.13)
Termo de Meyer
L Termo de Lagrange
sujeito a:
X(t)=f(tx(t),u(t)), % (t)=%(t) (3.14)
A versdo discretizada do problema pode ser escrita como:
ng—1
min 3 = min go(tf,xn ) + ALY L%, Uy ) (3.15)
u u %K_SJ k=0
Termo de Meyer
Termo de Lagrange
sujeito a:
X =X +ALf (XU ),  k=0,...,n,-1 (3.16)

em que At= (tf —t, )/ns e ng € o nimero de estagios de discretizacao.

Na programacéo dindmica o horizonte de tempo é dividido em ng estagios. Logo,

a variavel de controle é entdo discretizada gerando uma malha equidistante, sob todo o
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intervalo de tempo. Para cada estagio, o algoritmo deve encontrar o perfil de controle que

minimize uma dada funcao objetivo quantificada no intervalo determinado.

O principio de otimalidade estabelece que cada subtrajetoria € étima. Ou seja,

para cada k € {0,...,n; -1} :

Iy =3(xt ) =min AtL(x,u)+3(x+At f (x,u),t, +At) (3.17)
u
onde t, = At-k.

Esse procedimento possibilita computar cada fun¢éo 3, sequencialmente a partir

de n,—1 ereduzindo k até a obtencéo de J, .

Assumindo que J(x,t) ¢ diferencidvel em (x,t), a expanséo em série de Taylor

de 3(x,t) é escrita como:

J(x,t)=min At L(x,u)+3(x,t)+AtVXS(x,t)T f (x,u)+At§+O(At2) (3.18)

u

Ao separar todos os termos independentes de u para a esquerda e dividindo por
At — 0 obtém-se a equacéo de HJB:
—g(x,t)zmin L(x,u)JrVXS(x,t)T f(xu) (3.19)
ot u
Essa equacdo diferencial parcial descreve a evolucdo da funcéo objetivo ao longo
do tempo. Logo, soluciona-se a equacdo a partir do instante final, t [t,,t;], sendo que a

condicdo final € conhecida:

3(x,t)= (o(tf x(t )) (3.20)
Consequentemente o controle 6timo em um estado x e instante t é definido
como:
u*(x,t)=argmin L(x,u)+VXS(x,t)T f(x,u) (3.21)
u

Definindo V,3 como A1eR™, na Equagdo (3.21), define-se a funcdo

Hamiltoniano:

h(x,A,u) =L(xu)+A" f(xu) (3.22)
Logo:

u*(x,A,t)=argmin i(x,1,u) (3.23)

u
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Obtendo-se u*, computa-se o Hamiltoniano 6timo:

7 (x,A)=minh(x, 4,u) =(x,4,u") (3.24)

Dessa maneira, utilizando h*(x,l) a equacdo de HJB pode ser escrita
compactamente como:

—aat—s(x,t)zh*(x,l) (3.25)
A programacdo dindmica foi aplicada para solucionar inimeros exemplos de

controle 6timo de processos batelada como (LUUS e ROSEN, 1991; BOJKOV e LUUS,

1996). Mais recentemente TOSUKHOWONG e LEE (2009) aplicaram esse método para

otimizacdo de uma planta que integra um reator PFR e uma torre de destilagéo continua.

Os pesquisadores evidenciam que a solucdo numérica da equacdo de HJIB é
bastante custosa para problemas com um ndmero elevado de varidveis de estado e
controle. Adicionalmente, a diferenciabilidade da funcdo objetivo nem sempre é

garantida assim como a existéncia de solucdo (DIEHL 2011).
3.2.2. Métodos Indiretos

Os métodos indiretos fundamentam-se no Principio de Méaximo de Pontryagin
(PMP) a qual se baseia na maximizacdo da funcdo Hamiltoniano (Equacdo 3.22) e
conduz de maneira indireta a maximizacdo (ou minimizacdo) da funcdo objetivo
(PONTRYAGIN et al.,, 1962). Esses métodos surgiram com o desenvolvimento do
Célculo Variacional, permitindo a deducdo das condi¢bes necessarias e suficientes da
teoria de otimizacdo para a solucdo de problemas de otimizacdo dinamica (BRYSON e

HO, 1975).

Para o desenvolvimento do PMP considere o DAOP do topico anterior:

tf

min 3 =min o(x(t)) +tj0L(x(t),u(t)) dt (3.26)

Termo de Meyer
Termo de Lagrange

sujeito a
(3.27)

X(t)=f(tx(t),u(t)), % (t)=x

sabendo-se que a funcdo Hamiltoniano é definida como:
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n(x,A,u) =L(xu)+A" f(xu) (3.28)
e a equacéo de HJB:
—%S(x,t)=h*(x,/1):minh(x,/1,u) (3.29)

O PMP propde a obtengdo analitica de x,4 e u. Para isso, assume-se que a
trajetdria 6tima é conhecida e diferencia-se a equacdo de HIB em relacdo a x ao longo da

trajetdria, ou seja:

_(;z;j(x*,t):%(X*’ﬂ*’u*)ﬁ-g—j(x*’ﬂ*’u*)vi\] (X*,t)+2—Z(X*,ﬂ*,u*) (3.30)
=f(x*,u*)T

Como %(x*,f,u*)zm

jgf(x*’t):%(x*’l*'“*)+%( LA VES(X ) (3.31)

=f(x*,u*)T
Com x* = f (x*,u*) reescreve-se a Equacdo (3.31) como:

%VXS(X*,t)+V§S(X*,t)X* =V, (X", A7 u7)= 4 (3.32)

do ofor
aVx\s(x ,t)
que é uma equacao diferencial para da variavel adjunta 4.

Da mesma maneira a condicao terminal é diferenciada em relacdo a x:
Vi(x(t))=4(tr) (3.33)

Por consequéncia, as Equacdes (3.32) e (3.33) sdo incorporadas ao DAOP

original, resultando em um problema de duplo valor de contorno para t € [to,tf ] :

X (t)=f(x",u") (3.343)
X" () =% (3.34b)
At) ==V,n(x, 4" 07) (3.34c)
u*(t)=argmin h(x*,ﬁ*,u*) (3.34d)

u
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Ate)=Vi(o(te)) (3.34¢)

O PMP descreve as condicbes necessarias de otimalidade, resultando em um
problema de duplo valor de contorno (TBVP — Two-point Boundary Value Problem)
(VILLADSEN e STEWART, 1967). Ha diversas metodologias aplicaveis para solucionar
o TBVP, como o método single-shooting, multiple-shooting ou métodos de discretizacao

como colocacdo em elementos finitos (BIEGLER, 2010).

Note que o sistema (3.34) nédo considera restricbes de desigualdade e restricdes
finais sobre o problema. A generalizacdo do PMP para esse caso baseia-se na redefinicédo

da funcdo Hamiltoniano, com incluséo das restricdes:
n(x,A,u) =L(xu)+A(t)f(x,u)+u(t)g(xu) (3.35)

em que g(x,u) <0 sdo as restricGes de desigualdade e yeRng sdo os multiplicadores
de Lagrange associados as restri¢coes. Nesse caso:
of g

At) =—Vxh(x*,ﬂ*,u*)=—1&—y& (3.36)
e
op oe
At)=22 = 3.37
( f) OX |y, " ox t (3.37)

em que v e R™ sdo os multiplicadores de Lagrange associados as restri¢des finais:
e(tr.x(tr))=0 (3.38)

Adicionalmente surgem as condicdes de complementaridade (NOCEDAL e
WRIGHT, 1999):

,u(t)g(x*,ﬂ*,u*)zo (3.39)
v(t)e(te x(t;))=0 (3.40)

Em resumo, as condicfes de otimalidade, juntamente com o sistema de Equagdes

(3.34), se baseiam nas seguintes condigdes:

O (X, A, 1) of o9
AT a(t) = t)==0 341
ou ()6u+ﬂ()8u ( 2)
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:O,seg(x*,l*,u*)<0
u(t) (3.41b)
>0,seg(x*,;t*,u*)20

=0,se e(x*,/l*,u*)<0
v(t) (3.41¢)
>O,see(x*,;t*,u*) 0

SOUZA (2007) discute as principais vantagens e desvantagens dos métodos
indiretos. Em seu trabalho afirma-se que tais métodos garantem o atendimento as
condicdes de otimalidade e restricbes do problema, porém possuem inconvenientes como
a convergéncia lenta para o 6timo, o desconhecimento da ordem de grandeza das

variaveis adjuntas, o tratamento das restricdes e as singularidades.

A origem das singularidades em problemas de controle 6timo pode ser atribuida a
dependéncia linear da fungdo Hamiltoniano em relagdo a variavel de controle que, sob
certas condicdes, deixa de ser uma fungdo explicita, ndo havendo informacdo sobre a
tendéncia da variavel ao longo do tempo. Tais singularidades ocorrem em um instante do
tempo ndo conhecido e o lugar geométrico em que ocorre é chamado de arco singular.
Como consequéncia uma nova equacao algébrica referente ao arco singular deve ser
acrescentada ao sistema original, podendo resultar em uma variacdo do indice diferencial

do sistema de equagdes.

Na ocorréncia de singularidades a variavel de controle ndo afeta diretamente o
Hamiltoniano, ou seja, a condigdo V=0 ¢é trivialmente satisfeita em qualquer instante
de tempo. Logo, a funcdo Hamiltoniano também néo sofre variacdo com o tempo, ou
seja:

% Vh=0 (3.42)

que € equivalente a:

LAY (3.43)
oxou 04 au

Ao substituir as expressdes de % e A na Equago (3.43) espera-se que a variavel
de controle seja explicitada. Caso contrario, o procedimento de diferenciacdo em relacéo

ao tempo é repetido novamente até que a variavel de controle seja explicitada, ou seja:
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d n
[Ej Vyh=0 (3.44)

A abordagem utilizada por VIEIRA (2001) e SOUZA (2007) consiste em explorar
a linearidade do Hamiltoniano, quando possivel, em relacdo a varidvel de controle e as
variaveis adjuntas. A estratégia permite eliminar as varidveis adjuntas do sistema e
identificar a solugdo analitica do perfil de controle em arcos especificos, faltando apenas

identificar os pontos de juncéo.

QUINTO (2010) propbs a solucdo analitica de DAOPs com a incorporagdo
automatica das restricbes as variaveis de controle e/ou as varidveis de estado com o
emprego de funcBes de regularizagdo. A abordagem associa o procedimento de
eliminacdo das variaveis adjuntas, portanto evitando a solugdo de um problema de valor
de contorno. Porém, o método limita-se a problemas de pequena dimensdo, pois a
determinacéo das expressdes analiticas das trajetorias 6timas em problemas que possuam

um nUmero elevado de varidveis de estado e controle torna-se inviavel.

Uma solucdo analitica completa para o problema de otimizacdo ndo e possivel
exceto para casos muito simples. No entanto, expressfes analiticas podem ser
computadas por partes da solucdo 6tima, que podem ser utilizadas, por exemplo, para
identificar os arcos que constituem a trajetoria de controle ou aumentar a eficiéncia do
algoritmo de otimizacdo numérica, uma vez que atraves dessas se pode conhecer de

antemao a trajetoria da variavel de controle (BETTS, 2010).

Alguns pesquisadores, como BAYON et al. (2010), utilizaram o PMP para gerar
como estimativas iniciais para solu¢c@es numericas de DAOPS irrestritos. O procedimento
se baseia na solucdo via PMP para estimativa inicial do perfil de controle a ser utilizado
em métodos de discretizacdo (métodos diretos). Dessa maneira, € possivel garantir maior

independéncia em relacdo a estimativa inicial numérica.

Alguns autores (FAHOO e ROSS, 2008) mostraram que a convergéncia das
variaveis adjuntas e de estado ndo implica necessariamente convergéncia das variaveis de
controle. Em outras palavras, h4 duvidas se a solu¢cdo numérica do TPBV resultante é

confiavel para alguns casos. Por exemplo, ROSS (2006) obteve resultados contraditorios
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ao obter a solucdo 6tima via métodos diretos e ndo conseguir solucionar (convergir) o

problema via método indireto.

(BETTS, 2010) sumariza as trés principais dificuldades que limitam a aplicacdo

do PMP para solucdo de DAOPs, dando margem ao uso de métodos numéricos:

(i) O computo do Hamiltoniano e aplicacéo das condigdes necessarias de otimalidade
requerem conhecimento avancado da teoria de controle 6timo, além de se tornar uma

tarefa complexa para modelos de elevada dimensao.

(i)  Se o problema for restrito por restricdes de trajetoria torna-se necessario estimar a
sequéncia de arcos a priori. A formulacdo do TBVP resultante pode ser diferente em cada
arco de controle, e se a estimativa for inadequada, a solucdo pode ser computada

erroneamente.

(iif)  Outra dificuldade é a necessidade de se estimar os valores iniciais das varidveis
adjuntas, que ndo sdo variaveis fisicas. A experiéncia numérica de alguns pesquisadores
(BRYSON e HO, 1975; BETTS, 2010) mostra que a funcdo objetivo € extremamente

sensivel a variagdes desses parametros, o que pode provocar solucdes instaveis.

Essas limitacbes tém levado a pesquisadores investirem esforcos para o
aprimoramento dos métodos numéricos (métodos diretos) para solucdo de DAOPs. Tais

métodos serdo discutidos nos proximos topicos.
3.2.3. Método Sequencial

No método single-shooting (ou sequencial) a variavel de controle ¢ discretizada e
configura o conjunto das varidveis de decisdo do problema de otimizagdo dinamica,
enquanto as equacfes de estado se mantém na sua estrutura de DAE original, sendo
solucionadas por métodos de integracdo especificos. A variavel de controle pode ser
parametrizada por funcGes locais como expanséo polinomial de Lagrange, splines, linear,
etc. Uma maneira conveniente de parametrizar a variavel de controle é subdividir o

horizonte de tempo em ng >1 estagios (elementos):
T= {2'1,...,1'”5} (3.45)

em que
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Ti |i_1 . corresponde a cada estagio, sendo que 7, =t,.
=1,...,0

Normalmente utiliza-se a parametrizagdo’ constante por partes:
u(t)=U(z,0)=u(t)=uvj se 7j_g<t<g, i=1...,ng (3.46)
em que:

L= {ul, . "’Uns} é o vetor de coeficientes de controle (variaveis de deciséo).

Logo, o DAOP (formulacdo de Meyer) pode ser descrito como:

quir,'pszquir]p[(”(tf ,X(tf )p)} (3.47)

(3.48)

Com a parametrizacdo da varidvel de controle, o problema de otimizacdo
dindmica é solucionado numericamente, utilizando-se um algoritmo de programacéo nao
linear, NLP (PSHENICHNY e DANILIN, 1978). A cada iteracdo do NLP as restrices
do sistema devem ser computadas, o0 que exige a utilizacdo de rotinas de integracdo (por
ex.. Runge-Kutta ou BDF). Métodos de otimizacdo como SQP e Ponto Interior
(NOCEDAL e WRIGHT, 1999) podem ser aplicados para solu¢édo do sistema.

O cdmputo do gradiente da funcédo objetivo e restrices normalmente € realizado
por técnicas como (i) analise de sensibilidade, (ii) equacGes adjuntas ou (iii) diferencas

finitas.
A estrutura basica do método sequencial é esquematizada na Figura 3.2.

Para algoritmos de otimizacdo baseados no computo do Jacobiana é necessario

calcular a sensibilidade do funcional ¢ em relacdo as variaveis de decisao, ou seja:

—8_¢a_xl+a_¢%+ + a¢ aXnX + a¢ — a¢ X +a_§0

9 oo, v, ox, o, dv; | ox ev;

(3.49)

" Considera-se, para fins de simplificacdo, apenas uma variavel de controle.
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Note que aa_x J=1...,n, depende da dindmica do processo, logo:

Uj

. OX . . OX . OX .
o hy =a—h%+8—h%+... + G.h' e, Oy P | Oy (3.50)
! 0% 0v; 0% 0V; Ok, Ovj  Ox, Ov; 0v;

obtendo-se a variacéo as equagdes de sensibilidade para cada funcéo h;, i=1,...,n,. Note
que se o DAOP obtiver parametros p como variaveis de decisdo, 0s mesmos também séo

incorporados ao sistema.

estagio 1 estagio 2 estagio 3
A
X
v
i ®
| u g
i L
; by Ty
@
i
ty tempo te

T 1 ) TF

Figura 3.2. llustracdo do método sequencial (considerando uma variavel de controle e

uma variavel de estado).

Uma das vantagens do coOmputo das equacdes de sensibilidade é a possibilidade
de integracdo das mesmas juntamente com o sistema de DAEs. Além disso, se utilizado
algoritmos de integragdo que utilizam informagdes da Jacobiana, essa estrutura pode ser

vantajosa, pois ja pré-calcula os coeficientes de sensibilidade (BIEGLER, 2010).

O computo da Jacobiana é uma etapa crucial para o desempenho dos algoritmos
de otimizacao, principalmente em estratégias sequenciais em que o célculo do gradiente e
Hessiana da funcdo objetivo é elevado e corresponde a cerca de 80% do custo
computacional (BIEGLER, 2010). Em decorréncia disso, métodos numéricos, como
diferencas finitas, tornam-se impraticaveis para sistemas de elevada dimensdo. BALSA-
CANTO et al. (2001) também implementaram o método sequencial provido de
informagBes na Jacobiana e hessiana analiticas. Os pesquisadores utilizaram um
procedimento de refinamento sucessivo do perfil de controle a fim de adaptar a
discretizacdo a mudanca dos arcos de controle, sendo possivel obter malhas com niveis

de discretizacdo suficientes a ponto de detectar de maneira eficaz os pontos de jungéo.
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As aplicacbes dos métodos single shooting remontam da década de 70.
POLLARD e SARGENT (1970) aplicaram a abordagem sequencial na busca pelas
condicBes Gtimas para operacdo de uma coluna de destilacdo. Estas técnicas utilizavam a
discretizacdo dos perfis de controle com parametrizacdo constante por partes para integrar

0s modelos descritos por EDOs e solucionar o problema de otimizacao sequencialmente.

Na década de 1990, tais métodos passaram a usufruir de grande interesse
académico devido ao macico investimento em computacdo e consequente aproveitamento
de novas ferramentas para solugdo de problemas de engenharia. Diante desse cenario, 0s
métodos de integracdo de DAEs passaram a se tornar cada vez mais eficazes para
solucionar tais problemas, antes muito dispendiosos, o que permitiu viabilizar ainda mais

a utilizacdo dos métodos sequenciais.

VAASSILIADIS et al. (1994a, 1994b) testaram a discretizacdo parcial (das
variaveis de controle) com polindmios de Lagrange. BETTS e HUFFMAN (1999)
investiram em melhorias do algoritmo sequencial ao utilizarem um algoritmo baseado em
sequéncia de parametrizacgdes sucessivas a fim de melhorar o esquema de discretizacéo e

aprimorar a estimativa inicial da trajetoria de controle.

LEE et al. (1999) propds utilizar algoritmos evolutivos para melhorar a estimativa
inicial do perfil de controle. Outras tentativas de melhorar a estimativa inicial foram
testadas mais recentemente por WEISER (2001), BINDER (2002), BINDER et al.
(2000a; 2000b), SCHLEGEL (2004), SCHLEGEL et al. (2005) e JAIN e TSIOTRAS
(2007). Esses autores utilizaram estratégias de adaptacdo de malhas para parametrizar a

variavel de controle.

A literatura vem mostrando que o método sequencial apresenta vantagens frente
aos meétodos simultaneos para solucionar problemas de dimensédo elevada, em especial
por manipular pouco o sistema de EADs e a possibilidade de utilizar softwares de
integracdo robustos, como a rotina DASSL (BRENAN, 1996; PETZOLD, 1989), capazes

de lidar com problemas de rigidez e indice diferenciais.

Uma limitagcdo do método sequencial é que, dependendo da natureza do problema,
h& necessidade de realizar a integracdo do modelo exaustivamente, o que pode acarretar

em um custo computacional elevado. Além disso, a aplicacdo desses métodos depende da
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estabilidade do estado estacionario quando aplicado em uma unidade industrial
(BIEGLER, 2010). Outra limitacao é o tratamento das restricdes, que também dependem
do nivel de discretizacdo das varidveis de controle assim como do nivel de amostragem

das variaveis de estado (BIEGLER, 2007).
3.2.4. Método Simulténeo

Uma alternativa menos usual para solucdo de sistemas de EDOs (ou DAEs de
indice diferencial 1) é a aproximacao polinomial das variaveis. A aproximacgao por um
polinbmio (@ de ordem q deve satisfazer as equacOes diferenciais nos pontos de

colocagdo selecionados dentro de um intervalo t; =t €[t;, t;,; ], ou seja:

q .
X =p(t,r)= D rt] =rt? + it} +..+ gt (3.51)
j=0

Note que no intervalo [ti, t +1] existem g+1 pontos de colocacdo, ou seja,
t,<k> =t +¢At, k=0,...,q, onde 0<¢ <cCp...<cy<1l. Os q+1 coeficientes
r=r,...,Iy sdo determinados pelas q-+1 equagdes que impdem que a derivada de x; em
cada ponto de colocacdo corresponda a funcéo f , ou seja:

(o))l )

i-1

(3.52)
-1

(o ) )

Note que as Equagdes (3.51) e (3.52) formam um sistema de q+1 equacbes. Uma
importante observacdo é a escolha dos pontos de colocacdo. A quantidade e localizagdo
dos pontos que determinam os diferentes métodos. Por exemplo, para gq=1 e ¢, =0 a

aproximacéo equivale ao método de Euler implicito.

Para a escolha da configuracdo da discretizagédo, geralmente utilizam-se métodos
de quadratura numérica. Por exemplo, como a trajetoria exata de x é computada como:
tiyg

x(ti+1):x(ti)+_[ f(x(t).t) dt (3.53)

A aproximacdo e dada por:
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q : .
go(tHl,r):go(t, ,r)+At-Za)jf(P(t|<1>,r),t|<1>) (3.54)
j=1
em que w; corresponde aos pesos de quadratura numeérica. Utilizando, por exemplo,

quadratura de Gauss para essa integral, escolhendo os pontos de colocagdo em um
intervalo [ti, t; +1] , a integral é exata para polinbmios de ordem até 2q—1. Tal estratégia é
definida como colocacdo Gauss-Legendre. Outra metodologia, conhecida como
colocacdo Gauss-Radau é mais indicada para problemas com sistemas de DAEs rigidas
(DIEHL2011).

Os meétodos de colocacdo sdo extensivamente utilizados como estratégia de
discretizacdo em métodos para solucdo de DAOPs conhecidos como métodos

simultaneos.

No método simultdneo o sistema de DAEs € discretizado gerando um sistema

algébrico, resultando em:

min 3=, min [o(t )] (3.55)

sujeitoa  x(v,,1,,p)=0, ~0,...N-1
) (tl+l)rl’p)_x|+1zo, |=O,...,N -1
(UI'rI! ) =0,...,N-1

e(tr.r)=

0
X1_o =X(to)

(3.56)

em que N é o nimero de elementos e discretizacdo.

No sistema acima as equagoes Z(U| e ,p) =0 sdo representadas pelas equagOes

que imp&em as condicdes de colocacéo, ou seja:

x =@t n) Z n Jt, (3.51)

U| t| U| ZU| Jt| (357)
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j-1

f(p(t|<1>,r|),u(t|,o|),pj (I ,rl) ZJ"IJ( )
(a)utsns)esfien)-E

No sistema acima a continuidade das varidveis de estado é obtida

g equagoes
3.52
i1 q variaveis (rl,j)( )

automaticamente entre os elementos, pelo fato de serem fungdes implicitas das variaveis
continuas diferencidveis. Ja& para as variaveis de controle, descontinuidades entre o0s
elementos sdo possiveis, 0 que é vantajoso para a captura de solu¢bes com arcos e pontos
de juncdo, conforme ilustra a Figura 3.3.

O método simultaneo se consolidou como uma estratégia eficaz para solucdo de
DAOPs, apds uma extensa investigacdo sobre aplicacdes em processos quimicos, que se
iniciou na década de 1980 a partir de trabalhos de BIEGLER (1984). Na década de 1990
outros pesquisadores aplicaram esses métodos para solucdo de problemas de engenharia
quimica: BETTS e HUFFMAN (1992; 1993; 1999); CERVANTES e BIEGLER (2000).
Para BIEGLER et al. (2002) e BIEGLER (2010) uma das vantagens de se utilizar a
discretizacdo total é a possibilidade de solucionar o sistema de apenas uma vez, tornando
em geral a solugdo mais veloz, ou seja, as restricdes impostas pelo sistema de DAES séo
satisfeitas somente no final do célculo de otimizagdo, conduzindo o algoritmo a percorrer
um caminho inviavel, ao contrario do método sequencial, que necessita satisfazer as
restricbes a cada iteracdo do NLP. Em outras palavras, a otimizacdo e integragdo do
sistema sdo realizadas simultaneamente.

De acordo com DIEHL et al. (2006), as principais vantagens dos métodos
simultaneos sdo: (i) geracdo de sistemas NLP esparsos; (ii) estimativas da variavel de
estado podem ser utilizadas na inicializagéo; (iii) a estrutura de discretizacdo favorece
solucionar DAEs com caracteristicas instaveis e (iv) fécil tratamento de restricbes de
trajetdria de igualdade. Tais caracteristicas sao defendidas por LANG e BIEGLER (2007)

gue enaltecem a superioridade dos métodos simultaneos sobre os métodos sequenciais.
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Figura 3.3. Estrutura do método simultaneo (considerando uma variavel de controle e

uma variavel de estado).

De fato, historicamente 0 método simultdneo mostra-se bastante superior ao
método sequencial em se tratando de desempenho computacional. Por exemplo,
BIEGLER et al. (2002) aplicou o método simultaneo acoplado a um método de ponto
interior que possibilitou solucionar um sistema de DAESs com mais de 800 mil variaveis
em cerca de 67 minutos. E muito raro encontrar estudos envolvendo o método sequencial
que tratam problemas dessa ordem de complexidade, com exce¢do do trabalho de
HARTWICH e MARQUARDT (2010) que aplicaram o método sequencial para otimizar
um processo representado por um modelo de DAEs com mais de 12000 variaveis.

Geralmente, no método simultaneo, a dimensao (coeficientes das variaveis de
estado e controle) do sistema discretizado é bastante elevada (podendo exceder um
milhdo de variaveis), se comparado ao método sequencial. Por outro lado, a estrutura da
matriz Hessiana é esparsa, 0 que facilita a implementacdo de rotinas que exploram a
esparsividade do sistema, aumentando o desempenho computacional. Com o
desenvolvimento de métodos como SQP reduzido (rQSP) (NOCEDAL e WRITE, 1999)
e algoritmos de ponto interior (principalmente para problemas com um numero elevado
de restrigdes) tais métodos tém se tornado mais atrativos (LANG e BIEGLER, 2007).
CERVANTES et al. (2000) aplicaram um metodo de ponto interior (IPOPT) com funcéo
barreira logaritmica para tratamento do elevado namero de restricbes do sistema NLP
evidenciando elevado desempenho do IPOPT em problemas dessa natureza.

Uma das maiores desvantagens claramente é o desconhecimento prévio do

nimero de elementos N necessarios para obter uma solucdo factivel. Segundo
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BIEGLER (2010), essa avaliacdo e geralmente realizada na tentativa e erro, pois ndo ha
conhecimento prévio da solucdo. Em particular, a localizacdo dos pontos de ativacao e
desativacao das restri¢cfes também dificulta o desempenho do método. Uma alternativa é
a inclusdo do numero de elementos como variaveis de decisdo do problema, gerando um
procedimento de elementos finitos moveis (LEMOS, 2007), conforme realizado por
BIEGLER et al. (2002). Mais recentemente ALMEIDA Nt. e SECCHI (2011) avaliaram
diversos aspectos do método simultaneo ao otimizarem uma planta de craqueamento
catalitico no software DynoPC (LANG e BIEGLER, 2007). Os autores destacaram que a
qualidade da discretizacdo é mais sensivel ao nimero de pontos de colocacdo que ao
nimero de elementos. Adicionalmente, destacaram a preocupacdo com 0 custo
computacional sempre dependente do nivel de discretizacao.

CUTHRELL e BIEGLER (1989) enfatizam que as condi¢cbes KKT do sistema
NLP, sem restricbes, resultante sdo consistentes com as condicdes de otimalidade
deduzidas a partir do PMP. No entanto, em problemas com restri¢des de trajetdria e com
arcos singulares essa verificagcdo ndo é uma tarefa trivial. Por exemplo, BIEGLER (2010)
mostra que em problemas de arco singular, a Hessiana do sistema tende a se tornar mal
condicionada com o aumento do nivel de discretizacao.

Segundo BIEGLER et al. (2002) e BIEGLER (2010) a discretizacdo de DAEs por
métodos de colocacdo limitam a possibilidade de ocorréncia de modos dinamicos
instaveis. Essas condicfes podem ser verificadas pela funcdo de Green (HOOG e
MATTHEW, 1987) associada ao problema de valor de contorno equivalente a estrutura
resultante da discretizacao total no método simultaneo. Tal controle é mais dificil de ser

obtido no método sequencial.
3.2.5. Método Multiple-Shooting

O método multiple-shooting é considerado como um método hibrido entre o
método sequencial e simultaneo, em que o dominio temporal é dividido em elementos e 0
modelo do sistema de EADs é integrado separadamente em cada elemento. A variavel de
controle é discretizada e parametrizada, como no método sequencial, e as informacdes do
gradiente da fungdo objetivo e varidveis de estado sdo obtidas em cada elemento. Os
elementos sdo conectados por novas restricdes de igualdade do problema de otimizagéo,

gue dependerdo do numero de elementos (BIEGLER, 2007). Em termos estruturais, a
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maior diferenca do método sequencial é que as condicOes iniciais em cada elemento séo
incluidas como variaveis de decisdo do problema. Para garantir a continuidade das
variaveis de estado as restri¢cGes de igualdade garantem que o valor obtido no final de um
elemento deve ser igual ao valor inicial do proximo elemento. As restricdes de

desigualdade sdo computadas diretamente nos pontos de discretizacéo.

A estrutura do método multiple-shooting é escrito como (para uma variavel de

controle):
min 3=, min [o(te x(t).p) -
sujeitoa  h(t,x(t),x(t),y(t),U(t,v),p)=0
g(t.x(t),y(t),U(t,w),p)<0
e(tf,x t, ) (3.59)
u™ <U(t,o)<u™
s =X%(7), 1=2,...,n
S =% (7). 1=2,...n
X0 =30

No sistema o parametro s corresponde as condicBes iniciais em cada estagio

(elemento), ilustrado na Figura 3.4.

A primeira vista, 0 método multiple-shooting oferece poucas vantagens frente ao
método single-shooting. Novas variaveis de decisdo sdo incorporadas ao problema,
requisitando maior esforco computacional para cdmputo da Jacobiana. No entanto, para
sistemas instaveis as vantagens se tornam claras. As mesmas condi¢cdes observadas
por CERVANTES et al. (2002) nos métodos de colocacdo também sdo vélidas para
métodos multiple-shooting. Ademais, como a integracdo é realizada de maneira
independente em cada estagio, essa tarefa pode ser implementada em um algoritmo
paralelo (LEINEWEBER et al., 2003; HARTWICH et al., 2011; DRAG e STYCZEN,
2012). Adicionalmente, segundo DIEHL et al. (2006), o sistema NLP resultante da
discretizacdo multiple-shooting é menor que o correspondente gerado pelo método de

colocagdo, porém, com menor grau de esparsividade.
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Figura 3.4. Estrutura do método multiple-shooting (considerando uma variavel de

controle e uma variavel de estado).

No algoritmo proposto por HARTWICH et al. (2011) foi possivel reduzir em até
quatro vezes o custo computacional em modelos com mais de 13500 DAEs e 75
pardmetros. A paralelizagdo foi implementada na biblioteca Intel MPI em oito nlcleos de

processamento.

Recentemente, LOGIST et al. (2012) implementou DAOPs multi-objetivos no
software ACADO. Problemas multi-objetivos resultam em multiplas solugdes (conjunto
de Pareto) ao invés de uma solucdo Unica. Nos trés casos analisados os autores avaliaram
diferentes niveis de discretizacdo do perfil de controle, concluindo que intervalos de 20 a
50 estagios sdo aceitaveis. Para aprimoramento do algoritmo, foi sugerido acoplamento

de técnicas de adaptacdo de malhas (como proposta por SCHLEGEL et al., 2005).

HARTWICH et al. (2010) propds uma estratégia hibrida entre o multiple shooting
e sequencial. O algoritmo posposto utiliza o sequencial na fase inicial e monitora a
estabilidade das variaveis de estado. Na ocorréncia de possiveis instabilidades, a

estratégia multiple shooting € utilizada nos respectivos estagios.
3.3 Consideragdes Adicionais sobre DAOPs

Conforme introduzido, os métodos diretos para solu¢do de DAOPs sdo baseados
na discretizacdo das variaveis de estado e controle. A qualidade da solucdo depende da
resolucdo da discretizacdo, especialmente das variaveis de controle. Como o perfil de

controle ndo é conhecido a priori, € dificil preestabelecer um perfil de discretizacao
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adequado. Problemas numericos adicionais podem surgir quando restricdes de trajetoria
sdo incorporadas ao problema ou quando arcos singulares também estdo presentes

(BIEGLER, 2010).

Geralmente, DAOPs sdo constituidos por restricbes de desigualdade e igualdade
as quais podem ser configuradas em alguns instantes especificos ou somente no instante
final ou inicial do problema. Os problemas de restricdo de trajetoria sdo notavelmente
mais complexos de serem solucionados, pois a dimensdo do sistema pode se tornar
consideravelmente elevada, dependendo do nivel de discretizacdo/amostragem das
variaveis de estado, o que pode sobrecarregar o algoritmo de otimizacdo (BELL e
SARGENT, 2000). Diversos trabalhos sobre tratamento de restricdes de trajetdria séo

abordados na literatura.

Na metodologia utilizada por VASSILIADIS et al. (1994b) as restricdes de
trajetdria de desigualdade foram tratadas através da aplicacdo combinada da discretizacao
dessas restricdes em um numero finito de pontos, forcando-se que a integral do erro de

violagdo das mesmas tendesse a zero.

Ja na estratégia de FEEHERY e BARTON (1996) restricdes de trajetoria sao
detectadas durante a etapa de integracdo. Semelhantemente a VASSILIADIS et al.
(1994b) as restri¢es s@o incorporadas ao sistema de DAEs permitindo assim reduzir o

namero de avalia¢fes da fungéo objetivo.

Em PFEIFER (2007) o sistema de DAEs foi associado com a técnica de
parametriza¢do dos instantes em que ocorrem a ativacao e a desativacdo das restricbes ao
longo da trajetoria desenvolvida originalmente para problemas chaveados, com o objetivo
de estima-los utilizando o método indireto de solugdo. Foram utilizadas funcdes
identificadoras de fase que expressam a variavel de controle analiticamente em cada fase,
baseadas na condi¢do de otimalidade e na andlise fisica do problema para distinguir
sequéncias apropriadas de ativacdo/desativacdo das restrigdes, que causam flutuages no

indice diferencial.

Em SOUZA (2007) o esfor¢co computacional requerido para outros algoritmos,
que pode ser atribuido as estratégias de busca e localizagdo das descontinuidades e aos

procedimentos de reinicializacdo da integracdo, motivou a concep¢do de uma nova
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abordagem para manipulacdo de descontinuidades, que podem surgir da violacdo de
restricdes de desigualdades originarias: da propria formulacdo do modelo matematico e,
de problemas de otimizagdo, onde tais restricbes sdo inerentes. A esséncia dessa
abordagem é a caracterizacdo das inequacOes através de fungdes de regularizacéo
(VIEIRA 2001), permitindo comutacdo automatica entre equacdes. A técnica se mostrou

eficiente para manipulagédo de pontos de juncao no perfil de controle.

ALMEIDA e SECCHI (2012) destacam que, em se tratando de otimizacéo
dindmica em tempo real (DRTO), ha situacdes em que a solucdo do DAOP pode ser
invidvel devido a conflitos de especificacdo das restricdes, condi¢des iniciais ou mesmo
mudancas das restricdes durante o calculo. Os pesquisadores exemplificaram um caso em
que as variaveis de estado satisfazem as restricGes, porém, a derivada das variaveis pode
violar as restricdes, sem possibilidade de aces de controle. Motivado por essas possiveis
limitacGes, a estratégia adotada foi reestruturar o sistema DAEs incorporando as
restrices de trajetoria ao sistema. No entanto, consideraram-se as variaveis de folga
resultantes como varidveis de controle, a fim de garantir as relaxacGes apenas nos

intervalos de violacdo das restri¢oes.

Ha diversos cddigos e softwares estruturados para solucionar DAOPs. As
principais ferramentas, listadas na Tabela 3.1, utilizam, em sua maioria, métodos de

colocacdo, single-shooting e multiple-shooting.

Tabela 3.1. Principais softwares de otimizacdo dindmica

Nome Métodos e Algoritmos Caracteristicas

ICLOCS (Imperial College | Métodos Multiple Shooting e | Gratuito;

London Optimal Control User | Simultaneo; Cdédigo em MATLAB;

Guide) " (FALUGI et al, 2010). | Acoplamento aos pacotes | Computo da Jacobiana analitica
1 Sundials e IPOPT. (fornecida pelo usuério).

site:

http://www.ee.ic.ac.uk/ICLOCS

/

DYNOPT (Dynamic | Método Simulténeo: | Gratuito;

Optimization of Processes)” | colocagdo em elementos | Codigo em MATLAB;

(CIZNIAR et al., 2005) . finitos; Computo da Jacobiana analitica
5 (fornecida pelo usuério).

site:

http://www.Kirp.chtf.stuba.sk/~f

ikar/research/dynopt/dynopt.ht

m
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DOTcvpSB (MATLAB Toolbox | Método Single Shooting; Gratuito;

for Dynamic Optimization in | Acoplamento aos pacotes | Codigo em MATLAB,;

Systems Biology)  (HIRMAJER | Sundials e IPOPT. Otimizacdo em  sucessivas
et al., 2009). Algoritmos de Otimizacdo | malhas;

3 Estocasticos e Hibridos: | CoOmputo  automatico  das
site: ACOMI, MITS. equac0es de sensibilidade.
http://www.iim.csic.es/~dotcvps
b/

MISER3 (JENNINGS e TEO, | Método Single Shooting; Gratuito;
1990) Acoplamento a0  pacote | Cédigpo em FORTRAN e

4 DASSL,; MATLAB;
site:
http://school.maths.uwa.edu.au/
~les/miser/

RIOTS (Recursive Integration | Método Single Shooting; Gratuito;

Optimal  Trajectory  Solver) | Acoplamento ao  pacote | Codigo em MATLAB e C;

(SCHWARTZ et al., 1997). NPSOL,; LimitagOes para problemas com
restrigdes de trajetoria;

5 | site: Computo da Jacobiana analitica
http://mechatronics.ece.usu.edu/ (fornecida pelo usuério).
riots/

ACADO (Automatic Control | Método Multiple Shooting; Gratuito;
and Dynamic Optimization) | Método Single Shooting; Codigo em MATLAB e C++;
(LOGIST et al., 2012) Problemas Multi-objetivos;

6 MPC;

Estimacdo de parametros.
DIDO (ROSS, 1998) Método Simultaneo: | Licenciado (ELISSAR
colocacdo em elementos | GLOBAL);

7 | site: finitos; Codigo em MATLAB;
http://www.elissarglobal.com/in | Método indireto;
dustry/products/software-3/

TOMLAB PROPT | Método Simultaneo: | Licenciado;
(RUTQUIST e EDVALL, | colocagdo em elementos | Codigo em MATLAB,;
8 2010) finitos; Estimacdo de pardmetros.
Acoplamento aos pacotes: | Computagdo simbolica.
site: http://tomdyn.com/ KNITRO, CONORPT,
SNOPT, CPLEX, etc.
DIRCOL (Direct Collocation | Método Simulténeo: | Licenciado;
Method colocacdo em elementos | Codigo FORTRAN;
for the Numerical Solution of finitos; Ambiente Linux e Windows.
Optimal  Control  Problems) | Método Multiple Shooting;
9 | (STRYC, 1999). Acoplamento aos pacotes
NPSOL, SNOPT;
site:
http://www.sim.informatik.tu-
darmstadt.de/1/res/sw/dircol/
MINOPT (A Modeling | Integragdo com  diversos | Licenciado;

10 Language and  Algorithm | pacotes: CPLEX, LPSOLVE, | Computo  automatico  das
Framework for Linear, Mixed | MINOS, NPSOL, SNOPT, | equag@es de sensibilidade.
Integer, Nonlinear, Dynamic | DASOLV, etc.
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and Mixed Integer Non Linear
Optimization) (SCHEWIGER e
FLOUDAS, 1998)

site:
http://titan.princeton.edu/MINO
PT/minopt.html

SOCS (Sparse Optimal Control | Método Simultaneo: | Licenciado (BOEING);
Software Family) colocagdo em elementos | Interface com C e MATLAB;
finitos; Explora técnicas de Algebra
11 | site: Método Indireto; esparsa para problemas de
http://www.boeing.com/boeing/ elevada dimenséo;
phantom/socs/ Refinamento automatico de
malhas;
TACO (Toolkit for AMPL | Método Multiple Shooting; Licenciado;
Control Optimization) | Método Simultaneo: | Interface com AMPL e
(KIRCHES e LEYFER, 2011) colocagdo em elementos | MUSCOD-II;
finitos;
12| .. .
site:
http://www.mcs.anl.gov/publica
tion/taco-toolkit-ampl-control-
optimization
OCMAT (Optimal Control | Método Indireto; Gratuito;
Problems in Matlab) (GRASS et Cddigo em MATLAB;
al., 2008)
13
site:
http://orcos.tuwien.ac.at/researc
h/ocmat_software/
gPROMS® (PSE) Método Multiple Shooting; Licenciado;
Método Single Shooting; Ambiente de modelagem e
14 | site: simulacdo com rica interface
http://www.psenterprise.com/m gréfica;
odelbuilder.html Interface com MATLAB;
MUSCOD-II Método Multiple Shooting; Licenciado;
(Multiple Shooting Code for | Método Simultaneo: | Escrito em C, FORTRAN com
Optimal Control) (HOFFMAN | colocagdo em elementos | interface em MATLAB e
etal., 2011). finitos; NEOS;
15 Diversos pacotes: LIBLAC, | Ambiente Linux e Windows.
site: DAESOL, BLAS, LAPACK,
http://www.iwr.uni- QPQPT, AMPL,;
heidelberg.de/groups/
agbock/FILES/muscod_manual.
pdf
DYNOPC(LANG e BIEGLER, | Método Simultaneo: | Licenciado.
2007) colocacdo em  elementos
16 finitos; Elementos finitos
moveis.

Além das ferramentas listadas ha outros ambientes de simulagdo que permitem o

usuario configurar DAOPS, como 0 ASPEN® e MATLAB®.
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LOGSDON e BIEGLER (1993) desenvolveram uma estratégia para melhorar a
eficiéncia do SQP, decompondo o modelo algébrico discretizado e aplicando uma
relaxacdo ao sistema. Outra estratégia para codigos SQP foi apresentada por
CERVANTES et al. (2000), a qual aproveita a estrutura esparsa do sistema algébrico
resultante. Os autores denominaram o novo cddigo de rSQP (Reduced Sucessive

Quadratic Programming).

Dependendo do problema, a estimativa inicial pode ser um fator crucial para a
solucdo numérica do problema de otimizacdo. Alguns pesquisadores tém aplicado
métodos estocasticos para otimizacdo dinamica. Uma das vantagens desses métodos é a
independéncia de estimativas iniciais. YANG e YAO (2013) exemplificam diversas
aplicacdes de algoritmos genéticos e ant colony para DAOPs. BANGA et al. (1998)
aplicaram um algoritmo estocastico intitulado Integrated Controlled Random Search for

Dynamic Systems (ICRS/DS) para controle 6timo de sistemas de engenharia quimica.

UPRETI (2004) utilizou algoritmos genéticos para solucdo de problemas de
controle 6timo. Segundo o autor, a aplicacdo de algoritmos estocasticos possibilita
implementar a otimizacdo de maneira robusta, independente de estimativas iniciais ou

solucdes auxiliares.

Apesar de nos métodos estocasticos ndo haver necessidade de computo das
derivadas da funcdo objetivo e restricbes, ha necessidade de um numero elevado de
avaliacbes da funcdo objetivo que pode resultar em elevado custo computacional,
especialmente em sistemas de elevada dimensdo (BALSA-CANTO et al., 2001). No
entanto, alguns pesquisadores vém aplicando algoritmos globais deterministicos para

solucionar DAOPs.

ESPOSITO e FLOUDAS (2000) aplicaram o método de otimizag¢do global a-BB
(ADJIMAN et al. 1994) para solugdo de problemas NLP resultantes de discretizacdo de
sistemas de DAEs. Solugdes locais obtidas via método sequencial foram utilizadas como
limite superior do minimo global da funcdo objetivo. Limites inferiores foram
computados através da solucdo de relaxacGes convexas do problema em sub-regides,

obtidas por meio da estimagdo convexa da funcao objetivo.
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Capitulo 4

Aplicacoes, Avancos Recentes e
Novas Propostas

Neste Capitulo

Topico 4.1. Visao geral sobre Aplicacdes de DAOPs em
Processos Quimicos;

Topico 4.2. Adaptacdo de Malhas em Otimiza¢do Dindmica:
Aplicacdo de Wavelets;

Topico 4.3. Wavelets como Aproximacgdo

O objetivo deste capitulo é resumir as principais
pesquisas recentes sobre projetos de DAOPs. Procura-
se retratar as principais limitacdes que desencorajam a
aplicabilidade industrial. Sobre esse prisma, realiza-se
uma revisdo criteriosa sobre pesquisas envolvendo
adaptacdo de malhas aplicada a sistemas algébrico-
diferenciais. Tais aplicacOes tém despertado bastante
interesse atualmente, principalmente mediante ao
crescimento vertiginoso da computacdo cientifica e
demanda por otimizacdo em tempo real.

4.1. Visado Geral sobre Aplicacoes de DAOPs em Processos Quimicos

A otimizacdo dindmica tem diversas aplicacGes para a area de ciéncias exatas,
como astronomia (BETTS, 2010; LONGUSKI et al., 2014), robética (DIEHL et al.,
2006), economia (KAMIEN e SCHWARTZ, 1991) e teoria dos jogos (GEERING,
2007).

Na area de engenharia quimica, pode-se enfatizar o estudo da otimizacdo
dindmica sobre diversos problemas onde a dindmica do processo é significativa, tais
como: reatores semi-batelada (VASSILIADIS et al., 1994a; 1994b, 1994c;
SRINIVASAN et al.,, 2003a, 2003b; SCHLEGEL et al., 2005; BIEGLER 2010;
ASSASSA e MARQUARDT, 2014), processos de destilacdo (WOZNY e LI 2000;
HARTWICH e MARQUARDT, 2010), camada de otimizagdo de sistemas de controle
preditivos NMPC (DIEHL et al., 2006; SCHLEGEL, 2004; HUANG, 2010; WURTH et

al., 2009), transicao 6tima de processos continuos (PRATA et al., 2008), estimagéo de

52



Capitulo 4 — Aplicacdes, Avancos Recentes e Novas Propostas

parametros de sistemas dinamicos (BINDER. 2002), escoamento em poc¢os de petroleo

NALUM (2013), etc.

Problemas de otimizacdo dindmica na engenharia quimica possuem, em sua
maioria, restricdes de trajetoria (ao longo do tempo) sobre as variaveis de estado,
resultantes, por exemplo, de limitag6es fisicas ou de seguranca impostas pelo sistema, o
que torna o problema ainda mais complexo de ser solucionado (Figura 4.1). Em
algumas unidades industriais, o perfil 6timo resultante da solucdo de tais problemas
pode ser utilizado como, por exemplo, setpoints 6timos de controladores ou para a

especificacdo da qualidade de produtos (SOUZA, 2007).

parametros econémicos

restricOes (equipamento, seguranca,
qualidade etc.)

incertezas de processo 4 1

1l h(2,2,u,p)=0

1 Z:ZO

. modelo
controle 6timo

Figura 4.1. llustracdo: Aplicacdo de DAOP em processos quimicos.

A aplicacdo de otimizacdo dindmica em tempo real (DRTO) envolve
normalmente problemas de estimacdo de parametros, Controle Preditivo Ndo Linear
(NMPC) e reconciliacdo de dados (DIEHL et al., 2006).  Para implementacdo em
tempo real, 0 desempenho computacional de calculo é primordial, pois como o objetivo
é aplicar a solugdo Otima em um intervalo (horizonte) de tempo pré-estabelecido, no
minimo o calculo da otimizacdo deve ser consideravelmente inferior a esse intervalo
(DIEHL et al., 2006). Por exemplo, em estratégias MPC (GARCIA et al., 1989), que
utilizam modelos linearizados, possibilita-se quantificar as agdes de controle em
segundos. Ja na realidade atual, DAOPs com elevada dimensdo (até milhares de
variaveis) apresentam um elevado custo computacional. Além disso, ao aplicar a

solucdo Otima, sua validade pode rapidamente ser perdida, pois perturbacdes inerentes
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ao processo podem afetar o sistema, e a solucdo 6tima computada perder a validade. Por
exemplo, DIEHL et al. (2006) estudou aspectos que afetam a estabilidade de sistemas
de otimizagdo dindmica em malha fechada. Algumas estratégias (HUANG, 2010)
sugerem a divisdo do DRTO em duas camadas, com a DAOP realizada em malha aberta
em uma camada superior (otimizacdo econémica) acoplada a uma camada de MPC

inferior para corrigir ac6es de controle.

Apesar de aplicacdo de DRTOs ser um procedimento bastante dificultoso, a
prépria solucdo de DAOPs, mesmo com modelos reduzidos onde o custo computacional
ndo é o fator de maior preocupacdo, € um procedimento complexo. Uma das principais
razbes € o fato da solucdo de DAOPs consistirem de um ou mais intervalos,
denominados arcos, onde os perfis de controle sdo continuos e diferencidveis, porém
oscilam de um intervalo para outro entre os pontos de juncdo. Consequentemente, 0s

perfis de controle podem apresentar uma frequéncia ndo uniforme entre diferentes arcos.

Observa-se que ha uma crescente preocupacdo em sofisticar os algoritmos para
solugdo de tais problemas, tornando cada vez mais viavel a aplicagdo industrial. Nota-se
que 0s aspectos mais preocupantes dizem respeito principalmente ao tratamento de
problemas com arcos singulares, restricdo de trajetoria, descontinuidade no perfil de

controle e convergéncia numérica.

Pesquisadores (SCHLEGEL, 2004; BIEGLER, 2007; BIEGLER, 2010)
entendem que uma politica de discretizacdo eficaz ajuda a minimizar algumas dessas
limitacdes. Particularmente, estratégias de adaptacdo de malhas ou elementos finitos
moveis tém sido implementadas. Basicamente, nessas estratégias, 0s estagios de
discretizagcdo podem variar ao longo da solucdo, gerando malhas representadas em

diferentes niveis de resolucdo.

O exemplo seguinte ilustra a aplicacdo do método sequencial para solucionar um
problema de controle 6timo singular. Segundo BIEGLER (2010), o método simultaneo
apresenta resultados satisfatorios para problemas com arcos singulares. Porém,
dificuldades aparecem quando um perfil de controle requer niveis de discretizagdo mais
refinados. Nesse caso, a matriz Hessiana se torna mal condicionada a medida que o

nivel de discretizagcdo aumenta.
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Exemplo 4.1. Controle Otimo Singular (BIEGLER, 2010)

muin xs(%) 4.2)

¥ =X (t) x(0)=0
Xp =U(t) X, (0)=1
%3 =%, (1)’ /2-% (12 /2 %3(0)=0
-1<u(t)<1
te[O, 7[/2]

Note que, ao aplicar o PMP sobre o problema, é possivel obter a expressdo para
o perfil de controle. Definindo a funcdo Hamiltoniano:

()= ()% (1)+ 2 ()u(t)+ 4a (1) 3 (1) 23 (1) /2] @2)
e aplicando as condicOes de otimalidade:

A0 43
o= =A%) ()
()= 0, 49
2ﬁ—8;=b(t)=0 (4.6)

Note que o Hamiltoniano tem dependéncia linear em relacdo a varidvel de
controle. Nesse caso, ao diferenciar em relacdo ao tempo até explicitar a
variavel de controle, resulta em:

2 =a)-A(0%() -

j:? 23_% KE ZGXZ() %23 (t) = =% (t) A5 (1) -u(t) 45(t)=0 (4.8)
0

Logo:

u(t)=-x (1) (4.9)

Finalmente, as condicdes finais sdo obtidas:

o
ﬂl(;zlz):a—zzo
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(4.10)
_0p _
ﬂQ(EIZ)—aXZ =0
(4.11)
_Op _
ﬂg(ﬁ/Z)— %, =1
(4.12)

Sabendo-se que ¢ = X3(7/2)

A solucdo numérica obtida com 32 estagios discretizagdo € mostrada nas
Figuras 4.2 e 4.3.

0

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

-1 r r
0 0.5 1 1.5

Figura. 4.2. Perfil de controle 6timo obtido com método sequencial com 32
estagios de discretizacao.

1F - - JR———
-----
08 T b
—””
-
0.6 - ’f” -
T
-
0.4 et .
a""
0.2 '4" -
d”"
O r r r
0 0.5 1 1.5

Figura. 4.3. Variavel de estado.

A Figura 4.4 ilustra a trajetéria de controle obtida pelo método simultaneo,
com 32 elementos. BIEGLER (2010) mostra que a solugdo desse problema via
método simultaneo apresenta trajetoria de controle consideravelmente
oscilatoria.

(0} T T T T T T T

-0.2

0.4

-0.6

-0.8

-1
(0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Figura. 4.4. Perfil de controle 6timo obtido com método simultaneo.
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O préximo tdpico apresenta os principais trabalhos que abordaram estratégias de

adaptacdo de malhas em DAOPs.

4.2. Estratégias de Adaptacdo de Malhas em Otimizacdo Dinamica:
Aplicacdo de Wavelets

Estratégias de adaptacdo de malhas em DAOPs vém sendo aplicadas desde a
década de 1990. Nitidamente, a estratégia de implementacao de sucessivas otimizacoes,
com refinamento sucessivo do perfil de discretizacdo das varidveis e atualizacdo da
estimativa inicial tem se mostrado uma estratégia bastante promissora, sendo inclusive
ja aplicavel em alguns dos softwares citados no Capitulo 3. Uma aplicacdo dessa
metodologia pode ser vista no trabalho de BIEGLER (1997) em que o problema de
otimizacdo dindmica é solucionado em um loop iterativo interno, enquanto outro
problema de otimizacdo com insercdo da posicdo dos coeficientes da variavel de
controle como variaveis de decisdo € solucionado em um loop iterativo externo. Tal
estratégia possibilita um procedimento de discretizacdo que explora a estrutura do perfil

de controle.

BALSA-CANTO et al. (2001) propds a solucdo via método sequencial em que a
cada passo do algoritmo de adaptacéo dobra-se o nivel de parametrizacao da variavel de
controle, ideia semelhante a desenvolvida por BETTS e HUFFMAN (1999). BINDER
(2002) utiliza esse procedimento de forma mais otimizada, em que as varidveis de
estado sdo discretizadas e novos pontos de discretizacdo sdo inseridos somente se 0s
erros locais dos estados de diferenciacdo forem maiores que uma tolerancia pré-
estabelecida heuristicamente. HADYANTO et al. (2008) aplicou um procedimento
semelhante, onde o nivel de discretizacdo é sucessivamente refinado de acordo com um
critério de desempenho baseado no gradiente da funcao objetivo em relacdo as variaveis
de controle. Um valor de threshold heuristicamente pré-determinado é utilizado como
limite para continuidade do refinamento. Os autores utilizaram um critério de threshold

em torno de 10-20% do gradiente da fungéo objetivo.

A ideia da adaptacdo de malhas evoluiu para aplicacdo das wavelets (detalhadas
no Capitulo 5) como ferramenta matematica de adaptagéo seletiva (SCHLEGEL, 2004;

BINDER et al. 2000a; 2000b). O desafios de escolher uma malha étima para solucionar
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DAOPs surgiu da necessidade de reduzir o custo computacional dos algoritmos assim

como possibilitar adaptacdo automatica de acordo com o perfil de controle.

As wavelets® sio fungbes com certas propriedades matematicas, como
ortogonalidade e localizagdo espacial, que permitem a representacao de um conjunto de

dados em diferentes niveis de resolugédo (ou aproximacao).

Por consequéncia, possibilita-se analisar as principais caracteristicas desse
conjunto, havendo a possibilidade de manipular tais dados a fim de compacta-los ou
remover possiveis ruidos ou dados irrelevantes. Em linhas gerais, o critério wavelet
adaptativo se baseia em representar uma variavel (de controle ou estado) por sua

respectiva expansao em base wavelets, por exemplo:

u(t)=>"> domnm(t) (4.13)
e

Wam ()= 2”/21//(2”t—m) (4.14)
em que:

w corresponde a funcdo wavelet, meZ € o indice que mede a localizacdo espacial (ou

no tempo) e neZ é o indice que mede a resolucdo da wavelet.

Uma das principais caracteristicas dessa representacdo é a possibilidade de
desconsiderar muitos coeficientes d da expansdo acima, j& que as wavelets se
caracterizam por serem funcgdes localizadas, e gerarem representacdo esparsa de um
conjunto de dados (DAUBECHIES, 1992). Quando o intuito é, por exemplo, comprimir
0 conjunto original de dados, deve-se considerar um limiar, ou threshold, para remover

coeficientes supostamente pouco representativos.

BINDER (2002) introduziu fungdes wavelets para solucionar DAOPs. Nesse
trabalho os autores utilizaram um esquema wavelet-Galerkin (VON WATZDOREF et al.,
2006; LI e FANG, 2010; OROPEZA, 2007) para discretizacdo das equacdes. Para
selecionar o conjunto 6timo de bases as aproximagdes sdo monitoradas por uma métrica

(threshold) pré-especificada para selecdo de bases 6timas. O pesquisador mostrou que a

8 As wavelets sdo apresentadas detalhadamente no préximo capitulo.
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discretizacdo total do sistema de DAEs com funcbes wavelets pode resultar em um
problema de otimizagdo dinamica no dominio wavelets, ideia semelhante a apresentada
por CHEN e HSIAO (1999) e aprimorada recentemente por HAYA (2011) para

discretizacdo de problemas variacionais mais simples.

Wavelets também foram utilizadas para discretizacdo single-shooting por
BINDER et al. (2000); SCHLEGEL (2004) e SCHLEGEL et al. (2005) descritos

abaixo.

SCHLEGEL (2004) propds um algoritmo de reparametrizacdo da variavel de
controle acoplado a um procedimento de deteccdo de mudanca de arcos. Segundo o
pesquisador, o procedimento wavelets adaptativo ainda apresenta deficiéncia em
representar a variavel de controle em torno de descontinuidades, resultando no acimulo
de muitos pontos em torno dessas regides, tornando a solugdo oscilatéria e muitas vezes
desvantajosa de ser implementada. Em um dos exemplos apresentados o critério
wavelets adaptativo apresentou um desempenho inferior ao critério com discretizacéo
sucessiva com estagios igualmente espagados (considerado teoricamente menos
vantajoso). Além disso, dificuldades também foram encontradas para correta detecgédo
dos pontos de juncdo das trajetérias de controle, com solugbes apresentado oscilacdes
em torno dessas regides. Para contornar tais dificuldades o autor implementou
estratégias de reparametricdo da varidvel de controle de acordo com identificacdo a

priori dos arcos.

O exemplo seguinte ilustra a dificuldade encontrada por SCHLEGEL (2004) em
justificar o uso de adaptacdo wavelets sobre uma estratégia de adaptacdo sucessiva

equidistante, a principio menos vantajosa que a proposta pelo pesquisador.

Exemplo 4.2. Biorreator Batelada (SHLEGEL, 2004)

Esse problema foi solucionado numericamente por PARK e RAMIREZ (1988),
BALSA CANTO et al. (2001) e foi utilizado também como estudo-de-caso por
SCHLEGEL (2004). O modelo é descrito pelas equagdes seguintes:

dPy

it :®(/1X)'(P|'—PM)_5'PM' Pv (0) =Puo (4.16)
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dfr _ x_F. _

E—fp(S) X v Pr, R (0)=PFrg (4.17)

dX F

-acuaﬁrx—v~%, Rr(0)=PFro (4.18)

ds F

E:—?,S-yX(S)X—V-(m—S), S(0) =S, (4.19)

dv

-E:F, F(0)=F, (4.20)
4,75 p

®U«)—EE§:;; (4.21)

e—5,015
fP@)zs-Ol+S (4.22)
1.(S) = 21,88-S (4.23)

(S +0,4)(S +62,5)

Logo o problema de otimizacao é definido como:

J=max Py (tf)-V(ts) (4.24)
u

sujeito a:

Umnin < U < Upgy (4.25)

emque u=F

O objetivo € maximizar a quantidade de proteina produzida, definida pela

Equacéo 4.24.

O perfil de controle 6timo, com 128 estagios de discretizacdo € mostrado na
Figura 4.5. Note que o perfil de controle apresenta cinco regides distintas.
SCHLEGEL (2004) ndo obteve sucesso na aplicacdo das wavelets, obtendo um
custo computacional 121,61% superior ao caso solucionado com 128 estagios
(considerado como solucdo 6tima). O pesquisador atribui tal dificuldade ao
formato do perfil de controle que necessita de uma boa estimativa inicial de

qualidade para répida convergéncia.
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u[L.h™]

0123456 7 8 9101112131415

Figura 4.5. Trajetoria de controle 6timo (Exemplo 4.2).

A diferenca da estratégia de SCHLEGEL (2004) para a estratégia de BINDER et
al. (2000) se da no critério de desempenho que avalia a estratégia de refinamento.
Enquanto em BINDER et al. (2000) o gradiente da funcdo objetivo € utilizado, em
SCHLEGEL (2004) e SCHLEGEL et al. (2005) os valores dos coeficientes de
parametrizacdo sdo avaliados e rearranjados no dominio wavelets. Destaca-se que em
ambos os trabalhos, critérios heuristicos sdo utilizados para a especificacdo dos valores

de threshold.

SCHLEGEL et al. (2005) propuseram uma estratégia de solucdo dos problemas
de otimizacao dindmica baseada no método sequencial com funcbes base wavelets. Para
isso apresentaram um software chamado ADOPT. Para comunicagdo com o modelo, o
software ADOPT pode ser conectado a um padrdo conhecido como ESO (do inglés
Equation Set Object) que é capaz de comunicar todas as informacfes contidas do
modelo de DAEs (ex.: numero e valor das varidveis, residuos, estrutura e valor da
matriz Jacobiana, etc.). A estratégia, utilizada pelos pesquisadores, foi comunicar o
ADOPT via plataforma CORBA object bus. Para a modelagem foi utilizado o software
gPROMs®, baseado em equacBes. Nesse trabalho, os pesquisadores evidenciaram o

elevado custo computacional utilizando essa plataforma de comunicacdo entre o0s
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softwares ADOPT e gPROMSs®, o que justifica a limitacio para aplicagdes em tempo

real.

HARTWICH e MARQUARDT (2010) implementaram um algoritmo paralelo
para 0 computo das equacdes de sensibilidade no método single-shooting. O algoritmo
foi aplicado a um modelo com mais de 13500 DAEs e 75 parametros. O custo
computacional foi consideravelmente reduzido com a técnica proposta. FESKO (2012)
e DRAG e STYCZEN (2012) também utilizaram algoritmos paralelos para solucionar

DAOPs utilizando o método multiple-shooting.

Recentemente ASSASSA e MARQUARDT (2014) acoplaram a metodologia
desenvolvida por SCHLEGEL et al. (2005) ao método multiple-shooting. Foram
utilizados dois estudos de caso para comparar 0 desempenho computacional do mesmo
algoritmo utilizado por SCHLEGEL et al. (2005). Os autores concluiram que o método
multiple-shooting comprovou-se mais estavel do que o método sequencial minimizando

a ocorréncia de instabilidades.

4.3. Wavelet-Thresholding

Em problemas onde que as solucdes apresentam mudancas bruscas de
comportamento, o uso de malhas regulares ndo € o mais conveniente. Se for usada uma
malha refinada capaz de descrever com precisdo as fungbes em zonas de mudancas
bruscas, nas zonas de comportamento suave também serdo utilizados muitos pontos, o
que, além de ndo ser necessario, faz com que o custo computacional seja
excessivamente elevado. Se for usada uma malha pouco refinada, o custo
computacional diminui, assim como a qualidade dos resultados, devido a uma escassa
representacdo da fungdo proximo das irregularidades. Por essa razdo, varios esquemas

adaptativos tém sido propostos ao longo das ultimas duas décadas (BLANCO, 2002).

Destaca-se que uma das principais dificuldades para implementacdo de DAOPs
é o elevado custo computacional necessario para solucionar problemas resultantes de
DAEs de elevada dimensdo. Em engenharia quimica, principalmente, a modelagem de

operagfes unitarias como torres de destilacdo, estimacdo de pardmetros ou
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implementacdo de NMPCs pode resultar em sistemas de até milhares de variaveis de

estado.

O objetivo deste estudo € propor novas estratégias para discretizacdo adaptativa
de DAOPs. Para isso, prop0e-se um procedimento de discretizacdo adaptativa baseado
em bases wavelets. A inovacdo consiste em importar mecanismos utilizados para
compressdo de dados, ja difundidos na &rea de processamento digital, estatistica e
tratamento de imagens, para selecdo Otima das bases wavelets utilizadas para
representacdo das variaveis do DAOP. De fato ha um campo bastante especifico na area
de compressdo de dados e remogdo de ruidos que direciona precisamente como aplicar
as wavelets adequadamente para tal tarefa. Ha diversos estudos cuja proposta de
compressdo de dados sustenta-se em estratégias para estimacdo do nivel de ruido ou
informacdes descartaveis que possam ser eliminadas de acordo com um determinado
valor de threshold (DONOHO, 1992; JANSEN, 2000; WIELAND,2009). Ha algumas
regras para o calculo do valor do threshold j& bastante consolidadas. A literatura vem
mostrando que as regras utilizadas para tal fim séo determinantes para a selecdo dos
coeficientes de detalhes wavelets mais prospectivos, 0s quais Sdo aptos a representar a

maior parcela da energia de um determinado conjunto de dados.

Verificaremos neste trabalho que a importacdo desses mecanismos € essencial
para a aplicacdo de estratégias de discretizacdo adaptativa baseada em bases wavelets.
Ademais, a importacdo dessas metodologias para solucionar DAOPs de engenharia
quimica abre novas perspectivas para o desenvolvimento e ou melhoria de métodos

numeéricos.

A Figura 4.6 ilustra a aplicagdo da analise wavelets de um perfil de controle.
Note que o perfil de controle original seria decomposto em duas camadas de resolucao.
A avaliacdo tipica dos coeficientes da expansdo wavelets do perfil ilustrado é mostrada

na Figura 4.7.

Conforme mostrado na Figura 4.7, o perfil de detalhes segue uma distribuicao
que depende dos niveis de resolucdo. Intuitivamente, ndo é uma boa estratégia utilizar

um limiar fixo para tratamento dos coeficientes. Tal selecdo se baseia na escolha 6tima
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do threshold. Logo, cada faixa de resolucdo deve ser averiguada diferentemente, pois a

significancia dos coeficientes de detalhes wavelets varia com a resolucao.

Alta frequéncia

Baixa frequéncia

Figura 4.6. Multiresolucdo Wavelets: do processamento de imagens para otimizacao

(deteccéo de perfis de alta e baixa frequéncia).
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Figura 4.7. llustracdo: espectro de detalhes wavelets.

Por exemplo, nas camadas de resolucdo mais elevadas, coeficientes de baixa

magnitude podem ser importantes. O inverso também pode acontecer nas camadas de
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resolucdo mais baixas. Consequentemente, esse mecanismo deve ser executado
cuidadosamente a fim de ndo degradar e tornar injustificavel o uso desse procedimento.
Percebe-se que os trabalhos reportados no Tépico 4.1 ndo discutem esses aspectos. Por
exemplo, as dificuldades encontradas por SCHLEGEL (2004) e citadas em ASSASSA e
MARQUARDT (2014) podem ser oriundas dessas limitagoes.

A estratégia, sugerida neste trabalho, consiste em acoplar o algoritmo wavelet-
thresholding adaptativo (WtA) ao método single-shooting, no qual o nivel de
discretizacdo das variaveis de controle evolui em elementos com dimensdes variadas.
Tal discretizacdo se modifica a cada iteracdo do algoritmo para melhorar a acuracia da
aproximacdo em determinados pontos especificos no dominio de controle (malha), mais
especificamente em regibes de descontinuidade ou pontos de juncdo. Desse modo, 0
algoritmo proposto utiliza um procedimento automatico para refinar ou para engrossar a
malha, a fim de atingir a acuracia requerida com o objetivo de reduzir o esforco
computacional do algoritmo de otimizacéo e facilitar a etapa de integracdo do sistema
DAE. Dessa maneira, a cada iteracdo a estimativa inicial do perfil de controle é
aprimorada e consequentemente facilita-se a convergéncia para o perfil 6timo. A
necessidade de refinar ou preservar o nivel de discretizacdo da malha depende da
dindmica do processo, a qual pode afetar a qualidade da aproximacéo (da variavel de
controle), e consequentemente, a estratégia de solucdo. O numero e a posicdo dos
pontos da discretizacdo dependem da politica adotada de compressao do vetor de pontos
resultantes da discretizacdo. Comparam-se aqui diferentes métricas para determinacgéo

do threshold configurado na etapa de compressdo da malha.

A metodologia é consolidada em um capitulo de estudo de casos (Capitulo 7) no
qual sdo abordados véarios benchmarks de DAOPs, majoritariamente de engenharia

quimica.

65



Capitulo 5. Introducgdo a Analise Wavelets

Capitulo 5
Introducdo a Analise Wavelets

Neste Capitulo

Topico 5.1. Introducdo as wavelets;

Topico 5.2. Evolucdo da transformada de Fourier
para transformada wavelets;

Topico 5.3. Principais propriedades das wavelets;
Topico 5.4. Familia de wavelets;

Topico 5.5. Introducéo ao procedimento de
thresholding;

Topico 5.6. Em busca do threshold ideal;

Topico 5.7. Critérios thresholdng;

Topico 5.8. Aplicacdes de Wavelets em
Engenharia: da Solugdo de Sistemas de Equagdes a
Otimizacao Dinamica;

Topico 5.9.Resumo do Capitulo.

O objetivo desse capitulo é apresentar as propriedades
fundamentais das wavelets e levantar as suas
principais caracteristicas ja com objetivo de introduzir
as ferramentas numéricas que serdo utilizadas para
intervir nas etapas de discretizacdo nos DAOPs. O
Topico 5.1 apresenta uma breve introducdo a teoria
wavelets. No Tépico 5.2 apresentam-se as
caracteristicas principais das wavelets e suas
aplicacdes. No Topico 5.3 sdo introduzidos os
conceitos da analise multirresolucdo e banco de filtros
digitais que mostram como funciona o algoritmo da
transformada discreta wavelets. O Topico 5.4
apresenta as diferentes bases (familias) wavelets. O
Topico 5.5 introduz os mecanismos do procedimento
de wavelet thresholding para remoc¢do de ruidos e
compressdo. O Topico 5.6 configura a idealizacéo de
um threshold 6timo. J& o Topico 5.7 introduz as
estratégias Sureshrink e Visushrink. O Topico 5.8
apresenta algumas aplicacbes de wavelets como
aproximacdo de funcbes e solucdo de equagdes
diferenciais. Por fim, O Todpico 5.9 sumariza o
capitulo.
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5.1. Introducéo as Wavelets
5.1.1. Histoérico

As wavelets sdo funcgdes utilizadas como ferramentas para processamento ou
manipulacdo de dados com o objetivo de analisar dados em diferentes escalas de
resolucdo, visando principalmente detectar transitoriedades, remover ruidos e compactar
dados. Essas fungBGes possuem certas propriedades especiais que as tornam Uteis para
serem utilizadas como bases de expansdes de func¢des e também como analise numérica
para a solucdo de equacOes diferenciais (BEYLKIN, 1993). Segundo MISITI et al.
(2007), as transformadas wavelets podem ser interpretadas como mecanismos para
decompor dados em suas partes constituintes, permitindo analisa-los em diferentes

faixas de frequéncias e espaco.

O conceito moderno de wavelets pode ser visto como uma sintese de ideias
originadas durante os ultimos 40 anos, proveniente de diferentes areas da engenharia
(VERTELLI & KOVACEVIC, 2007) que foram contribuindo de forma independente
para 0 avanco desse tema. Dentre varios nomes, pode-se destacar DONOHO (1992) e
DAUBECHIES (1992) como grandes colaboradores e também responsaveis para a
insercdo das wavelets como ferramenta para solucionar problemas de engenharia.
BEYLKIN (1993) foi pioneiro em usar as wavelets para compressdo de operadores de
integracdo e derivacdo de equacdes. DAUBECHIES (1992) desponta como uma grande
contribuicdo para os avancgos da teoria de Analise Wavelets e é utilizado como maior

referéncia para a introducéo tedrica abordada neste capitulo.

Embora a primeira mencao as wavelets tenha acontecido em 1909, por Alfred
Haar, as funcbes Haar ficaram no ostracismo por muitos anos e, por um periodo muito
longo, elas continuaram a ser a Unica base ortonormal de wavelets conhecida. Porém,
em 1985, Stephane Mallat concedeu as wavelets um grande impulso através de seu
trabalho em processamento digital de imagens e, inspirado nesses resultados, Meyer, em
1986 construiu a primeira wavelet com propriedades de suavidade, aspecto relevante
discutido no Toépico 5.3. Ingrid Daubechies descobriu toda uma nova classe de
wavelets, que é uma versdo bem mais aprimorada das wavelets Haar, porém bastante

simples de serem aplicadas computacionalmente.
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Pode-se entender que a aproximacédo de uma funcéo por funcGes-base wavelets é
uma evolucdo da expansdo em séries de Fourier. Nas séries de Fourier, o objetivo
bésico é de aproximar uma funcéo f (t) por uma combinacgéo linear de componentes
senoidais, cada um com uma determinada frequéncia. Os aspectos computacionais das
séries de Fourier sdo especialmente atrativos, principalmente por possibilitar a

decomposicgéo de dados em diferentes frequéncias (MORETTIN, 1999).

Para o desenvolvimento dos tdpicos seguintes, destacam-se o livro de
DAUBECHIES (1992), MORETTIN (1999) e BURRUS et al. (1998). Os trabalhos de
KEISER (2005), FREIKAMP (1999), BLANCO (2002), DANGETI (2003) e CAUMO

(2006) também serviram de base para a confecgdo deste capitulo.
5.1.2. Principios Basicos

A transformada wavelets de uma funcdo continua pode ser escrita como:

2 =la ™ [ 11 w(%}dt, abeR a0 (5.0

—00

e de um sinal discreto (transformada wavelets discreta):

0

dnm =[30]™ [ 1 (t) v(aft—mbo )t (5.2)

—0

em que a=ay ",b=mbya,", com a; >0 e by >0 fixos, com mneZ afungdo y €

conhecida como wavelet mde e t e R é a variavel tempo (ou espaco).

Nota-se da Equacdo (5.2) que a transformada wavelets é indexada por dois
parametros. A mudanca do parametro n cobre diferentes niveis de frequéncia, enquanto
a variagdo do pardmetro m move a localiza¢do da analise no tempo (ou espaco) (ver o
esquema da Figura 5.1). Essa transformada é classificada como DWT (Discrete
Wavelets Transform). Definindo a funcdo wavelet indexada por esses dois parametros:

"2y (8"t~ mby) (5.3)

Yn,m :”aO”

reescreve-se a Equacéo (5.2) como:

° Em que || || é a norma euclidiana.
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o0

o= [ F(O)ynmdt (5.4)

—00

em que d, ., é a transformada wavelets discreta de f (t), que resulta em um vetor de

coeficientes d. Consequentemente, a expansdo wavelets (transformada inversa) da

Equacdo (5.2) é escrita como:

f(t): z Z dn,m'//n,m (t) (5.5)
N=—00 M=—00

A magnitude dos coeficientes d,, , traduz a energia do sinal em determinada

posicéo-escala, de acordo com o teorema de Parceval (MORETTIN, 1999):

JIf@fa= 3 3 fdoal (56)

N=—00 M=—00

Conforme mostrado na Equagdo (5.3), :|ao|n/2y/(ao”t—mb0), é possivel
calcular o valor da wavelet a partir do encolhimento (ou expansao) e translacdo de uma
simples funcdo wavelet-mde: . Ao mudar o indice m altera-se a localizacdo da
wavelet no dominio. Esse procedimento permite representar a localizacdo dos eventos
no tempo (ou espaco). Com a mudanca do indice n o formato da wavelet muda de
escala (encolhendo-se ou esticando-se a funcdo), permitindo uma representacdo dos

detalhes em resoluc@es diferentes. Esse comportamento € ilustrado na Figura 5.1.

Y N I
NAVARN\VARNAVARSLY,

A A

Figura 5.1. Representacdo de uma wavelets em diferentes conjuntos localizag&o-escala
(baseado em BURRUS et al., 1998).
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Considerando uma fungdo continua f(t), conforme ilustrado na Figura 5.2, a
primeira etapa (Figura 5.2(a)) consiste em comparar uma determinada wavelet com uma

regido da funcdo, por meio do produto interno:

dnm ()= ()ypmat (5.7)
A segunda etapa (Figura 5.2(b)) é transladar a wavelet e realizar o mesmo

procedimento anterior. Essa etapa é repetida até a total cobertura do dominio. A terceira
etapa (Figura 5.2(c)) é repetir as etapas anteriores para uma escala diferente.

flt) \

d= 0.001
(a) Célculo do coeficiente wavelet em uma determinada regido do dominio.

t
f_“&

T
Dy

(b) Translacdo da wavelet mae.

f(t) \

AN V%
d= 0.01

(c) Mudanca de escala.

Figura 5.2. llustracdo do processo de decomposicéo wavelets (baseada na ilustragéo da
MATHWORKS, 2009).

Conforme ilustrado na Figura 5.2, a medida que se realiza a expansdo, séo

obtidos os coeficientes resultantes de diferentes escalas em todas as regides do dominio.
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As wavelets de baixa escala correspondem a frequéncias elevadas enquanto wavelets de

alta escala correspondem a baixa frequéncia.
5.2. Principais Propriedades das Wavelets
5.2.1 Ortogonalidade

De acordo com a escolha da funcdo wavelet y e dos parametros ag,by, €
possivel construir bases ortogonais em L2 (R)l". Em particular, escolhendo-se ap =2 e

by =1, a Equagéo (5.3) é escrita como:

Vam =2"2p(2"t-m) (5.8)
A escolha desses valores (de acordo com o Teorema de Shannon, MALLAT,
1989) garante a ortogonalidade das funcdes nas multiplas escalas. A vantagem de se
trabalhar com bases ortogonais em L2 (R) é permitir a reconstrugéo perfeita (sem perda
de informagdo) dos dados a partir dos coeficientes da transformada. Logo, ,, ,, € uma

base ortogonal se:

(VnmWix)=0  m=k, n#]j (5.9)
emque mk,n, jeZ.

5.2.2 Admissibilidade

A funcdo w é caracterizada de fato como uma wavelet se for verificada a sua
condicdo de admissibilidade, ou seja, para w R a condicdo de admissibilidade é

escrita como:
[w(t)dt=0 (5.10)

A Equacdo (5.10) mostra que o valor medio da wavelet no dominio temporal é
nulo, 0 que assegura 0 comportamento ondulatorio da funcdo w . O comportamento
ondulatério esta relacionado a wavelet ter suporte compacto, garantindo que a mesma
possui localizagdo espacial, ou seja, a funcdo é diferente de zero somente em uma

determinada regido limitada.

5.2.3 Caracterizacao Local de Regularidade

10 Espaco de funcdes de quadrado integravel.
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Outra importante propriedade das wavelets é a regularidade (que mede a
suavidade). Para determinar a regularidade de uma funcdo wavelet, o niumero de

momentos nulos da mesma € crucial. Uma fungdo wavelet tem L momentos nulos se:

jtpy/(t)dtzo p=0,..,L-1 (5.11)

A vantagem de uma wavelet ter um numero elevado de momentos nulos
significa a mesma apresentar uma alta capacidade de compressibilidade porque os
coeficientes wavelets das escalas mais finas de uma fungdo f (t) sdo essencialmente
nulos onde a funcéo € suave. Isso significa que quanto maior L mais suave (ou regular)
¢ a funcdo e maior o numero de funcBes possiveis de serem representadas com
fidelidade, ou seja, para polinémios com ordem inferior a L, os coeficientes de detalhes
serdo nulos. Para polindmios de ordem superior a L, os coeficientes wavelets terdo
valores elevados onde f (t) ndo for suave, o que permite usar wavelets para detectar

descontinuidades. Esse principio é consequéncia do seguinte teorema:

ldnm] <22 [0 (5.12)

em que C & uma constante que depende de y e de | f| . (DAUBECHIES, 1992).

A ordem de grandeza dos coeficientes wavelets esta associada a suavidade da
funcéo f(t) analisada no suporte de e ao seu nimero de momentos nulos. Dessa
maneira os coeficientes wavelets podem ser indicativos de regularidade das funcbes
analisadas, pois tipicamente sdo despreziveis em regifes de suavidade e maiores em

regides de singularidades (DAUBECHIES, 1992).
5.3. Anélise Multirresolucédo (AMR)
5.3.1 Interpretacdo das Wavelets como AMR

Nessa secdo deduz-se a representacdo das wavelets conforme a teoria de analise
multirresolucdo (AMR). A AMR de um conjunto de dados pode ser compreendida
como uma sequéncia de subespacos {Vn, ne Z} gue aproximam L2 (]R) de acordo com

as seguintes premissas:

(i) VocVicV, c...L3(R) (5.133)
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(i) L*(R)U,V, (5.13b)
(iii) NV, = {0} (5.13c)
A Equagéo (5.13a) indica que ao passar de um subespaco V, para um V;, novos

detalhes séo acrescentados a aproximacao de um sinal, indicando que o subespaco que

representa um nivel superior contém mais informacéo.

A Equacao (5.13b) indica que a unido dos subespacos é capaz de representar as

funcBes pertencentes ao espaco de funcgdes de quadrado integravel L2 (R).

A Equacéo (5.13c) indica que a intersecdo nos subespacgos resulta em um espacgo

nulo.
O espago V,, é gerado pela seguinte expanséo:

V, = span{gzﬁnlm (t)} (5.14)

em que span significa a expansdo de uma fungéo ¢, ,, definida como funcéo wavelet

escala:
() = 2”’2¢(2“t —m) (5.15)
A Equacdo (5.15) mostra que se uma funcéo f" (t) eV, entdo:

fv(t)zzcn,m Pm (t) (5.16)

emque fY significa uma funcdo expandida no espaco V .

De acordo com a defini¢do de V,, na Equagdo (5.14), os subespacos satisfazem a
seguinte condicdo:
fY(t)eV, < fY(2)eVya (5.17)
0 que assegura que os elementos de um espaco sdo suas versoes “dilatadas” no espago

seguinte, conforme ilustrado na Figura 5.3.

Sabendo-se que:

¢0,m(t) = 20/2¢(20t—m) :¢(t_m)
e

hm()=2"2g(2t-m)=/2 g(2t—m) (5.18)
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Figura 5.3. Representacdo da sequéncia de subespacos expandidos por funcdes escala.

De acordo com a Figura 5.3, observa-se que se f"(t)eV, entdo f'(t)eV;.

Isso mostra que ¢(t) em um subespago V, pode ser representado como uma soma

ponderada de ¢(2t) em uma escala V,,,; transladada por k € Z, ou seja:

fo (k)v2 4(2t—k) (5.19)

em que os coeficientes [ (k) sd0 uma sequéncia de numeros reais ou complexos,
nomeados como coeficientes ou filtros escala e \/E mantém a norma unitaria da funcao
#(t) em diferentes escalas (BURRUS et al., 1998). Logo, o filtro (¢ (k) dependera da
expressdao da funcdo escala (no Exemplo 5.1 ilustraremos o procedimento para o

computo do filtro ¢ (k)).

Na AMR, se um conjunto de dados puder ser representado por uma soma
ponderada de funcGes-base ¢(t—k), entdo um conjunto maior, incluindo o original
podera ser representado por uma soma ponderada de ¢(2t—k). Esse aspecto € o
principio que rege a aplicabilidade das wavelets como ferramenta para anélise de sinais
ou fungdes em multiplas frequéncias. Logo, uma informagéo perdida de V,_, para V,, é
representada no subespaco de detalhes W,, que € o complemento ortogonal de V, em
V.1, OU seja, Vi, =V, ®W, sendo @ a soma direta' dos subespagos, conforme

ilustra a Figura 5.4.

O subespago W,, é gerado pela seguinte expans&o:

W, = span {‘//n,m (t)} (5.20)

11 Soma direta @ : Soma de dois espagos ortogonais é nula (KREYSZIG, 1989).
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em que yp () = 2”/21//(2"t—m) (5.21)
A Equagcéo (5.20) mostra que se % (t) e W, entdo:

= dnm¥nm(t) (5.22)

emque f" significa uma funcio expandida no espaco W .

Figura 5.4. Representagédo da sequéncia de subespacos expandidos por fungdes escala e

wavelets.

De acordo com a definicdo de W,, na Equacéo (5.20), os subespacos satisfazem

a seguinte condigo:

fY(t)=w, < fY2)eW,,

Como V4 =V,, ®W,;, W, <V, ;1, logo a fungdo wavelets pode ser representada

por uma soma ponderada da funcéo escala transladada por k :

th (k)v2 4(2t—k) (5.23)

em que os coeficientes hy (k) sd0 uma sequéncia de nimeros reais ou complexos,
nomeados como coeficientes de escala ou filtros wavelets. Como W,, é o complemento

ortogonal de V,, em V,,; surge a seguinte relacéo:

he (K)=(-1) ¢4 (1-K) (5.24)

que conecta os filtros escala aos filtros wavelets.

Logo, a AMR mostra que:

o=+ T (5.25)

e portanto:
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f:fen:an+l+an+2+...+an+N+fen+N (526)

ou seja,

Lo (R)=Vy, ® W, para ngeZ (5.27)
n>ng

em que ny é a resolucédo ou nivel mais baixo e N € a resolucéo (escala) mais elevada.

A Equacdo (5.27) indica que todos os subespacos podem ser deduzidos a partir

do subespaco de referéncia Vi, adicionado a seus detalhes, caracterizador por W, . De

acordo com esse raciocinio, uma funcao pode ser aproximada da seguinte maneira:

f (t) = cho,m¢no,m (t)+ Z Zdn,m‘//n,m (t) (5.28)

em que: h

Cng,m = T f (1) hy,m (1)t (5.29)
e oo

dom = T f(t)wnm(t)dt (5.30)

—0o0

sdo os coeficientes wavelets de aproximacao e detalhes, respectivamente. n e m séo

relacionados por m=0,...,2"-1e n=1,...,N.

S

v v

Ay D;
h 4 v
I

Ay D,

Figura 5.5. Estrutura multirresolucéo de um conjunto de dados S .
O processo de decomposi¢do pode ser iterativo, com sucessivas aproximagoes,

decompondo o sinal em componentes com resolugdes cada vez maiores, conforme

esquematizado na Figura 5.5.
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Na Figura 5.5 o conjunto de dados S é decomposto em conjuntos de
aproximacdo A e detalhes D. A aproximacdo pode ser interpretada como a faixa de

baixa frequéncia. J& os detalhes séo a parte de alta frequéncia. Logo:

S=A+D3=A+Dy+D=A+D3+D,+ Dy (5.31)
Para exemplificar o funcionamento basico da AMR, considere o Exemplo 5.1

gue mostra como se obter os coeficientes de filtro da funcdo wavelets Haar:

Exemplo 5.1. Obtengdo dos coeficientes de filtro da wavelet Haar
(BURRUS et al., 1998)

A funcéo wavelet escala Haar, para o nivel V, pode ser representada por:

¢(t):{l' ostsl, | (5.32)

0, caso contréario

Como ¢(t) Zﬁ (K)V2¢(2t k)

#(t)= (¢ (0)N2p(2t-0)+ (¢ ()V2p(2t-1)+ 0 (2)V2 p(2t—2)+

+05 (K)V2¢(2t-K) (5.33)
Para t=0
$(0)= L1 (0)N24(0)+ (¢ ()V29(-1)+ (1 (2)V2¢(-2)
Logo:

=0 (0)V2-1+ (¢ (1)32-0+¢4 (2)42-0 (5.34a)
Para t=1
#(1)= (¢ (0)N24(2)+ 5 (1)N29(1)+ (¢ (2)32¢(0) (5.34b)
Logo:

=0 (0)V2-0+ (¢ (1)V2-1+¢4 (2)V2-0 (5.35)
Finalmente:

=1/2; (¢ (1) =12 (5.36)

De acordo com a Equagéo (5.24):

he (K)=(-1) ¢4 (1-K) (5.24)

os coeficientes de filtro wavelets resultam em:

e (0)=(-2° £ (1-0)= ¢ (1)=1/2
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he (1) = (<L) £ (1-1)=—(4 (0)=—1/<2 (5.37)
Em resumo, os coeficientes de filtro Haar h; sio:
0)=1/v2 e h; (1)=-Y~2 (5.38)
e os filtros £ so:
=YN2 e (4 (1)=1/2 (5.39)

Como y (t th J_¢ 2t—k), a funco wavelet Haar, para o nivel Wy,

pode ser escrlta como.

1, 0<t<1/2
w(t)=1-1, 1y2<t<1 (5.40)
0, t<Oout>1

O formato dessas funcgdes é representado na Figura 5.6:

AR (g

'l L e —_— 1
CI) ZII. - 1 1 —>
0O 05 1
Funcédo wavelet escala Haar. Funcdo wavelet mée Haar.

Figura 5.6 Wavelet Haar.

Os filtros Haar representam como se relaciona a wavelet de um nivel de
resolucdo com outro. No proximo topico explica-se como usar essas

informacdes para representacdo em mdaltiplas resolugdes.

5.3.2 Banco de Filtros

Devido & estrutura AMR, ndo é necessario trabalhar diretamente com a funcéo-
escala ou wavelet, gracas as propriedades multirresolucdo. Dessa maneira, com 0
conhecimento dos coeficientes de filtro, £; e h; e os coeficientes da transformada
wavelets, ¢ e d, € possivel mapear todo o espectro de um determinado conjunto de
dados. Essa caracteristica motivou o surgimento do algoritmo para aplicagdo da
transformada wavelets discreta (DWT) proposto por MALLAT (1989). A estrutura

basica desse algoritmo é explicada nesse tépico.
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Considerando a Equagao (5.19), ¢(t)=> ( (k)\/§¢(2t —k), ao dilatar e transladar a
k
variavel t temos:

(Z”t m) Zﬁ ((Z”t—m)—k)

que, apos a mudanca de variaveis i =2m+k resulta em:

> ¢4 (K)V2g(2(2"t-m)-k)  (5.4)

k

(2”t m) Zf —2m) f¢(2“+1 ) (5.42)
Ao considerar que:
V, = spn?n{Z”/Z(p(Z”t —m)} (5.43)
ento:
t)=3 Cpigm2 ™Y 2p(2" 1t -m) (5.44)

Em um subespago com resolucéo inferior V,, as wavelets sdo necessarias para

representar os detalhes ndo disponiveis na escala n. Sabe-se que V4 =V,, ®W,,, logo:
t)= ZdnlmZ”/Zy/(Z“t—m)+chlm2”/2¢(2”t —m) (5.45)
m m

onde 2"t mantém a norma unitaria das funcBes-base em vérias escalas (resolugdes). Se
as fungdes wavelets e escala forem ortonormais, os coeficientes escalas de uma
determinada resolucdo n sdo dados por:

Com ={ f (1) (1)) = T f(t)2"g(2"t—m) dt (5.46)

—0

Ao substituir a Equacéo (5.43)

(2"t m) Zﬂ —2m) f¢(2“+1 i) (5.43)
na Equacao (5.46) resulta em:
Com =30 (i—2m) T f(t)Z(n+1)/2¢(2(n+1)t—i) dt (5.47)
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A Equacdo (5.47) € o produto interno da funcdo f (t) com a funcéo escala expandida

no subespaco V.. Logo, pode-se escrever essa Equagéo (5.47) como:

Com :fo (i—2m)cyq; (5.48)
1

Consequentemente a relacdo correspondente com os coeficientes wavelets é:

dim :th (i—2m)cCpyq; (5.49)
1

emque i=2m+Kk.

MALLAT (1989) formulou um algoritmo que associa a obtencdo dos
coeficientes wavelets a partir de uma sequéncia de operacdes estruturadas como banco
de filtros conhecidos como FIR (Finite Impluse Response). Esse procedimento permite
relacionar a transformada wavelets a area de processamento digital, a qual usa artificios
de banco de filtros digitais para tratamento de sinais discretos. Um filtro FIR pode ser
entendido como um operador linear aplicado a convolugdo de um conjunto de dados

discretos:

K

y(tj)=> ¢¢ (K)x(tj-k), §=1...3 (5.50)
k=0

onde K é a ordem do filtro.

Duas operagdes basica de filtros FIR sdo os operadores down-sampler ou

decimacéo e up-sampler ou interpolacéo.

No processo de down-sampling a dimensdo de um conjunto de dados de entrada
é reduzida a um deteminado fator. Esse processo é simbolicamente representado na

Figura 5.7 e exemplificado na Figura 5.8.

— s

Figura 5.7. Downsampler (decimagdo) com fator 2.
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Sinal Original Sinal Decimado
7 T T 2 T
| WWH
0, T&- gﬁm
-1
-2 D
o 20 40 &0 &0 100 120

Figura 5.8. Exemplo da decimacéo de um sinal discreto.

E possivel observar que na decimacdo com fator 2 metade da informacéo é
perdida. Esse é o principio que rege a decomposi¢do de um conjunto de dados de
um nivel refinado (maior escala ou resolugdo) para um nivel mais esparso (menor
escala ou resolucdo). A implementacdo dessas equacbes na estrutura de banco de
filtros é ilustrada na Figura 5.9 que representa a analise ou decomposicdo de um

conjunto de coeficientes ¢, .

> hf_l > Zlf —> dn
Cnyl ———>
> Ef_l > 2l F—— n

Figura 5.9. Banco de filtros de analise de ¢, .

A estrutura de decomposicdo pode ser compreendida entdo por uma sequéncia
de filtros passa baixa £ e passa alta hy decimados por uma fator 2, separando-se

assim os detalhes ndo compreendidos em c,, .

De acordo com a formulagdo desenvolvida no inicio desse topico, a equagédo de

sintese ou reconstrucao pode ser escrita como:

Cn+1,m :ch]i hf (m—2i)+2dn’i Kf (m—2|) (551)

Nesse caso ocorre 0 processo inverso da decomposi¢do, em que agora o objetivo

é reconstruir o sinal a partir das escalas de menor resolucdo por meio da adicdo de
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detalhes. A reconstrucdo € definida como uma sequéncia de interpolacbes (up-

sampling). O processo up-sampling pode ser interpretado como o procedimento de
aumentar a dimensdo de um sinal de entrada ao inserir zeros entre os valores originais

(para uma taxa de 2), ou seja:
y(2t)=x(t;)

y(ztj +1)=o (5.52)

Esse processo é simbolicamente representado na Figura 10 e exemplificado na
Figura5.11.

—s ) f—s

Figura 5.10. Interpolacdo (up-sampling) com fator 2.

Sinal Original Sinal Intepal ada

D; b THL%_

4

0 20 40 40 &0 100 1320 0 20 40 &0 B0 100 120

Figura 5.11. Exemplo da interpolagdo de um sinal.

O processo de reconstrucao do sinal é representado na Figura 5.12:

A4

dy ——> 27

hy

(1-)—) Cn+1

e —f 21

A 4

Figura 5.12. Banco de filtros de reconstrucdo de ¢, .
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Finalmente, o processo de decomposicao e sintese a partir dos coeficientes da

DWT é esquematizado na Figura 5.13:

200
400 —>] 5, P 2l D 100
) —>] ht P 2 i
—> 7 Pl 2l P
200 =31 P 2l P>,
100
Coeficientes da DWT
200
100 b= 2 Pl 400
Ay 27 PP hg 200 ®&—>
c, 2T P Y

Figura 5.13. Filtros de decomposicao e sintese.

Na explicacdo da Figura 5.13 observa-se que nenhuma informacéo é perdida nas
etapas de decomposicdo e sintese. Os coeficientes na escala de maior resolucao
possuem tamanho 400 e a cada etapa de decomposicdo é decimado pela metade. Na

etapa de sintese toda a informacao € recuperada.
Existem diversas estratégias para estimar a escala inicial n para se obter c,,;. A
primeira vista nota-se que:

Camn ={ f (1) (1)) = T f(£)2"%¢(2"t-m)dt (5.53)

—0o0

Porém, nem sempre é fécil realizar esse célculo, pois a maioria das fungbes ¢,,; néo
possui solucdo analitica, e por isso esse calculo é realizado numericamente

(DAUBECHIES, 1992).

Uma ideia mais simples é partir de uma resolucdo refinada o suficiente para que

os coeficientes de detalhes da escala inferior sejam pouco representativos. Logo, 0s

83



Capitulo 5. Introducgdo a Analise Wavelets

coeficientes da DWT podem ser obtidos pela simples amostragem da funcdo original

(BURRUS et al., 1998). Dessa maneira:
cnm =(f(t).dum(t) = f(tn), m=0,.,2N-1 (5.54)

sendo N a escala de maior resolucdo. Normalmente a escala mais refinada é

N =log, (ns) em que ng é o nimero de elementos de f (t).

A obtencédo dos coeficientes de detalhes é importante para detectar os principais
aspectos do conjunto de dados e antes da etapa de sintese pode-se eliminar ou alterar
esses coeficientes, de acordo com a necessidade. Esse procedimento é explicado no

proximo Topico 5.5.

O Exemplo 5.2 mostra como obter a DWT Haar de um vetor discreto

f(t), i=1...,ng,com ng =8.

Exemplo 5.2. Exemplo Deduzido da DWT Haar

O objetivo desse exemplo € mostrar como se calcula a DWT da funcao

f(t), i=1...,ns usando a fungdo wavelet Haar. Considere que:

f(t)y, , =[L0.-321012] (5.55)
Os coeficientes de filtro da funcéo Haar (de acordo com o exemplo 5.1) sdo:
£1(0)=YNZ, £{(1)=1N2, hy (0)=1/\2 e hy (1)=-1/N2,

O primeiro passo é calcular a escala mais refinada:

N =log, (ng) =log, (8) =3 (5.56)
Logo, de acordo com a Equacéo (5.54):

cnm = f(ty), resultando em:

C3m=0..7 =[10,-3,21,0,1,2] (5.57)
Como, de acordo com a Equacao (5.49):

Com =2 L¢ (i—2m)cp,q;, entdo:
i
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Cog=L1 (0)Cg0+ (1 (1)ca1 =[(1/N2)-U+[1/v2)-0]=1/\2 (5.58)
Cor =L (0)cao+ 0 (1)c33 =[A/V2)--3]+[(1/V2)- 2] =-Y/\2 (5.59)
Cop =Lt (0)C3a+ 0t (L)Cg5 =[(1/~2)-1]+[1/\2) -01=1/V2 (5.60)
co3=C1 (0)cas+ (1 (L)ca =[W/V2) U+[W/V2)-2]=3/12 (5.61)

De acordo com a Equacao 5.49:

th —2m)Cyyq, ENtEO:

dp0 = hy (0)cz0 +hy (1)1 =[(1/V2)- U +[(-1/v2)-0]=1/V2 (5.62)
dpg =hy (0)csp +hy (1) 35 =[(1/V2)-—3]+[-(1/2)-2]1=-5/2 (5.63)
dy o =t (0)cg 4+t (L)cs5 =[(1/V2) - 1+[(-Y/+2)-0]=1/V2 (5.64)
dp3 =y (0)ca5+hy (1)cgs =[1/~2)-U+[(-1/2)-2]=-1//2 (5.65)

Obtém-se entdo os coeficientes de aproximacdo e detalhes no nivel de resolucéo
n=2.

Essa operacdo pode ser representada matricialmente por:

[ Cho | [0:(0) (4() O 0 - 0 0 1T charo |

Cn1 0 0 £(¢(0) ;@) - O 0 Cn11

: : : : : : : Cht1,2

Con 0 0 0 0 - £:(0) £:()|]| Cruas3

n,2"-1 _ f f . ”J:r (5.66)
dn o he(0) hf@ 0 0o - 0 0 -

dn1 0 0 h{(© hi@ - 0 0

: . C .n

- : : : o0 0 n,2"-2
Ghora] [ 00 0 0 0 o h(0) he@]|Chona]

Aplica-se 0 mesmo procedimento para obter os coeficientes de resolugcdo mais baixa

n=1apartirde n=2:
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1/¥2 142 o 0 1/2 |

Clo 0

ai| | O 0 U2 12 |[-1/42 | 2 (5.:67)
do| [1/V2 -1/2 0 0 12| | 1

Gi) | o o w2z -u42]| 314z Lt
E para os coeficientes de resolugéo mais baixa n=0 a partirde n=1:
{CO’O}F/\/E L2 HO}{ \ﬂ (5.68)
doo | |1/42 -1/42] 2] |2

Nno processo inverso, ou seja, a etapa de sintese é obtida pelo inverso da operagéo

apresentada.

Como:

f(t)zzcno,m¢n0,m (t)"' Z Zdn,m‘//n,m (t) (5.69)
m n=n; m

é possivel representar a funcao pelos coeficientes obtidos.
Obtendo-se os coeficientes, é possivel analisar as caracteristicas de f (ti)’izl,...,ns

no espaco wavelets e entdo fazer a transformada inversa:

oo ] [(r@ @ 0 0 00 Cno

Cns1l 0 0 (¢(0) (4@ -~ O 0 Cny

Cni1,2 : : s b : : 5

Gz | | 0 0 0 0 (¢ (0) ¢ (D) . Ch2"1 (5.70)

: he@ hi@ 0 0O - 0 0 do |

0 0 h{(© hi@ -~ 0 0 dns

e e :

C2ra] | O 0 0 0 he© he@ | [9n2raa ]

5.4 Familia de Wavelets

As fungdes wavelets diferem substancialmente entre si, em caracteristicas tais

como ordem dos filtros de decomposicao, existéncia ou ndo de forma analitica, tamanho

de suporte, momentos nulos, ortogonalidade, possibilidade de implementacdo do

algoritmo de Mallat, etc. Todas estas distingdes obviamente fazem com que cada fungéo

seja mais ou menos adequada para um determinado tipo de anélise.

Na maioria dos casos, as fungbes wavelets ndo possuem expressdo analitica,

sendo necessarios métodos numéricos para seu computo. No entanto, o algoritmo DWT
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de Mallat, apresentado anteriormente, ndo é limitado por esse aspecto, sendo necessario

apenas o conhecimento dos filtros das wavelets, conforme exemplificado no Topico

anterior.

As condicOes necessarias e suficientes para a construcao das wavelets envolvem

varios aspectos como mencionados no Tépico 5.2. Uma descricdo detalhada desse

assunto pode ser consultada em BURRUS et al. (1998).

As wavelets Daubechies sdo bastante mencionadas na literatura e largamente

utilizadas para processamento de imagens. Essa familia de funcGes estd dividida de

acordo com o nimero de seus momentos nulos N, Figura 5.14.
Na Figura 5.14 visualiza-se que quanto maior o numero de
mais comprimida e suave ¢ a funcédo wavelet Daubechies.

Wawelets Daubechies
2 T T T T T

Wavwelet mée
15p P —— Wauwelet escala

15 : : : : :
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
(a) Daubechies 2.
Wawelets Daubechies
2 T T T 5
— Wawelet mae
151 ———— Wawelet escala 7

1.5 e e r r

(b) Daubechies 3.

momentos nulos,
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Wawelets Daubechies
1.5 T T T T T T

Wawelet méae
o~ ~— Wavelet escala

(c) Daubechies 4.

Figura 5.14. Familia de fungdes wavelets Daubechies.

Outras fungbes bastante difundidas sdo as wavelets biortogonais, Meyer,
Coiflets, Symlets, Morlet, Gaussiana, Shannon, etc. (DAUBECHIES, 1992). A Figura

5.15 ilustra algumas wavelets (wavelet mae e funcéo escala).

Wawelets Meyer
1.5 L L N L L

Wavwelet mée
— Wawelet escala

0.5 -

-0.5 -

(0] 20 40 60 80 100 120

(a) Meyer.
Wawelets Symlets
1.5 T T T T
" — Wawelet méae
— Wawelet escala |

'
N

(b) Symlets N=2
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Wawelets Coiflets

— Wawlet mae
— Wawelet escala |

(c) Coiflets N=2

Figura 5.15. llustracdo de outras funcGes wavelets.

Exemplo 5.3. Analise de um sinal (usando pacote wavelets MATLAB
7.6°).

Considerando um sinal discreto y de 100 pontos, com as seguintes

caracteristicas:

x [-5,5] (5.71)

A forma de Y(X) é mostrada na Figura 5.16.

. [
[

-0.2

-0.4
-5

Figura 5.16. Funcdo do problema-exemplo 5.3.
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Decompos-se Y(X) usando uma fungdo wavelet Haar em trés

niveis de resolucdo, conforme mostrado na Figura 5.17.

5
v A
Ay Dy
A 4 \ 4
Az D,
w h 4
Ay D,

Figura 5.17. Decomposicdo de y(x) em trés niveis de resolucao.

Na estrutura da Figura 5.17 os ramos da esquerda representam as

aproximagdes enquanto os ramos da direita sdo os detalhes.

Na Figura 5.18 é possivel observar que o sinal decomposto em trés niveis,
no primeiro ha maior riqueza de detalhes, enquanto que no ultimo nivel o
nivel de detalhes é menor. E possivel também analisar os locais em que 0s
coeficientes de detalhes sdo mais expressivos (frequéncia elevada).

1

08

06

S 04
02

0

02

08

06

A 04

02

0

O T | £, -~ TR W 5 ¢ 3 M Pt LM AN Y D o) LS | & & A S T
10 20 30 40 50 6 70 8 9% 100 0 20 3 40 5 6 70 80 9% 100

Figura 5.18. Gréficos das aproximagdes e detalhes do sinal S.
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Na Figura 5.18, o primeiro gréfico da coluna da direita mostra o
diagrama de coeficientes wavelets em cada nivel de detalhes. Os pontos
mais escuros representam os coeficientes mais elevados, enquanto 0s mais
claros correspondem aos de menores valores. E possivel observar que para
este exemplo, os coeficientes mais expressivos estdo na regido de maior

descontinuidade do sinal.

A vantagem de se decompor o sinal em diferentes niveis é que ha
diferentes maneiras de reconstruir o mesmo. Por exemplo, se retirar todos
os detalhes, a reconstrucéo sera representada apenas pela aproximagao A; .
Outra maneira € selecionar somente alguns coeficientes de detalhes,

conforme discutido no préximo tépico.

5.5. Introducéo ao Procedimento Thresholding

A ideia original da remocéo de ruido de sinais, envolvendo wavelets, surgiu na
década de 1990 a partir dos estudos de DONOHO (1992, 1993, 1995) e DONOHO e
JONHSTONE (1994, 1995). O objetivo desses autores foi obter um procedimento de

reconstrucéo seletiva do sinal, de modo a eliminar o ruido presente.

O maior desafio desses métodos é estimar a quantidade de ruido presente em um
conjunto de dados. Para isso, 0s autores propuseram um critério baseado na estimacéao
adaptativa do ruido (ver também MORETTIN, 1999; JANSEN, 2000 e MISITI et al.,
2007), que se baseia nos seguintes passos: (i) transformacdo dos dados para o dominio
wavelets aplicando a DWT; (ii) eliminacdo dos coeficientes menos representativos (de
acordo com um limiar ou threshold calculado); (iii) transformada inversa dos dados,

IDWT .

Os passos (i) e (iii) foram tratados nos topicos anteriores. Ja este topico aborda
os aspectos do tratamento dos coeficientes de detalhes wavelets, passo (ii). E unanime
entre diversos pesquisadores da area que esta etapa é primordial para o sucesso da
aplicacdo das wavelets, pois € na verdade o que justifica a aplicacdo da ferramenta. Em
particular, o estudo desses critérios aplicados a analise wavelets de dados resultantes de

processos de discretizacdo ainda néo foi realizado.
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Supondo que a um conjunto de pontos discretos, z :{zl,zz,...,zns} séo
incorporados ruidos n= {771"721---’77ns } 12 0u seja,
Z=5S+1 (5.72)
em que s :{sl,sz,...,sns} ¢ o sinal sem ruido. Supondo-se que o vetor de ruido tem
distribuicdo normal n~N(0,62) com desvio padréo o, a DWT de z pode ser escrita
como:
DWT(z)=DWT (s)+DWT(n) (5.73)
em que DWT(z)=d, DWT(s)=0,e DWT(n)=w. Logo:
d=0+w (5.74)

sendo 0 o vetor de detalhes wavelets e w o residuo.

O procedimento thresholding pode ser escrito como:
ds =Thr(d,s)-d (5.75)
em que ds sdo os (thesholded) coeficientes filtrados e Thr(-) ¢ uma regra

thresholding que depende do valor de threshold &, em que 6<R. Logo, a regra

thresholding pode ser escrita como:
Thr(dpy ;. 8) =dp m —5gn(dp ) (5.76)
em que sgn(-) é uma fungéo suave definida como:

-1 se dyp<-9d
sgn(dym)=1 0 se  dypye[-5,9] (5.77)
1 se dyp>39

Depois do procedimento de thresholding calcula-se a transformada inversa:
S5 =iIDWT(ds) (5.78)
Em linhas gerais, o theshold “6timo” deve ser calculado de maneira a minimizar
0 desvio médio quadréatico entre 8 e d, ou seja:

Ns

1 2
Fy=—" (ds, -61) (5.79)
S <
i=1

O problema é que 0 é desconhecido. Logo, o Fs deve ser estimado:

12 Define-se Ng propositalmente para futuras aplicagdes de thresholding em vetores de Ng estagios
(perfis de controle) .
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nS
R(d5,6):E(F5):éZE(d5i —6})2 (5.80)
i=1

em que R e definido como a fungdo risco e E ¢ a esperanca de Fs.
Como a DWT é ortogonal, R(ds,0)=R(ss,s).

5.6. Em Busca do Threshold Ideal (MISITI et al., 2007)

5.6.1. Estrategial

Utilizando a formulagdo apresentada no topico anterior, esbocga-se neste tdpico a
estratégia de thresholding ideal. Por conveniéncia utiliza-se a mesma notagdo utilizada

no topico anterior.

O objetivo € estimar s (até entdo desconhecida) de maneira a minimizar o risco,
definido como o desvio médio quadratico entre a fungdo s, e sua estimativa Sy,

lembrando que ss =iDWT(ds). Logo:

ns
R(Sé‘,S)ZéZE(Séi s )2 (5.81)
i=1

Uma ideia de estimacdo de uma funcdo s consiste em propor estimadores de
acordo com a seguinte expansdao em bases wavelets (conforme definido nos tdpicos
anteriores):

S:cho,m Png.m (t)"'zzan,mdn,m Vnm (1) (5.82)

n n=n, m

em que aqui d(gnym =0pmdpm, sendo ¢, , € R um fator de ponderagao.

Escolhe-se &,y @ fim de minimizar R(ss,s). Considerando uma escala n fixa,

reescreve-se 0 risco como:

2 2
R(ss.9) = ZE(an,m dnm ¥nm —6hm ‘//n,m) = ZE(an,m dym _en,m) (5.83)
m m
Sabendo-se que, d=0+w, a Equacéo (5.83) & escrita como:
2
R(s5,8) = 2 E(a@nm (6hm +Wnm)~Onm) (5.84)
m

Simplificando a notacéo, substituimos os indices m,n por i:
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R(s5.5) = Y E( (6 +w)-6)" (5.85)
Logo: |
ZE(O{i (6’, + W )—(9i )2 = Z(@iz (1—C¥i )2 + CXiZEWi2 — 29| (l—oq )OCi EWi ) (586)

i
Considerando que Ew; =0 (média zero) e Ewi2 =o? (variancia az), a funcdo
risco é definida como:
R, E(e (6 6)Y = 6%(1-¢ ) + 02y o2 5.87
ideal 56’ Z (al +W) ) —Z i ( al) +o Zoﬁ (5.87)
i i
Nota-se que a minimizagdo de Rigeq (Ss,S) implica em:

0
6_ai Rideal (55 ) S) =0 (588)

O que resulta no valor 6timo de ¢;:
:9,2/(a,2+02) (5.89)
Analisando a estrutura do valor 6timo de ¢;, percebe-se sua dependéncia com

6; que sdo os coeficientes da funcdo desconhecida s. Logo, é preciso conhecer 0s

valores de &, para implementacéo do método.
5.6.2. Estratégia ll
Uma segunda ideia para a busca do threshold 6timo segue abaixo:

Definindo 1={ie{L2,..,ns}| =1} o conjunto de indices selecionados

(quando 6 >> o), é possivel reescrever a Equagéo (5.87) como:

Rigeal (d5.0)=> 6% +> o° —232+card (5.90)
iel iel igl 9»6
G<<o

em que card (1) é o nimero de elementos do vetor I.

2 ¢ a exclusdo custa

A Equacdo (5.90) indica que a selecdo de i em | custa o
62 . Portanto, R(ss,s) é minimo apenas se os indices |6 > o aparecerem em 1. Isso
significa que ha uma estratégia 6tima (ideal) de selecdo dos coeficientes, caso se
conheca os valores de 6, e o. A politica de thresholding de uma variavel &, nesse

caso, ¢ preservar somente |6, |> o .
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Existem diversas estratégias para a escolha do threshold otimo (como
Sureshtink, Visushrink, Minimaxi, Cross Validation, Bayeshirink etc.). Essas estratégias
sdo constantemente utilizadas para remocdo de ruidos de imagens e compressdo de
dados (DANGETI, 2003). Nos tdpicos a seguir, explicam-se as principais estratégias

apresentadas na literatura: Visushrink e Sureshrink.

5.7. Critérios Thresholding
5.7.1. Visushrink

DONOHO (1992) desenvolveu uma metodologia para estimar um nivel de
threshold de um sinal a partir do modelo de ruido branco. Os autores apresentaram
algumas regras para selecdo do threshold, entre elas a mais popular chamada "regra do
threshold universal” ou Visushrink. O termo é em referéncia as boas propriedades
visuais da reconstrucdo obtida pelo thresholding dos coeficientes wavelets resultantes
da DWT aplicada ao processamento de imagens. Essa metodologia parte da ideia de
selecdo de certos coeficientes prospectivos, 0 que seria o papel do pardmetro « na

Equacao (5.89).

A estratégia adotada por DONOHO (1992) para estimar o valor do threshold,
independentemente do conhecimento de &; foi utilizar diretamente o modelo do ruido
branco, apresentado no topico anterior:
d=0+w (5.74)

Nesse caso, o threshold é definido como:

8% = o,f2In(n;) (5.91)

em que ng é o0 nimero de elementos da amostra, §" 6 o threshold (Visushrink) e o €0

desvio padréo do ruido.

Em JANSEN (2001) é possivel verificar a deducdo de que 5”5 tende minimizar

R(ss,s) quando ng — .

O valor de 6% :GQ/Z In(ng) vem da Teoria de Valores Extremos
(LEADBETTER et al., 1983). Essa teoria especifica possiveis formas para o limite da

distribuicdo de méximos de sequéncias.
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Ao definir W)= max(vvl,...,wns ) a convergéncia da probabilidade de
[Winax||< & € definida como:
P {[ W] <5} = P{w <8, wp <5,..., Wy, <5} =F (5) (5.92)

em que F representa a distribuicdo P{”WmaX” < 5} . O interesse dessa teoria ¢ estudar o
comportamento de F para valores elevados de ng. Fisher e Tippett descobriram que ha
trés familias para F que sdo classificadas como distribuiges de valores extremos. Essa
classificagdo independe da propria distribuicdo de d, sendo diferenciadas apenas por

constantes de normalizacao definidas abaixo:
Segundo (LEADBETTER et al., 1983), para o caso de distribuicdo N (0,0) :
-5
—€
P (o, (el -ty ) <3} = 599

As constantes sdo escritas como:

2y, =+/2In(n) (5.94)

by, =(21n (ns))ll2 —%[Z(In(ns))_ll2 sns} (5.95)
sn, =In[In(ng)]+In(47) (5.96)

O que implica em:

P (|Wmax| < o2 1 (ng) ) =1 (5.97)

S—>0

Isso significa que o threshold am tende a remover todos os coeficientes
com N (0,0). Uma discussdo mais detalhada sobre a teoria de valores extremos pode
ser conferida em KOTZ e NADARAJAH (2000).

A estratégia Visushrink carrega o fardo de eliminar muitos coeficientes de
detalhes em niveis de resolucdo elevados, ou seja, um melhor desempenho poderia ser
obtido se valores pequenos de threshold fossem utilizados em niveis de resolucéo
maiores. Em outras palavras, dependendo dos dados a serem analisados, essa estratégia
pode ser muito agressiva ao eliminar coeficientes de detalhes importantes para

conservar as caracteristicas principais de um sinal.
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Note que o threshold e :GJZ In(ns) necessita do célculo explicito de o, que
€ 0 desvio padrdo de possiveis ruidos presentes. Como esse valor é desconhecido,

geralmente utiliza-se a mediana do desvio absoluto como estimador, ou seja:
o~k MAD (5.98)

em que MAD é a mediana do desvio absoluto, ou seja:
MAD = mediana; (Hw, - mediana(w)“) = mediana (W] ) (5.99)

sendo x ~1,4826 . O valor de x é deduzido abaixo:

Prova de que x ~1,4826 :

Nota-se que para distribui¢cbes normais:

P(H&H < MAD) =12 (5.100)

(I2

Como ®@(y)=P(|z|]<y)=c éadistribuigio cumulativa de .

ou

<

MAD) (” ”<MAD] 12 (5.101)

e também:

®(y)=P(a<y<h) (5.102)

Logo,

cp(wj_q{_wj:yz (5.103)
O (@2

sendo que @(—wj 1- db(—wj (5.104)

O o

Logo:

(I)( MAD) {1 CD( MAD)} 1/2 (5.105)
o o

Consequentemente:
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q{wj _3 (5.106)
o 4

Como ®(y)=c e ®*(c)=y, logo:

MAD _ cD—l(ﬁ) (5.107)
o 4
Logo,
(3
K~® (ZJ =1,4826 (5.108)

Geralmente, estima-se o ~x MAD a partir dos coeficientes do nivel wavelets
de maior resolucdo onde teoricamente as oscilagdes de maiores frequéncias sdo mais

faceis de serem detectadas.
5.7.2 Sureshrink

Uma estratégia de thresholding baseada no SURE (Stein’s Unbiased Risk
Estimator) — (STEIN, 1981) foi proposta por DONOHO e JOHNSTONE (1995) e é
conhecida como Sureshrink. Esse método é uma combinacdo entre a estratégia
Visushrink, apresentada no topico anterior, e o estimador SURE. Os pesquisadores
mostraram que o método SURE origina um estimador ndo tendencioso e que minimiza
uma funcdo de risco para um valor de threshold particular; ou seja, para um dado

conjunto de dados, o threshold é aquele que apresenta o menor risco.

Considere novamente o risco definido pela Equacdo (5.80):

Ns
R(dg,e):éZE(d5i -6) (5.80)
i=1

STEIN (1981) propds uma estimativa ndo tendenciosa do desvio médio
quadréatico de um estimador de 0, ou seja, 0 SURE € uma maneira de avaliar a acuracia
de um determinado estimador. Para ser mais especifico, assume-se que um estimador da
forma:
6=ds=d+w(d) (5.109)

em que » € uma funcgdo diferenciavel.
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O SURE é avaliado como:
A 6 d
SURE(8) =E(Jd+(d)-8]) =62+ E(Hw(d)”)z +2Z%i') (5.110)
i

DONOHO e JOHNSTONE (1995) mostraram que quando:

ds =Thr(ds,5)-d (5.75)
em que:
Thr (dy . 8) = dp i —8 590y ) (5.76)

e sgn(-) é uma fungéo suave definida como:

-1 se dyp<-9d

sgn(dym)=1 0 se  dype[-5,9] (5.77)
1 se dyp>9

0 SURE pode ser escrito como:

nS
SURE (dg) = ng - 2#{i:[d; [ <5} + ) min(] &) (5.111)
i=1

em que # é uma funcdo indicadora definida como:

#(x) - 1, sex é verdadeiro (5.112)
10, sexéfalso |

A estratégia Sureshrink se baseia entdo em escolher 6 de maneira a minimizar o

SURE. Esse calculo é realizado em cada nivel e decomposi¢do wavelets, ou seja:
SS _ :
o =argmin,_ s SURE (5.113)

A Equagdo (5.113) mostra que o threshold 6timo é resultado da minimizagédo do
SURE com & entre 0 e 5*°. Esse calculo é adaptativo, ou seja, é realizado para cada

nivel de resolugdo wavelet separadamente. Geralmente, 5>

é multiplicado pela
estimativa da variancia do ruido presente em cada nivel de resolugdo. A estimativa da

variancia é realizada de acordo com o procedimento explicado no topico anterior.

A Figura 4.8, ilustrada no Capitulo 4 exemplifica 0 computo do 55 para 4

niveis de resolucdo diferentes.
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resolucao baixa
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Figura 4.8. llustracdo: espectro de detalhes wavelets.

Note na Figura 4.8 que no critério adaptativo o valor de threshold varia com o

nivel de resolucdo. Em outras palavras, cada nivel € avaliado independentemente.

Ha diversos estudos sobre a politica de thresholding para compressdo de dados e
remocdo de ruidos de sinais. Dentre esses, pode-se citar: ABRAMOVICH e
BENJAMINI (1996), HALL e PATIL (1996), AZZALINE et al. (2005), ROSAS-
OREA et al. (2005), GHANBARI e KARAMI-MOLLAEI (2006), LUISIER et al.
(2007), XU et al. (2009), BARTUSEK et al. (2011).

JANSEN (2000) comparou as estratégias Visushrink e Sureshrink aplicadas a
compressdo de imagens. Também foi introduzida uma nova estratégia definida como
Cross Validation Generalizada. O pesquisador mostrou que a General Cross Validation
a Sureshink sdo bons estimadores do risco, sendo que a General Cross Validation
possui a vantagem de ndo precisar estimar a variancia do ruido desconhecido.

WIELAND (2009) comparou os trés métodos para remogéo de ruidos sonoros.
Foi concluido que para sinais pouco ruidosos, em geral, o Visushrink obteve melhores

desempenhos. Ja para sinais muito ruidosos, o Sureshrink mostrou-se mais eficaz.

BARTUSEK et al. (2011) testou oito tipos de wavelets para remocao de ruido
de imagens. Nesse estudo foram combinadas cada wavelet com a politica de hard e soft
thresholds. Os resultados indicaram que as wavelets Haar sdo mais indicadas para

remocao de ruido de imagens simples (com poucos detalhes). As wavelets Daubechies e
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bi-ortogonais mostraram-se Uteis para imagens mais complexas, com elevado nivel de

detalhes.

E importante notar que as estratégias thresholding aqui apresentadas e os
algoritmos baseados em discretizacdo wavelets aplicados a solucdo de DAOPs,
conforme introduzido no Capitulo 4 (BINDER et al., 2000; SCHLEGEL, 2004;
SCHLEGEL et al., 2005; ASSASSA e MARQUARDT. 2004), sdo temas intimamente
intricados. Sob esse prisma, nos proximos dois realizaremos um estudo mais criterioso

sobre essas aplicagdes.

No exemplo a seguir, sdo aplicadas diferentes métricas de avaliacdo do threshold

para 0 mesmo sinal estudado no exemplo 5.3.

Exemplo 5.4. Comparacao entre os métodos Visushrink
(UNIVERSAL) e Sureshrink.

Considerando um sinal discreto y de 100 pontos, com as seguintes
caracteristicas:

1, x=0
y(x)=1 sen(nx)

X

20 xe[-55] (5.114)

A forma de Y(X) é mostrada na Figura 5.19.

1

— Original

0.8r

0.6+
0.4r
>

0.2+

0

-0.2+

04 r r L r
0 20 40 60 80 100
pontos

Figura 5.19. Funcdo do problema-exemplo 6.1.
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sendo que ha 100 pontos discretos entre o intervalo de -5 a 5.

Decompos-se Y(X) usando uma fungdo wavelet Haar até o méximo nivel
de resolucdo 6. O espectro de detalhes dessa decomposicao é mostrado na

Figura 5.20.

Coeficientes da transformada wavelets

T T T T T

Nivel

1 ] ! I ! ! 1

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5.20. Espectro de detalhes do problema-exemplo 5.4.

Na Figura 5.20, no eixo vertical tem-se os seis niveis de decomposi¢cdo
em ordem crescente de cima para baixo, enquanto que no eixo horizontal
tem-se 0 nimero de coeficientes de detalhes. Nota-se a concentracdo de
detalhes (retangulos escuros) na regido central do sinal, que € onde ha

maior nivel de descontinuidade.

Na Figura 5.22 ilustra-se o resultado do thresholding utilizando o
Visushrink: Ao comparar a Figura 5.23 a Figura 5.21 nota-se que o
método Sureshrink & mais conservador que o método VIsushrink,
preservando maior quantidade de coeficientes de detalhes em regides
préximas as descontinuidades. Ao aplicar a transformada wavelets

inversa, compara-se ambos 0s sinais comprimidos na Figura 5.24.

Coeficientes da transformada wavelets sem ruido

Mivel

|
10 20 30 40 &0 B0 70 80 80 100

Figura 5.21. Espectro de detalhes do problema-exemplo 5.4 depois da

decomposicdo filtragem usando Visushrink.
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0.8

0.6

0.4

0.2

..........

T T

—Original

........... Comprimido

Sureshrink:

pontos

100

Coeficientes da transformach wavelets sem ruico

Figura 5.22. Comparagéo entre o sinal original e o sinal comprimido.

Comparou-se também o mesmo procedimento adotando o método

M el

10 20 30 40

50 &0 ¥0

a0

decomposicdo filtragem usando Sureshrink.

0.6

0.4

— Original

---------- UNIVERSAL

i ---- SURE

-0.4 ’
0 20

pontos

(problema-exemplo 5.4).

100

100

Figura 5.23. Espectro de detalhes do problema-exemplo 5.4 depois da

Figura 5.24. Comparagéo entre o sinal original e o sinal comprimido
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5.8 Aplicagdes de Wavelets em Engenharia: da Solugdo de Sistemas
de Equacbes a Otimizacdo Dinamica

Este topico expde algumas aplicacdes de wavelets para solugdes de sistemas de
equac0es diferenciais parciais, PDEs e ODEs com duplo valor de contorno. Considera-
se importante citar alguns trabalhos dessa area, pois a partir dessas aplicacdes que as
wavelets passaram a ser exploradas como alternativa numérica de solucdes de equagdes
diferenciais (tanto como funcgdes-base como ferramenta para tratar a politica de

discretizacdo) e também problemas de otimizacédo e controle étimo.

BEYLKIN (1993) introduziram as wavelets como ferramenta numérica pra
representar operadores (polinomiais, exponenciais, inversa, raiz quadrada etc.). O autor
descreve como representar operadores diferenciais e integrais em bases wavelets. A
ideia € representar tais operadores, que sdo escritos por matrizes densas, em sua forma

numérica, por matrizes esparsas, resultando em algoritmos mais velozes.

Ha& varias aplicacdes das wavelets para solucdo de sistemas de PDEs e ODEs.
Segundo FRAZIER (1999), a aproximagdo numérica de algumas classes de PDEs por
essa ferramenta resulta em duas propriedades desejaveis para o sistema resultante da

discretizacdo: esparsividade e baixo nimero de condicionamento das matrizes.

Nos anos 1990, com a evolugdo e amadurecimento das wavelets surgiram alguns
trabalhos, citando os principais: BERTOLUZZA e NALDI (1994) e VON WATZDORF
et al. (1996) cujo objetivo seria a aplicacdo dessa ferramenta para solucionar sistemas

de PDEs.

Tal estratégia tem sido implementada como métodos de colocacdo, como
sugerido por BERTOLUZZA e NALDI (1994) ou por métodos Galerkin como fez
JAFFARD (1992). H& também uma terceira linha de pesquisa conhecida como
interpolacdo wavelets como descrito em KARAMI et. al. (2008) e KUMAR e MEHRA
(2007).

JAFFARD (1992) utilizaram wavelets do tipo Meyer para discretizar problemas
elipticos com condi¢bes de contorno de Neumann e Dirichlet (RICE e DO, 1994). O
autor elaborou um procedimento que consiste em utilizar o método de Galerkin, com a

utilizacdo de bases wavelets Meyer. Segundo o autor, essa metodologia, além de
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representar o problema de forma esparsa, gera automaticamente operadores bem
condicionados. FRAZIER (1999) dedica um capitulo de seu livro ao método Galerkin-
wavelets. Esse método foi também estudado por BRIESEN e MARQUARDT (2003),
BINDAL et al. (2003) e OROPEZA (2007).

BERTOLUZZA e NALDI (1994) descreveram um método de colocacao
baseado em fungdes de autocorrelacdo das wavelets Daubechies para solucionar
sistemas de PDEs. Tais fungdes foram sugeridas para facilitar o tratamento das
condicdes de contorno e tambem tratamento de ndo linearidades. CRUZ et al. (2001),
LIU et al. (2001), CHEN e HSIAO (1999) e LEPIK (2005) também utilizaram um

procedimento semelhante.

Apesar do avango das wavelets para solucionar sistemas de equacOes
diferenciais, ha autores que questionam a viabilidade do método, principalmente para o
tratamento de ndo linearidades, tornando o problema desnecessariamente complicado
quando tratado com expansdo em série wavelets, além disso, 0s autores citam também
dificuldades quanto o tratamento das condi¢cdes de contorno dos problemas. Esse
aspecto foi verificado em BINDER (2002) ao solucionar problemas de otimizagdo
dindmica com aplicacdo de expansdo wavelets, fato que o desencorajou a usar tal

procedimento.

Outra maneira de explorar a caracteristica das wavelets € utiliza-las somente
para atualizar ou intervir na discretizacdo de métodos como diferencas finitas. Logo, o
procedimento consiste em utilizar as wavelets apenas como ferramenta de identificacdo
de pontos de descontinuidade. Por exemplo, BLANCO (2002) considerou um esquema
adaptativo para a solucdo numerica de PDEs. Em cada passo de tempo, a malha espacial
e irregular é escolhida dinamicamente de maneira a apresentar mais pontos nas zonas
onde o comportamento da solucdo seja brusco, e menos pontos onde seja suave. Para a
deteccdo de tais regibes utilizou-se os coeficientes wavelets como indicadores de

regularidade local.

Indubitavelmente, mesmo percorrendo caminhos diferentes, todos esses
trabalhos do inicio da década de 1990 contribuiram de modo substancial para aplicagdes

das wavelets para solucdo de problemas de célculo variacional e otimizagdo dinamica.
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Verifica-se entretanto duas abordagens diferentes para essa aplicabilidade: (i) aplicacédo

para discretizacao total e (ii) aplicacdo para etapa complementar a discretizacao.

De acordo com esta revisdo, CHEN e HSIAO (1997) foram os primeiros a
explorar as funcionalidades das wavelets para solucionar problemas de calculo
variacional. Os autores utilizaram as funcbes Haar para estabelecer uma matriz
operacional para o operador de integracdo, utilizando uma espécie de método de
quadratura numérica para integracdo. Nesse ambito, foi possivel representar o problema
no proprio dominio wavelets, calculando os coeficientes de detalhes 6timos. Esse
procedimento também foi desenvolvido para resolver problemas de controle 6timo
lineares por HSIAO e WANG (1999) e HSIAO (2004). DAl e COCHRAN Jr. (2009)
usaram um método de colocacdo-wavelets Haar para solucdo de problemas de controle
6timo. Os autores expandiram tanto as variaveis de controle como as variaveis de estado
em wavelets Haar, resultando em um sistema NLP de mdaltipla resolucdo. Mais
recentemente, HAYA (2011) implementou com sucesso essa estratégia para solucionar
problemas de controle 6timo com maior nivel de dificuldade: com restricdes de

trajetéria e multiplas variaveis de controle.

BINDER (2002) resgatou a metodologia de HSIAO e WANG (1999)RIC, ao
aproximar as funcdes por séries wavelets Haar. O seu objetivo seria resolver problemas
de controle 6timo, ja vislumbrando aplicacdo em tempo real, onde a velocidade de
calculo pode vir a se tornar uma limitacdo. No entanto, Binder concluiu que em sua
metodologia que a discretizacdo wavelets é computacionalmente mais custosa devido
principalmente ao fato de que o calculo derivadas dos residuos das equacgdes algébricas
que representam as restricbes do problema de otimizacdo dindmica ser muito oneroso
computacionalmente e desnecessariamente complexo, comparando-se a aproximagéo
por fungdes locais em Gnico nivel de resolugdo. O autor, diante dessa aparente
dificuldade, absteve-se da ideia de representagéo wavelets de todo o sistema, aplicando

somente sobre a variavel de controle.

5.9 Resumo do Capitulo

Neste capitulo foram introduzidos os principais fundamentos das wavelets e

propriedades multirresolucdo. Foi destacado que as wavelets, por serem localizadas e
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serem bases ortogonais podem representar um conjunto de dados em multiplas
resolucdes, possibilitando localizar regifes com transitoriedades, descontinuidades ou
ruidos. Alguns exemplos basicos foram expostos com o objetivo de esclarecer o
comportamento das wavelets. Viu-se que a partir de uma Unica funcdo-escala e
conhecimento dos coeficientes de filtro é possivel calcular todos os coeficientes de
detalhes da decomposi¢do via algoritmo Mallat. Mostrou-se também que esses
coeficientes de filtro podem ser interpretados como filtros passa-baixa passa-alta, e

dessa maneira a DWT pode ser representado como Banco de filtros digitais.

O Topico 5.7.evidenciou que as wavelets prestam-se bem para compressao de
dados e remocao de ruidos. Ha diversos estudos, oriundos da area de estatistica, cuja
proposta de compressdo de dados se sustenta em estratégias para estimacdo do nivel de
ruido ou informagdes descartaveis que possam ser eliminadas de acordo com um
determinado nivel de threshold. Ha algumas regras para o célculo do nivel de threshold
ja bastante consolidadas como o Sureshrink e o Visushrink. Essas ferramentas tém sido
largamente utilizadas para tratamento de imagens, remocdo de ruidos etc. A literatura
vem mostrando que as regras utilizadas para tal fim sdo determinantes para a selecdo
dos coeficientes de detalhes wavelets mais prospectivos, que possam representar a
maior parcela de informacédo de um determinado conjunto de dados. Acresce-se a isso a
utilizacdo de wavelets para solucdo de sistemas de equacbes diferenciais culminando

também em aplicacdes para solucdo de problemas de otimizacao dinamica.

No proximo capitulo descreveremos o algorirmo Wavelet Thresholding

Adaptativo utilizado para solucdo DAOPs.
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Capitulo 6
Algoritmo Wavelet-
Thresholding Adaptativo
(WtA)

Neste Capitulo

Topico 6.1. Apresentacdo do Algoritmo Wavelet
Thresholding Adaptativo;

Topico 6.2. Etapa de thresholding.

O objetivo deste capitulo é apresentar o algoritmo
wavelet-thresholding adaptativo proposto. A primeira
parte do capitulo, Tépico 6.1 introduz o algoritmo e
detalna as principais rotinas implementadas em
MATLAB®. O Tépico 6.2 descreve 0 novo
procedimento wavelet-thresholding: CVPshrink. No
final do capitulo ilustra-se uma aplicacdo do WtA a
um problema de controle 6timo.

6.1. Algoritmo Adaptativo para Otimizacdo Dinamica
6.1.1 Introducéo

O algoritmo proposto neste capitulo tem como objetivo propor melhorias quanto
a critérios de adaptacdo de malhas, a fim de desonerar a etapa de otimizacdo. Em outras
palavras, pretende-se construir um procedimento no qual a discretizagdo se adapte
automaticamente a prépria solucdo do problema. Tal mecanismo ndo s6 reduz a
dimensdo no sistema NLP como também possibilita a identificacdo a priori dos pontos
de juncéo dos perfis de controle. O resultado final possibilita maximizar o desempenho

computacional garantindo a convergéncia para o 6timo teérico (ou 6timo de referéncia).

A estrutura central do algoritmo se baseia em ciclos de otimizag&o sucessivos,
com malhas sequencialmente ajustadas por analise wavelets. A inovagdo se baseia na
insercdo de critérios thresholding, apresentados no Capitulo 5, nas etapas de
compressdo dos coeficientes wavelets. Um novo critério thresholding, chamado

CPVshrink (Control Vector Parameterization Shrink) foi desenvolvido. Tal critério
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caracteriza-se por um célculo intermediario de otimizacdo multi-objetivo, o qual

balanceia a taxa de compressdo e a parametrizacdo da variavel de controle.
6.1.2 Estrutura do Algoritmo Wavelet-Thresholding Adaptativo
Este topico apresenta a estrutura geral do algoritmo adaptativo®.

Etapa 1. O algoritmo inicia com um nimero de estagios default, ny =ng , (geralmente
4 ou 8 estdgios). A partir do numero de estagios default, o dominio temporal = é

discretizado uniformemente, com estagios de tamanho fixo.

0,0, ) 6.)
onde
(0 0 b Agi
(z‘ -7 i) = é 0 tamanho de cada estégio e
i=lng-1  Ngg
A0 =ty (6.2)

em que ¢ indica a iteracdo do WtA (nessa primera etapa ( =1).

Em cada estagio a variavel de controle u(t) é parametrizada de acordo com

alguma regra especifica. Particularmente utiliza-se parametrizacdo constante por partes:

u(t):ul<C> se t<z))

(1) =p(t0) | ’ | | (6.3)
u(t)= Ui<(> se Ti_1<C> <t< 2'i<(>’ = 2”"’n5<c>

em que:

z)<'€:1> _ {01<C>1--~’U<C>ns} é o vetor de coeficientes de controle (variaveis de deciséo).

Etapa 2. Em sequéncia ocorre o primeiro ciclo de otimizagdo. Tal etapa resulta no valor

6timo da funcéo objetivo, J 0 , € trajetdria 6tima de controle, v*<€> :

Etapa 3. Em seguida, depois do primeiro ciclo de otimizacdo, uma nova etapa de
discretizacdo é realizada. Nessa etapa, a malha é refinada por um fator de 2, com a
insercdo de uma nova varidvel de decisdo no interior de cada estagio. A parametrizacao

da variavel de controle é realizada de maneira semelhante a Etapa 2;

13 Considera-se para efeitos de apresentacdo da metodologia somente uma variavel de controle u(t).
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Etapa 4. A partir da segunda parametrizacdo, ocorre o segundo ciclo, (=2, de
otimizagdo. O numero de estagios dessa etapa € logicamente o dobro, 2ng ,, do nimero

de estagios da etapa inicial,

Etapa 5. A partir da segunda etapa de otimizagdo, inicia-se a fase adaptativa do
algoritmo. A DWT ¢é realizada sobre u*<€> gerando os coeficientes de detalhes
equivalentes, d\. Em seguida, o mecanismo de thresholding é realizado sobre d<€>,

gerando o vetor de coeficientes comprimidos, dg>. Esse esquema é sumarizado a

sequir:
Wavelet thresholding (rotina wav_thresh)
1 0= {Ul* , U;, ceny U;S } perfil de controle 6timo
2 d= DWT(u*) DWT
3 &« thresh(Tr,d) calculo do threshold (Tr € a regra thresholding)
4 ds= Thr(d, 5) -d Thresholding

Etapa 6. Apds a etapa de thresholding, a etapa de selecdo dos estagios € entdo
realizada. Basicamente, somente os detalnes ds que ndo foram alterados sao
preservados. Os estagios correspondentes aos detalhes selecionados sdo armazenados no

vetor Q.

Selecdo de estagios prospectivos (rotina select)

1 for n =KtoK-n, do nivel wavelet mais elevado para o mais baixo, N, .

2 for m = 1to 2”‘1 -1 indice de posicdo wavelets

3 if dsn1m #dnam se o detalhe comprimido ¢ diferente do original

4 Y —m 2K—n+1 indice de representacéo desses coeficientes no nivel mais
nm = baixo (downsampling)

5 else

6 Yom=0 estagio nfo é selecionado

7 end

8 end

9 end

10 Q= U(Y) vetor com indice dos estagios selecionados

Nota-se que o vetor Y contém os indices de detalhes representados na escala mais
baixa. Em outras palavras, um coeficiente de detalhe em um nivel wavelet mais elevado

pode representar um mesmo ponto representado por outro coeficiente de detalhe em um
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nivel wavelet diferente. Desse modo, o vetor € descarta os indices que se repetem
eventualmente. Observa-se que essa etapa poderia simplesmente ser realizada
computando-se a transformada wavelets inversa (iDWT) dos coeficientes comprimidos.
Porém, esse procedimento quase sempre modifica os coeficientes de controle de

maneira a prejudicar a nova estimativa inicial para a iteragao seguinte.

Etapa 7. Em sequéncia, os estagios selecionados em € sofrem um processo de
refinamento. Tal procedimento se baseia na insercdo de uma nova variavel de decisao
em uma posicdo especifica, € € [0,05 0,95], do estagio (ver Figura 6.1). Dessa
maneira, a malha é refinada por um fator de 2 somente nos estagios selecionados.
Consequentemente, ap0s essa etapa de refinamento a variavel de controle ¢é
parametrizada novamente e um novo ciclo de otimizacdo € realizado. Nesse contexto,
esse ciclo adaptativo (da Etapa 4 a Etapa 7) se repete até que o critério de parada seja

atendido.

Refinamento (ver Figura 6.1) (rotina refine)

1 A=1 indice de refinamento

2 for i = 1tong ciclo do estagio 1 até Ng

3 for j = 1to length (€2) para cada indice de

f Matme(aony)z o s smioc
5 HA_1 =Uj_1 » HA = Ui dobra-se nimero de pontos

6 A1 =TiO+7Ti4 (1— 49) , TA =Tj  posicdo dos novos pontos

7 A=A+2 atualizacio do indice

8 else

9 HA =Uj1 mantém ponto original

10 TN =Tj mantém posicao original

11 A=A+1 sem refinamento

12 end

13 end

14 end

15  ng =ng +length (€2) atualizacéo do nimero de estagios
16 t= {72'1, T2+ Fng—1s ﬂns} atualizagéo das posigOes

17 v= {,ul, My ees M 1 M, } atualizagdo dos coeficientes

A etapa de refinamento € ilustrada na Figura 6.1.
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O parametro $ <R é utilizado como restrigdo para a etapa de refinamento, a fim
de garantir uma limitacdo para o tamanho dos estagios. O intuito dessa restricdo é

limitar uma aglomeracgéo de pontos excessiva.

0 1-6 )

> Para elementos selecionados

=
>
L
=
&

\
Li1 Uj
i1 b
° ¢ o > Para elementos néo selecionados
T\
HA
J

Figura 6.1. Etapa de refinamento da malha.

6.1.3 Critério de Convergéncia

O critério de parada do WtA ¢<C>, mede a variacdo relativa entre a funcéo
objetivo de duas itera¢fes sucessivas:

“_ | J*<,a> B J*<’H> ”
G I

(6.4)

O critério de parada requer que ¢<C> <tol, onde tol e R é especificada pelo
usuario. Tal critério leva a indagar se ha garantia de convergéncia para a solugdo 6tima
analitica, ou seja, se lim J?@w =J1,onde J7 éasolucdo 6tima analitica. J7 € obtido a
partir de uma solu¢do numérica utilizando-se uma malha bastante refinada, ou seja, com
ng =ng™, sendo ni™ eZ um nimero elevado de estagios. Consequentemente, a
solucdo obtida com a malha refinada é considerada como uma solucdo de referéncia

para o algoritmo.

O algoritmo principal é detalhado a seguir. O algoritmo WtA ¢é ilustrado na

Figura 6.2.
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Algoritmo principal

1 uLluU 1u01t01tf 1t0||¢1 01 nS,O’KmaX’Tr parémetros |n|C|a|S
(= ( 4 (
e U XL
2 discretizacdo equidistante
(1) (0) ty -1, inicial
Tt ) =
i=1,ng-1 Ng o
3 for (=1...,(hay iteracdo principal

parametrizacao

5 (J*<(>,u*<(>)<—NLP(u(t),uL,uU) NLP

6 if (=1 se é primeiro ciclo

7 Q= {1, cens ns,o} selecéo de todos os estagios
(r<'€+l> ’ REEY ’ ng (+1) ) -

8 etapa de refinamento

refine(Q, 6,9, v*), ns)

9 else se ndo for primeiro ciclo

. » itério d da, Equacé
10 if ¢<(> <tol Eg.f)”o e parada, Equacéo
10 FIM
12 else
13 d5<6> “«— Wav_thresh(u*<c>,Th_ rule) thresholding
14 Q« Select(d5<€>) selecdo de estagios

1 1 1ig
15 refinamento

refine(Q, 0,89, r*<€> ) U*<€>, ns)

(T<€+1> REEY n<c+1>) -

16 end
17 end
18 end

Note que o algoritmo pode ser aplicado aos metodos sequencial, multiple-
shooting e simultaneo. Isso se deve ao fato de o algoritmo intervir na etapa de transi¢do
entre dois ciclos sucessivos de otimizacdo, independentemente do método utilizado.
Esta tese deu énfase ao método sequencial, porém com algumas aplicagdes ao método

multiple shooting com paraleliza¢éo do codigo.
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inicializacdo
=1, rg:r};c

|

parametrizagdo Modelo DAE

Nl — ft 89 to,ts %o
) 48 ‘ WO=eftd’) |
v x(t),u(t)

. i —_— .
1 NLP Integracéo DAE
refinamento i ¢ grac
A i L
Vo) 300
SIM =1
0={12..8

e FIM

‘l NAO
d<[>:DWT [u*w}

|

d! :Thr(d<€>,§)-d<[>

l

Selecgéo
de elementos

(=0+1

Q

Figura 6.2. Estrutura geral do algoritmo Wavelet-thresholding Adaptativo (WtA).

6.1.3 Rotinas Implementadas

O algoritmo WtA foi implementado em MATLAB 7.6° gerando uma toolbox
com um ambiente de simulacdo para facilitar a implementacédo de problemas de controle
6timo com diferentes caracteristicas: tempo final livre, restri¢des de trajetoria, restrigdes
finais e multiplas variaveis de controle. Foram desenvolvidas rotinas para o computo

automatico das equacdes de sensibilidade, baseada em computagéo simbodlica.
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As principais rotinas do MATLAB® utilizadas no desenvolvimento s&o listadas

na tabela a seguir.

Tabela 6.1. Rotinas utilizadas.

fmincon Rotinas de otimizacdo do Matlab (ponto interior e SQP)
waverec Rotina de decomposicdo wavelets

wavedec Rotina de reconstrugcdo wavelets

dasslc (COSTA . . «

et al., 2002) Rotina de integracdo de DAE

0de45, ode23s Rotina de integracdo de DAE

A Figura 6.4 ilustra a estrutura geral do algoritmo implementado MATLAB®.

lacobiana Fungdo Objetivo Restricies
I Eguacies de Sensibilidade T T

Diferencas Finitas
Diferenciacio Automatica

NLP

Integragdo

Figura 6.4. Estrutura da toolbox MATLAB.

Conforme ilustrado na figura o algoritmo possibilita implementacdo de modelos
em softwares externos como 0 EMSO (SOARES e SECCHI, 2003), HYSYS® e
ASPEN®. Também é possivel a implementacdo de modelos no préprio MATLAB® e
tambem no ambiente SIMULINK.

Ao longo da tese diversas implementagdes foram testadas no codigo, como
integracdo com os softwares Dynopt (CIZNIAR et al., 2005), WAVELAB (JANSEN,
200) e TOMLAB (RUTQUIST e EDVALL, 2010). Poréem, Neste trabalho ilustraremos
apenas casos com modelos desenvolvidos em MATLAB®. Tal escolha permitiu a
andlise de um conjunto maior de exemplos, devido a maior facilidade de implementacéo

e robustez.
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6.2. Etapa de Thresholding

Os principais critérios thresholding utilizados no algoritmo WtA foram
apresentados no Capitulo 5: Visushrink e Sureshrink. S8o regras desenvolvidas a partir
de perspectivas diferentes. Estudos aplicados ao tratamento de imagens (WIELAND,
2009; JANSEN, 2000), evidenciam que diferentes regras thresholding possam interferir
sobre o desempenho do algoritmo WtA. No entanto, baseado em observacdes do
funcionamento de tais critérios, propde-se a implementacdo de uma nova regra

thresholding definida como Control Vector Parameterization Shrink (CVPS).

A ideia central do CVPS caracteriza-se por dois objetivos principais da etapa de
thresholding do WtA:

(i) Maximizar a taxa de compressdo, ou seja, minimizar o numero de coeficientes de

detalhes wavelets ap6s a etapa de thresholding;

(if) Minimizar o desvio médio quadratico entre o vetor de parametros de controle
comprimido e o vetor original. Em outras palavras, deseja-se minimizar o efeito da
compressdo sobre o perfil de controle original. Logo, para cada nivel de resolucdo

wavelets n o algoritmo calcula:

og"® =argmin 3,
B

sa (6.5)
Omin <0 < Omax

em que 3, é a fungdo objetivo definida como:

vy . card(dn)—card(dnﬁ)

= (6.6)
" v-vs card(d,)
parametrizagao compress&o
e:
Smin = min( dn,m:O,---,Z”—lu) € Omax = méx( dn,m=0,...,2n—lH) (6.7)

em que vs =iDWT(ds) e dy :Thr(d,éﬁ"p)-d.

Na Equacéo (6.6), card(dnla) é a cardinalidade da versdo comprimida de d,,.

Note que a funcéo objetivo é normalizada para garantir que os dois termos estejam entre
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0 e 1. Logo, o primeiro termo é 1 quando & é maximo. O segundo termo € 1 quando &
é minimo.
Apos o célculo do threshod, o procedimento de soft thresholding é realizado:

Thr(dn,m,é,pr): A —50N (cly ) (6.8)

em que:

-1 if dn,m < _5cvp
sgn(dym)=1 0 if dn,me[-a‘”p,a‘wp} (6.9)

if dym > P

A Figura 6.3 ilustra um tipico CVPS thresholding de um vetor v :

1.4 T T T T T t t : ’
1.2} ]
I N
> ’
-48 ’,,
0.8 ’
3 A oo
o | \N+r . 4 HD ~Y%
5
l% 06 ------ ,,”I’ max -
On -~
€ oa- ..
‘f
E . . m%)—ac(%g)
0.2 T e e q‘ ) ]
0 r r L L ' p
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
threshold

Figura 6.3. llustracdo: CVPS em um nivel wavelet.

Na Figura 6.3 nota-se que o menor valor da fungdo objetivo ocorre no valor de
é}?\’p =2. A fungdo definida na Equacdo (6.6) possui uma estrutura semelhante a

estrutura definida pela defini¢do do risco ideal introduzido no Capitulo 5.

2
Rideal :ZQiz(l—ai) +O'ZZai2 (587)
I |
sendo que:
d=0+w (5.74)

e o valor 6timo de cada «; é:

o =@,2/(9,2 +o?) (5.89)
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Na funcéo Rjqey Observa-se que o primeiro termo pondera a contribuicdo dos
coeficientes wavelets sem ruido (desconhecidos), enquanto o segundo termo pondera a
contribuicdo da variancia do suposto ruido presente.

No proximo exemplo simula-se um esquema de thresholding de um conjunto de
dados com nivel de ruido conhecido adicionado ao mesmo. O objetivo € comparar 0

CVPS com o threshold ideal.

Exemplo 6.1. Anélise Wavelet thresholding

Ao considerar um vetor com 32 pontos conforme ilustrado na figura seguinte:

15 3 T 3 3 T 3

----------- sinal com ruido

10 ——sinal puro

0 5 10 15 20 25 30 35
pontos

Figura 6.4. Coeficientes wavelets.
Observa-se que o sinal original d € resultante da soma do sinal sem ruido (puro),
0, com a parcela com ruido w (o =1), conhecidos. Como todos 0s componentes

sdo conhecidos, computa-se 0 valor de Rjge para diversos valores de o,

variando-se de 0 a 1. Note que ha varias combinacbes possiveis, logo

consideramos que ¢;,i=1...,32, é constante: « . A primeira vista tal suposicao é
suficiente para avaliar o comportamento de R4y €m funcdo de o, que pode ser

visualizado na Figura 6.5.

Na Figura 6.5, no eixo horizontal quantifica-se o valor de a« multiplicado pelo
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valor maximo de threshold, 2. Observa-se que Rjges tende a crescer para valores

extremos de « , apresentando um valor minimo em torno de 0.6. O valor 6timo de

Rigeal » de acordo com a Equagéo (5.89) e (5.87) foi de 5.55.

Na Figura 6.6. ilustra-se a variagdo do CVPS para cada valor de threshold,
variando de 0 a 2. Nesse caso, manipulou-se somente os coeficientes de niveis
mais elevados (de 24 a 32). Observa-se que também ha& uma regido 6tima de

threshold, em torno de 0.6.

De acordo com essa avaliacdo, espera-se que o CVPS apresente-se como uma
estratégia alternativa ao Visushrink e Sureshrink introduzidos no capitulo anterior.
Para esse exemplo especifico, deduz-se que o CVPS computa um valor de
threshold minimo proximo ao minimo de Rjgey . NO proximo capitulo sera

possivel analisar o desempenho desse método acoplando-o ao WtA para solugéo
de DAOPs.

35 3 3 3 3 3 3 T 3 T

Rideal

Figura 6.5. Rjgeq em funcéo de o multiplicado pelo valor méximo de threshold,

2.
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1.25 T T T T T T T T T

1.2

1.15

11

Rideal

1.05

0.95

0.9

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

threshold

Figura 6.6. CVPS em funcéo do threshold.

O CVPS apresentou valores muito proximos a regra de Validacdo Cruzada
(NASON, 1996; JANSEN, 2000), também testada no algoritmo em um trabalho recente
(SANTOS et al., 2014). Ambos os algoritmos s3o resultantes de uma etapa de

otimizacao visando encontrar um threshold 6timo.

J& preludiando o proximo capitulo, o exemplo seguinte ilustra uma aplicag¢ao do

WtA em um problema de controle 6timo de um biorreator.

Exemplo 6.2. Aplicacdo do WtA a um problema de controle 6timo.

Esse exemplo também foi solucionado por SRINIVASAN et al. (2003a) e QUINTO
(2010). Trata-se de um biorreator batelada alimentada onde a adigdo controlada de
nutrientes afeta diretamente a taxa de crescimento da cultura celular e permite controlar
fluxo metabdlico. Assim, a operagé@o pode ser definida como a busca pela politica 6tima de
adicdo de um dos reagentes (QUINTO, 2010).

A taxa de crescimento da cultura é escrita como:

q(S) =L2 (6.10)

Kn+S+—
m Ki

Ja 0 modelo matematico do biorreator pode ser escrito como:
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dXx u
“~=q(S)-X—-—-X, X(0)=X 6.11
o a(S) v (0) =Xo (6.11)
ds q(S) v u

- X —— X +—+(5-.-5), S(0)=S 6.12
dt Y, Y, ty Gin=8) 50)=5 (.42
dpP . u
—=mi-X-——-P, P(0O)=P 6.13
" v 0)=R (6.13)
‘jj_\t/:u, V(0) =V, (6.14)

em que S € a concentracdo de substrato, X € a concentracdo de biomassa, P a

concentragdo de produto, V o volume, u a taxa de alimentagdo, S, a concentragdo do
substrato na entrada, d,,K,,K; e mi parametros cinéticos e Y,, Y  coeficientes de
producao.

Utilizou-se aqui a simplificagdo do modelo proposta em QUINTO (2010) e
SRINIVASAN et al. (2003a).

dx,
2 —q(S)- 6.15
™ a(S)-x, (6.15)
dx,
22, 6.16
pral gt (6.16)
dx,
8 6.17
el (6.17)

com x =XV, x,=P-V e x, =V, onde a concentracdo de substrato é obtida por balanco

de massa;
1 1 1

S= _( So 'Vo + Sin '(Xs _VO)__(Xl - xo 'Vo) __'(Xz - I:)o 'Vo) ) (6-18)
X, Y, Y,

Logo o problema de otimizagéo é definido como:

J =max| P(t,) ] (6.19)
sujeito a:

um|'n sus Llmé1><
{ (6.20)

X() <X,
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As variaveis e parametros podem ser visualizados a seguir:

Variavel Descricdo Unidade | Valor
d, Parametro cinético L-ht 0,53
k., Parametro cinético g-L* ] 12
k; Parametro cinético g-Lt | 22
mi Parametro cinético L-ht] 05
Y, Coeficiente de producéo - 0,4
Yp Coeficiente de producéo - 1
Sin | Concentragio de substrato naentrada| g-L™" | 20
Urin Concentragéo minima de U L-h™ 0
U Concentrag¢éo maxima de U L-h™* 1
X nax Concentragdo maxima de X g-L*| 3
t, Instante final h 8
X, Concentragéo inicial de X g-L* 1
S, Concentragdo inicial de S g- Lt 0
R Concentragdo inicial de P g- Lt 0
V, Concentragéo inicial de V L 2

Segundo SRINIVASAN et al. (2003) esse problema de otimizacdo pode ser dividido em

quatro fases (de acordo com resultados analiticos obtidos pelo autor):

(i) Primeira Fase: deve-se ter u=u,, para aumentar a producdo de S o mais rapido

possivel;

(ii) Segunda fase: uma vez que a concentracdo de substrato S chega a seu valor étimo

entdo u=u é aplicado para manter S nesse valor e entdo aumentar a concentracdo de

6timo
X e P o0 mais rapido possivel.

(ili)  Terceira fase: a variavel de controle é reduzida ao seu valor minimo u=u_. de
maneira a obter o mais rapido possivel o valor de equilibrio do substrato.

(iv)  Quarta fase: quando a biomassa alcanga seu valor maximo, X =X, , a variavel de
controle u deve ser manipulada para manter X = X .. e S no seu valor de equilibrio.

A variacdo dos reagentes e produtos (variaveis de estado) pode ser visualizada nas Figuras
6.7 (a)-(d).
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X[L.h"]

3,0
2,51
2,01
151
1,01
0o 1 2 3 4 5 6 7 8

t[h]

Figura 6.7 (a) Concentracdo de X com o tempo

54

44

34

24

14

0 T T T T T T T ,
0 1 2 3 4 5 6 7 8

t[h]

S[L.h™]

Figura 6.7 (b) Concentracdo de S com o tempo

6-

51

41

24

14

0 T T T T T T T )
0 1 2 3 4 5 6 7 8

t[h]

P[L.hT]

Figura 6.7 (c) Concentracdo de P com o tempo

64

54
44
34
24
o 1 2 3 4 5 6 7 8

t[h]

VL

Figura 6.7 (d) Concentracdo de V. com o tempo
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QUINTO (2010) obteve o valor 6timo de J de 6,085 g-L". A solugdo numérica, Figura

6.8, obtida com 64 pontos foi suficiente para obter esse mesmo valor. O custo

computacional, nesse caso, foi de 6342 segundos*.

o Numérico
o4 | |

0,64

u[L]

0,41

0,2

0,04

Figura 6.8. Trajetoria de controle com 64 estagios.

As Figuras 6.9 (a)-(c) mostram o perfil temporal da variavel de controle em cada estagio,
assim como a matriz de coeficientes de detalhes, onde os quadros mais escuros
correspondem a coeficientes mais representativos e os quadros mais claros correspondem a
coeficientes menos representativos, sendo que o eixo vertical representa o nivel de
resolucdo crescente (de cima para baixo) e o eixo horizontal representa a posicdo da

discretizacdo da variavel de controle (conforme exemplificado no Capitulo 5).

1‘0< -
0,8
. ‘ . . h
5 10 15 20 25 30

0,64

041 % 1
021 . ‘ ‘ || . J

] 10 15 20 25 30
0,01 detalhes

niveis

ufL]

B B Coeficientes de detalhes antes e depois da
Evolugdo temporal da variavel de controle 3
compressao

Figura 6.9 (a) Iteragéo 1

1 Em ambiente MATLAB 7.6°, integrador dasslc (VIEIRA e SECCHI, 2001), com tolerancia relativa de
107 e tolerancia absoluta de 107, rotina fmincon do MATLAB 7.6® (SQP) com tolerancias (funcéo

objetivo, restricdes e variavel de estado) de 10°.
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-

2]
()]
— 061 > R N R
=, c L
S 0,44
= . . "N
0,24 5 10 15 20 26 30 3
O’OAV T T T T T T T 1 detalhes
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t[h]

Coeficientes de detalhes antes e depois da

Evolugdo temporal da variavel de controle B
compressdo

Figura 6.9 (b) Iteracdo 2

1,04 ooo
0,84
° o oo° %)
o ‘O
— 0.6+ o el
= L0 o P =
S 4l OD a < I I
' o” 5 10 15 20 25 30 35 40
P
02{ © detalhes
0,04 [slaleialsle]
. T ; T ; : T
a 1 2 3 4 5 5} T g

t [h]

Coeficientes de detalhes antes e depois da

Evolugdo temporal da variavel de controle 3
compresséo

Figura 6.9 (c) Iteracdo 3

Conforme se observa no espectro de detalhes, os coeficientes de detalhes das camadas mais
refinadas sdo preservados a cada iteragdo do WtA. Dessa maneira, 0 algoritmo tende a

refinar somente em tornos dos estagios de discretizacdo detectados a cada iteragéo.
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Capitulo 7

Aplicacoes

Neste Capitulo

Topico 7.1. Reator Semi-batelada Isotérmico;
Topico 7.2. Reator CSTR Nao Linear;

Topico 7.3. Anélise de Desempenho;

Topico 7.4. Resultados: Trajetdria de Controle

Nesse capitulo aplica-se o algoritmo WtA sobre
alguns benchmarks de controle 6timo. Nos Topicos
7.1 e 7.2 dois exemplos s&o utilizados para ilustrar
a aplicabilidade do WtA. No Tépico 7.3 22
problemas sdo solucionados e analisados para as
trés estratégias WtA implementadas.

7.1. Reator Semi-Batelada Isotéermico (SRINIVASAN et al., 2003a)
7.1.1 Apresentacdo do Problema

O problema estudado neste topico é um reator semi-batelada isotérmico, estudado
por SRINIVASAN et al. (2003a) e também por SCHLEGEL (2004) e QUINTO (2010).

O modelo desse reator é representado por:

A+B—>C e 2B—D (7.1)
% o (72)
ij—xtb = Ky XaXp — 2KpXy "‘\%(Xb,in ~%p) (7.3)
(jj_\t/ =u (7.4)
Xe :\%(Xalovo — xaV) (7.5)
X4 = %[(xa +Xojn = Xp )V = (Xa,0 + Xp.in — Xb,0 )VO} (7.6)

em que a Equagéo (7.1) descreve as reacOes envolvidas e as Equagdes (7.2) a (7.6) os

balangos de massa com as seguintes condicdes iniciais:

126



Capitulo 7. Aplicagdes

Xa (0) = Xa,3 % (0) =Xy 5 V (0) =V (7.7)

O objetivo do problema é maximizar a seguinte funcéo:
J=méx [ x(t)V(ty)] (7.8)
u

sujeita as seguintes restri¢oes:

Xp (tF ) < Xp max (7.9)

Considerando que o objetivo é a maximizacdo da funcdo descrita pela Equacéo
(7.8), o algoritmo de otimizacdo ird manipular a vazdo volumétrica do reagente B, a
fim de maximizar a producdo de C no instante final tg, satisfazendo as restri¢cdes. As

variaveis e parametros desse problema podem ser visualizados na Tabela 7.1.

Tabela 7.1. Parametros e variaveis do Problema 7.1

1 Descricao Unidade Valor
kq Constante de reacdo de A L-mol™t-min~1]0,053
K, Constante de reacéo de B L-mol~t.-min"1] 0,128
Xp,in | Concentracdo de alimentacdo de B mol - L} 5
Ui Limite inferior de u(t) L.min~t 0
Unax Limite superior de u(t) L-min~t ]0,001
Xb,méx Concentra¢do maxima de B mol - L1 0,025
X4 max Concentra¢do maxima de D mol - L1 0,15
Xap Concentracdo inicial de A mol - L} 0,72
Xby Concentracéo inicial de B mol - L1 0,05
V, Volume inicial L 1
te Instante final min 250

De acordo com SRINIVASAN et al. (2003) e QUINTO (2010), o problema
pode ser descrito em 3 fases, devido as restricdes de desigualdade nas varidveis de
estado e controle. Estas fases sdo obtidas através da analise fisica do problema e podem

ser descritas conforme abaixo:
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(i) Primeira Fase: deve-se configurar u=ups, para aumentar a concentracdo do

produto B o mais rapido possivel,

(ii) Segunda fase: limitar a quantidade de D produzida através da solucdo da

trajetdria 6tima de u ;
(iii)  Terceira fase: Deve-se configurar u =up, para se obter x, (tf )S X méx -

A variacdo dos reagentes e produtos (varidveis de estado) pode ser visualizada
nas Figuras 7.1-(a)-(c). A Figura 7.1-a representa a variacdo da concentracdao do
reagente A com o tempo. Observa-se que ao longo do tempo o reagente A ¢é
consumido quase que totalmente para produzir C. Analisando-se 0 comportamento do
reagente B, Figura 7.1b é possivel visualizar que a concentracdo desse reagente
aumenta a partir da concentracdo inicial e se mantém em certo patamar em torno de
0,075 L-min~t, até decrescer abruptamente no instante, de 200 min, devido ao corte
da vazdo de B. Na Figura 7.1c visualiza-se a concentracdo do produto C a qual cresce

a medida gue os reagentes sdo consumidos.
7.1.2. Aplicacdo do WtA

O perfil temporal da variavel de controle pode ser visualizado na Figura 7.2. Os
pontos representam a solucdo numérica (variaveis de decisdo do problema de
otimizacdo) e a trajetoria continua representa a solucéo analitica, obtida por PMP. Pode-

~1 até o valor de 0,6.

se observar que a vazdo u(t) decresce do valor inicial 10° L-min
10 L-min~! no instante aproximado de 200 min. A partir desse momento a vazdo é
interrompida. Esse comportamento pode ser explicado se observamos o modelo do
processo. Como o objetivo € maximizar a produgdo do produto C no instante final t; ,
a otimizacdo tende a favorecer a producdo de C e evitar que a producdo de D atinja o
limite Maximo Xy max -

A solucdo Otima obtida com 128 estigios de discretizacdo corresponde a
0,431721 moles do produto C, que é a propria solucdo analitica (SRINIVASAN et al.,

2003a).

A Figura 7.3 ilustra agora a evolucéo do perfil de controle, adotando-se o WtA

Sureshrink, partindo-se de uma malha equidistante com oito estagios de discretizacao.
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Nota-se que a cada iteracdo do WtA novos pontos (linhas tracejadas) sdo adicionados

em torno das regides de descontinuidade.

0.75- 0,081
0.70
0.65 0,07+
0.60
0.551 0,064
0.50
0.45
0.40
0.351
0.30 0,03
0.25
0.20

0,054

0,044

T T T T ) 0,02 T T T T )
50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

t [min] t [min]

o

(a) Concentragdo de A (L/min). (b) Concentragéo de B (L/min).

1,16+
1,14
1,124
1,104
1,08
1,06
1,04
1,02
1,00+
0,981 : . . . ,
0 50 100 150 200 250
t [min]

(c) Evolucéo temporal de V (L).

Figura 7.1. Evolucéo temporal das varidveis de estado (Reator Semi-Batelada Isotérmico).

0,0010 1 @ L.
o Numérico

------ Tedrico

0,0008

—

40,0006

min

- 0,0004

ulL

0,0002 ~

0,0000 -

T T T

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
t [min]

ng =128

Figura 7.2. Evolugdo temporal da varidvel de controle com 128 pontos de discretizag&o.
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x 1074 Trajetoria de controle refinada para: 16 estagios
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Figura 7.3. WtA Sureshrink (Reator Semi-Batelada Isotérmico).

A Tabela 7.1 compara as estratégias Sureshrink (SS), Visushrink (VS) e
CVPshrink (CVPS). Como referéncia, adota-se a solucéo refinada com 128 estagios de
discretizacdo. Conforme explicado no Capitulo 7, o critério de parada é definido
previamente de acordo com uma tolerancia que avalia a variacdo relativa da fungéo
objetivo em cada iteracdo do WtA. Na Tabela 7.2 mostra-se, a cada iteragdo, o

desempenho computacional (CPU) adimensionalizada em relagdo a solucdo de
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referéncia, numero de estagios ng, o valor da funcdo objetivo, J* e taxa de

convergéncia, ¢.
(1) Solucéo de referéncia (equidistante)

O algoritmo € iniciado a partir de uma malha equidistante (com parametrizacéo
constante por partes) dobrando-se sucessivamente 0 numero de estagios com atualizagédo
das estimativas iniciais a cada nivel de discretizacdo. Claramente, observa-se uma
reducdo no valor da fungédo objetivo para um perfil de controle cada vez mais refinado.
No entanto, conforme esperado, a CPU por iteracdo também aumenta, devido ao maior

namero de variéveis de deciséo.
E interessante observar que a variacao relativa da funcio objetivo 6tima, J* em
relacdo ao pior valor, é de aproximadamente 0,12%, ou seja:
J *<'Cméx> _ J *<'€m|'n>
J *<Cmin>

fro = H H 100 =0,12% (7.10)

Define-se fg , como fator de redugdo. Para todos os problemas analisados neste
capitulo veremos que o fg , € um parametro importante para avaliar a viabilidade da

aplicacdo do WtA.
(i) Sureshrink (SS)

Conforme resumido na Tabela 7.2, o método Sureshrink satisfaz o critério de
parada ap6s quatro iteracdes do algoritmo WtA, com CPU acumulada de 0,1 e 37
estagios. Logo, nota-se que quatro problemas de otimizacdo sdo necessarios para a
convergéncia, porém, mesmo assim o custo computacional é notavelmente inferior.
Ademais, conforme observado, a funcdo objetivo final converge para a fungéo objetivo

de referéncia: 0,431721.
(iii) Visushrink (VS)

A Tabela 7.2 mostra que o método Visushrink satisfaz o critério de parada apés
seis iteracbes do algoritmo WtA, com CPU acumulada de 0,15 e 39 estdgios. O
desempenho computacional do método foi relativamente superior ao SS, porém ainda

permite significativa reducdo do custo computacional.
(iii) CVPS
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O método CVPS apresenta um resultado relativamente proximo ao SS, com
quatro iteracbes e CPU ligeiramente inferior: 0,08. A semelhanca entre os métodos ¢ a
caracteristica adaptativa, onde cada valor de threshold é calculado em cada nivel de

resolucdo wavelets.

A Tabela 7.3 ilustra os valores calculados de threshold para cada método. Nota-
se que 0 VS computa um valor Unico para todos os niveis de decomposi¢do, enquanto
o0s métodos SS e CVPS calculam diferentes thresholds para cada nivel. A primeira vista,
nota-se que maiores valores de threshold sdo calculados em niveis de resolucdo mais
baixos, enquanto que nos niveis de resolucdo mais altos, esses valores tendem a ser

menores, proporcionalmente a magnitude dos coeficientes.

Por conseguinte, uma boa justificativa para a superioridade dos métodos SS e
CVPS para esse caso seria devido a capacidade dos mesmos de se ajustarem aos
diferentes niveis de resolucdo. No entanto, tal afirmacdo é prematura e um conjunto

maior de problemas deveria ser analisado para conclusdes mais precisas.

Um estudo avaliando a sensibilidade do desempenho computacional em relagdo
a diferentes valores de threshold foi realizado. A Figura 7.4 mostra dois perfis
nomeados como caso A e caso B. Para ambas as curvas avalia-se o desempenho
computacional (CPU) para cinco valores de thresholds. Para cada ponto, mostra-se
também o ndmero de estagios resultante. O caso A é justamente o modelo original
apresentado (Equacdes 7.1.-7.9). O caso B é uma versdo modificada, com k; =1,153,
meramente ilustrativo, para avaliar se a influéncia do valor de threshold se mantém. De
fato, nota-se que os dois perfis se distinguem, o que indica manter um fator de threshold
fixo pode comprometer o desempenho do método. A figura mostra que (para o caso A)
um valor de threshold de 5-107° resulta no CPU minimo de aproximadamente 0,12 e

com 36 estagios de discretizacéo.
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Tabela 7.1. Desempenho das diferentes estratégias (Reator Semi-Batelada Isotérmico) (tolerancia de 0,14 10°°)

Equidistante VS SS CVPS
o] 3(10?) cpu ng e(10°) | 9r(10?) cPU  ng  e(20°) | 97(10?) cPu ng ¢(10°) | 97(207) cPU ng  o(10%)
1] 43,1192 0,032 8 - 43,1192 0,032 8 - 43,1192 0,032 8 - 43,1192 0,032 8 -
2| 43,1720 0,014 16 1230 43,1720 0,014 16 1230 | 43,1720 0,014 16 1230 43,1720 0,014 16 1230
3] 43,1720 0,061 32 1,749 | 43,1720 0,038 22 2,989 | 43,1720 0,044 24 2,686 | 43,1720 0,034 22 2,871
41 43,1721 0,266 64 0,292 | 43,1720 0,068 27 2,043 | 43,1721 0,100 37 0,221 | 43,1721 0,07 30 0,087
5] 43,1721 1,000 128 0,143 43,1720 = 0,111 31 0,841
6 43,1721 0,157 39 0,130
Tabela 7.2. Valores de threshold (Reator Semi-Batelada Isotérmico)
VS SS CVPS

( Escala Unica n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5 n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5

2 0,062 0,00 31,05 35,32 19,06 0,44 0,00 0,00 0,20

3 0,054 0,00 29,65 0,00 18,09 0,22 0,00 0,00 0,05

4 0,052 0,00 0,00 0,00 0,41 7,88 0,45 0,00 0,00 0,12

5 0,044

6 0,039
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Figura 7.4. Sensibilidade do desempenho computacional em relacédo a diferentes

valores de threshold.

7.2. CSTR Nao Linear (BALSA-CANTO et al., 2001)

Este exemplo ilustra a aplicacdo do algoritmo WtA sobre um problema de

controle 6timo com trés variaveis de controle. O problema consiste em determinar trés

trajetorias 6timas de controle em um reator CSTR isotérmico de maneira a obter o

maximo beneficio econdmico. O modelo dindmico é descrito pelas seguintes equacdes:

¥q = Ug — Uy +Uy +Uy ) X —17,6% Xy — 23X XgU3
Xo =Up —(Uy +Uy +Uy )Xo —17,6X X, —146X5X3
X3 = Uy — (U +Uy + Uy ) X3 — 73Xp X3

Xg =—(Ug +Uy +Uyg ) X4 +35,2X Xy —51,3%4X5
X5 = —(Uy +Up +Ug ) X5 + 219Xy X3 — 51, 3%, X5

Xg = —(Uy + Uy +Uy ) Xg +102, 6X4X5 — 23% XgU3
X7 =—(Ug +Uy +Uy ) X7 + 46X XgUs

8

X8 :5, [(U1+U2 +U4)X1—U4]—3,7U1—4,1U2+

(Uy +Usy +Uy ) (23%4 +11x5 + 28Xg +35%7 ) —5u3 — 0,09

com as seguintes condigdes iniciais:

(7.11)
(7.12)
(7.13)
(7.14)
(7.15)
(7.16)

(7.17)

(7.18)

X, =[0,1883 0,2507 0,0467 0,0899 0,7804 0,1394 0,1046 0,000]T (7.19)
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O objetivo do problema é maximizar a seguinte funcéo:
Max Xg (tf) (7.20)
u

sujeita as seguintes restricoes:

OSU]_SZO
0<u, <6 (7.21)
OSU3S4

sendo que o instante final de integracdo, t; , é fixo em 0,2 e a variavel de controle u,
tem um valor fixo de 6,0. As variaveis de controle sdo vazBes de trés correntes de

alimentacao.

A Figura 7.5 ilustra as trajetdrias de controle 6timo a cada iteracdo ( do WtA
com a estratégia Sureshrink. Nota-se que em alguns instantes da trajetoria, as variaveis
de controle u; e u, atingem as restri¢cdes. Claramente, a discretizacéo se concentra nas
regides de maiores descontinuidades, mostrando que o algoritmo WtA capta de maneira
eficiente as perturbagdes que ocorrem em alguns instantes especificos. Observa-se que
cada varidvel de controle apresenta uma evolucao diferente, resultando em diferentes
nameros de estagios de discretizacdo. Por exemplo, na iteracdo 2, 0 numero de estagios
de discretizacdo é o mesmo para todas as variaveis, ou seja, 16 estagios. Em seguida,
depois de uma etapa da NLP, os nimeros de estagios de discretizacdo das trés variaveis
sdo 25, 26 e 25, respectivamente. Ja na quarta e ultima iteracdo, esses niumeros sdo 41,
40 e 33 estgios, respectivamente. Nota-se também que a varidvel de controle uj
apresenta um perfil de controle mais suave, resultando em menos estagios de
discretizagdo. Por outro lado, as variaveis de controle u; e u, apresentam trajetorias
mais descontinuas, resultando em maior aglomeracdo de estagios em torno dos

switching points.

A Figura 7.6 ilustra o espectro de detalhes wavelets da evolugéo do WtA, para
cada varidvel de controle. O espectro de detalhes é ordenado em ordem crescente de
niveis wavelets no eixo horizontal. O eixo vertical corresponde aos valores dos

coeficientes de detalhes e thresholds calculados.
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Figura 7.5. Trajetorias de controle em relacdo ao tempo (a) iteracdo 2; (b) iteragéo 3;
(c) iteracdo 4.

Observa-se na Figura 7.6 que os valores de threshold variam de acordo com os
niveis de resolugdo wavelets. Note na figura que cada nivel de resolucéo é representado
por uma cor diferente. As barras de cor preta representam o0s coeficientes de
aproximacdo. As barras coloridas representam os coeficientes de detalhes. Ja as barras

de cor branca representam os valores de threshold.
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Figura 7.6. Espectro de detalhes wavelets Sureshrink.

Antes de comparar 0os métodos, ilustra-se o historico do espectro de detalhes do

método Visushrink na Figura 7.7.
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Figura 7.7. Espectro de detalhes wavelets Visushrink.
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Na Figura 7.7 na estratégia VS um unico valor de threshold fixo é calculado
para todos os niveis de decomposicédo para cada variavel de controle, variando somente

com o proprio nimero de coeficientes.

O desempenho dos métodos € mostrado na Tabela 7.3. Nota-se que de fato o
método resulta no CPU minimo de 0,467. A estratégia VS obteve o pior desempenho

com CPU de 3,403. J& o CVPS apresentou um valor intermediario com CPU de 0,66.

E nitido que um menor nimero de estagios de discretiza¢ido demandara menor
esforco computacional. Porém, o resultado atual do VS mostra que nem sempre isso €
verdade. A Tabela 7.3 evidencia que a relagcdo entre o numero total de estagios de
discretizacdo do VS e o equivalente do equidistante é 0,54. Porém, o desempenho foi
consideravelmente inferior. Os resultados também levantam questionamentos, como por
exemplo, se h4 uma estratégia mais vantajosa perante as outras ou se ha como
configurar a priori a estratégia de discretizacdo a ser utilizada antes mesmo de o
problema ser solucionado. Com a finalidade de avaliar de maneira mais abrangente o
desempenho das diferentes estratégias WtA, foram solucionados 22 problemas de

controle 6timo. Os resultados dessa analise sao mostrados no proximo topico.
7.3. Avaliacdo de Desempenho
7.3.1 Visao Geral

Neste topico foram avaliados 22 problemas de controle 6timo. Todos o0s
exemplos possuem solucBes conhecidas e sdo referenciados na literatura citada. Com
objetivo de estabelecer uma métrica para avaliar o grau de dificuldade dos problemas e
sua influéncia sobre as estratégias utilizadas, foi proposto um fator de dificuldade,
definido como:
fg =14 + frog (7.22)
em que o primeiro termo avalia a estrutura do problema quanto a diferentes
caracteristicas, como restricoes de trajetoria, restricbes finais, instante final livre,
numero de arcos de controle, numero de variaveis de estado e nimero de variaveis de

controle. O segundo termo avalia o fator de reducédo da funcao objetivo.

O indice de discretizagdo, |4 é definido como:

Iy :(Ido_Id,ml’n)/(ld,méx_lmin) (7.23)
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em que:
ldo = Ny + Ny +Ng @ +Ney + Ny +#(i) (7.24)
lgmin =Ny + Ny +Ng -0+Ng-0+ny, +#(i) (7.25)
l g max =My + Ny +Ng -1+ - 1450, +#(i) (7.26)

onde n, € o nimero de variaveis de controle, n, € o nimero de variaveis de estado, ny
€ 0 numero de restri¢cdes de trajetoria, n, € o numero de restri¢cdes finais, n, € o nimero
de arcos de controle, wy € o fator que avalia a possibilidade de ativacao da restricao de
trajetoria e @, é o fator que avalia a possibilidade de ativagdo da restri¢do final. O
termo #(i) é 1 se o problema for de instante final livre ou zero caso contrario. Note que
lg min CONsidera que ndo ha restricOes ativas e apenas um arco em cada variavel de
controle. Ja 0 1y s considera que todas as possiveis restrices do problema estdo
ativas e que também ha um ndmero méaximo de cinco arcos em cada variavel de
controle. 1y, & o proprio indice de discretizacdo do problema que é normalizado,
resultando em |4, conforme escrito na Equacdo (7.23). A normalizagdo garante que 4
esteja entre 0 e 1. Para todos os problemas avaliados considerou-se que @y €

possuem valores iguais a 0,5.
Ja o fator de reducdo, presente na Equacao (7.22), é definido como:
fr = ( fR,o - fR,min )/( fR,mélx - fR,min) (7.27)

em que

J *<'€méx> _ J *<'Cmin>

fr o = ” 100 (7.10)
] |

3*(min)
e frmin © frmax S0 valores fixos obtidos via experimentos numericos. No conjunto
de problemas analisados, observou-se fg i, =0,005% e fg 4 =5%, dentro o
conjunto de problemas analisados. O fator de ponderagdo wg de fr na formulagéo do
fator de dificuldade, fy =14 + frag, é definido como:

wr =Ny /Ny (7.28)
e define a importancia do fator de reducédo sobre o fator de dificuldade. Logo, este fator

€ mais importante quanto maior a relagdo entre o numero de variaveis de controle n, e
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estado n, do problema. A Tabela 7.4 mostra o resultado do f; para os 22 problemas,

em ordem crescente. A Figura 7.8 ilustra os diferentes tipos de problemas analisados.

Conforme mostrado na Tabela 7.4, o fator de dificuldade minimo foi de 0,01
enquanto o fator maximo foi de 1,11. Observe que nao necessariamente este fator cresce
linearmente com o numero de varidveis de controle ou arcos. Por exemplo, problemas
com mais de uma variavel de controle encontram-se em uma regido intermediéria, com

fq em torno de 0,5.

A Tabela 7.5 sumariza o desempenho das trés estratégias WtA aplicadas. Para
cada caso, disponibiliza-se 0 nimero de iteragdes do WtA, nimero total de estagios de
discretizacdo, custo computacional, além da funcdo objetivo final. Os problemas sdo
ordenados em ordem crescente de fy . Adicionalmente, destaca-se o minimo valor de
CPU (em relacdo a CPU obtida no caso equidistante) para cada estratégia, sendo que a
cor azul representa a estratégia CVPS, a cor preta representa a estratégia SS e a cor
laranja a estratégia VS. A estrutura do problema de otimizacdo de cada exemplo e a
trajetoria 6tima de controle (obtida com o método mais eficiente) para cada problema

sdo visualizadas no Tépico 7.4, no final deste topico.

A Figura 7.10 mostra que para todo o conjunto de problemas, o VS € indicado
para 55% dos casos, enquanto o CVPS para apenas 18%. Em principio, nota-se que para
valores baixos de fy o VS apresenta menores valores de CPU. Ja o SS apresenta
valores menores para maiores valores de fy. Essa caracteristica € mais evidente na
Figura 7.10 onde é ilustrado o desvio relativo entre a CPU do SS e do VS que
apresentam desempenhos simetricos. Claramente, para valores menores de f; esse

desvio € positivo e tende a se tornar negativo para valores elevados de fj .

A Tabela 7.5 evidencia que a estratégia CVPS ndo aparenta seguir alguma
tendéncia dependente do valor de f, . Porém, observa-se que o CVPS obtém melhores
desempenhos para problemas com mdltiplas variaveis de controle, como 0s problemas
9, 12 e 13. No entanto, ao avaliar a CPU média de cada estratégia, observa-se que o VS
apresenta o menor valor, em torno de 0,48, enquanto o SS e CVPS apresentam 0s

valores 0,66 e 0,53, respectivamente.
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Tabela 7.3. Desempenho das diferentes estratégias (CSTR ndo linear)

Equidistante VS

* 6 * 6
( 3 CPU N Nz Ny #(10°) | gt CPU ng N, ngg (0%
1 20,0762 0,028 8 8 8 - 20,0762 0,028 8 8 8 -
2 | 20,0886 0,127 16 16 16 617,64 | 20,0886 0,127 16 16 16 617,64
3 |20,0904 0520 32 32 32 89,59 20,0900 0,370 22 25 21 69,68
4 ] 20,0906 0582 64 64 64 9,94 20,0901 0,394 32 40 24 4,92
5 20,0907 1 128 128 128 4,96 20,0906 2,237 56 59 34 20,48
6 20,0907 3,403 78 82 48 0.81

SS CVPS

* 6 x 6
V4 J CPU nS,l nS,2 n5,3 ¢(10 ) J CPU nsll nslz nsy3 ¢(10 )
1 20,0762 0,028 8 8 8 - 20,0762 0,028 8 8 8 -
2 |20,0886 0,127 16 16 16 617,64 20,0886 0,127 16 16 16 617,64
3 20,0906 0,407 25 26 25 98,59 20,0006 0,327 25 26 24 98,65
4 | 20,0907 0,467 41 40 33 0,88 20,0907 0,660 41 43 33 0,91
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Tabela 7.4. Fator de dificuldade calculado para 22 problemas (em ordem crescente)

#i fr Id fd

0,01

Temperature Control (RUTQUIST e EDVALL, 2010) 0,10 0,15
0,25

Linear Bang Bang Control (LUUS, 2002) 0,05 0,26
0,30

Singular Control 5 (LUUS, 2002) 0,18 0,31

0,38

Time Free Bang Bang Control (LIANG et al. 2003) 0,15 0,41
0,43

Drug Displacement Problem (LUUS, 2002) 0,24 0,45
0,50

Lee & Ramirez Bioreactor Q = 0 (BALSA-CANTO et al., 2001) 0,00 0,50
0,50

CSTR Reactor (SRINAVASAN et al., 2003a) 0,02 0,51
0,51

The Mixed Catalyst Problem (BELL e SARGENT, 2000) 0,08 0,53
0,53

Singular Control 4 (LUUS, 2002) 0,17 0,53

0,64

Singular Control 2 (LUUS, 2002) 0,59 0,89

1,08

mng>0 Hnu>]

mng=0 mnu=1

Figura 7.8. Caracteristicas dos problemas analisados (restricdes de trajetdria e variaveis de controle).
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Tabela 7.5. Desempenho das estratégias SS, VS e CVPS

Vs . cws Equidistante
fd cpU | Ns,t CPU I Ns,t CcPU I Ns,t I Ns,t >

‘1 BatchReactor Problem (CIZNIAR etal, 2005) 0,01 0,12 6 23 0,06 6 53 1,9 6 52 5 128 0,0695

2 Temperature Control (RUTQUIST e EDVALL, 2010) 0,15 1,64 7 93 0,28 7 32 0,69 7 52 5 128 203,8656
'3 VanderPol Oscilator (VASSILIADIS etal, 19943) 025 2,94 6 76 01 6 29 1,08 5 118 5 128 2,9647

4 Linear Bang Bang Control (LUUS, 2002) 0,26 1,68 9 82 0,3 14 99 6 57 4 64 41,3488
5 Pressure-constrained Batch Reactor (HUANG, 2002) 0,30 0,25 5 35 018 4 27 0,25 5 39 4 64 11,7270

6 Singular Control 5 (LUUS, 2002) 0,31 0,27 5 a7 0,18 5 35 0,21 5 40 5 128 0,7540
7 Lee&Ramirez Bioreactor Q = 2.5 (BALSA-CANTO etal, 2001) 0,38 0,39 5 120 0,36 5 123 055 6 140 5 256 5,7571

8 Time Free Bang Bang Control (LIANG et al. 2003) 0,41 0,98 4 53 0,41 4 31 0,35 4 29 5 128 30,1400
19 Norinear CSTR Four Convol Varables (BALSACANTO et 2001) | 043 | 061 6 sl 05 8 45 s a4 4 256 218160
10 Drug Displacement Problem (LUUS, 2002) 0,45 0,94 5 55 0,22 5 27 0,53 5 38 4 64 221,2858
11 Continuous State Constraint Problem (JACOBSON e LELE, 1969) 0,50 0,16 5 53 0,03 7 25 0,69 6 97 5 128 01728
12 Lee & Ramirez Bioreactor Q = 0 (BALSA-CANTO et al., 2001) 0,50 0,54 4 81 0,59 5 87 5 65 4 128 6,1515
113 Non-inear CSTR Three Control Variables (BALSA-CANTO etal., 2001) 0,50 4 114 34 6 208 5 113 5 384 20,0907
14 CSTR Reactor (SRINAVASAN et al., 2003a) 0,51 0,1 4 37 0,15 6 39 4 30 5 128 0,4317
15 Batch Fermentator Penicilin (BANGAetal, 2005) 051 1,248 4 39 0,94 4 38 0,95 5 40 6 128 88,0364
16 The Mixed Catalyst Problem (BELL e SARGENT, 2000) 0,53 4 32 0,15 4 40 0,16 4 27 5 128 0,0480
17 Benoit Chachuat Example (CHACHUAT,2006) 0,53 5 64 0,32 6 51 0,29 6 49 5 128 4,5859
18 Singular Control 4 (LUUS, 2002) 0,53 5 64 0,49 4 28 0,86 4 42 5 128 0,1194
19 Quadrple Integral (RUTQUIST e EDVALL, 2010) 0,64 3 32 02 4 34 0,16 4 35 5 128 1,0000
20 Singular Control 2 (LUUS, 2002) 0,89 5 51 0,26 5 46 0,22 5 53 5 128 0,2684
21 sSinguarControl3(LUUS,2002) 108 6 62 0,28 7 63 05 6 36 5 128 1,2523
22 Park and Ramirez Bioreactor (BALSA-CANTO et al., 2001) 1,11 20 91 1,23 22 80 0,93 10 86 5 128 32,6860

Figura 7.9. Desempenho das estratégias (percentual de sucesso de cada estratégia frente ao nimero total de problemas).
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Figura 7.10. Desempenho das estratégias (confronto entre SS e VS).
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Figura 7.11. Zonas de fator de dificuldade, em funcdo do indice de discretizacéo e fator

de reducéo.

Os resultados induzem-nos a dividir o range de f; em duas regides: fy <0,5 e
fq 20,5, conforme ilustrado na Figura 7.11. Na Figura 7.11 divide-se o fator de
dificuldade em duas regides: fqy <0,5 e f4 20,5, indicadas pela reta de cor verde. No
eixo X computam-se os valores do fator de reducdo multiplicados pela razdo das
variaveis de controle e estado (ver Equacdo 7.22). J& no eixo y computam-se 0s valores
do indice de discretizacdo. Os pontos coloridos representados na figura ilustram os

valores de f; obtidos para cada problema (as cores seguem a legenda original da
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Tabela 7.5). E possivel observar um aglomerado de pontos de cor laranja situados na
zona de baixo fator de dificuldade 0.5. Ja os pontos pretos (SS) encontram-se na zona de

elevado fator de dificuldade (acime de 0.5).

Uma explicacdo plausivel para o insucesso do SS para zonas de baixo fq € 0
fato de essa regido concentrar problemas com trajetorias de controle suaves, ou com

poucas ocorréncias de descontinuidades, conforme sumariza o Tépico 7.4.

Uma desvantagem do SS é que ndo funciona bem quando a decomposi¢édo
wavelets resulta em coeficientes de detalhes com valores proximos a zero, gerando
vetores com elevado nivel de esparsividade. Geralmente, para conjunto de dados bem
comportados, ou que apresenta pouca ocorréncia de descontinuidades, niveis com baixo
grau de esparsividade podem caracterizar o conjunto de dados original (DONOHO e
JOHNSTONE, 1995). Em outras palavras, quando a parcela mais importante esta
concentrada em niveis wavelets mais baixos, o SS tende a apresentar um desempenho
indesejavel, pois nesses niveis ha coeficientes de detalhes insuficientes para estimacao
do threshold.

Nota-se que os problemas com baixo fy; apresentam de fato trajetorias de
controle com numero baixo de arcos de controle. O Tépico 7.4 também mostra que
problemas multi-variaveis, como o problema 13, que apresenta trés variaveis de
controle, possui uma trajetdria continua, o que pode prejudicar o desempenho do SS
nesses casos. Logo, problemas multi-varidveis ndo garantem necessariamente melhor
desempenho do SS. Essa caracteristica € mais evidente na Figura 7.12, que disponibiliza

as trajetorias de controle dos trés piores desempenhos do SS.

Em outra andlise da Tabela 7.5 nota-se que o VS enfrenta dificuldades em
problemas com trajetdrias de controle altamente descontinuas. Porém, tal fato so foi
observado nos problemas com valores de fy >0,5. Observa-se, por exemplo, que em
alguns problemas com dois arcos (problemas 3, 4,5 e 6) 0 VS apresenta bons resultados.
Ja na zona de elevado fg, os problemas possuem trés ou mais arcos de controle, o que
impde dificuldades. Pelo fato de o VS estimar um valor de threshold fixo, tal estratégia
tende a suavizar excessivamente o conjunto de dados, preservando detalhes que

poderiam ser naturalmente eliminados
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(a) (Problema4) Linear Bang Bang Control (LUUS, 2002)
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(c) (Problema2) Temperature Control (RUTQUIST e EDVALL, 2010)

Figura 7.12. Trajetdria de controle dos trés piores desempenhos do SS.
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O CVPS ¢ a estratégia sugerida neste trabalho para balancear os dois extremos
VS e SS. Conforme introduzido no Capitulo 6, a funcdo objetivo do CVPS tende a
equilibrar o efeito da compresséo, assim como o efeito da parametrizagéo. Logo, espera-
se que o algoritmo WtA seja menos vulneravel que o SS para regides de baixo fy .
Observa-se, na Figura 7.13, de fato, que para essas situacdes, o CVPS apresenta a
segunda menor CPU médio, com valor de 0,62, perdendo apenas para o VS, que
apresenta CPU media de 0,26. O mesmo ocorre nas regides de elevado fy onde o VS
apresenta também a segunda menor CPU médio, com valor de 0,44, enquanto o SS

apresenta um valor de 0,42.

O maior destaque da aplicacdo do CVPS é observado nos problemas com
multiplas variaveis de controle. Justamente por ser um critério que pondera a
compressdo e parametrizacdo, aparenta ser mais estavel quando ha mdaltiplas trajetérias

com diferentes caracteristicas, envolvidas no processo de thresholding.

Na Figura 7.13 ilustra-se a CPU média das trés estratégias, para a regido de

baixo fy <0,5 eelevado fy >0,5.

(a) CPU meédia para fq <0,5

(a) CPU média para fy >0,5

Figura 7.13. CPU média das trés estratégias.
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7.3.2 Observactes Complementares

~

Na Topico 7.4 também é possivel mensurar a razdo de compressdo média do
algoritmo. Essa métrica é calculada dividindo-se 0 nimero de estagios da estratégia
WA mais eficiente pelo nimero de estagios da discretizacdo equidistante. A Figura

7.14 ilustra o valor obtido para cada problema.

1 23 4 5 6 7 8 % 10 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20 21 22

™ razao de compressao M equidistante

Figura 7.14. Razdo de compressao.

Observa-se que para a maioria dos problemas foi possivel obter uma elevada
razdo de compressdo, sem comprometer a precisao da solucéo, de acordo com o critério
de convergéncia utilizado. Dentre esses 22 problemas verificados a média de razdo de
compresséo foi de 0,44.

Percebe-se no Tépico 7.4, porém, que nem sempre 0 menor nimero de estagios
significa menor CPU. Em alguns exemplos foi detectada a situacdo de existir uma
estratégia thresholding mais eficiente, porém com maior nimero de estagios. Tal
comportamento se explica pelo fato de ndo s6 o0 numero de estagios, mas também o
tamanho de cada estagio ser impactante, o que pode beneficiar (ou atrapalhar) a rotina
de otimizagédo implementada, mas influenciar negativamente (ou positivamente) a etapa
de integragé&o.

A Figura 7.15, por exemplo, ilustra o espectro final dos detalhes wavelets ap6s a
solugcdo do problema 9 que apresenta 4 varidveis de controle. Mesmo apresentando
significativa reducdo de CPU, a razdo de compressdo ultrapassou a unidade conforme

mostra a Figura 7.14. Em outras palavras, foi possivel reduzir o custo computacional,
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porém, um numero maior de estagios (324) foi necessario para obtencdo de tal
resultado.
1 1 __________-i
1 T T T T T T T T T 1 1
1 1 1
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Figura 7.15. Espectro de detalhes do problema 9.
Na Figura 7.15 observa-se que as variaveis de controle 1 e 2 apresentam

trajetorias  bastante  descontinuas,  contribuindo para uma  discretizacdo

significativamente refinada nas regides de mudanca de arcos. Porém, 0 que caracteriza a
elevada razdo de compressao sdo fatores que possivelmente dependem de outros fatores
também, como tolerancias dos algoritmos utilizados para integracdo numeérica e
otimizacdo, assim como o critério de convergéncia utilizado. Logo, todos esses ajustes

podem intervir no numero de estagios finais.
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De acordo com os resultados apresentados, afirma-se que o fator de dificuldade
sugerido é uma meétrica interessante para predizer qual estratégia WtA é adequada para
um determinado problema de controle 6timo. No entanto, o f; sé é obtido ap6s o
problema ser solucionado, pois é necessario computar o0 nimero de arcos, assim como 0
fator de redugdo fr. Uma estratégia para contornar essas duas limitagdes e estimar
esses dois valores previamente a partir da solugdo parcial do problema (com poucos
estagios). A experiéncia numérica obtida até entdo evidencia que a maior parcela da
reducdo da funcao objetivo ocorre nas primeiras iteracbes do WtA. Para a maioria dos
problemas a variacao relativa da funcéo objetivo da primeira a segunda iteracdo do WtA
corresponde a aproximadamente 70~80% do fi. J& o numero de arcos pode ser
razoavelmente estimado a partir da segunda ou terceira iteragdo. Por consequéncia, seria

possivel estimar qual a melhor politica de thresholding a ser utilizada.
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7.4  Resultados: Modelos e Trajetorias de Controle

1. Batch Reactor Problem (CIZNIAR et al,. 2005)

J :méx[xz(tf ):|
Xa =_ka'(xa)2
. 2
Xb:ka-(Xa) —kb-(Xb)
k, = 4000-~2000/

ky, = 620000-¢ 2000/

Xg =[10]'
298 <u <398
te [O 1]
— — — T —
450 -
400 :
U 350 w
.
300 - -
2505 L S S S— S S
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2. Temperature Control (RUTQUIST e EDVALL, 2010)

J =min [xz (tf )}

X]_ =—2X1+U

>’<2:0,5u2
xo =[0 0]
0<u<50
xl(tf)glO

te[Ol]
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3. Van der Pol Oscillator (VASSILIADIS et al., 1994a)

J= ml'n[xg, (tf )}

)‘(a:(l—xbz)xa—xb +U

|

uo05
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4. Linear Bang Bang Control (LUUS, 2002)

J= minj(—le —12x, +3uy +Uy ) dt

X1=U2

—X1+U

Xy =

X, =[10]"

~10<u; <10
~10<u, <10

te[Ol]

02 03 04

0.1

02 03 04

0.1
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5. Pressure-constrained Batch Reactor (HUANG, 2002)

J= ml'n[xg, (tf )}

Xa =—Ka (X3 ) +kp (Xb)2 +(U/V ) —KeXaXp

xo =[10]"

Xp = ka(xa)_kb (Xb)2 _kcxaxb

X =KeXaXp

RT (3 (t)+xp (t)+x3(t)) <340

0<u<8>5
te[OZ]
10L_ L L L L L [ L L L
8ﬁ
u
6ﬁ
r r r r r r r r r r
0 02 04 06 0.8 1t 12 14 16 18
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6. Singular Control 5 (LUUS, 2002)

J= ml'n[xg, (tf )}

Xa =—Ka (X3 ) +kp (Xb)2 +(U/V ) —KeXaXp

Xp = ka(xa)_kb (Xb)2 _kcxaxb

|

X =KeXaXp
xo =[10]"

RT (3 (t)+xp (t)+x3(t)) <340

0<u<8>5
te [0 2]

L L L L L L L L L

0.5+
0
u

05r-

C r r r r r r r r

0 0.5 1 1.5 2 2.5 35 4 45
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7. Lee & Ramirez Bioreactor Q = 2.5 (BALSA-CANTO et al, 2001)

ty

J = max X4(tf )'Xl(tf )—Q-IUZdt
t

Xa =W +Uy

5 X
Xy = 01Xp —(U1+U2)X—b
a

. U]_ XC Xb
Xc =—01—(U1+U2)——91—
Xa Xd C

) X
Xd = 092Xy —(U1+U2)X—d
a

. UsCa

Xe —(U1+U2)X—e

Xa Xa

Xf =—03X¢

Xg = 93(1-%g)

X02
=14,35+X. +
Ya X 111,5

tb =0,22—|—Xe

Yo =Xf +——X
Yo o

9 Xc (x iy 0.22)
1= | MM T
Ya J Yb

g, 0,223 % [ 0.0005+ %
al 0,022+xg

g3 = 01223x_c 0,0005 + x5
a\ 0,022+ x5

X, =[00151]"

OSU]_Sl
OSUZ <1

te[O 10]
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8. Time Free Bang Bang Control (LIANG et al. 2003)

J= min[tf ]
Xa =Xp
X = U
xo =[00]"
Xa (tf ) =300
X (tg)=0

-2<ux<il

te| 0ty |
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9. Non-linear CSTR with Four Control Variables (BALSA-CANTO et al., 2001)

J = max [xg(tf )}
X =Ug —(Uy +Uy +Uy ) X —17,6X% X5 — 23% XgU3
Xo =Up —(Uy +Uy +Uy )Xo —17,6X X, —146X5X3
X3 = Uy — (U +Uy +Ug ) X3 — 73Xp X3
Xg =—(Ug+ Uy +Ug ) X4 +35,2X Xy —51,3%4X5
X5 = —(Uy + Uy +Ug ) X5 + 219Xy X3 —51,3%4 X5 Xg =—(Uy + Uy +Uy ) Xg +102, 6X4X5 — 23X XgU3
X7 =—(Uy +Uy +Uy ) X7 + 46X XgUs3

Xg =5,8[ (U +Up +Ug ) Xy —Uy |~ 3,70y — 4,10 + (g +Up +Uy )(23%, +11x; + 28X + 35%7 ) ~5ui3 ~0,09

Xo =[0,1883 0,2507 0,0467 0,0899 0,7804 0,1394 0,1394 0, OOO]T

0b—o—lo—1 ; C
0 0.02 0.04 0.06 0.08 (%:.1 0.12 014 0.16 018 0.2

OSU]_ <20

0§U2 <6

0§U3 <4

OSUS <20

te[O 0, 2]
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10. Drug Displacement Problem (LUUS, 2002)

J =min (tf)
Vi = Yoo +(Y3Y4 —2152,96%,%, )_1
Y2 =1+0,2(X +Xp)
Ya = Y2 + 232+ 46, 4x,
Y4 = Yoo +232+46,4%
% = Y1Y4[ (0,02 ) +46,4% (u—2%,) |

Xo = Y[ V3 (u—2x;)+46,4% (0,02—x,) |

t/221.28
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11. Continuous State Constraint Problem (JACOBSON e LELE, 1969)

J =m|'n[x3(tf )J
X = Xo
Xo =—Xo +U
X3 :x12+x22+0,005u2
Xo =[0 -10]"
X (t) <8(t-0,5)*+0,5

-3<u<20
te[O 2]

15 -

10

]
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o
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o
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= 0 (BALSA-CANTO et al., 2001)

12. Lee & Ramirez Bioreactor Q

1
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Q —~~ —~~ A~ of (@) N o] o) o
| ~ C_d o~ o~ - g X ol 9|y SN =
- o 2 X\I/X 7 2 - Xg — <’ 2. ) ww mm = —
= > f 5 L L% ot 9;% <2 Sl Sl 4 UV o9
~ + u1_ > =] S o) — vM.v o o T o o — VI —
R A Gt - S-S = s S 55 e
—_ Il ! =) ~ I =] o o — < XC_y XC_W,a S, VvV w
s o2 2 T £ geg v o8B T % 707 97 F a8
~— | : = < & C_a
3t ﬂv S w U__ o 3 o | = M, N} K3
" <2 Hﬂ_xa o 5P __a __1 I n__v
& I o > o N )
€ S o o
I =
-

167



Capitulo 7. Aplicagdes
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13. Non-linear CSTR with Three Control Variables (BALSA-CANTO et al., 2001)

J = max [xg(tf )}
X =Ug —(Uy +Uy +Uy ) X —17,6X% X5 — 23% XgU3
Xo =Up —(Uy +Uy +Uy )Xo —17,6X X, —146X5X3
X3 = Uy — (U +Uy +Uy ) X3 — 73XpX3
Xg =—(Ug+ Uy +Ug ) X4 +35,2X Xy —51,3%4X5
X5 = —(Uy + Uy +Ug ) X5 + 219Xy X3 —51,3%4 X5 Xg =—(Uy + Uy +Uy ) Xg +102, 6X4X5 — 23X XgU3
X7 =—(Uy +Uy +Uy ) X7 + 46X XgUs3

Xg =5,8[ (U +Up +Ug ) Xy —Uy |~ 3,70y — 4,101 + (g +Up +Uy )(23%, +11x; + 28X + 35%7 ) ~5ui3 ~0,09

Xo =[0,1883 0,2507 0,0467 0,0899 0,7804 0,1394 0,1394 0, OOO]T

0<uy <20
OSUZ <6
OSU3S4

20
15
u, 10

0 r r r r r r r r r
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14. CSTR Reactor (SRINAVASAN et al., 2003a)

J :méx[xc(tf )V (tf )}
Xq =—k1XaXb—\%x6l
X = —K1XaXp — 2KoXp? +\%(Xb,in _Xb)
V=u
Xc =£(X Vo — X V)
V a,0"'o a
d :%[(xa +Xpin =% )V ~(Xa,0 + Xin ~ X0 Vo | Xo =[0,72 0,05]"

0<u<0,001
X (tf )<0,025

Xq (tf )S0,15

te[0 250]

0 50 100 150 200 25!
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15. Batch Fermentator Penicilin (BANGA et al., 2005)

J =méx[x2 (tf )x4(tf )}
y; =0,11x3/ (0,006% +X3)
Y2 =(0,0055- 3)/[ 0.0001+ X3 -(1+10- X3) |
¥ =Y1-% —(U-%/500-x,)
Xp = Yo% —0,01x, —(ux, ) /500%4
X3 = (—Yy1%1)/0,47 (2% ) /1, 2—(%%30,029) /(0,0001+ X3 ) +u (1— X3 /500) /x4
X4 =u/500
X =[15007]"

0<x(t)<40
0<x3(t)<25
0<x4(t)<10

0<u<50
te[0132]
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16. The Mixed Catalyst Problem (BELL ¢ SARGENT, 2000)

3 =méx| x(ty) ]
Xq =U(10X, — X, )

Xp =U(Xq —10% ) —(1—u) X,

Xo =[10]"

0<ux<l

te[Ol]
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0.8~
u 06
041
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17. Benoit Chachuat Example (CHACHUAT, 2006)

J =min [x3 (tf )]

X =Xo +U
X2:—U
X3=X12/2
Xo =[110]"
x(t¢ )=[0 0"
-10<u<10
te[OZ]
10 L L L L L L L L L
5ﬁ
u
0 oo o & P *—o—o o 9% -".
5k d
0O 02 04 06 08 t 12 14 16 18
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18. Singular Control 4 (LUUS, 2002)

J =min [x4 (tf )}

X =X
X =—XgU +16X5 —8
X3=Uu
%4 = %2 + X2 +O,005(x2 +16xg —8—0,1x3u2)2
%5 =1

Xo=[0 -1 -+/500]

-4<u<10
te[O 1]

10 L |8 |8 L

5r R
u

Or i
_5 L r r r r I
0 0.2 0.4 i 0.6 0.8 1
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19. Quadruple Integral (RUTQUIST e EDVALL, 2010)

J :ml’n[tf]
X = X
Xy = X
X3 =Xy
X4 =U
Xo =[0,10,2 0,3 0]"

x(ty)=[0 000

0 01 02 03 04 05 06 07 08
t/5

0.9 1
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20. Singular Control 2 (LUUS, 2002)

J= ml'n[x3 (tf )J

Xl = X2

Xz =Uu

X3 = X12

xg=[010]
-3<u<20

te[O 5]
1 1
: L |8 |8 |8 |8 L |8 |8 :
i 1+ !
1 1
1 1
| |
| 0.5~ |
1 1
! u !
l 0 |
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1 1
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21. Singular Control 3 (LUUS, 2002)

J= ml'n[x3 (tf )J

X1=X2
Xz =Uu
X3 =X12
xg=[010]
-3<u<20
te[O 5]
1} L I -
0.5 i
u 0 '
05 Fb i
3 r r r r r r r r r
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22. Park and Ramirez Bioreactor (BALSA-CANTO et al., 2001)

3 =max| X, (tg)-V(te) |
Xq = 0O(Xg _Xb)_\%xa

oty Y
Xp = TpXp VXb

- _u
Xe = HxXc be

g =730 (X )%~ (M=xq)

V=u
O 4,751,
0,2+ py

e—S,OXd

fomx o
P C0,1+Xd

_ 21, 87Xd
(Xd +0,4)(Xd +62,5)

Hx
O0<u<?2

_ T

Xg=[00151]

te[O 15]

15
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8. Conclusoes

Este estudo evidenciou a potencialidade das wavelets como ferramenta para
representacdo multi-escala de dados. Comparando-se com sua aplicacdo na area de
processamento digital, as wavelets possuem ainda pouca aplicagdo em engenharia
quimica, especialmente para solucdo de problemas que envolvem técnicas de
discretizacdo de equacdes diferenciais, como é o caso dos métodos diretos para solugédo

de problemas de otimizagao dinamica.

Foi desenvolvido um algoritmo, Wavelet-thresholding Adaptativo (WtA), que
acopla trés estratégias thresholding: Visushrink, Sureshrink e CVPS. A cada ciclo do
algoritmo, um problema NLP é solucionado, de acordo com um determinado nivel de
discretizacdo. Com a aplicacdo da transformada wavelets e subsequente compresséo de
acordo com a estratégia thresholding utilizada, é possivel indicar quais regides sdo

candidatas a serem refinadas para a proxima etapa de otimizagao.

De acordo com os resultados de alguns exemplos de otimizacdo dinamica foi
possivel observar que a estratégia wavelets thresholding afeta bastante o desempenho
computacional do algoritmo. A analise de 22 problemas permitiu construir uma métrica
para a avaliacdo do desempenho dos algoritmos, definida como fator de dificuldade. Na
maioria dos casos, o0 critério Visushrink obteve os melhores resultados, permitindo
minimizar mais de 50% de custo computacional em alguns problemas, quando
comparado ao critério de discretizacdo equidistante da malha, assumido como solucéao
de referéncia. No entanto, para problemas com fatores de dificuldade elevados, a
estratégia Sureshrink obteve resultados mais satisfatérios. Foi observado que em tais
problemas, a trajetoria de controle apresenta nimero de arcos maior ou igual a trés. Tal
caracteristica prova que a natureza adaptativa do Sureshrink é bastante adequada para
detectar descontinuidades e adaptar a discretizacéo, fato também observado na literatura
de processamento de imagens. Por outro lado, na presenca de trajetorias de controle
suaves, ou com pouca ocorréncia de descontinuidades, a estratégia Sureshrink tende a
apresentar desempenho inferior ao Visushink. A metodologia desenvolvida neste
trabalho, CVPS, lida melhor com as deficiéncias das estratégias Sureshrink e Visushrink

em situacBes extremas. 1sso se mostra evidente em problemas com mdltiplas variaveis
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de controle, onde ocorre naturalmente o cémputo de trajetorias de controle com diversas
caracteristicas. Por exemplo, a presenca de uma trajetéria com grande ocorréncia de
descontinuidades Logo, o CVPS apresenta maior regularidade quando comparado aos
outros métodos, principalmente em casos extremos, com poucos arcos de controle ou

muitos arcos de controle.

Algumas sugestdes baseadas nas dificuldades encontradas e identificacédo de

melhorias podem ser ressaltadas:

(i) Constata-se que o critério de convergéncia é fundamental para avaliar o
desempenho de cada algoritmo. O critério utilizado no WtA avalia a variacao relativa da
funcdo objetivo. Porém, observa-se que o critério é local, e ndo impede o algoritmo de
parar em caso de baixa varia¢do da funcdo objetivo em uma etapa intermediaria sem ter
atingido o valor 6timo de fato. Nos problemas analisados ndo foram detectadas essas
dificuldades, porém, critérios de convergéncia global, como por exemplo, incorporacéo
de avaliacdo da qualidade da discretizacdo, poderiam aprimorar o critério de

convergéncia;

(i) Ha outras estratégias wavelet thresholding na literatura de estatistica, como o
Minimaxi e Bayeshrink, que nao foram discutidas neste trabalho. Todas podem ser
facilmente incorporadas a rotina MATLAB desenvolvida. No entanto, estudos futuros

podem ser realizados para averiguar a viabilidade de aplicacdo desses critérios;

(if) Nesta tese foi utilizada a funcdo Daubechie-l ou Haar. Essa € uma base
altamente indicada para deteccdo de descontinuidades, pois € naturalmente uma funcéo
descontinua. Porém, novas bases wavelets também podem ser incorporadas ao
algoritmo. Um estudo avaliando o desempenho de diferentes bases wavelets ajudaria a
predizer, da mesma maneira que diferentes estratégias thresholding, quais bases seriam

indicadas para diferentes problemas.

(iii) O algoritmo WtA apresentado aqui foi aplicado ao método single-shooting.
Ademais, aplica¢des incluindo o algoritmo multiple-shooting também sdo possiveis de
serem incorporadas ao WtA. Ressalta-se também a possibilidade de implementacdo ao

método simultaneo.
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Finalmente, a maior contribuicdo do trabalho consiste em avaliar diferentes
técnicas de compressao de dados, ainda nao difundidas na area de otimizacdo dinamica.
Além de se mostrar uma ferramenta bastante Gtil para aprimoramento dos métodos
numéricos, a discussdo sobre o tema encoraja futuras implementagdes, ndo sé para
otimizacdo dindmica, mas também para solucdo de equacbes diferenciais e

procedimentos de compressao de grande massa de dados.
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