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A dinâmica de íons é parte fundamental e inerente a todos os fenômenos 

eletrocinéticos. No entanto, nela reside grande parte das limitações das abordagens 

tradicionalmente empregadas para descrever estes fenômenos. Este trabalho é dividido 

em duas partes. Na primeira delas, o comportamento estático de perfis de distribuição 

iônica próximo a eletrodos é descrito por uma equação de Poisson-Boltzmann 

modificada, levando-se em conta efeitos de correlação de tamanhos, de correlação 

eletrostática, e de especificidade iônica. Demonstra-se que estes efeitos têm papel 

fundamental na descrição de perfis de distribuição iônica e no cômputo da pressão entre 

placas paralelas carregadas; com potencial aplicação em sistemas coloidais 

assimétricos. Na segunda parte, o comportamento dinâmico de eletrólitos concentrados 

é descrito por um modelo do tipo Poisson-Nernst-Planck modificado, que incorpora os 

mesmos efeitos supracitados. Demonstra-se que os efeitos de tamanho dos íons e de 

correlação eletrostática têm forte interferência no comportamento transiente de 

eletrólitos concentrados, nas vizinhanças de eletrodos sujeitos a voltagens contínuas ou 

alternadas; abrindo um possível caminho para futuros avanços na descrição matemática 

de fenômenos eletrocinéticos via modelos contínuos. 
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Ion dynamics is a fundamental part common to all electrokinetic phenomena. 

However, most of the limitations of classical approaches to describe these phenomena 

are related to ion dynamics. This work is divided in two parts. In the first one, static 

behavior of charge distribution profiles near charged electrodes is described in terms of 

a modified Poisson-Boltzmann equation, taking into account size correlation, 

electrostatic correlation, and ion-specific effects. It is shown that these effects play a 

fundamental role in the description of charge distribution profiles and in the calculation 

of pressure between charged parallel-plates; with potential application to asymmetric 

colloidal systems. In the second part, the dynamic behavior of concentrated electrolytes 

is described by a modified Poisson-Nernst-Planck type model that incorporates the same 

effects previously cited. It is shown that ion size and electrostatic correlation effects 

have strong influence in the transient behavior of concentrated electrolyte solutions near 

electrodes subjected to direct current or alternating current voltages; paving a possible 

way for future advances in mathematical description of electrokinetic phenomena 

through continuum models. 
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Capítulo 1 

 

 

Introdução 

 

 

1.1 Fenômenos eletrocinéticos 

 

 Eletrocinética é o termo que se usa para designar o movimento relativo entre 

fases eletricamente carregadas. Portanto, fenômenos eletrocinéticos surgem sempre que 

interfaces carregadas são forçadas a se mover mutuamente. Sabe-se que quando se 

induz (por meio de um campo elétrico externo, por exemplo) o movimento relativo das 

cargas livres na dupla camada elétrica em relação à superfície carregada (e às cargas 

nela fixadas), induz-se o deslocamento do seio da fase fluida na mesma direção. 

Contrariamente, um campo elétrico é induzido quando a camada difusa e a superfície 

carregada são forçadas a se deslocar induzidas pelo movimento do seio da fase fluida 

[1]. Assim, o acoplamento entre fenômenos elétricos e fluidodinâmicos é característico 

dos fenômenos eletrocinéticos. 

 Fenômenos eletrocinéticos têm sido objeto de estudo desde o início do século 

XIX, quando F. F. Reuss
1
 publicou em 1809 [2] os resultados de suas observações sobre 

a migração de partículas coloidais de argila sujeitas a um campo elétrico aplicado à 

solução em que se encontravam dispersas. A despeito dessas primeiras observações 

experimentais, as primeiras tentativas de tratamentos teóricos são atribuídas a 

HELMHOLTZ [3] e SMOLUCHOWSKI [4]. Existem basicamente quatro grupos de 

fenômenos classificados como eletrocinéticos [1]: 

 

i. Eletroosmose (Electroosmotic flow): corresponde ao movimento de uma solução 

eletrolítica em relação a uma superfície eletricamente carregada (um tubo 

capilar, ou um meio poroso, por exemplo) induzido pela aplicação de um campo 

                                                 
1
 Ferdinand Frederic Reuss (1778 – 1854). Químico russo, naturalizado alemão. Considerado o pai da 

eletroforese. 
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elétrico. A pressão necessária para anular o fluxo eletroosmótico (que 

corresponde ao gradiente de pressão induzido pelo campo) é denominada 

pressão eletroosmótica. Um esquema típico para um fluxo eletroosmótico em 

um capilar eletricamente carregado é apresentado na Figura 1.1. Como o capilar 

está negativamente carregado, os íons positivos são atraídos, por influência do 

campo elétrico, na direção do cátodo, arrastando a solução eletrolítica na mesma 

direção. 

 

 

Figura 1.1. Fluxo eletroosmótico através de um capilar negativamente carregado. 

 

ii. Potencial de escoamento (Streaming potential): trata-se do fenômeno oposto à 

eletroosmose. Sempre que um gradiente de pressão promove o movimento de 

uma solução eletrolítica ao longo de uma superfície carregada surgirá um campo 

elétrico externo, o potencial de escoamento. São comuns em escoamentos 

através de micro ou nanocanais conectados por reservatórios em condições 

distintas, como, por exemplo, em um escoamento através de uma membrana 

porosa. Quando as concentrações dos reservatórios forem idênticas e o sistema 

não apresentar fluxo de corrente, diz-se que o campo elétrico estacionário 

resultante corresponde ao potencial de escoamento. O movimento do fluido 

produz uma corrente de escoamento entre as duas extremidades do canal, devido 

ao movimento das cargas dispersas. Entretanto, uma corrente de condução é 

induzida pelo potencial de escoamento, oposta à direção do fluxo, se opondo à 
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corrente de escoamento a fim de reestabelecer a conservação de cargas dentro do 

canal. O potencial de escoamento, portanto, aparece em oposição à direção do 

fluxo, ao contrário do que ocorre na eletroosmose, como mostra a Figura 1.2. 

 

 

Figura 1.2. Desenvolvimento do potencial de escoamento em um capilar negativamente 

carregado. 

 

iii. Eletroforese: o movimento de uma partícula eletricamente carregada em relação 

a um fluido estacionário devido à aplicação de um campo elétrico é denominado 

eletroforese. É um procedimento bastante comum na ciência de coloides para 

medição do potencial de superfície (potencial zeta,  ) de uma partícula 

carregada (por exemplo, uma partícula coloidal). A Figura 1.3(a) esquematiza a 

eletroforese para uma partícula esférica eletricamente carregada. 

 

iv. Potencial de sedimentação: do mesmo modo que um campo elétrico causa o 

movimento de uma partícula carregada, o movimento de partículas carregadas 

relativamente a um fluido estacionário produz um campo elétrico, 

correspondente ao potencial de sedimentação. Assim, o potencial de 

sedimentação, também denominado efeito Dorn ou potencial de migração, está 

para a eletroforese como o potencial de escoamento está para a eletroosmose. A 

Figura 1.3(b) esquematiza este fenômeno eletrocinético, talvez o menos 

estudado, dado seu menor potencial de aplicação. 
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Figura 1.3. (a) Eletroforese de uma partícula negativamente carregada submetida a um 

campo elétrico externo; (b) Sedimentação de partículas coloidais eletricamente 

carregadas quando submetidas a um campo gravitacional, dando origem a um potencial 

de sedimentação (V). 

 

 Fenômenos eletrocinéticos envolvendo sistemas coloidais têm recebido especial 

atenção desde os anos 1990, particularmente devido ao desenvolvimento de sistemas 

biológicos de separação, sistemas micro-eletromecânicos (micro-electromechanical 

systems – MEMS) e processos de separação em escala nanométrica [1]. Há um 

particular interesse no estudo de fluidos em situações de confinamento, isto é, através de 

micro ou nanocanais, desde que a tendência de miniaturização dos mais diversos 

processos e produtos já é uma realidade há alguns anos. Como o gradiente de pressão 

requerido para mover um fluido através de um tubo capilar é bastante elevado, dentre as 

alternativas que se apresentam para vencer essa barreira, destaca-se o uso do transporte 

eletrocinético como uma força motriz adicional capaz de favorecer o escoamento de 

fluidos em domínios microscópicos.  

 A necessidade de se trabalhar em domínios muito pequenos tem favorecido uma 

mudança de perspectiva na ciência de coloides e fenômenos de superfície. Se 

historicamente se buscou descrever as propriedades de sistemas coloidais em sistemas 

macroscópicos (bulk systems), a necessidade de se analisar estes fenômenos em 

domínios extremamente pequenos, frequentemente comparáveis às dimensões da 

própria partícula coloidal, representam um grande desafio que tem forçado uma 

mudança de paradigma no tratamento matemático de sistemas em múltiplas escalas. 

 A modelagem de fenômenos eletrocinéticos é de interesse em diversas áreas do 

conhecimento, sobretudo na Física, Engenharia, e na Química. A literatura está repleta 

de trabalhos envolvendo a modelagem destes fenômenos. Revisões recentes [5-11] 

apresentam algumas destas aplicações e estratégias de modelagem, com foco na 
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discussão das diferentes metodologias de simulação – de base molecular ou híbrida – de 

sistemas em microescala [6], dispositivos eletroquímicos voltados para a microfluidica 

[7-9], integração de conceitos eletroquímicos e de ciências dos coloides para melhor 

entendimento de fenômenos eletrocinéticos [10], cinética química e termodinâmica de 

processos irreversíveis aplicada a modelagem de sistemas em que o transporte de cargas 

vem associado à mudanças de fase [11] - como em baterias e células a combustível -, e 

análise das diferentes estratégias de modelagem de fenômenos eletrocinéticos em altas 

voltagens e/ou concentrações de eletrólito [5]. 

 O grande desafio no que diz respeito a modelagem de fenômenos eletrocinéticos 

está associado ao acoplamento entre fenômenos simultâneos em diferentes escalas de 

tempo e espaço. Microscopicamente, alterações na interface dão origem ao movimento 

(macroscópico) do seio da fase fluida – em um acoplamento de complexa descrição 

matemática, dados os múltiplos efeitos (por vezes anômalos) associados. A solução 

simultânea da equação de Navier-Stokes (NS) para o fluxo viscoso do seio da fase 

fluida, associada à equação de Poisson (P) para o campo elétrico, e às equações de 

Nernst-Planck (NP) para o transporte de cargas, dá origem ao ―modelo padrão‖ [5] para 

a descrição de fenômenos eletrocinéticos: a família das abordagens do tipo PNP/NS. 

 Uma etapa fundamental comum a todos os fenômenos eletrocinéticos está 

associada à dinâmica de íons, isto é, ao comportamento transiente de eletrólitos sujeitos 

a campos elétricos externos. Nesta etapa residem grande parte das limitações destinadas 

à descrição matemática de fenômenos eletrocinéticos, desde que as abordagens 

convencionais baseadas em modelos contínuos do tipo PNP/NS normalmente 

negligenciam efeitos de tamanho dos íons, de correlação eletrostática (correlação íon-

íon), de especificidade iônica, bem como efeitos não (puramente) eletrostáticos. Deste 

modo, o foco desta tese está na análise do comportamento transiente dos íons, 

mantendo-se o solvente estacionário; isto é, desprezando-se o movimento do seio da 

fase fluida. O objetivo é desenvolver um modelo do tipo Poisson-Nernst-Planck 

modificado (mPNP), em vista de posterior aplicação na análise de fenômenos 

eletrocinéticos via modelos mPNP/NS. A seguir, destacam-se os principais objetivos 

desta tese. 
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1.2 Objetivos 

 

 O objetivo geral desta tese é estudar influência de efeitos de tamanho, de 

especificidade iônica, e de correlação eletrostática (correlação íon-íon) no 

comportamento estático e dinâmico de eletrólitos concentrados nas vizinhanças de 

eletrodos, por meio de modelos contínuos (solvente implícito) do tipo Poisson-

Boltzmann modificado (para o caso estacionário) ou Poisson-Nernst-Planck modificado 

(para o caso dinâmico). 

 Como objetivos específicos, destacam-se: 

 

i. Analisar os efeitos de assimetria de tamanho nos perfis de distribuição iônica 

calculados por meio de uma equação de Poisson-Boltzmann modificada pela 

inclusão de termos de correlação de tamanho e de especificidade iônica; 

ii. Calcular a pressão devido à dupla camada elétrica entre duas placas carregadas 

imersas em soluções eletrolíticas constituídas de eletrólitos assimétricos; 

iii. Propor uma metodologia para análise do comportamento dinâmico de íons nas 

vizinhanças de eletrodos sujeitos a tensões alternadas e contínuas; 

iv. Avaliar a influência dos efeitos de correlação de tamanho na dinâmica de 

formação da dupla camada elétrica; 

v. Avaliar a influência de efeitos de tamanho e de correlação eletrostática no 

comportamento dinâmico de íons sujeitos a voltagens alternadas. 

 

1.3 Contribuições à literatura 

 

 Ao longo do período desta tese, foram publicados três trabalhos em periódicos 

científicos internacionais [12-14]. Além desses, três trabalhos completos foram 

publicados em anais de congressos: dois nacionais [15,16], e outro internacional [17]. 

Nesta Seção, discutem-se as principais contribuições como resultados dessas 

publicações, as quais serão detalhadas ao longo da tese. 

 O desenvolvimento de uma equação de Poisson-Boltzmann modificada pela 

inclusão de termos de correlação de tamanho capazes de contabilizar as diferenças nos 

tamanhos dos íons é objeto de análise de um trabalho publicado no periódico Colloids 

and Surfaces A: Physicochemical and Engineering Aspects [12]. Perfis estacionários 
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para a dupla camada elétrica são calculados por meio dessa abordagem, demostrando-se 

a relevância dos efeitos de assimetria de tamanho. Cálculos de pressão entre placas 

carregadas indicam que a não contablização destes efeitos pode conduzir a respostas 

não físicas para a interação entre placas devido à dupla camada elétrica. 

 Um modelo dinâmico aplicado ao estudo da dinâmica de íons sujeitos a um 

degrau no potencial elétrico é apresentado em um artigo publicado no periódico 

internacional Fluid Phase Equilibria [13]. O enfoque desse trabalho está na análise da 

influência de efeitos de correlação de tamanho no comportamento dinâmico dos íons 

por meio de um modelo do tipo Poisson-Nernst-Planck modificado. A extensão desse 

modelo para análise do comportamento dinâmico de soluções eletrolíticas sujeitas a 

voltagens alternadas é objeto de um trabalho recentemente publicado no periódico 

Electrochimica Acta [14]. Nesse trabalho, o enfoque está nos efeitos de correlação 

eletrostática (ou correlações íon-íon), que são relevantes nas vizinhanças do eletrodo, 

quando os íons são forçados a se aproximar, de modo que o campo elétrico produzido 

por cada íon passa ter influência nos demais. Tais efeitos são particularmente relevantes 

em soluções eletrolíticas constituídas de eletrólitos multivalentes, quando surgem 

comportamentos anômalos que as abordagens convencionais são incapazes de lidar. 

Tais comportamentos serão analisados em detalhes ao longo desta tese. 
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Capítulo 2 

 

 

Revisão Bibliográfica 

 

Neste capítulo, são apresentados os principais conceitos e aplicações que 

motivam esta tese. Inicia-se por uma breve apresentação acerca da evolução dos 

modelos estacionários para a dupla camada elétrica, destacando-se a teoria de 

Gouy-Chapman, que dá origem à equação de Poisson-Boltzmann; e à teoria de 

Stern, que dá origem a versões modificadas da equação de Poisson-Boltzmann, 

em que os efeitos de tamanho dos íons passam a ser importantes. A seguir, 

descreve-se o comportamento dinâmico dos íons, a partir de uma visão voltada 

para os fenômenos eletrocinéticos, característicos de sistemas em que fases 

eletricamente carregadas movem-se mutuamente. Estratégias de modelagem 

baseadas em modelos contínuos são apresentadas, destacando-se os efeitos de 

flutuação do potencial elétrico; os efeitos de tamanho dos íons (steric effects); 

bem como os efeitos de correlação eletrostática (ion-ion correlations). 

 

2.1 Distribuição de cargas em torno de interfaces eletricamente 

carregadas: o conceito de dupla camada elétrica 

 

 Quando sistemas iônicos estão presentes em um sistema que contém uma 

interface, haverá a formação de uma estreita região (geralmente em escala nanométrica) 

em torno desta, caracterizada por uma perturbação da densidade de cargas em relação ao 

seio da fase fluida (fase bulk). A esta região dá-se o nome de dupla camada elétrica. 

A eletrostática e, mais especificamente, as forças que têm origem na formação 

da dupla camada elétrica têm papel fundamental em diversas áreas da ciência e 

engenharia [19]. O conhecimento da distribuição espacial de cargas livres e de sua 

mobilidade em torno de interfaces eletricamente carregadas é essencial para o 

entendimento dos fenômenos eletrocinéticos. Em soluções eletrolíticas de interesse, em 

particular, a necessidade de se descrever como os íons se redistribuem sob influência do 

campo elétrico localmente imposto por uma superfície carregada é um dos fundamentos 

da ciência dos coloides e fenômenos de superfície. As cargas livres são tanto atraídas 

quanto repelidas por uma interface carregada, seja por meio de interações puramente 

eletrostáticas (Coulombianas), ou por interações não-eletrostáticas de origens diversas, 
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incluindo efeitos de dispersão de van der Waals, de exclusão de volume, de imagem, e 

de correlação eletrostática (ion-ion correlations) [20]. 

 A dupla camada elétrica é constituída de íons firmemente ligados à superfície 

(cargas fixas) e uma quantidade equivalente de íons de carga oposta (contra-íons) e de 

mesma carga (co-íons) que, dispersos na fase fluida, neutralizam o excesso de cargas. 

Como consequência da atração-repulsão de íons próximos à interface carregada, a 

distribuição de íons será não uniforme na direção normal à superfície, perturbando 

localmente a eletroneutralidade. Assim, haverá uma concentração dos contra-íons nas 

proximidades da superfície, enquanto que a uma distância suficientemente grande desta 

a neutralidade de cargas se reestabelece. Entretanto, a maneira como os íons se 

organizam próximos à interface e a extensão dessa influência não é um fenômeno de 

descrição matemática simples [1]. 

A apresentação detalhada de modelos para a dupla camada elétrica está fora do 

escopo desta tese. Estes são exaustivamente descritos na literatura da ciência dos 

coloides e fenômenos de superfície (veja, por exemplo, as referências [1,19,21]). 

Entretanto, a título de contextualização, os aspectos principais relacionados à evolução 

histórica dos modelos de dupla camada serão ressaltados nas linhas que se seguem. 

 O conceito de dupla camada elétrica foi introduzido pelo físico alemão Hermann 

Helmholtz (1821-1894), que propôs em 1853 [22] um arranjo composto por uma única 

camada de dimensão molecular formada por contra-íons rigidamente ligados à 

superfície carregada, constituindo o primeiro modelo para a dupla camada elétrica 

(também conhecido como modelo de Helmholtz-Perrin). 

Sabe-se, porém, que os efeitos térmicos contribuem para que os íons 

permaneçam dispersos, formando uma camada difusa. A teoria para esta camada difusa 

foi desenvolvida independentemente pelo físico francês Louis Gouy (1854-1926) e pelo 

químico inglês David Chapman (1869-1958), no início do século passado. No modelo 

de Gouy-Chapman [23,24], a interface carregada tem um potencial especificado ( 0 ) e 

os íons são tratados como cargas pontuais imersas em um meio dielétrico contínuo. O 

acoplamento das interações eletrostáticas com as flutuações térmicas Brownianas dá 

origem à camada difusa, em que a eletroneutralidade não é (localmente) obedecida. 

O modelo de Gouy-Chapman fornece uma boa descrição para a dupla camada 

elétrica apenas a baixos potenciais elétricos (< 25 mV) e baixas concentrações de 

eletrólito. Uma importante limitação deste modelo está associada à não consideração do 
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tamanho dos íons e da não idealidade da solução (exceto devido à carga elétrica dos 

íons). A variação da concentração de íons em relação à distância da superfície para o 

modelo de Gouy-Chapman é compatível com a distribuição de Boltzmann, conduzindo 

à equação de Poisson-Boltzmann, descrita a seguir. 

 

2.1.1 Equação de Poisson-Boltzmann 

 

 O entendimento dos fenômenos de natureza eletrostática tem um papel 

fundamental na ciência de coloides e fenômenos de superfície. Como as partículas 

coloidais geralmente são entidades eletricamente carregadas – ou, se originalmente não 

o são, adquirem cargas em meio eletrolítico – e as interações eletrostáticas são de longo 

alcance, pode-se supor a dominância destas frente às interações intra ou 

intermoleculares, mesmo quando a blindagem do solvente e da solução eletrolítica for 

significativa. Assim, o uso de um bom modelo para estudo de propriedades 

eletrostáticas é uma necessidade. Existem duas classes de modelos empregados para 

este fim: modelos de solvente explícito, que traduzem a natureza molecular do solvente 

ao contabilizarem todos os graus de liberdade de suas moléculas; e modelos de solvente 

implícito, que tratam a solução e os íons como um contínuo, isto é, cada partícula 

interage com a outra partícula numa média canônica sobre todas as outras partículas. O 

enfoque desta tese são os modelos implícitos, notadamente aqueles baseados na 

abordagem de Poisson-Boltzmann, que têm sido aplicados por muitos anos, com 

relativo sucesso, na descrição de propriedades eletrostáticas de moléculas em meio 

contínuo [25]. 

 A distribuição de Boltzmann é uma relação fundamental da mecânica estatística 

que associa a probabilidade de ocorrência de determinados estados microscópicos como 

funções da energia destes estados [1]. Segundo Boltzmann
2
, a densidade de 

probabilidade para um sistema possuir um estado de energia W é dada por [26]: 

 

( ) exp ,
B

W
W

k T

 
   

 
         (2.1) 

 

em que T é a temperatura absoluta e kB é a constante de Boltzmann. 

                                                 
2
 Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906). Físico austríaco; um dos pais da mecânica estatística. 
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 No contexto de soluções eletrolíticas, W corresponde ao estado de energia para 

uma determinada localização do íon em relação a uma condição de referência, 

geralmente tomada como sendo o seio da fase fluida, em que o potencial elétrico é nulo 

( 0  ). Assim, W corresponde ao trabalho requerido para deslocar um íon de 

valência iz  do seio da fase fluida até uma dada posição x , de potencial  , resultando 

em: 

 

( ) exp ,i

B

ez
W

k T

 
   

 
        (2.2) 

 

em que 
191.602 10 Ce    é a carga elementar e iW ez . 

 Como as razões entre as densidades de probabilidade e concentrações dos íons i 

em relação ao estado de referência são equivalentes, tem-se: 

 

,

,

( )
exp   exp ,

( )

i i i
i i

i B B

c ez ezW
c c

W c k T k T

 


 

   
        

    
    (2.3) 

 

em que W  e 
,ic 

 são o estado de energia e a concentração de íons i nas condições de 

referência (condições bulk, isto é, em x ), enquanto ic  é a concentração dos íons i 

no estado de energia W  em que o potencial é dado por  .  

 A Equação (2.3) é a distribuição de Boltzmann, de fundamental importância 

prática. É utilizada para descrever a variação de densidade de cargas na camada difusa. 

Quando aplicada à equação de Poisson (Equação 2.4), na ausência de cargas fixas
3
: 

 

                 (2.4) 

 

                                                 
3
 Mais precisamente, a equação de Poisson inclui a densidade de cargas fixas 

s , isto é: 

  
s

       , em que ( ) ( )
s j jj

q  r r r , com 
j

q  sendo a carga da molécula em uma 

dada posição 
j

r  ( 1,...,
s

j N ), e r é a posição em que a função s  é avaliada para 
s

N  cargas fixas. A 

consideração das cargas fixas na modelagem se justifica no tratamento de proteínas e biomoléculas de 

estruturas mais complexas. 
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dá origem à equação de Poisson-Boltzmann (PBE): 

 

  ,

1

 exp ,
cn

i
i i

i B

ez
e z c

k T


  



 
     

 
        (2.5) 

 

em que   é a permissividade do meio e 
1

cn

i i

i

e z c


   é a densidade de cargas livres, 

para 1,..., ci n  espécies iônicas presentes. 

 A equação de Poisson-Boltzmann descreve a distribuição de potencial elétrico e 

de concentração dos íons na camada difusa adjacente a superfícies carregadas, 

satisfazendo duas condições de contorno para o potencial elétrico  . Para uma única 

superfície plana, eletrólitos simétricos (z:z) e constante dielétrica uniforme, a Equação 

(2.5) pode ser escrita como: 

 

2
,

2

2
sinh .

i

B

zec ez

x k T

 



  
  

  
        (2.6) 

 

Sujeita às condições de contorno 00x
 


  e 0

x



 , a Equação (2.6) possui 

solução analítica, dada por [27]: 

 

 

 

2 1 exp
( ) ln

1 exp
,B

k T x
x

ez x






  


  

 
 
 

       (2.7) 

 

em que: 

 

0tanh
4 B

ez

k T

 
   

 
         (2.8) 

 

1 2

1

2
.

2 ( )

Bk T

c ze


 



 
  
 

         (2.9) 
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Na Equação (2.9), 1   é o comprimento de Debye
4
, que está associado à 

espessura da dupla camada elétrica. Tipicamente, representa o ponto em que o potencial 

elétrico decai para cerca de 33% do potencial de superfície [1]. Conforme a Equação 

(2.9), a dupla camada é sensível às condições no seio da fase fluida, notadamente à 

concentração de eletrólito ( c ), que é o principal fator que afeta a extensão da dupla 

camada elétrica. Para condições experimentais típicas, a dupla camada pode variar 

desde menos de um nanômetro até centenas de nanômetros. 

Portanto, uma partícula carregada imersa em uma solução eletrolítica forma, em 

conjunto com as cargas livres, uma unidade eletricamente neutra (a dupla camada 

elétrica) que pode ser muito maior que as dimensões da própria partícula, ou de 

tamanho desprezível, a depender da densidade de cargas livres. Em vista disso, muitas 

propriedades de sistemas coloidais que são dependentes da concentração de eletrólito 

estão relacionadas à dupla camada elétrica, sendo esta de fundamental importância na 

conexão entre fenômenos diversos, tais como eletrocinética, interações coloidais e 

eletrocapilaridade. 

Em situações de baixos potenciais de superfície ( 0 25mV  ) [19], o seno 

hiperbólico da Equação (2.6) pode ser aproximado por: 

 

sinh ,  desde que 1
B B B

ez ez ez

k T k T k T

   
  

 
      (2.10) 

 

e a solução correspondente é dada por: 

 

 
0

( ) exp .x x             (2.11) 

 

 A linearização da equação de Poisson-Boltzmann (Equação 2.11) é conhecida 

como aproximação de Debye-Hückel, uma lei limite válida para todo sistema 

eletrolítico a diluição infinita, sendo bastante empregada em termodinâmica de 

eletrólitos, mesmo em situações em que seu uso não é justificável. 

 A equação de Poisson-Boltzmann clássica e o modelo de Gouy-Chapman para a 

                                                 

4
 A fórmula geral para o comprimento de Debye é  

1 2
1 2 2

,B i ii
k T e c z 




  . 
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camada difusa apresentam algumas limitações conhecidas, derivadas da negligência de 

qualquer tipo de interação que não seja de origem puramente eletrostática 

(Coulombiana). Assim, interações não-eletrostáticas
5
 importantes, tais como interações 

por forças de dispersão de van der Waals, efeitos de correlação de tamanho e flutuações 

eletrostáticas, são preteridas. 

 

2.1.2 Modificações na equação de Poisson-Boltzmann 

 

A PBE é obtida através de uma abordagem de campo médio (contínua) em que 

se desprezam as dimensões dos íons em equilíbrio termodinâmico nas proximidades da 

macropartícula (coloide), bem como correlações iônicas e flutuações. Diversas 

alternativas de modificação da PBE clássica estão disponíveis na literatura. Trabalhos 

recentes [5,25,28-31] relataram diversas estratégias de modificação da equação de 

Poisson-Boltzmann que têm sido empregadas para descrever diferentes fenômenos 

físicos, tais como relaxação dielétrica, correlações eletrostáticas e efeitos de correlação 

de tamanho. Nesta seção, destacam-se especialmente os efeitos de correlação de 

tamanho dos íons e de especificidade iônica. Estes efeitos são incluídos a partir de 

modelos implícitos para a dupla camada elétrica, em que o solvente é tratado como um 

meio contínuo. 

Apesar do relativo sucesso na predição da distribuição de íons nas vizinhanças 

superfícies planas e esféricas, a abordagem convencional da equação de Poisson-

Boltzmann tende a superestimar a concentração iônica nas proximidades da superfície. 

Em particular, essa característica da PBE se torna crítica para superfícies fortemente 

carregadas (altos potenciais) e para eletrólitos multivalentes, principalmente devido à 

negligência de correlações de exclusão de volume [32-34]. 

Desde que o físico alemão Otto Stern [35], ciente das limitações da teoria de 

Gouy-Chapman, propôs a existência de uma camada compacta de íons adsorvidos nas 

proximidades da superfície, diversas tentativas têm sido propostas para inclusão de 

efeitos estéricos repulsivos na teoria da dupla camada elétrica. No modelo proposto por 

Stern, as primeiras camadas de íons estão ligadas à superfície a uma distância  , sob 

ação tanto de forças eletrostáticas como de forças de adsorção. Os demais íons estão na 

                                                 
5
 O termo ―não-eletrostáticas‖ aqui se refere àquelas interações não puramente eletrostáticas, isto é, não-

Coulombianas. Trata-se de uma nomenclatura bastante usual em ciência de coloides, empregada pelo 

grupo de pesquisa do Prof. B. Ninham (Australian National University – Camberra) há mais de 40 anos. 
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parte difusa da dupla camada, sujeitos à oposição entre forças elétricas e efeitos 

térmicos (entrópicos), de acordo com o modelo de Gouy-Chapman [18,36]. 

A Figura 2.1 apresenta um sumário dos três principais modelos de dupla camada 

elétrica: (a) Helmholtz, (b) Gouy-Chapman, (c) Stern. Nesta, o plano AB é o plano de 

cisalhamento, 0  e   são o potencial da superfície da partícula e do início da camada 

difusa, respectivamente, e   é o potencial zeta, também conhecido como potencial 

eletrocinético. Este corresponde ao potencial no plano de cisalhamento, que está a uma 

determinada distância da superfície, separando as parcelas de fluido que se movem em 

direções opostas em fenômenos físicos como a eletroforese e a eletrosmose. O potencial 

zeta é uma medida experimental importante e a partir deste pode-se o estimar o valor do 

potencial na superfície, de difícil determinação experimental [18]. 

Após uma rigorosa análise ancorada em conceitos da mecânica estatística, 

KIRKWOOD [37] concluiu que as aproximações do modelo de Gouy-Chapaman 

decorrem do desprezo de um termo de exclusão de volume e de outro termo de 

flutuação do potencial elétrico. Desde que LOEB [38] propôs uma estimativa para o 

termo de flutuação proposto por Kirkwood, estabeleceu-se uma base para um método 

prático de aprimoramento da equação de Poisson-Boltzmann, dando origem a diversas 

modificações, as equações de Poisson-Boltzmann modificadas (mPBE‘s). LEVINE e 

OUTHWAITE [39] apresentaram um sumário dos resultados teóricos mais relevantes 

sobre a mPBE, baseada nas contribuições de Kirkwood-Loeb para o modelo primitivo 

(solvente implícito) de eletrólito na presença de uma parede plana carregada. Modelo 

primitivo é um termo usual na literatura para designar sistemas constituídos de 

superfícies uniformemente carregadas imersas em um meio dielétrico homogêneo e 

contínuo (solvente) [18]. 

Uma das primeiras propostas para inclusão de efeitos de exclusão de volume na 

PBE teve origem em uma abordagem simples baseada em um modelo de rede (lattice-

based approach). Também denominadas correções do tipo Langmuir [40,41], essas 

abordagens associam uma camada compacta de íons adsorvidos à superfície carregada, 

estabelencendo-se um limite para a concentração de íons nas vizinhanças da superfície. 

Alguns trabalhos que se seguiram buscaram estender e aprimorar essa abordagem, a 

partir do desenvolvimento de versões modificadas da equação de Poisson-Boltzmann 

voltadas para aplicações de engenharia [32,42-44]. 
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Figura 2.1. Modelos de dupla camada elétrica. (a) modelo de Helmholtz, (b) modelo de 

Gouy-Chapman, (c) modelo de Stern. 

 

BIKERMAN [40] propôs uma forma simples de introduzir efeitos de correlação 

de tamanho ao corrigir a densidade de cargas para o volume local disponível, isto é, 

para o volume total subtraído do volume de todos os íons acrescido de sua camada de 

hidratação. Esta correção corresponde à inclusão de um termo residual ,res Bik

i  ao 

potencial químico ideal 0 lnid

i i B ik T c    e à contribuição eletrostática el

i iz e  , de 

modo que o potencial químico de cada íon i é dado por [18,45]: 

 

0 ln ln(1 )i i B i i Bk T c z e k T       ,      (2.12) 

 

em que 0

i  é o potencial químico do reservatório de referência (fase bulk). O sobre-

escrito ―Bik‖ refere-se ao modelo de Bikerman e   é a fração de volume ocupado pelos 

íons, dada por: 

 

1

cn

i i

i

c v


  ,          (2.13) 

 

em que iv  é o volume hidratado dos íons i. 

Posteriormente, SPARNAAY [46] percebeu que a fração de volume proposta 

por Bikerman subestimava o volume de exclusão de íons de mesmo tamanho, já que no 

limite de diluição infinita o volume de exclusão dos íons é cerca de oito vezes seu 
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volume hidratado, isto é, 8Sparnaay   . Além de subestimarem o volume de exclusão, 

os modelos baseados em teoria de rede admitem o tamanho de uma célula da rede como 

igual ao tamanho de uma molécula de solvente, e não do raio iônico hidratado. Estes 

dois aspectos, combinados com a limitação de que todas as espécies têm mesmo volume 

(o volume da célula), tendem a subestimar os efeitos de exclusão de volume, 

desencorajando sua aplicação [45]. 

 Uma alternativa aos modelos de rede são os modelos baseados em equações de 

estado derivadas da teoria do estado líquido (liquid-state theory) para misturas de 

esferas rígidas [12,18]. CARNAHAN e STARLING [47] desenvolveram uma expressão 

– conhecida como equação de estado de Carnahan-Starling (EdE CS) – para um líquido 

monodisperso no seio da fase fluida constituído de esferas rígidas de mesmo tamanho, 

correspondente ao seguinte potencial químico residual: 

 

, 2

3

(8 9 3 )
.

(1 )

res CS

i

Bk T

    



        (2.14) 

 

 Trabalhos recentes [12,18,45,48-52] aplicaram uma extensão da equação de CS 

para misturas de esferas rígidas de tamanhos distintos, através da equação de estado de 

Boublik-Mansoori-Carnahan-Starling-Leland (EdE BMCSL), seguindo a proposta de 

LUE et al. [52], que derivou uma expressão para o potencial químico residual a partir da 

EdE BMCSL, publicada originalmente por BOUBLIK [53] e MANSOORI et al. [54]. A 

EdE BMCSL e o potencial químico residual correspondente são dados, 

respectivamente, por: 

 

3 3,
2 1 2 2

32 2
0 30 3 3 0 3

36
 1 ln(1 )

(1 ) (1 )

hs BMCSL

B

A

k T

   


      

   
      

    

   (2.15) 
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,..., .cn

   (2.16) 

 

em que ,hs BMCSLA  é a energia de Helmholtz para esferas rígidas correspondente a EdE 

BMCSL, i  é o diâmetro da espécie i, e k  (k = 0, 1, 2 ou 3) são as frações de 

empacotamento do sistema, dadas por:
 

 

1

,
6

cn
k

k i i

i

c


 


           (2.17) 

 

em que o índice i refere-se a todas as espécies iônicas e 3  é equivalente a  , definido 

na Equação (2.13). Quando 0i  , para todo 1,..., ci n , a Equação (2.16) reduz-se à 

equação de Bikerman. 

 Os modelos de CS e de BMCSL são modelos de composição local (local-density 

approximations), em que a densidade do sistema a uma dada posição x depende apenas 

do potencial químico na posição x, e não do potencial químico do sistema como um 

todo, isto é: ( ) ( ( ))x x   . Em outras palavras,   passa a ser uma função de  , ou 

um funcional local de  . Entretanto, em geral a densidade de uma dada espécie 

química em uma dada posição x é um funcional do potencial químico desta mesma 

espécie em todo o sistema. Nesse contexto, aproximações de composição local surgem 

como uma alternativa para tornar o problema numericamente tratável, ao assumir o 

comportamento de gás ideal para o sistema de referência. Neste, as interações (não-

eletrostáticas) entre as moléculas são negligenciadas, enquanto as interações 

eletrostáticas são tratadas em campo médio (mean-field), em que cada partícula interage 

com o campo externo em uma média canônica sobre todas as outras partículas. Essa 

aproximação pode ser relaxada ao se assumirem aproximações mais sofisticadas para a 

densidade do reservatório de referência, por meio de teorias do funcional de densidade 

(Density Functional Theories – DFT) [55], cuja solução numérica é mais complexa que 

as abordagens de campo médio típicas [52]. 
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 Enquanto o modelo de CS permite expressar os efeitos de exclusão de volume 

apenas para sistemas simétricos no que diz respeito ao tamanho das partículas, a 

expressão de BMCSL para o potencial químico residual incorpora efeitos de assimetria 

de tamanho. Esta característica do modelo de BMCSL confere robustez à modelagem de 

sistemas coloidais, visto que estes são em geral altamente assimétricos, seja no que diz 

respeito aos tamanhos dos cátions e ânions, seja quanto ao tamanho das macropartículas 

coloidais, por exemplo. Assim, a despeito de sua complexidade matemática, o uso do 

modelo de BMCSL na modelagem de sistemas coloidais em meio eletrolítico é 

altamente encorajado. 

 ANTYPOV et al. [56] apresentaram um estudo sobre a incorporação de efeitos 

de exclusão de volume na descrição da distribuição de íons em torno de uma 

macropartícula via mPBE. Os autores argumentam que aproximações de composição 

local – como as abordagens de CS e de BMCSL – não devem ser empregadas para 

inclusão dos efeitos de tamanho. Em seu lugar, propõem uma aproximação mais 

sofisticada para a distribuição de íons, baseada em funcionais de energia livre não-

locais, similar a abordagens do tipo DFT. Em comparação com resultados de 

simulações de Monte Carlo para distribuições iônicas em torno de macropartículas 

carregadas, os autores obtiveram melhores resultados aplicando uma aproximação não-

local ponderada para a densidade (non-local weighted density approximation), em 

detrimento de aproximações locais (local density approximations). Demonstra-se que a 

inclusão de efeitos de tamanho via aproximações de composição local tende a 

superestimar os efeitos de tamanho, podendo inclusive piorar a descrição destes 

sistemas em relação à modelagem via PBE clássica, em que os íons são tratados como 

cargas pontuais. Porém, ao analisar os efeitos de tamanho sem considerar os efeitos de 

correlação eletrostática, Antypov e colaboradores podem ter posto na conta dos efeitos 

de tamanho o que pode ter origem em correlações eletrostáticas, que não são 

adequadamente descritas via abordagens convencionais baseadas em aproximações de 

composição local. 

 Uma outra limitação importante da PBE clássica diz respeito à negligência dos 

efeitos de especificidade iônica – largamente conhecidos como efeitos de Hofmeister
6
. 

No final do século XIX, Franz Hofmeister e colaboradores realizaram uma série de 

experimentos e publicaram uma série de artigos (em alemão arcaico) contendo 

                                                 
6 

Franz Hofmeister (1850-1922). Químico alemão, conhecido pelos seus experimentos envolvendo o 

efeito de diferentes sais na estabilidade de proteínas, que originaram as famosas séries de Hofmeister. 
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observações interessantes acerca da ―habilidade‖ de diferentes sais em precipitar 

proteínas, mais especificamente, a lisozima. Os experimentos de Hofmeister e 

colaboradores permaneceram esquecidos por mais de um século. Apenas ao final do 

século XX, RIES-KAUTT e DUCRUIX [57] e, posteriormente, CARBONNAUX et al. 

[58], buscaram reproduzir os experimentos de Hofmeister, demonstrando que os ânions 

eram os principais responsáveis pelos efeitos de especificidade iônica observados na 

lisozima e que diferentes efeitos sobre esta poderiam ser obtidos a depender do pH do 

meio [18]. 

 Os experimentos de Hofmeister e colaboradores conduziram à célebre série 

liotrópica ou série de Hofmeister, que classifica qualitativamente o efeito de diferentes 

íons na estabilidade de proteínas. A Tabela 2.1 apresenta a série apresentada nos 

trabalhos originais de Hofmeister, objetos recentemente de cautelosa tradução para o 

inglês por KUNZ et al. [59]. Efeitos de especificidade iônica estão sempre presentes em 

sistemas iônicos. Apesar disso, estes não são descritos pelas teorias tradicionais da 

termodinâmica de eletrólitos: seja pelo modelo de Debye-Hückel para os coeficientes de 

atividade de soluções eletrolíticas, seja pela teoria de Derjaguin-Landau-Verwey-

Overbeek (DLVO)
7
 para as interações coloidais. 

 

Tabela 2.1. Série liotrópica ou série de Hofmeister. 

Cátions monovalentes Li
+ 

< Na
+ 

< K
+ 

< Rb
+ 

< Cs
+
 

Cátions divalentes Mg
2+ 

< Ca
2+ 

< Sr
2+ 

< Ba
2+

 

Ânions monovalentes Cl
− 

< Br
− 

< NO3
− 

< I
−
< SCN

−
 

 

Recentemente, têm sido publicados muitos trabalhos que revisitam os efeitos de 

especificidade iônica observados por Hofmeister. Revisões recentes [60-63] apresentam 

os principais avanços teóricos e experimentais que têm sido alcançados nas últimas 

décadas. Apesar do relativo sucesso que pode ser posto na conta das teorias 

desenvolvidas para descrever os efeitos de especifidade iônica, há ainda muito trabalho 

a ser feito, sobretudo no que diz respeito à modelagem. Não faz parte dos objetivos 

desta tese se aprofundar no âmbito dos efeitos de Hofmeister. O leitor interessado tem 

um amplo leque de opções no ―cardápio‖ da literatura. Além das revisões supracitadas, 

                                                 
7 

Desenvolvida independentemente na antiga URSS por Derjaguin e Landau (1941), e nos EUA por 

Verwey e Overbeek (1948). Representou um grande avanço ao abordar as interações eletrostáticas e de 

dispersão ao mesmo nível de campo médio. Uma descrição detalhada desta teoria está fora do escopo 

desta tese, devendo o leitor interessado consultar, por exemplo, o livro de Israelachvili [21]. 
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sugere-se a leitura da dissertação de mestrado de MOREIRA [64], e da tese de 

doutorado de LIMA [36], bem como do livro texto de NINHAM e LO NOSTRO [65] e 

do livro editado por KUNZ [66], que trata especificamente dos efeitos de especificidade 

iônica. 

NINHAM e YAMINSKY [67] demonstraram que a descrição usual que separa 

as contribuições eletrostáticas e de dispersão para as interações computadas pelas 

teorias convencionais é inválida, mesmo ao nível de modelos primitivos (contínuos). A 

partir deste trabalho, uma série de artigos publicados pelo grupo do Prof. Barry Ninham 

e colaboradores [68-71] tem dado um enfoque mais analítico para os efeitos de 

especificidade iônica, demonstrando que o fenômeno pode ser entendido quando as 

forças de van der Waals entre íons e macropartículas são tratadas no mesmo nível não 

linear que as interações da dupla camada elétrica da equação clássica de Poisson-

Boltzmann. Assim, a inclusão das forças de van der Waals íon-macropartícula e dos 

efeitos íon-específicos de solvatação explicariam grande parte dos efeitos de 

especificidade iônica, corroborando com a série proposta por Hofmeister. 

 Em sua dissertação de mestrado, MOREIRA [64] propôs a inclusão de 

potenciais de dispersão de van der Waals entre os íons e macropartículas coloidais, em 

adição aos potenciais eletrostáticos convencionais, a fim de contribuir para um melhor 

entendimento de propriedades físico-químicas de sistemas coloidais, elucidando 

evidências experimentais, como as séries de Hofmeister. Assim, uma versão modificada 

da equação de Poisson-Boltzmann foi desenvolvida e testada, melhorando-se a predição 

qualitativa de diferentes efeitos de Hofmeister observados em soluções proteicas. 

Resultados para a distribuição de íons em torno de interfaces carregadas e estimativas 

do segundo coeficiente do virial para pares de proteínas em solução apresentaram 

concordância qualitativa com dados experimentais da literatura. Além disso, o modelo 

mostrou-se capaz de descrever a inversão da série de Hofmeister dada a relação entre o 

pH do meio e o pH do ponto isoelétrico da proteína. 

 Dando prosseguimento ao trabalho de MOREIRA [64], LIMA [36] estendeu a 

aplicação da mPBE desenvolvida para sistemas em coordenadas esféricas e bi-esféricas, 

visando aplicação em cálculos de força (interação) entre partículas coloidais e proteínas 

globulares. Em adição aos efeitos de especificidade iônica incluídos na mPBE via 

potenciais de dispersão íon-macropartícula derivados da teoria de Lifshitz [67] 

(apresentados no Capítulo 3), Lima incluiu potenciais de dispersão obtidos via 

simulação molecular [72,73]. Estes permitiram a inclusão – ao menos indiretamente – 
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de efeitos de imagem, interações de van der Waals entre íons, água, e substrato, e de 

efeitos de hidratação. Avanços foram obtidos em diversas aplicações, em especial no 

que diz respeito à competição entre íons por uma superfície, permitindo alguma 

compreensão do mecanismo de funcionamento de bombas iônicas a partir da 

modelagem de sistemas bifásicos contendo micelas [74]. 

Posteriormente, em minha dissertação de mestrado [18] apresentei uma versão 

modificada da equação de Poisson-Boltzmann que contabiliza tanto efeitos de 

correlação de tamanho dos íons quanto efeitos de especificidade iônica – estes de 

maneira similar às propostas de MOREIRA [64] e LIMA [36]. Os efeitos de tamanho 

são incluídos no mesmo nível (não linear) das interações eletrostáticas e de 

especificidade iônica, diretamente no potencial químico de cada íon em solução. 

Visando observar a influência da assimetria de tamanho dos íons no cálculo de 

propriedades físico-químicas de sistemas coloidais, os efeitos repulsivos estéricos foram 

incluídos via EdE BMCSL (Equação 2.16). Cálculos de interação (pressão) entre placas 

paralelas imersas em meio eletrolítico indicaram significativa melhora na descrição 

qualitativa de observações experimentais devido à inclusão dos efeitos de assimetria de 

tamanhos dos íons [12]. Portanto, demonstrou-se que os efeitos de especificidade iônica 

devem, sempre que possível, estar associados a uma abordagem consistente para os 

efeitos de tamanho para melhor descrição de sistemas coloidais – em especial os 

fortemente assimétricos. Ademais, os efeitos de assimetria de tamanhos dos íons por si 

só contribuem para a especificidade iônica, uma vez que íons de tamanhos diferentes 

levam a resultados diferentes. 

 

2.2 Dinâmica de íons 

 

 Até aqui, tratou-se apenas da modelagem de sistemas iônicos em equilíbrio. 

Restringiu-se a descrição à distribuição de equilíbrio dos íons em torno de 

macropartículas carregadas, formando a dupla camada elétrica. Entretanto, muitos dos 

fenômenos eletroquímicos de interesse são intrinsecamente dinâmicos – de natureza 

difusiva. A estes sistemas dá-se o nome genérico de fenômenos eletrocinéticos. No 

Capítulo 1, apresentou-se uma breve descrição destes. Nesta seção, dá-se ênfase à 

dinâmica (transporte) dos íons, cuja descrição matemática é um dos calcanhares de 

Aquiles da modelagem de fenômenos eletrocinéticos. 
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2.2.1 Abordagem de Poisson-Nernst-Planck/Navier-Stokes (PNP/NS): o “modelo 

padrão” 

 

 Em modelos contínuos, o transporte de íons em soluções eletrolíticas é 

governado por leis de conservação de cargas: as equações de Nernst-Planck (NP). Estas 

são equações de difusão que descrevem a conservação de cargas para 1,..., ci n  

espécies iônicas: 

 

,   para 1,...,i
i i c

c
g i n

t


  


        (2.18) 

 

em que t  é o tempo. O primeiro termo à esquerda da igualdade representa o acúmulo de 

cargas, o segundo é o fluxo de cargas através do volume de controle (termo convectivo), 

enquanto o termo a direita da igualdade é o termo de geração (ou extinção) de cargas. 

Na Equação (2.18), ig  é uma taxa de geração (ou consumo) da espécie i, 

enquanto i  é o vetor fluxo da i-ésima espécie iônica, obtido a partir da lei da difusão 

de Fick, como segue: 

 

,   para 1,...,i
i i i c

B

D
c i n

k T
           (2.19) 

 

em que iD  é o coeficiente de difusão e i  é o potencial químico da espécie i, cuja 

expressão para o modelo convencional é dada por: 

 

0 ln ,   para 1,...,i i B i i ck T c z e i n            (2.20) 

 

Embora não seja objeto de estudo nesta tese – já que o enfoque está na descrição 

da dinâmica de íons – a incorporação do movimento do seio da fase fluida é 

fundamental quando se deseja modelar fluxos eletroosmóticos (ou reversamente, o 

potencial de escoamento). Assim, apresenta-se a modelagem que costuma ser aplicada 

nesses casos. Na ausência de fenômenos nucleares, um dos princípios fundamentais é o 

da conservação de matéria. Este diz que a taxa de acúmulo em um volume de controle é 
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igual à diferença entre a os fluxos de entrada e de saída do volume de controle. 

Matematicamente, tem-se: 

 

 
ˆ

ˆ ,
t





 


u          (2.21) 

 

em que ̂  é a densidade do fluido e u  é o vetor velocidade. O termo à direita da 

igualdade está associado ao acúmulo, enquanto o termo à esquerda está associado ao 

fluxo líquido de matéria. 

 A Equação (2.21) é a conhecida equação da continuidade de um fluido em 

movimento. Para fluxos incompressíveis, isto é, quando a densidade é independente do 

tempo e da posição, esta se reduz a 0u = . O fluxo de um fluido homogêneo em 

escoamento laminar incompressível e com viscosidade constante é governado pela 

equação de conservação do momento linear, a equação de Navier-Stokes (NS) [75]: 

 

2

0
ˆ ˆ ˆ ,cp

t
   


       


u
u u u g f       (2.22) 

 

em que p  é a pressão do fluido, 0g  é a aceleração da gravidade,   é a viscosidade do 

fluido e fc  representa as forças de campo (externas) atuantes em um elemento de 

volume de fluido em adição à força gravitacional ( 0̂g ). 

 A Equação (2.22) representa o balanço de forças em um elemento de volume de 

fluido. O primeiro termo à esquerda da igualdade representa a taxa de variação de 

momento, enquanto o segundo está associado às forças de inércia do fluido. O primeiro 

termo a direita da igualdade representa as forças de pressão, o segundo está associado às 

forças viscosas e o terceiro e quarto termos são devidos ao campo gravitacional e à 

contribuição de outros campos externos, respectivamente.  

 Quando aplicada a fenômenos eletrocinéticos, em geral é conveniente desprezar 

o termo de inércia, dados os baixos valores do número de Reynolds (Re) associados à 

grande maioria dos fluxos eletrocinéticos. Além disso, a influência da gravidade pode 

ser desprezada frente à influência do campo elétrico sobre os íons, resultando em: 
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2ˆ ,p
t

   


     


u
u         (2.23) 

 

em que c   f =  são as forças que atuam nos íons por influência do campo elétrico 

 E = . A densidade de cargas livres (  ) está relacionada ao potencial elétrico por 

meio da equação de Poisson (Equação 2.4). Desprezando-se o balanço de energia 

(variação da temperatura), e para fluidos constituídos de um único componente – isto é, 

solvente puro – as Equações (2.21-2.23) fornecem uma descrição completa do sistema, 

desde que sujeitas às condições iniciais e de contorno apropriadas. 

Quando se deseja analisar o escoamento de fluidos constituídos de dois ou mais 

componentes (soluções eletrolíticas, por exemplo), as equações de Nernst-Planck são 

necessárias para completa descrição das propriedades de transporte. Em fluidos 

contendo eletrólitos, como é o caso de fluidos envolvidos em fenômenos eletrocinéticos, 

o movimento dos cátions e ânions é tão importante quanto o movimento do seio da fase 

fluida. Assim, a completa caracterização da transferência de massa em soluções 

eletrolíticas depende da descrição conjunta do movimento das cargas livres, balanços 

materias e de energia, fluxo de corrente, eletroneutralidade e mecânica dos fluidos [1]. 

Portanto, a modelagem de fenômenos eletrocinéticos requer a descrição 

matemática simultânea de pelo menos três fenômenos fundamentais acoplados: 

equações eletrostáticas (equação de Poisson), de movimento do fluido (equação de 

Navier-Stokes e da continuidade), e de transporte de íons (equações de Nernst-Planck), 

constituindo o ―modelo padrão‖ [5] das abordagens contínuas (mean-field): o modelo de 

Poisson-Nernst-Planck/Navier-Stokes (PNP/NS). Assim, a equação de Poisson fornece 

o potencial elétrico necessário à solução das equações de Nernst-Planck e Navier-

Stokes, que por sua vez fornecem as concentrações iônicas e padrões de fluxo, 

respectivamente. Ademais, as concentrações iônicas ( ic ) devem ser obtidas 

consistentemente com os potenciais elétricos ( ) e distribuições de velocidade ( u ), 

desde que as dependências são mútuas – isto é: ( )ic  , ( , )ui ic c   e ( , )u u ic . 

Em sistemas multicomponentes com cn  espécies iônicas em domínios tri-

dimensionais, isso equivale à solução acoplada de cn  equações de Nernst-Planck, uma 

equação de Poisson, três equações de Navier-Stokes, além da equação da continuidade, 

resultando em 5cn   equações acopladas. Assim, mesmo para geometrias simples, a 
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solução numérica desse sistema de equações é bastante complicada, seja pela 

quantidade de equações diferenciais não lineares de naturezas diversas (hiperbólicas, 

parabólicas e/ou elípticas) a se resolver, ou mesmo pela grande variedade de escalas em 

que estes fenômenos ocorrem. Assim, o adimensionamento e reescalamento das 

equações são uma necessidade. No Capítulo 4 apresentam-se algumas estratégias de 

adimensionamento e reescalamento empregadas nesta tese. 

 Conforme destacado anteriormente, o enfoque desta tese está na descrição da 

dinâmica de íons – que envolve a solução das equações de Poisson-Nernst-Planck, 

constituindo o modelo PNP, sem envolver a solução das equações de NS e da 

continuidade. No modelo convencional, o potencial elétrico é descrito pela equação de 

Poisson (Equação 2.4). Assim, o modelo PNP compreende a solução simultânea das 

Equações (2.4, 2.18-2.20). Em sistemas multicomponente com cn  espécies iônicas, isso 

equivale à solução acoplada de cn  equações de Nernst-Planck e uma equação de 

Poisson, resultando em 1cn   equações acopladas. 

 

2.2.2 Flutuações no campo elétrico 

 

 Embora este seja um tema pouco explorado na literatura, os efeitos de potenciais 

transientes podem ser significativos no estudo de fenômenos eletrocinéticos. BAKER-

JARVIS et al. [76] apresentaram uma análise eletrodinâmica para contabilizar 

flutuações do potencial na dupla camada elétrica. A metodologia consiste basicamente 

na inclusão de um termo transiente na equação de Poisson, que se reflete nas equações 

de Nernst-Planck e se desdobra em equações de onda de Maxwell, bem como relações 

constitutivas derivadas do eletromagnetismo. Assim, em situações de variação do 

potencial elétrico, o vetor campo elétrico E  produzido por uma entidade carregada 

imersa em uma solução eletrolítica é dado por [76]: 

 

,
A

E
t




  


         (2.24) 

 

em que A  é o potencial vetor (ou vetor potencial) [77]. 

 Sejam duas das equações de Maxwell inomogêneas (Equações 2.25 e 2.26) em 

meio dielétrico, e considerando o modelo primitivo do sistema, em que a natureza 
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molecular do solvente é ignorada ao tratá-lo como um meio contínuo de constante 

dielétrica uniforme, tem-se [77]: 
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 E           (2.26) 

 

em que ̂  é a permeabilidade magnética do meio e 
1

cn

i ii
e z


 J   é a densidade de 

corrente. 

 Aplicando a definição do potencial elétrico (Equação 2.24) nas equações de 

Maxwell (Equações 2.25 e 2.26), e invocando a condição de Lorentz (Lorentz gauge 

condition)
8
, Equação (2.27), geralmente empregada no cálculo de campos 

eletromagnéticos dependentes do tempo através de potenciais retardados [76,77]: 
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obtém-se o par de equações diferenciais: 
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em que tanto A  quanto   satisfazem a equação de onda tridimensional inomogênea, 

com termos fonte J  e  , dados pelas seguintes relações constitutivas [77]: 

 

                                                 
8
 Condição derivada da arbitrariedade da escolha dos potenciais escalares em uma transformação de 

calibre. Para uma descrição mais completa, consultar o Apêndice A, ou o Capítulo 12 do livro de H. 

Moysés Nussenzveig (ref. [77]). 
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em que o vetor i  é dado pela Equação (2.19). 

 A despeito de não ser o foco desta tese, apresenta-se no Apêndice A uma 

descrição eletromagnética mais formal, partindo-se de equações de Maxwell 

inomogêneas e da condição de Lorentz, conduzindo às Equações (2.28) e (2.29). Grande 

parte do que se discute no Apêndice A está descrito em detalhes no Capítulo 12 de 

NUSSENZVEIG [77], tendo sido aqui apensado com o intuito de fornecer uma base 

teórica mais sólida ao que se propõe nesta seção. 

BAKER-JARVIS et al. [76] utilizaram essa abordagem para analisar o 

comportamento dinâmico de íons em soluções eletrolíticas sob influência de um 

eletrodo plano em domínio semi-infinito, sem considerar o movimento do seio da fase 

fluida, isto é, sem envolver a solução das equações de Navier-Stokes e da continuidade. 

Embora tenham se valido de muitas simplificações e aproximações a fim de fornecer 

um tratamento analítico para o problema, os autores formularam-no de forma bastante 

completa, inclusive considerando os efeitos de exclusão de volume. 

 Posteriormente, apresentei esse equacionamento completo, destacando que os 

efeitos do campo eletromagnético podem ser desprezados – ao menos para o modelo 

unidimensional, em que os eletrodos são placas planas infinitas [13]. O vetor campo 

magnético B  está associado ao potencial vetor por B A . Quando o vetor 

potencial varia em uma única direção x , A  é representado por sua componente na 

direção x . Como o rotacional de um escalar é nulo, a influência do vetor campo 

magnético foi desprezada neste trabalho. Assim, a equação diferencial correspondente 

ao potencial vetor (Equação 2.29) torna-se desnecessária, incluindo-se apenas a equação 

para o potencial escalar (Equação 2.28). Detalhes desse trabalho são explorados nos 

Capítulos 4 e 5. 
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2.2.3 Abordagens de campo médio: desafios 

 

 Onipresente nos fenômenos eletrocinéticos, a dinâmica de íons é um fenômeno 

de difícil descrição matemática. Todas as estratégias de modelagem destes fenômenos 

devem incluir – em algum nível de detalhamento – o transporte de cargas. Por meio de 

modelos contínuos (mean-field), abordagens via equações de Poisson-Nernst-Planck 

(PNP) são bastante empregadas. Nestas, o foco está na descrição da dinâmica de cargas 

livres sob influência de um campo elétrico externo, sem considerar o movimento do 

seio da fase fluida.  

Grande parte das limitações dos modelos contínuos tradicionalmente 

empregados na modelagem de fenômenos eletrocinéticos está associada a essa parte do 

problema, desde que os íons são usualmente tratados como cargas pontuais, sem 

interações (íon-específicas) por dispersão, sem efeitos de hidratação, e sem correlações 

eletrostáticas – efeitos que podem vir a ser significativos em condições de interesse 

prático. Assim, enquanto o escoamento eletrocinético é em geral laminar (baixos 

valores de número de Reynolds) e incompressível, condição na qual o procedimento 

para solução numérica da equação de Navier-Stokes segue padrões razoavelmente 

estabelecidos, as dificuldades no tratamento do fenômeno completo estão 

frequentemente associadas ao acoplamento com as equações de PNP [14]. 

 As dificuldades inerentes à modelagem de fenômenos eletrocinéticos têm 

motivado a busca por soluções analíticas e/ou aproximadas na descrição da dinâmica de 

íons via modelos do tipo PNP [28,29,78-86], enquanto alguns autores têm se ocupado 

em desacoplar a equação de Poisson das equações de Navier-Stokes [87,88]. 

Recentemente, tendo em vista a redução do número de equações de NP a serem 

resolvidas em sistemas bioquímicos complexos com múltiplas espécies iônicas, 

ZHENG e WEI [89] propuseram a substituição do modelo PNP por uma formulação 

híbrida entre os modelos de PB e PNP, denominado modelo de Poisson-Boltzmann-

Nernst-Planck (PBNP). Neste, as equações de PNP são empregadas apenas na 

modelagem de espécies iônicas de interesse, impondo às demais espécies a distribuição 

de Boltzmann. Também denominado PNP implícito, o modelo é derivado a partir de um 

funcional de energia total usando o método variacional através da equação de Euler-

Lagrange. 

ZHENG e WEI [89] argumentaram que a abordagem híbrida proposta reduz a 

dimensão do problema ao diminuir o número de equações de Nernst-Planck a serem 
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resolvidas (e, consequentemente, o número de coeficientes de difusão a serem 

avaliados), resultando em ganhos em termos de custo computacional, sobretudo na 

modelagem de sistemas constituídos de múltiplas espécies iônicas. Portanto, a 

abordagem de PBNP reduz a dependência em relação aos coeficientes de difusão, já que 

a solução das equações de NP depende do conhecimento destes para todos os íons i . 

Assim, como os coeficientes de difusão podem ser de difícil determinação experimental, 

sobretudo para sistemas iônicos de geometrias complexas, o poder preditivo do modelo 

PNP é limitado por uma boa estimativa dos coeficientes de difusão; algo que o modelo 

PBNP conseguiria, ao menos parcialmente, superar. 

Em outra frente, as dificuldades numéricas inerentes à solução de modelos do 

tipo PNP têm encorajado o desenvolvimento de procedimentos numéricos mais 

eficientes. LU et al. [90] desenvolveram uma metodologia baseada em elementos finitos 

aplicada à solução das equações de Poisson-Nernst-Planck em sistemas com cargas 

permanentes. A metodologia proposta apresentou precisão e estabilidade em variadas 

condições, sendo aplicável à simulação de problemas biofísicos de eletrodifusão em 

escalas fisicamente mais próximas da realidade. Posteriormente, LU e ZHOU [91] 

aplicaram este procedimento numérico para simulação de problemas de difusão e reação 

química de biomoléculas incluindo os efeitos de tamanho dos íons. 

ZHENG et al. [92] apresentaram recentemente um método numérico 

convergente de segunda ordem para a solução das equações de Poisson-Nernst-Planck 

no contexto de canais iônicos (ion-channels) em domínio tridimensional. Este trabalho 

constitui-se na primeira tentativa de propor uma análise da convergência e precisão 

numérica na modelagem de canais iônicos em configurações mais realistas. 

HLUSHKOU et al. [93] apresentaram um procedimento numérico baseado no método 

de Lattice-Boltzmann, aplicado à análise do fluxo eletroosmótico através de meios 

porosos tridimensionais empacotados randomicamente. Os autores discutiram aspectos 

importantes relacionados à morfologia do meio poroso, heterogeneidade da superfície, e 

propriedades da fase fluida, analisando a influência destes na dinâmica do fluxo 

eletroosmótico em domínios microscópicos e macroscópicos. Mais recentemente, LIU 

[94] propôs um procedimento numérico eficiente para a solução da equação de Poisson-

Fermi de quarta ordem [95] aplicada a eletrólitos e canais iônicos de biomoléculas em 

espaço tridimensional. Essa equação de Poisson-Fermi é empregada nesta tese para a 

inclusão de efeitos de correlação eletrostática (correlações íon-íon) via uma metodologia 
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de resposta dielétrica local (local dielectric response). Detalhes dessa abordagem serão 

discutidos na Seção 2.2.5. 

 A abordagem convencional de Poisson-Nernst-Planck pode ser interpretada 

como uma generalização da equação de Poisson-Boltzmann, em que se empregam as 

equações de Nernst-Planck (Equação 2.18) para o transporte de íons em detrimento da 

imposição da distribuição de Boltzmann (Equação 2.3). Pode-se demonstrar que a 

solução estacionária da equação de PNP – tomada em tempos suficientemente grandes, 

ou no limite de t   – é equivalente à solução da PBE, quando se conhece a 

concentração do seio da fase fluida e se impõe um potencial elétrico especificado em 

0t   [13]. Alternativamente, pode-se demonstrar que a integração das equações de NP 

conduz à PBE ao se anular o fluxo de íons ( 0, 1,..., i ci n   ), em equilíbrio 

termodinâmico, deprezando-se os termos transientes, e em condições de concentração e 

potencial elétrico especificados para o seio da fase fluida [5]. A vantagem de se 

trabalhar com as equações de NP – em detrimento da PBE – está associada 

principalmente à potencial aplicação em fenômenos intrinsecamente dinâmicos: como a 

eletroosmose e a dinâmica de íons sob influência de eletrodos com voltagens 

dependentes no tempo, como os eletrodos de corrente alternada (alternating current – 

ac – voltage electrodes), ou de voltametria cíclica (cyclic voltammetry – cv – 

electrodes). 

 A literatura está repleta de trabalhos – nas mais diversas áreas e com interesses 

diversos – de modelagem da dinâmica de íons via abordagens do tipo PNP. Na 

perspectiva da modelagem, o grande desafio está associado às variadas escalas de tempo 

e espaço envolvidos: desde a escala molecular (que governa as interações sólido-fluido), 

ao fluxo macroscópico originário do acoplamento hidrodinâmico e eletrostático de 

longo alcance [6]. Dentre as principais deficiências destacam-se os efeitos de tamanho 

dos íons e os efeitos de correlações íon-íon (correlações eletrostáticas). A relevância 

desses efeitos depende da magnitude do campo elétrico, da densidade do sistema, da 

assimetria (em tamanho e em carga) do sistema, dentre outros. BAZANT et al. [95] 

discutiram recentemente a importância relativa desses dois efeitos, tratados via uma 

abordagem tipo PNP modificada. Em geral, um bom modelo para a dinâmica de íons 

deve prever a interação entre os efeitos de tamanho e correlação eletrostática, sendo 

capaz de reproduzir as situações limites em que um ou outro passa a prevalecer. 
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 Assim, apesar de suas conhecidas limitações, abordagens do tipo PNP 

constituem um dos modelos mais estabelecidos para a descrição do fenômeno de 

transporte de íons em eletroquímica. A estrutura básica e as hipóteses fundamentais dos 

modelos tipo PNP são frequentemente empregadas na maioria das modificações 

propostas [89]. Nas Seções 2.2.4 e 2.2.5 serão apresentados os principais avanços no 

sentido de incluir efeitos de tamanho dos íons e de correlação eletrostática na descrição 

da dinâmica de íons via modelos do tipo PNP, respectivamente. 

 

2.2.4 Efeitos de tamanho dos íons 

 

 Uma das limitações mais conhecidas e exploradas em modelos contínuos 

baseados em aproximações locais para a densidade (MF-LDA, de mean-field local 

density approximations) está associada à negligência dos efeitos de tamanho dos íons. 

Como destacado na Seção 2.1.2, teorias de soluções diluídas (dilute-solution theories), 

ao descrever os íons como cargas pontuais por meio de aproximações de campo médio, 

fornecem respostas não físicas quando a aglomeração (crowding) dos íons é muito 

severa, e os efeitos estéricos (repulsivos) e correlações se tornam importantes. 

 Ainda na Seção 2.1.2 discutiram-se algumas estratégias usuais para inclusão de 

efeitos de tamanho na descrição (estacionária) da dupla camada elétrica por meio da 

equação de Poisson-Boltzmann. Muitas dessas estratégias são estendidas a modelos 

destinados a descrever o comportamento dinâmico da dupla camada elétrica via 

equações de Poisson-Nernst-Planck modificadas (mPNP). Nesta seção discutem-se as 

principais propostas de inclusão dos efeitos de tamanho dos íons em modelos do tipo 

mPNP, enfatizando as contribuições mais recentes e as principais deficiências que ainda 

precisam ser superadas em vista de uma melhor descrição da dinâmica de cargas livres. 

 Dependendo se tratam o tamanho dos íons coletivamente ou individualmente (de 

forma explícita), as abordagens para inclusão efeitos de tamanho são classificadas como 

simétricas ou assimétricas, respectivamente. Ou seja, quando todos os íons são, por 

hipótese, esferas rígidas de mesmo tamanho (isto é, ,  i i   ), diz-se que a solução 

eletrolítica é simétrica, e a abordagem para a inclusão dos efeitos de tamanho é 

igualmente simétrica. Sabe-se, porém, que cada íon possui um tamanho característico 

em determinado solvente; de modo que impor um mesmo tamanho para todos os íons 
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pode ser uma aproximação muito forte. Assim, modelos que levam em conta a 

assimetria de tamanhos em um eletrólito são ditos assimétricos. 

 A abordagem simétrica é muito mais frequente, por duas razões principais. 

Primeiro, a formulação matemática é bastante simples, facilitando o desenvolvimento 

de soluções analíticas e aproximações, bem como a extensão a modelos dinâmicos. 

Segundo, tem fornecido resultados satisfatórios, por vezes superiores às abordagens 

baseadas em modelos de composição local [56], cuja extensão para eletrólitos 

assimétricos é mais direta. Nesse contexto, o uso do modelo de Bikerman [40] aparece 

largamente em propostas recentes de inclusão de efeitos de tamanho na dinâmica de 

íons, seja em problemas de potencial especificado – direct current (dc) voltages 

[28,29,76,95-101], de potencial oscilatório – alternating current (ac) voltages 

[14,78,102-104], ou de voltametria cíclica – cyclic voltammety (cv) simulations 

[106,107]. 

 Em sistemas simétricos, a fração de volume ocupada pelos íons (Equação 2.13) 

é dada simplesmente por 
ii

v c   , em que 3

max
6

v



 
  
 

 é um parâmetro 

característico do tamanho da rede. Nesta expressão, o parâmetro max  representa a 

fração de volume máxima para o empacotamento randômico de esferas rígidas, 

frequentemente fixado em max 0,63   [5,95,98]. Apesar do modelo de Bikerman 

descrever os efeitos de tamanho em uma forma conveniente e robusta, analiticamente 

tratável, o parâmetro de rede v  é visto frequentemente como um parâmetro ajustável 

[5]. 

BAZANT et al. [5] apresentaram uma revisão recente, em que se discute, dentre 

outros aspectos, os principais avanços e desafios envolvidos na modelagem de 

fenômenos eletrocinéticos via abordagens contínuas, sob potenciais elevados e para 

eletrólitos densos – condições em que os modelos convencionais oferecem uma 

descrição física bastante pobre. A despeito de sua base microscópica ser fisicamente 

consistente para eletrólitos de estrutura cristalina, os autores argumentam que a pequena 

espessura da camada condensada em relação à dimensão da rede pode colocar à prova a 

consistência física de modelos de rede. Para soluções eletrolíticas envolvidas em 

fenômenos eletrocinéticos, entretanto, parece mais razoável teoricamente a inclusão de 

efeitos de tamanho via modelos primitivos (restricted primitive models) de esferas 

rígidas carregadas em um meio dielétrico contínuo. 
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O modelo de Bikerman, como modelo de rede, apresenta o problema intrínseco 

de subestimar grosseiramente os efeitos de tamanho em líquidos constituídos de 

misturas de esferas rígidas. Comentou-se na Seção 2.1.2, que o volume efetivamente 

ocupado por um esfera rígida em uma mistura é cerca de oito vezes seu próprio volume 

[5,46]. Portanto, o uso de modelos MF-LDA para descrição da dinâmica de esferas 

duras eletricamente carregadas é encorajado. Para eletrólitos simétricos, isto se traduz 

no emprego do potencial químico residual ,res CS

i  correspondente a CS EdE (Equação 

2.14); enquanto para sistemas assimétricos em tamanho a extensão natural é a expressão 

para misturas de esferas rígidas ,res BMCSL

i , derivada da EdE BMCSL (Equação 2.16). 

BAZANT et al. [84] estudaram a dinâmica de cargas livres em sistemas 

eletroquímicos; mais especificamente para eletrólitos binários simétricos entre eletrodos 

de placas paralelas em que se aplica em determinado instante um potencial contínuo. 

Além de uma breve revisão da literatura com enfoque em aplicações eletroquímicas, na 

ciência de coloides, e em microfluídica, os autores propõem a linearização das equações 

de Poisson-Nernst-Planck e posterior solução via transformada de Laplace para baixos 

potenciais elétricos. Efeitos de tamanho são incluídos apenas na superfície, através da 

imposição de uma estreita camada compacta de íons nas vizinhanças do eletrodo, isto é, 

uma camada de Stern [35]. Essa abordagem para inclusão de efeitos de tamanho é 

frequentemente empregada para descrever o fino revestimento dielétrico separando o 

eletrodo do eletrólito [28,29,78,98], característico do modelo de Stern (ver Fig. 2.1). 

Assim, existe uma diferença fundamental entre a metodologia baseada no modelo de 

Bikerman e na camada de Stern: enquanto a primeira contabiliza a repulsão estérica 

entre os íons; esta última leva em conta apenas as interações entre os íons e a 

macropartícula (interface) [96]. 

Posteriormente, os efeitos de tamanho sobre a dinâmica de soluções eletrolíticas 

sujeitas a altas voltagens foram objeto de estudo de dois trabalhos recentes: um com 

enfoque na dupla camada elétrica em equilíbrio [28], e outro que se propõe a analisar 

seu comportamento dinâmico [29]. KILIC et al. [28] fazem um apanhado histórico das 

principais modificações na equação de Poisson-Boltzmann (PB) – dando origem às 

versões modificadas (MPB, de modified Poisson-Boltzmann) – visando incluir os 

efeitos de repulsão estérica. Em adição ao modelo clássico de Stern, constituído de uma 

camada difusa externa descrita por Gouy-Chapman-PB e de uma fina camada de íons 

muito próxima ao eletrodo (a camada de Stern); os autores propõem um modelo que 
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descreve essa transição de maneira contínua, através do modelo de Bikerman, válido em 

toda a extensão da dupla camada. Neste, a camada de Stern surge naturalmente como 

consequência do empacotamento máximo a elevados potenciais. Ademais, os autores 

finalizam com uma análise da capacitância da dupla camada elétrica e seu papel em 

modelos de circuito equivalente (equivalent circuit models). 

Na segunda parte do trabalho, KILIC et al. [29] consideraram modelos 

intrinsecamente dinâmicos. Em uma formulação mais geral, de particular interesse para 

esta tese, os autores propõem um modelo do tipo PNP modificado (mPNP), em que os 

efeitos de tamanho aparecem diretamente no potencial químico de cada íon, através da 

expressão de Bikerman para o potencial químico residual (Equação 2.12). Soluções 

numéricas do modelo mPNP resultante são apresentadas para eletrólitos simétricos entre 

eletrodos planos em que se aplica subitamente um potencial elétrico (dc voltage). A 

evolução dinâmica da densidade de cargas livres entre os eletrodos é analisada. A 

comparação entre os resultados obtidos via modelos de PNP e mPNP mostrou forte 

interferência dos efeitos de tamanho, evitando as respostas não físicas do modelo PNP 

convencional que surgem quando potenciais elevados induzem um empacotamento 

denso (crowding) de íons nas vizinhanças do eletrodo. 

KHAIR e SQUIRES [96] calcularam a mobilidade eletroforética de uma 

partícula coloidal esférica a partir de um modelo tipo mPNP em que os efeitos de 

tamanho são incluídos via abordagem de Bikerman. De forma similar a KILIC et al. 

[29], Khair e Squires compararam os resultados obtidos via PNP e mPNP, observando 

que a saturação de contra-íons nas vizinhanças de uma superfície fortemente carregada 

tende a diminuir a condução através da superfície da partícula, resultando em diferenças 

significativas no cômputo da mobilidade eletroforética via PNP ou mPNP. 

Motivados pela crescente importância dos líquidos iônicos nas mais diversas 

aplicações, muitos trabalhos têm se dedicado a desenvolver e discutir a validade de 

abordagens do tipo mean-field aplicados a estes sistemas. Certamente omitirei alguns 

detalhes dessas ―calorosas‖ discussões, que fogem do escopo desta tese; porém 

considero importante discutir alguns pontos, por suas ―intersecções‖, por assim dizer, 

com o que se propõe aqui. Em um artigo que contém – como o próprio autor reconhece 

– mais perguntas que respostas, KORNYSHEV [108] propôs a inclusão de efeitos de 

tamanho via um modelo tipo lattice-gas, resultando em expressões analíticas tanto para 

a concentração dos íons quanto para a capacitância da dupla camada elétrica. Ao 

proceder assim, Kornyshev foi claramente motivado pela famosa modificação da 
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equação de PB proposta por BORUKHOV et al. [32], que naturalmente reproduz os 

efeitos de saturação iônica nas vizinhanças de um superfície fortemente carregada. 

Partindo da expressão da energia livre do sistema ( F ), Kornyshev chegou à seguinte 

expressão para o potencial químico de um eletrólito binário 1:1: 

 

2 ln ,B
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    (2.32) 

 

em que N  e N  são o número de cátions e ânions, respectivamente; B  e C  são 

constantes que caracterizam as interações de curto alcance entre os cátions ( B ), entre 

os ânions ( B ), e entre cátions e ânions ( C ). Na Equação (2.32), o subscrito ― ‖ 

caracteriza uma propriedade do cátion (+) ou do ânion (−). 

 Os parâmetros B  devem ser necessariamente positivos, desde que descrevem 

tanto a repulsão estérica quanto Coulombiana entre íons de mesma carga. Entretanto, o 

parâmetro C  pode ser positivo, devido aos efeitos de repulsão estérica, ou negativo, se 

os efeitos estéricos forem compensados pela atração Coulombiana de curto alcance 

entre cargas opostas [108]. Conjectura-se a possibilidade de se aplicar o modelo 

proposto por Kornyshev na descrição de eletrólitos assimétricos, através de uma 

proposta semi-empírica de modificação nos parâmetros. Posteriormente, FEDOROV e 

KORNYSHEV [109,110] demonstraram concordância entre curvas de capacitância para 

líquidos iônicos reais calculados por dinâmica molecular e pela abordagem mean-field 

proposta em [108], tanto para sistemas simétricos [109] quanto assimétricos em 

tamanho [110]. Mais recentemente, a expressão proposta por Kornyshev para descrever 

os efeitos de tamanho para sistemas iônicos com forte correlação foi aplicada à 

descrição de canais de cálcio (calcium channel) [111], a partir do modelo de Poisson-

Fermi, em que os efeitos de correlação eletrostática são incluídos via aproximações 

lineares da resposta dielétrica não-local [95,98]. Detalhes desse modelo serão discutidos 

na Seção 2.2.5. 

 Muitos questionamentos têm sido postos desde a publicação desses trabalhos. O 

interesse aqui é destacar essa abordagem alternativa para inclusão de efeitos de 

tamanho, tratando os íons como esferas rígidas carregadas via modelos contínuos 

(Equação 2.26). Uma revisão bastante completa foi recém-publicada por FEDOROV e 

KORNYSHEV [112] discutindo diversos aspectos dos líquidos iônicos em aplicações 
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eletroquímicas. Embora alguns autores defendam que líquidos iônicos se comportem 

como eletrólitos diluídos [113], muitos trabalhos têm demonstrado que os efeitos de 

tamanho e (sobretudo) de correlação eletrostática são particularmente importantes 

nesses sistemas [95,97-101]. 

A modelagem da dinâmica de íons não poderia passar ao largo dos efeitos de 

potenciais oscilatórios. Estes são de interesse em variadas aplicações eletroquímicas. 

Particularmente, potenciais produzidos por corrente alternada – conhecidos como ac 

voltages – aplicados a microeletrodos podem ser usados na indução do escoamento de 

soluções eletrolíticas [114,115], no processo de quebra ou transição de fases em 

emulsões e em sistemas contendo macropartículas coloidais [116-118], ou em 

simulações de interações macropartícula-eletrodo [119], por exemplo. Potenciais 

oscilantes têm sido também aplicados em estudos de carga/descarga de baterias e 

células eletroquímicas [11,120,121], ―supercapacitores‖ [122], células a combustível 

[123,124], e dispositivos de dessalinização da água [125]. Um apanhado histórico destas 

aplicações aparece em revisões recentes [7,9]. 

A configuração mais simples de uma célula eletroquímica – uma solução 

eletrolítica imersa entre dois eletrodos planos – é particularmente relevante na 

modelagem da dinâmica de íons sujeitos a tensões alternadas. STOREY et al. [102] 

analisaram a influência dos efeitos de tamanho dos íons na eletroosmose de eletrólitos 

diluídos via tensões alternadas (ac electroosmosis). As abordagens de Bikerman [40] e 

de Carnahan-Starling [47] foram empregadas para caracterizar o tamanho dos íons, 

permitindo a descrição da reversão de fluxo de bombas eletroosmóticas sujeitas a 

tensões alternadas em altas frequências, corroborando com evidências experimentais, e 

melhorando a descrição das abordagens convencionais que consideram os íons como 

cargas pontuais. Os autores atribuem à aglomeração de íons em altas voltagens e à 

consequente redução da capacitância como fenômenos essenciais na descrição da 

inversão de fluxo. Embora tenham observado concordância apenas qualitativa, Storey e 

colaboradores atribuem à negligência de efeitos de correlação eletrostática como fator 

crucial para não se chegar a uma descrição quantitativa do fenômeno. 

Posteriormente, ZHAO [103] avaliou a influência de efeitos de tamanho na 

polarização de uma macropartícula sujeita a um campo produzido por corrente alternada 

(ac field). Um modelo do tipo mPNP é proposto, em que os efeitos de tamanho são 

incluídos via modelo de Bikerman [40], melhorando a descrição de qualitativa de dados 

experimentais. Mais recentemente – buscando analisar o crescimento de nanofios em 
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células eletroquímicas, cuja aplicabilidade em dispositivos eletrônicos e sensores óticos 

tem atraído grande interesse – POETSCHKE et al. [104] estudaram o fluxo de íons em 

torno de nanoeletrodos para um eletrólito binário simétrico descrito por um modelo 

mPNP, sujeito a altas tensões alternadas. Os efeitos de tamanho dos íons foram 

incluídos, mais uma vez, usando a abordagem de Bikerman [40]. Os autores se valem de 

um procedimento numérico robusto, baseado em elementos finitos, para o cômputo de 

soluções periódicas para o campo elétrico e densidade de cargas livres. Os resultados 

sugerem um transporte convectivo adicional de complexos metálicos em direção à 

extremidade do nanofio, supostamente promovido pelo fluxo eletroosmótico em tensões 

alternadas, afetando a taxa de crescimento deste. 

OLESEN et al. [78] analisaram em detalhes o comportamento dinâmico de íons 

em uma célula eletroquímica em que se impõem altas tensões alternadas. Os autores 

consideram a configuração mais simples possível, constituída de eletrólitos simétricos 

binários entre dois eletrodos planos e impermeáveis aos íons, ignorando quaisquer 

instabilidades transversas ou movimento da fase fluida. Propõem-se expansões 

assintóticas no limite de dupla camada elétrica estreita (isto é, em altas voltagens e/ou 

concentrações de eletrólito). Extensas análises acerca de aproximações assintóticas e a 

validade destas são apresentadas, confrontando-se estas com a solução numérica do 

modelo PNP em altas tensões alternadas. Efeitos de tamanho dos íons são incorporados 

a partir do mesmo modelo mPNP empregado por KILIC et al. [29], dado que a 

influência dos efeitos de repulsão estérica em altas voltagens – como já discutido – é 

bastante significativa, sobretudo nas vizinhanças dos eletrodos. 

Motivados pelas análises de Olesen e colaboradores, SCHNITZER e YARIV 

[105] propuseram aproximações assintóticas para as órbitas periódicas e para a relação 

corrente elétrica-voltagem, em excelente concordância com a solução numérica para 

moderadas voltagens alternadas. Em contrapartida, a validade das aproximações 

propostas é bastante questionável, desde que os autores não consideram os efeitos de 

tamanho dos íons. Diversamente, em um trabalho recentemente submetido ao periódico 

Electrochimica Acta [14] propusemos uma extensão da abordagem de Olesen e 

colaboradores, apresentando soluções numéricas de um modelo mPNP que inclui efeitos 

de correlação eletrostática – além dos efeitos de tamanho – na proposta mean-field 

sugerida por BAZANT et al. [95]. Esse trabalho apresentou pela primeira vez uma 

análise da dinâmica de íons sujeitos a tensões alternadas (ac voltages) em que os efeitos 

das correlações íon-íon são levados em conta via modelos contínuos do tipo PNP, 
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constituindo uma das principais contribuições desta tese. Uma discussão e revisão da 

literatura acerca dos efeitos de correlação eletrostática são apresentadas na Seção 2.2.5. 

O trabalho que recentemente publicamos [14] é explorado em detalhes no Capítulo 5. 

Recentemente, alguns autores têm se dedicado a analisar a dinâmica de íons via 

modelos mPNP (incluindo efeitos de tamanho) sujeitos à voltametria cíclica (cyclic 

voltammetry). WANG e PILON [106] apresentaram soluções numéricas simulando um 

sistema de voltametria cíclica para determinação da capacitância da dupla camada 

elétrica em soluções eletrolíticas próximas de eletrodos planos. O modelo mPNP é 

bastante similar a propostas anteriores [29,78], em que os efeitos de tamanho são 

incluídos via modelo de Bikerman e via acréscimo de uma camada de Stern nas 

vizinhanças do eletrodo. Uma análise dimensional foi pela primeira vez apresentada no 

contexto da voltametria cíclica via modelos do tipo mPNP, propondo-se uma série de 

números adimensionais característicos do transporte de íons nesse tipo de fenômeno.  

Posteriormente, WANG et al. [107] estenderam esse modelo para eletrólitos 

assimétricos (em tamanho) e múltiplas espécies iônicas, propondo um modelo mPNP 

generalizado no contexto da voltametria cíclica. Trata-se de um trabalho inédito ao 

simular a voltametria cíclica para eletrólitos assimétricos e/ou múltiplas espécies iônicas 

levando-se em conta os efeitos de assimetria de tamanho dos íons. Entretanto, a forma 

como esses efeitos são incluídos é bastante simplificada. Conhecida como ―correções do 

tipo Langmuir‖, consiste em incorporar os efeitos de tamanho via coeficientes de 

atividade ( i ), a fim de expressar os desvios em relação à solução eletrolítica ideal. 

Assim, o potencial químico em excesso, correspondente a esse tipo de correção, é 

escrito em função do coeficiente de atividade, como segue: 
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em que o coeficiente de atividade da espécie i é escrito em função do seu diâmetro 

[126,127]: 
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Na Equação (2.34), 
,maxic  é a concentração correspondente ao empacotamento 

máximo da espécie i, usualmente dada por  3

,max 1i A ic N   para empacotamento 

cúbico simples [107], em que AN  é o número de Avogadro. A despeito de sua 

simplicidade, essa expressão tem sido empregada em uma série de trabalhos recentes 

[42,43,128-133], podendo ser entendida como uma extensão do modelo de 

BIKERMAN [40] para sistemas assimétricos em tamanho. Vale enfatizar que Equação 

(2.34) satisfaz o limite de solução ideal, desde que quando 0i  , 
,maxic  tende a infinito 

e i  assume o valor unitário. Trata-se de uma expressão simplificada em relação ao 

potencial químico corresponde a EdE BMCSL (Equação 2.16), sendo frequentemente 

empregada em lugar desta em vista de ser analiticamente tratável. 

DAVIDSON e GOULBOURNE [134] apresentaram recentemente uma extensão 

do modelo mPNP (que os autores denominam MNPP) para múltiplas espécies iônicas 

com simetria de tamanhos e valência. O objetivo era analisar a resposta eletroquímica 

de transdutores poliméricos baseados em líquidos iônicos, observando a influência da 

mobilidade destes na carga/descarga desses dispositivos. Os autores sugeriram a 

aplicação da abordagem tradicional PNP (ou NPP) para o contra íon, enquanto uma 

abordagem mPNP com efeitos de tamanho descritos pelo modelo de Bikerman [40] é 

empregada para o líquido iônico. 

Uma estratégia recente para inclusão de efeitos de tamanho para eletrólitos 

binários e assimétricos baseada no princípio variacional de energia (variational energy 

principle) foi proposta em uma série de trabalhos recentes [135-137], dando origem a 

um modelo mPNP em vista de uma melhor descrição dinâmica de canais iônicos e de 

sistemas biológicos. Posteriormente, HORNG et al. [138] estenderam essa abordagem 

para eletrólitos assimétricos constituídos de múltiplas espécies iônicas. Esses modelos 

mPNP, no entanto, são expressos como equações integro-diferenciais, introduzindo 

dificuldades à solução numérica, sobretudo em problemas tridimensionais. Diante disso, 

HORNG et al. [138] e, mais recentemente, LIN e EISENBERG [139] apresentaram 

uma versão simplificada desse modelo a partir de aproximações de um funcional de 

energia, resultando em um sistema algébrico-diferencial obtido a partir de aproximações 

locais para a densidade (local density approximations), tornando o problema 

numericamente tratável. O sistema de equações resultante é denominado PNP-steric 

equations [138,139]. Apesar do grande esforço desses trabalhos em descrever os efeitos 
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de repulsão estérica, efeitos de correlação íon-íon (correlação eletrostática) são 

negligenciados nos modelos mPNP propostos, prejudicando as análises, visto que estas 

correlações são significativas, sobretudo na modelagem de canais iônicos, em que 

eletrólitos multivalentes e em confinamento são frequentemente encontrados. 

De forma similar aos trabalhos de Kornyshev e colaboradores [108-110], LU e 

ZHOU [91] e ZHOU [140] estenderam a expressão do potencial químico proposta 

originalmente por BORUKHOV et al. [32], derivando um modelo SMPNP – isto é, 

―Size-Modified‖ Poisson-Nernst-Planck – para descrever soluções eletrolíticas 

assimétricas com múltiplas espécies iônicas. Entretanto, o modelo inclui os efeitos de 

tamanho através de um termo de penalidade no funcional de energia livre para descrever 

os efeitos de empacotamento estérico, o que pode conduzir a inconsistências, já que o 

termo residual característico dos efeitos de tamanho tende ao infinito à medida que a 

dimensão das moléculas do solvente tende a zero. Ou seja, o modelo SMPNP torna-se 

intratável matematicamente quando o tamanho das moléculas do solvente pode ser 

desprezado frente ao(s) soluto(s) – situação comum em sistemas biológicos para os 

quais esse modelo foi pensado. Mais uma vez, os efeitos de correlação eletrostática não 

foram incluídos, e os próprios autores reconhecem [91,140] que modelo SMPNP pode 

não ser robusto o suficiente para descrever sistemas altamente carregados constituídos 

de eletrólitos multivalentes. 

Uma alternativa para o tratamento de sistemas iônicos assimétricos envolve o 

emprego da EdE BMCSL para misturas de esferas rígidas. Embora, conforme discutido 

na Seção 2.1.2, trabalhos recentes [18,45,12,48-52] tenham se valido da expressão do 

potencial químico residual derivada por LUE et al. [52] para incluir os efeitos de 

assimetria de tamanhos em modelos estacionários para a dupla camada elétrica, seu uso 

em modelos dinâmicos é bastante restrito. Aparentemente isso se deve a dificuldades 

numéricas adicionais devido à dependência intrincada entre o potencial químico e as 

concentrações das espécies iônicas, através das Equações (2.16) e (2.17). Assim, a 

inclusão de efeitos de tamanho dos íons via EdE BMSCL em modelos do tipo 

mPNP - além de torná-los analiticamente intratáveis - dão origem a um conjunto de 

equações algébrico-diferenciais que dependem de um procedimento numérico eficiente 

para sua solução. 

Nesse sentido, apresentamos pela primeira vez um modelo mPNP em que os 

efeitos de tamanho são incluídos via EdE BMCSL, conduzindo a um sistemas de 

equações algébrico-diferenciais parciais (PDAE, de Partial-Differential-Algebraic 
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Equation) [13]. É proposto um procedimento numérico adequado para a solução deste 

sistema por meio do simulador dinâmico EMSO (Environment of Modeling, Simulation 

and Optimization) [141]. Duas configurações de eletrodos são analisadas: uma única 

placa plana (infinita), e duas placas planas (infinitas) paralelas, às quais se aplica em um 

dado instante uma tensão contínua (dc voltage). Respostas dinâmicas de eletrólitos 

simétricos são apresentadas, destacando a contribuição dos efeitos de tamanho no tempo 

de resposta dinâmica dos íons, bem como na solução estacionária final. Apesar de se 

limitar à simulação de íons de mesmo tamanho, a extensão do modelo para descrever 

sistemas assimétricos com diferentes tamanhos e difusividades é direta. Ademais, a 

metodologia proposta pelo autor desta tese e colaboradores sistematiza uma forma de 

acrescentar novas contribuições ao modelo PNP aplicado à dinâmica de íons, de forma 

termodinamicamente consistente, sem implicar dificuldades numéricas adicionais. 

Mais recentemente, fomos além ao incorporar efeitos de correlação eletrostática 

no modelo mPNP [14] proposto em ALIJÓ et al. [13], permitindo uma análise da 

importância relativa entre esses efeitos. Os efeitos de correlação eletrostática são 

incluídos a partir de um modelo contínuo derivado de resposta dielétrica não local, 

desenvolvido recentemente por BAZANT et al. [95], e que em última análise se traduz 

em uma equação de Poisson modificada de quarta ordem (também conhecida como 

equação de Poisson-Fermi). Este trabalho apresentou pela primeira vez uma análise da 

dinâmica de íons sujeitos a tensões alternadas (ac voltages) através de um modelo 

mPNP em que efeitos de correlação eletrostática estão incluídos. Em adição a estes, 

efeitos de tamanho - seja por meio do modelo de Bikerman ou pela EdE 

BMCSL - também são incluídos em uma abordagem do tipo mean-field capaz de 

descrever aspectos fundamentais do comportamento físico de sistemas com forte 

correlação entre os íons. 

Os trabalhos de ALIJÓ et al. [13,14] no contexto da modelagem da dinâmica de 

íons via abordagens mPNP, em adição ao modelo estacionário do tipo mPBE proposto 

em ALIJÓ et al. [12], constituem as principais contribuições desta tese. Detalhes quanto 

à metodologia e os resultados obtidos são explorados nos Capítulos 3, 4 e 5 desta tese. 

A seguir, uma breve revisão da literatura acerca dos efeitos de correlação 

eletrostática - ou correlações íon-íon (ion-ion correlations) - é apresentada. 
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2.2.5 Efeitos de correlação eletrostática: correlações íon-íon 

 

Efeitos de correlação eletrostática têm papel fundamental na física, química, e 

biologia. A blindagem e renormalização de cargas em macropartículas coloidais imersas 

em soluções eletrolíticas - que em soluções aquosas constituídas de contra-íons 

multivalentes podem conduzir a inversão de cargas e agregação - são decorrentes das 

correlações entre os íons. Em sistemas biológicos, por sua vez, estas explicam em 

grande parte a organização de estruturas celulares e a compactação de material genético 

[20]. 

As correlações eletrostáticas (ou correlações íon-íon) decorrem de fortes 

interações entre os íons e entre os íons e a superfície de macropartículas, conduzindo a 

uma estrutura ordenada nas vizinhanças da interface, com características de um líquido 

fortemente correlacionado (strongly correlated liquid). Essa estrutura, em termos da 

forte correlação a curta distância, guarda alguma semelhança com um cristal de 

Wigner
9
, isto é, estruturas cristalinas em redes bidimensionais ou tridimensionais 

características de sistemas em que a energia potencial domina a cinética em situações de 

confinamento [142-144]. Acredita-se que esse modelo seja apropriado ao estudo de 

correlações entre os contra-íons condensados na superfície de macropartículas coloidais 

[20]. 

Embora seja um fenômeno conhecido há bastante tempo, existem muitas 

interpretações e estratégias de modelagem deste, que permanecem alvo de controversos 

debates na literatura. Aplicações vão desde a física de plasmas de um componente (one 

component plasmas), polieletrólitos, sistemas biológicos (com destaque para estudos 

envolvendo reordenamento do DNA induzido por fortes correlações eletrostáticas), 

suspensões coloidais em meio eletrolítico, dentre outras. Naturalmente foge do escopo 

desta tese apresentar em detalhes ―as variadas físicas‖ envolvidas na caracterização das 

correlações eletrostáticas e dos diversos fenômenos que a permeiam, apresentadas à 

exaustão em revisões recentes [20,144-147]. 

No contexto de soluções eletrolíticas, as correlações eletrostáticas se manifestam 

mais fortemente quando macropartículas fortemente carregadas estão em contato com 

contra-íons multivalentes. Nesses sistemas, as correlações se apresentam de diversas 

                                                 
9
 Fase cristalina (sólida), proposta pelo físico húngaro-americano Eugene Wigner em 1934 [ref. 142], a 

fim de caracterizar o ordenamento do ―gás de elétrons‖ em estruturas metálicas. Em 1963, foi laureado 

com o Nobel de Física por suas contribuições à teoria do núcleo atômico e partículas elementares. 
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formas, alterando significativamente a blindagem (screening) de macropartículas 

carregadas, conduzindo ao fenômeno conhecido como overscreening ou overcharging. 

Assim, a primeira camada de contra-íons no entorno da macropartícula fornece uma 

carga superior à da mesma; os íons da próxima camada então ―enxergam‖ uma carga 

líquida oposta à carga superficial, que pode ser novamente alvo de overscreening, até 

que a eletroneutralidade seja atingida. A esse fenômeno não intuitivo dá-se o nome de 

inversão (ou reversão) de carga (charge inversion ou charge reversal). 

LYKLEMA [146,147] distingue dois mecanismos pelos quais em geral se dá o 

fenômeno de inversão de cargas: a abordagem química e a abordagem física. Quando a 

reversão se dá pela adsorção específica de espécies químicas na superfície, mediante 

interações hidrofóbicas e outras mediadas pela relação solvente-estrutura, ligações de 

hidrogênio, formação de complexos via ligantes, ou por ligações químicas, diz-se que a 

reversão é ―química‖. Por outro lado, a inversão de cargas induzida por forças de 

dispersão ou de natureza eletrostática é classificada como ―física‖. Tipicamente, as 

interações químicas são de curto alcance, enquanto as físicas podem ser de longo 

alcance, tais como interações Coulombianas. A despeito dessa preocupação em 

distinguir as origens das interações íon-específicas (que têm papel fundamental na 

inversão de cargas) como de natureza química ou física, Lyklema destaca possíveis 

ambiguidades envolvidas, podendo não haver uma distinção muito clara entre esses dois 

grupos. Os efeitos de correlações eletrostáticas discutidos nesta seção são classificados 

dentro das abordagens físicas; motivo pelo qual o enfoque químico para o fenômeno de 

inversão de cargas não será tratado nesta tese.  

Assim, como o fenômeno de overcharging se caracteriza pela presença de um 

excesso de cargas na parte interna da dupla camada, em relação à carga superficial, 

resultando que a carga na parte externa da dupla camada é de mesmo sinal que a da 

superfície, LYKLEMA [147] ressalta ser inevitável alguma subdivisão da dupla camada 

elétrica, considerando a validade do princípio da eletroneutralidade para a dupla camada 

com um todo. A questão que se coloca aqui é: onde se dá a transição entre as camadas 

interna e externa? A forma mais comum de lidar com essa ambiguidade é estabelecer 

uma ligação com o potencial zeta   (potencial eletrocinético). Assim, a inversão de 

cargas é caracterizada (eletrocineticamente) através da mudança de sinal do potencial 

zeta, em que somente o sinal da carga efetiva na parte externa da dupla camada (isto é, 

no plano de cisalhamento) é acessível, permanecendo a parte interna (potencial da 

superfície) com a carga original. Lyklema entende que essa definição é algo artificial, 
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ao estabelecer que a inversão esteja associada apenas a carga eletrocinética, 

independente da mudança de sinal da carga superficial. Assim, uma definição 

inequívoca deve incluir medidas simultâneas dos potenciais eletrocinético e superficial. 

Em suma, a inversão de cargas é um fenômeno genérico, característico de 

sistemas em que íons multivalentes interagem com superfícies fortemente carregadas, 

aparecendo como uma manifestação natural das fortes correlações (eletrostáticas) entre 

os íons que as blindam (screening ions), quando forçados ao confinamento [144]. 

Recentemente, o fenômeno de inversão de cargas tem atraído atenção de muitos 

teóricos. GROSBERG et al. [144] apresentaram uma revisão da física por trás do 

fenômeno da inversão de cargas em sistemas químicos e bioquímicos; enquanto 

QUESADA-PÉREZ et al. [145] enfocam a inversão de cargas em sistemas coloidais, 

destacando que as abordagens mean-field convencionais baseadas em Poisson-

Boltzmann - ao negligenciarem os efeitos de correlação eletrostática - são incapazes de 

descrever apropriadamente o fenômeno. 

Outra manifestação importante dos efeitos de correlação eletrostática é a 

possibilidade de atração entre macropartículas de mesma carga mediadas por contra-

íons multivalentes. PATEY [148] e KJELLANDER e MARCELJA [149] demonstraram 

a possibilidade teórica de atração entre partículas coloidais com cargas superficiais 

suficientemente altas ao contabilizar as correlações íon-íon, não contempladas nas 

abordagens tradicionais de PB. Essas conjecturas foram confirmadas experimentalmente 

[150], e por meio de trabalhos teóricos recentes [151-153]. O fenômeno oposto, isto é, a 

repulsão entre partículas de carga oposta, pode ser explicado em bases similares, tendo 

sido reportado experimentalmente [154], também reproduzido por meio de simulações 

de Monte Carlo e equações integrais [155]. Uma analogia interessante pode ser feita 

entre o fenômeno de atração de macropartículas de mesma carga e a compactação do 

DNA dentro de células eucarióticas, fortemente dependente da valência do contra-íon, 

apresentando uma relação íntima com o fenômeno de overcharging [156]. GROSBERG 

et al. [144] e QUESADA-PÉREZ et al. [145] discutem em detalhes muitas dessas 

aplicações tecnológicas, cujo aprofundamento foge do escopo desta tese. 

Embora haja certo consenso de que a atração entre macropartículas de mesma 

carga apareça apenas devido às fortes correlações eletrostáticas devido aos contra-íons 

multivalentes, alguns trabalhos reportaram [157-159] atração entre placas paralelas de 

mesma carga imersas em contra-íons monovalentes, porém em condições de cargas 

superficiais extremas, talvez irrealistas [145]. Ademais, DESERNO et al. [160] 
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demonstraram que contra-íons monovalentes de grandes dimensões podem promover 

inversão de cargas, enquanto contra-íons divalentes pequenos não. Os autores atribuem 

este resultado, entretanto, a efeitos entrópicos associados às correlações de tamanho; 

independentes, portanto, das correlações íon-íon. 

Até recentemente, a descrição teórica do fenômeno de 

overscreening/overcharging - e de suas variadas manifestações físicas - dependia 

necessariamente do desenvolvimento de abordagens mais rigorosas, de base molecular. 

Existe certo consenso de que modelos contínuos (mean-field approaches) baseados em 

PB são inerentemente incapazes de descrever sistemas em que as correlações 

Coulombianas a curta distância prevalecem; associando-se à incapacidade de descrever 

os efeitos de correlação eletrostática como a manifestação mais óbvia das limitações 

dessas abordagens [144,145]. Não foi por acaso que QUESADA-PÉREZ e 

colaboradores [145] escolheram como título de seu review: ―Overcharging in Colloids: 

Beyond the Poisson-Boltzmann Approach‖ (grifo do autor). Ou seja, deve-se ir além de 

PB para descrever a inversão de cargas em coloides. 

Nesse sentido, trabalhos recentes têm recorrido a simulações computacionais em 

Dinâmica Molecular [161-165], simulações de Monte Carlo (MC) [166-170], teoria do 

funcional de densidade (Density Functional Theory - DFT) [170-172], ou via equações 

integrais derivadas a partir da Mecânica Estatística [167]. Ademais, os avanços das 

técnicas experimentais têm permitido a caracterização do fenômeno em sistemas cada 

vez mais complexos, a exemplo de líquidos iônicos interagindo com eletrodos 

[165,173]. Uma vez que essas abordagens já estão bem consolidadas na literatura, além 

de fugir do enfoque desta tese, não entrarei em detalhes a respeito delas aqui. Revisões 

recentes têm apresentado os principais avanços na descrição de fenômenos 

eletrocinéticos por meio de modelos de base molecular [6,112]. 

A despeito disso, LEVIN [20] argumenta que parte fundamental da física das 

correlações eletrostáticas pode ser entendida - ao menos qualitativamente - à luz da 

teoria de Debye-Hückel. O autor destaca que uma das principais contribuições de 

Debye-Hückel está associada à compreensão de que, apesar de, em média, os íons se 

distribuírem aleatoriamente, existem fortes correlações espaciais entre os cátions e 

ânions. A linearização da equação de PB, porém, diminui fortemente o peso das 

configurações correspondentes a duas partículas de cargas opostas muito próximas; 

subestimando as correlações eletrostáticas que resultam em estruturas de associação 

semelhantes a dipolos eletrostáticos. Uma forma de se fazer isso, preservando a 
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linearidade, é postulando a existência de dipolos cujas concentrações são governadas 

pela lei de ação das massas - procedimento conhecido como associação ou 

aproximação de Bjerrum [20]. 

Uma abordagem recentemente proposta por BAZANT et al. [95], que tem tido 

grande aceitação da literatura, vai por um caminho parecido, ao incorporar os efeitos de 

correlação eletrostática através de um modelo contínuo do tipo PNP via resposta 

dielétrica local (local dielectric response). De elegante base fenomenológica, o modelo 

parte da minimização de funcionais de energia livre do tipo Landau-Ginzburg, 

conduzindo - após algumas hipóteses simplificadoras - a uma equação de Poisson 

modificada de quarta ordem (ou equação de Poisson-Fermi). Apresentam-se aqui 

algumas etapas da dedução deste modelo, cujos detalhes podem ser encontrados no 

material suplementar de BAZANT et al. [95] e em STOREY e BAZANT [98]. 

Postula-se um funcional de energia livre genérico G , de caráter aditivo em uma 

contribuição eletrostática ( elG ) e outra de natureza química ( chemG ), tal que 

el chemG G G  . Assumindo que esta última é conhecida chem
V

G gd  r , concentra-se a 

análise nos efeitos de correlação eletrostática com origem no termo eletrostático, aqui 

denotado como elG . Assim, a energia envolvida elG  na adição de uma carga 

infinitesimal   em um volume   ou sq  em uma superfície metálica S  é dada por: 

 

   el s
S

G d q d


    r r        (2.35) 

 

 Aplicando-se o teorema de Gauss    ˆ
S

d n dS


   v v  (v é um vetor 

genérico arbitrário) e a definição do campo elétrico  E , obtém-se: 

 

 elG d


   E D r          (2.36) 

 

em que D  é o vetor deslocamento elétrico, descrito pelas relações de Maxwell 

 D  e ˆ
sn q  D , resultando em   D  e ˆ

sq n    D  ( n̂  é o vetor 

normal à superfície S ). Em regime de resposta linear, a baixos campos elétricos 

externos, tem-se: 
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̂D E           (2.37) 

 

em que ̂  é um operador linear de permissividade, cuja transformada de Fourier ˆ( )k  

descreve como a permissividade depende do comprimento de onda 2 k  do 

componente k-Fourier do campo elétrico (k é o número de onda), devido às correlações 

íon-íon ou quaisquer respostas dielétricas não-locais dos íons. Essa abordagem não se 

restringe a pequenas amplitudes de perturbações no espaço de Fourier; isto é, o 

operador permissividade é o mais geral possível, válido em todo o espaço real de fases 

[98]. 

 Integrando-se a Equação (2.36) em relação a D  em um processo de criação de 

todas as cargas no seio da fase fluida e superfície, tem-se [95]: 

 

 
1

2
elG d


  E D r          (2.38) 

 

Assim, para uma dada distribuição de cargas   e sq , associada a um vetor 

deslocamento D , haverá um campo elétrico correspondente ao mínimo de elG  em 

relação ao potencial elétrico  , sujeito às restrições associadas às equações de Maxwell 

apresentadas anteriormente para o vetor deslocamento. Assim, o funcional de energia 

resultante é dado por [95,98]: 

 

   
1

2
el s s

S
G d q d


   

 
     

 
 D r r      (2.39) 

 

que deve ser minimizado em relação a  , desde que D  e E  estão correlacionados por 

(2.37) e  E . 

 Na Equação (2.39), a densidade de energia armazenada no campo elétrico em 

meio dielétrico, denotada por  1 2fg    D , pode ser separada em dois termos: 

um correspondente à resposta dielétrica linear, supondo constante dielétrica   uniforme 

(termo ―mean-field convencional‖); e outro correspondente às contribuições não locais 

devido às correlações íon-íon. 
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 2 * *( ) ( , ') ( ) ( ') '
2

fg K d



   E r r r r r r       (2.40) 

 

em que 
* 2       E  representa a ―densidade de cargas mean-field‖, isto é, a 

densidade de carga que produziria o mesmo campo elétrico em meio dielétrico sem 

quaisquer efeitos de correlações entre os íons; e ( , ')K r r  é o ―kernel‖ não local, que 

contabiliza as correlações entre pares de íons localizados em posições r  e 'r  como 

resultado das interações Coulombianas no líquido. 

 Na Equação (2.40), fica evidente que o primeiro termo à direita da igualdade 

corresponde à contribuição da resposta dielétrica linear a permissividade   constante, 

enquanto o segundo termo (integral no volume) contabiliza os efeitos de correlação 

eletrostática, de que temos particular interesse. Ou seja, o kernel não local ( , ')K r r  dá 

origem aos efeitos de correlação eletrostática, sendo necessário caracterizá-lo 

adequadamente para este fim. Para contabilizar os efeitos de blindagem eletrostática 

(screening) da forma mais simples possível, BAZANT et al. [95] admite que o kernel é 

isotrópico e decai ao longo de um comprimento característico c , responsável por 

definir uma escala característica para os efeitos de correlação eletrostática entre cargas 

pontuais. Assim, para variações de carga em escalas maiores que c  - correspondentes a 

pequenas perturbações no número de onda 
1

ck   - Bazant e colaboradores [95] 

propõem a seguinte expansão para o kernel: 

 

2
1

2 *

02

n
nc

f n

n

g


  






  
     
   

        (2.41) 

 

em que n  são coeficientes adimensionais. Substituindo-se na Equação (2.39), resulta: 

 

     
22 1

2

22

n n

el n c s s
S

n

G d q d



     








  
       

  
 r r   (2.42) 

 

 Impondo 0elG   

 

para perturbações nas cargas superficiais e volumétricas 

na Equação (2.42), recuperam-se as equações de Maxwell para o vetor deslocamento, 
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em que o operador permissividade ̂  é dado pela seguinte expansão em gradiente 

(gradient expansion): 

 

2 2

1

1

ˆ 1 n n

n c

n

  






 
   

 
         (2.43) 

 

cuja expressão correspondente via transformada de Fourier (para pequenos valores de k) 

é dada por: 

 

   
1 2

1

1

ˆ( ) 1 1
n n

n c

n

k k  








 
   

 
        (2.44) 

 

 Finalmente, por simplicidade, truncam-se as expansões acima após o primeiro 

termo, ainda que isto resulte em perda de capacidade preditiva em situações de variação 

de carga-densidade ao nível do comprimento de correlação. Assumindo que 0 1  , 

chegam-se às expressões propostas por BAZANT et al. [95] para a parte eletrostática do 

funcional de energia do tipo Landau-Ginzburg, e seu correspondente operador 

permissividade: 

 

     
22 2 2

2
el c s s

S
G d q d




    

           
 r r     (2.45) 

 

 2 2ˆ 1 c             (2.46) 

 

cuja transformada de Fourier (válida para 
1

ck  ) é dada por: 

 

 
2

ˆ( ) 1 ck k    
 

         (2.47) 

 

dando origem à equação de Poisson modificada (ou equação de Poisson-Fermi), e à 

respectiva condição de contorno na superfície: 
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 2 2 21c       D         (2.48) 

 

 2 2ˆ ˆ 1c sn n q       D        (2.49) 

 

 O comprimento característico c  é um parâmetro importante desse modelo. 

Representa a distância a partir da qual os efeitos de correlação eletrostática se tornam 

relevantes. Ou seja, a distâncias menores que este comprimento, os íons experimentam 

apenas interações puramente eletrostáticas; enquanto a distâncias maiores os efeitos de 

agitação térmica (entrópicos) e interações coletivas predominam frente às correlações 

eletrostáticas. Originalmente, o comprimento de correlação varia desde a escala 

molecular ( ~c  ) até um limite superior, correspondente ao comprimento de 

Bjerrum
10

  2 4B Be k T  ( c B ), isto é, a distância a partir da qual as interações 

Coulombianas passam a superar os efeitos (entrópicos) de dispersão térmica [95,98]. 

Vale salientar que a equação de Poisson (Equação 2.4) é retomada quando 0c  . 

 Equações semelhantes às Equações (2.48) e (2.49) foram desenvolvidas no 

contexto de distribuições de contra-íons pontuais (plasmas de um componente) 

derivadas da Mecânica Estatística em equilíbrio em torno de interfaces eletricamente 

carregadas [174,175]. SANTANGELO [174] demonstrou que estas equações são exatas 

tanto em regimes de acoplamento fraco (weak coupling) - em que os efeitos de 

correlação eletrostática são irrelevantes - e forte (strong coupling), constituindo-se uma 

boa aproximação a acoplamentos intermediários (intermediate coupling) para c B . 

Por outro lado, HATLO e LUE [175] apresentaram uma teoria auto-consistente, em que 

o parâmetro de correlação é calculado diretamente a partir da função de partição, 

resultando em boa concordância com simulações de Monte Carlo para acoplamentos 

fracos, intermediários, e fortes. 

 Adicionalmente, alguns trabalhos têm utilizado modelos eletrostáticos não locais 

[176,177], em que se assume uma relação linear entre o deslocamento dielétrico e o 

campo elétrico, mediado por um kernel de permissividades, na forma 

( ) ( , ') ( ') 'd D r r r E r r , em que ( , ') r r  é um tensor de permissividades. Estas 

                                                 
10

 Medida da distância entre duas cargas elementares em que a energia eletrostática começa a ser 

comparada em magnitude com a energia térmica Bk T . 
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abordagens buscam descrever principalmente a resposta dielétrica da água em escala 

nanométrica, enquanto a abordagem proposta por BAZANT e colaboradores [95,98] 

busca descrever a formação de pares de íons de carga oposta fortemente correlacionados 

(zwitterions), que agem como dipolos e contribuem para a resposta dielétrica em escala 

nanométrica de líquidos iônicos [95] e soluções eletrolíticas fortemente correlacionadas 

[98]. 

 Desde que a equação de Poisson modificada (Equação 2.48) é de quarta ordem, 

duas condições de contorno adicionais são necessárias. BAZANT et al. [95] sugere 

negligenciar as correlações na superfície, de modo que ˆ
sn q     e, 

consequentemente, 
3ˆ 0n    (ou, equivalentemente, 

*ˆ 0n   ), isto é, a ―densidade 

de cargas livres mean-field‖ 
*  é constante na superfície. Tal característica é 

consistente com o modelo contínuo (do tipo Bikerman) empregado pelos autores, que 

induz a formação de uma camada de Stern nas vizinhanças da interface como resultado 

do forte confinamento (crowding). A despeito disso, STOREY e BAZANT [98] 

ressaltam que essa condição de contorno não é única nem tampouco rigorosamente 

deduzida; sendo utilizada parte por sua elegância e simplicidade e parte por resultar em 

boas predições em comparação com resultados de Simulação Molecular. Nesse sentido, 

ressaltam que condições de contorno alternativas devem ser consideradas para trabalhos 

futuros, de maneira a possibilitar a descrição de oscilações na densidade como resultado 

de restrições de empacotamento. 

 A abordagem proposta por Bazant e colaboradores tem recebido grande 

aceitação da comunidade científica, já que foi a primeira tentativa de sucesso no sentido 

de desenvolver um modelo contínuo (mean-field) capaz de predizer - ao menos 

qualitativamente - resultados de Simulação Molecular e DFT de sistemas com fortes 

correlação entre os íons. Assim, essa proposta surge como alternativa interessante frente 

a abordagens mais rigorosas tradicionalmente empregadas para este fim - baseadas na 

Mecânica Estatística -, computacionalmente mais custosas, na descrição de fenômenos 

como inversão de cargas e overscreening. Nesse sentido, são de interesse para uma 

vasta audiência por serem facilmente aplicáveis na modelagem de fenômenos 

eletrocinéticos e de sistemas dinâmicos (carga/descarga de eletrodos, por exemplo); em 

contraponto aos grandes desafios teórico-computacionais envolvidos no tratamento 

desses fenômenos via abordagens de base molecular. 
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 Apesar de originalmente pensada para líquidos iônicos [95], STOREY e 

BAZANT [98] posteriormente estenderam a teoria para eletrólitos concentrados e/ou 

multivalentes e sais fundidos. Além de prever comportamentos importantes, como 

inversão de cargas e overscreening, o modelo apresentou concordância qualitativa em 

termos da estrutura e capacitância da dupla camada quando comparado com resultados 

de Dinâmica Molecular [95], bem como simulações de Monte Carlo e DFT [98]. 

Ademais, Storey e Bazant acoplaram o modelo às equações de Navier-Stokes, em vista 

de aplicações na modelagem de fenômenos eletrocinéticos, tais como o fluxo 

eletroosmótico e corrente de escoamento em soluções eletrolíticas aquosas a altas 

valências e altas concentrações de sais. 

 Trabalhos recentes [94,97-101,111,178,179] têm empregado a proposta de 

Bazant e colaboradores para a inclusão de efeitos de correlação eletrostática via resposta 

dielétrica local. ZHAO [97] utilizou essa abordagem para estudar o comportamento 

dinâmico de líquidos iônicos em um modelo de células eletroquímicas sujeitas a uma 

voltagem contínua (dc voltage), desenvolvendo aproximações assintóticas no limite de 

duplas camada muito estreitas - ou ―regime fracamente não linear‖ (weakly nonlinear 

regime). Nesse regime, foram identificadas novas escalas de tempo e espaço 

características da dinâmica, mostrando que todas as curvas de equilíbrio para as duplas 

camadas colapsam numa única curva. A altos potenciais elétricos, entretanto, o ―regime 

fracamente não linear‖ não fornece uma boa descrição, devendo-se recorrer a 

aproximações assintóticas também em regime ―fortemente não linear‖ (strongly 

nonlinear regime) [78]. 

 Conforme adiantado na Seção 2.2.3, a equação de Poisson-Fermi de quarta 

ordem foi aplicada por LIU [94] no contexto de canais iônicos tridimensionais para 

aplicações biológicas. O autor propõe um procedimento numérico eficiente para lidar 

com a equação diferencial parcial de quarta ordem resultante, desenvolvendo uma 

abordagem de convergência ótima, capaz de fazer frente a singularidades na superfície 

de canais de proteínas em simulações tridimensionais mais realistas. Posteriormente, 

LIU e EISENBERG [111] empregaram esse procedimento numérico para estudar canais 

de cálcio - presentes no músculo cardíaco, por exemplo - em três dimensões. Através da 

equação de Poisson-Fermi e de um funcional estérico (steric functional), capaz de 

contabilizar os efeitos de assimetria de tamanhos dos íons, os autores descreveram 

comportamentos anômalos destes canais preditos por simulações de Monte Carlo para 

sistemas em equilíbrio. 
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 LEE et al. [99] adotaram equação de Poisson modificada no estudo da estrutura 

da dupla camada elétrica na interface entre um líquido iônico e um dielétrico sujeitos a 

um campo elétrico externo. Como exemplo, o modelo foi aplicado à descrição de um 

cone de Taylor (Taylor cone)
11

 imerso em um líquido iônico, em que os efeitos de 

correlação eletrostática e de tamanho nas vizinhanças da ponta do cone, onde o campo 

elétrico é extremamente elevado, são significativos. Os autores demonstraram que os 

efeitos de tamanho e/ou correlação eletrostática tendem a reduzir o estresse normal na 

superfície do cone de Taylor. 

 Mais recentemente, YOCHELIS [100,101] buscou descrever a transição da parte 

difusa da dupla camada elétrica de um regime monotônico para não-monotônico em 

líquidos iônicos a temperatura ambiente. Ou seja, o autor buscou descrever a transição 

entre dois comportamentos: um em que os efeitos de correlação eletrostática não são tão 

importantes, resultando em perfis monotônicos para a densidade de cargas livres; e 

outro em que estas correlações são fundamentais para descrever as oscilações nos perfis 

de densidade. Ambos os regimes são característicos de líquidos iônicos. Enquanto 

muitas observações (teóricas e experimentais) têm demonstrado a alternância de cargas 

em camadas (overscreening), recentemente alguns pesquisadores [113] têm sustentado 

que líquidos iônicos se comportam como eletrólitos diluídos. Yochelis emprega 

métodos baseados em ―dinâmica espacial‖ (spatial dynamics methods) para a solução 

numérica de um modelo tipo mPNP, em que os efeitos de correlação eletrostática estão 

incluídos no contexto da resposta dielétrica local proposta por BAZANT et al. [95]. 

 JIANG et al. [178] estudaram a dinâmica de formação da dupla camada elétrica 

dentro de uma célula eletroquímica constituída de líquidos iônicos a temperatura 

ambiente entre dois eletrodos planos. Em lugar de observar a dinâmica após 

subitamente se aplicar um campo elétrico nos eletrodos (step dc voltage) [97], os 

autores observaram a evolução dinâmica resultante da aplicação de correntes contínuas 

(de diferentes magnitudes) que evoluem linearmente com o tempo (constant-current 

charging conditions). Para correntes relativamente baixas, o modelo mPNP via resposta 

dielétrica local fornece uma boa descrição da evolução do potencial da célula obtidos a 

partir de simulações de Dinâmica Molecular - estas realizadas pelos próprios autores. 

Entretanto, a correntes mais altas, oscilações pronunciadas observadas nos estágios 

                                                 
11

 Estrutura cônica formada em um fluido condutor sujeito a um campo elétrico característico. Quando o 

campo elétrico é superior a este valor característico, um jato é formado na ponta do cone; enquanto a 

potenciais mais baixos o cone é retraído e assume a forma de uma superfície de ponta arredondada. 
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iniciais do processo de carga nas simulações de Dinâmica Molecular não são preditas 

pelo modelo contínuo. Apesar disso, mesmo a potenciais mais altos, o modelo mPNP 

foi capaz de descrever - ao menos qualitativamente - o crescimento do potencial de 

célula nos estágios finais da carga; além da evolução dos perfis de densidade dos íons, 

quando comparados aos resultados obtidos via Dinâmica Molecular. Os autores 

sugerem a introdução de constantes dielétricas dependentes da frequência, bem como 

coeficientes de difusão dependentes da densidade, em vista de uma melhora na 

capacidade preditiva do modelo contínuo, estendendo-a para uma faixa mais abrangente 

de correntes de carregamento de células eletroquímicas. 

STOUT e KHAIR [179], por sua vez, conseguiram prever a inversão da 

mobilidade eletroforética - indicativo usual para a inversão de cargas - em uma partícula 

coloidal em soluções de eletrólitos multivalentes concentrados. Os autores argumentam 

que as correlações eletrostáticas contabilizadas via resposta dielétrica local, associadas 

aos efeitos de tamanho, demonstraram boa capacidade de predição frente a dados 

experimentais que apontam inversão da mobilidade eletroforética em eletrólitos 

multivalentes. Assim, a aplicação dessa abordagem na descrição de variados fenômenos 

eletrocinéticos em eletrólitos concentrados é encorajada. 

 Portanto, observa-se claramente que o funcional de energia livre proposto por 

BAZANT et al. [95] a fim de contabilizar os efeitos de correlação eletrostática no 

contexto da resposta dielétrica não local tem recebido grande aceitação da literatura, 

constituindo-se uma alternativa interessante para aplicações em sistemas dinâmicos, tais 

como baterias e células eletroquímicas, dispositivos eletrocinéticos, e sistemas 

biológicos; oferecendo algumas vantagens frente às abordagens convencionais com base 

na Mecânica Estatística devido a sua simplicidade. 
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Capítulo 3 

 

 

Dupla camada elétrica em equilíbrio: 

modelagem
12

 

 

Neste Capítulo, propõe-se uma metodologia para contabilizar efeitos de 

assimetria de tamanho dos íons na descrição da dupla camada elétrica em 

equilíbrio. Esta é obtida através de uma equação de Poisson-Boltzmann 

modificada, em grande parte desenvolvida em minha dissertação de mestrado 

[18], cujos resultados mais relevantes foram posteriormente (durante o período 

do doutorado) publicados em periódico internacional [12]. O enfoque está na 

análise da influência das diferenças nos tamanhos dos íons tanto na dupla 

camada elétrica quanto na estimativa da interação (pressão) entre placas planas 

carregadas. 

 

3.1 Generalização da equação de Poisson-Boltzmann modificada 

 

Pode-se generalizar o potencial químico que uma espécie iônica i experimenta 

quando em solução da seguinte maneira: 

 

0

1

ln ,  para 1,...,
en

i i B i i ij c

j

k T c z e i n   


     ,     (3.1) 

 

em que o somatório representa todas as j‘ésimas contribuições ij  não (puramente) 

eletrostáticas devido ao íon i eventualmente presentes no sistema; dentre as quais se 

incluem, por exemplo, os efeitos de tamanho dos íons e de correlação eletrostática. 

Na Equação (3.1) admite-se que os potenciais de interação sejam aditivos e 

descorrelacionados, isto é, que a presença de um determinado potencial não influencia 

                                                 
12

 Parte significativa do que é apresentado neste Capítulo é resultado de minha dissertação de mestrado 

[18]. Como esta tese representa uma continuidade natural do trabalho de mestrado, cuja transição é difícil 

de definir exatamente, considero importante expor alguns resultados que foram publicados durante o 

período de doutoramento [12]; e que naturalmente fazem parte da intersecção mestrado-doutorado. 
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diretamente na ação do outro; de modo que o potencial total pode ser obtido pela soma 

de todos os potenciais [18,36,64]. No equilíbrio termodinâmico, os potenciais químicos 

ao longo de toda a dupla camada elétrica devem ser fixos e iguais ao potencial químico 

no seio da fase fluida (bulk), ( ) ( )i ix x   , onde as propriedades são conhecidas e 

o potencial elétrico é nulo, resultando em: 

 

 ,

1

exp ,  para 1,...,
en

ij iji
i i c

jB B

z e
c c i n

k T k T

 
  

 


  
      

  
  

 ,   (3.2) 

 

em que o subscrito ―‖ denota propriedade avaliada no seio da fase fluida; isto é, a 

uma distância x  suficientemente afastada da interface eletricamente carregada, em 

que o efeito do potencial elétrico é desprezível 0

 . 

A Equação (3.2) pode ser entendida como uma distribuição de Boltzmann 

generalizada, modificada de modo a permitir a inclusão de quaisquer efeitos não 

eletrostáticos adicionais ao potencial eletrostático da abordagem tradicional. Quando 

aplicada à equação de Poisson (Equação 2.4), resulta na expressão geral da equação de 

Poisson-Boltzmann modificada (mPBE): 

 

  ,

1 1

ˆ exp ,
c en n

ij iji
i i

i jB B

z e
e z c

k T k T

 
  



 

  
       

  
  

      (3.3) 

 

em que a equação de PB clássica é um caso particular da equação mPBE quando 

 
1

0
en

ij ij

j

 




   e ̂   é uma constante (constante dielétrica do meio). 

 Embora recentemente o crescimento da capacidade computacional tenha 

favorecido o desenvolvimento de técnicas mais rigorosas, com base na Mecânica 

Estatística, na descrição de sistemas coloidais e fenômenos de superfície; a solução da 

equação de PB ainda é bastante empregada no cálculo da interação entre partículas 

coloidais. Ainda que a teoria de Poisson-Boltzmann tenha obtido sucesso na predição 

dos perfis de densidade de íons nas vizinhanças de superfícies planas e curvas, suas 

limitações são bem conhecidas, estando relacionadas sobretudo aos efeitos de tamanho 

e/ou especificidade iônica e de correlação eletrostática. A seguir, apresentam-se as 
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modificações empregadas por ALIJÓ et al. [12-14] para a inclusão de efeitos das 

interações de dispersão (íon-específicas) de van der Waals íon-macropartícula, de 

correlação (e assimetria) de tamanhos, e de correlação eletrostática. 

O cálculo do potencial de campo médio entre íons e macropartículas pressupõe 

que o íon é muito menor que a macropartícula. Assim, para uma partícula esférica 

pequena e uma macropartícula esférica, tem-se [21]: 

 

 
 

3

3

3

( ) , para 1,..., e ,

1
2

i
i c i p

p

B p

p

B
u r   i n   r r r

r r
k T r r

r

    
 
  
 
 

  (3.4) 

 

em que iB  é o parâmetro de dispersão, 2i ir   e 2p pr   são os raios dos íons e da 

macropartícula, respectivamente; enquanto r  é a distância perpendicular centro a centro 

destas. Esta expressão para o potencial de interação íon-macropartícula tem sido 

empregada em trabalhos recentes [12,18,36,64,167] na modelagem de macropartículas 

coloidais esféricas imersas em meio eletrolítico. 

 Costumeiramente, o tamanho da macropartícula é algumas ordens de grandeza 

superior ao tamanho da espécie iônica 
p i  , resultando que para fins práticos o íon 

―enxerga‖ a macropartícula como se esta fosse um plano [1,182] (ver esquema na 

Figura 3.1). Assim, desprezando os efeitos de curvatura, tem-se: 

 

3
( ) , para 1,..., e ,i

i c i

B

B
u x   i n   x r

k Tx
          (3.5) 

 

em que x  é a distância perpendicular do centro do íon à superfície. Notar que a Equação 

(3.5) é obtida da Equação (3.4) impondo-se o limite lim
p

i
r

u


 e fazendo .px r r   

 Conforme proposto por NINHAM e YAMINSKY [67], o parâmetro de 

dispersão iB  pode ser calculado pela teoria de Lifshitz
13

 como segue: 

 

min

(0) (0) (0) ( ) ( ) ( )
,

4 (0) (0) (0) 4 ( ) ( ) ( )

i i m w i m w

B w m w B w m w

B h
d

k T k T


        


         

    
    

    
   (3.6) 

                                                 
13

 Evgeny Mikhailovich Lifshitz (1915-1985): físico soviético de origem judia. 
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em que )0(m  e )(m  são as constantes dielétricas da macropartícula nas frequências 

nula e  , respectivamente; (0)i  e ( )i   são as polarizabilidades efetivas (em unidades 

de volume) do íon i  nas frequências nula e  ; e h é a constante de Planck. 

Assim, o cômputo dos parâmetros de interação iB  pressupõe o conhecimento de 

como a polarizabilidade efetiva dos íons e as constantes dielétricas de macropartículas e 

do solvente variam com a frequência. Para uma molécula com uma frequência de 

ionização 
I , sua polarizabilidade e constante dielétrica na frequência   podem ser 

expressas por um modelo de oscilador harmônico [21,180]: 
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         (3.8) 

 

em que rn  é o índice de refração (para a raia D do sódio). A frequência de ionização 
I  

dos íons em solução pode ser estimada a partir da energia livre de hidratação dos íons, 

conforme sugerido por TAVARES et al. [180]. 

Os efeitos de tamanho dos íons são contabilizados diretamente através de 

funcionais de energia, derivados a partir de modelos de rede; ou a partir da teoria do 

estado líquido para misturas de esferas rígidas. Assim, nesta tese os efeitos de tamanho 

são incluídos através dos potenciais químicos residuais discutidos no Capítulo 2, da 

seguinte maneira: 

 

 , ,  para 1,..., ,m res m

i i B cw k T i n         (3.9) 

 

em que , , ,...m Bik CS BMCSL  ou quaisquer expressões equivalentes.  

 

Portanto, a Equação (3.1) pode ser escrita como: 
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ln ,  para 1,..., ,m

i i i i i cc z y u w i n            (3.10) 

 

em que    0

i i i Bk T     e By e k T  é o potencial elétrico adimensional. 

 

 A condição de equilíbrio termodinâmico impõe que 
,i i    para todas as cn  

espécies iônicas ao longo da dupla camada, resultando na distribuição de Boltzmann 

modificada: 

 

 , ,exp ,  para 1,...,m m

i i i i i i cc c z y u w w i n 
      
 

    (3.11) 

 

Conforme discutido no Capítulo 2 (Seção 2.2.5), os efeitos de correlação 

eletrostática são estudados aqui no contexto de resposta dielétrica local, introduzido por 

Bazant e colaboradores [95]. Por este caminho, a resposta dielétrica do solvente é dada 

pelo funcional da Equação (2.46), resultando em uma equação de Poisson modificada 

(Equação 2.48). Portanto, a equação de Poisson-Boltzmann modificada desenvolvida ao 

longo desta tese - incluindo efeitos de especificidade iônica, correlação de tamanhos, e 

de correlação eletrostática - é obtida substituindo-se a Equação (3.11) na equação de 

Poisson modificada (Equação 2.48), sabendo-se que a densidade de cargas móveis   é 

dada pela Equação (2.31), resultando em: 

 

 
2

2 4 2

, ,

1

exp ,
cn

m m

c i i i i i i

iB

e
y y z c z y u w w

k T
 



       
      (3.12) 

 

em que as Equações (3.11) e (3.12) são obtidas aplicando-se  2 2ˆ 1c     e 

     ,

1

en
m m

ij ij B i i i

j

k T u w w  


     nas Equações (3.2) e (3.3), respectivamente. 

 Sujeita a condições de contorno consistentes com a geometria do problema 

físico que se deseja descrever a condição estacionária da dupla camada elétrica, a 

Equação (3.12) é a equação de Poisson-Boltzmann modificada (mPBE) proposta nesta 

tese; obtida a partir da inclusão de efeitos de tamanho e de especificidade iônica 

diretamente no potencial químico de cada íon em solução, e pela inclusão de efeitos de 

correlação eletrostática via resposta dielétrica local. A equação de Poisson-Boltzmann 
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(PBE) clássica (Equação 2.5) é retomada quando 0c   e  , 0m m

i i iu w w    , para 

todas as 1,..., ci n  espécies iônicas. 

 Desprezando-se os efeitos de correlação eletrostática - isto é, fazendo 0c   -, a 

Equação (3.12) é equivalente à mPBE desenvolvida em minha dissertação de mestrado 

[18] e em ALIJÓ et al. [12]. É importante destacar que a dependência dos termos de 

correlação de tamanhos com as concentrações dos íons ( ,i iw w c   pode ser 

razoavelmente complexa - como, por exemplo, quando se usa a equação de estado de 

BMCSL para sistemas assimétricos (ver Capítulo 2, Equação 2.16) -, resultando que a 

concentração de íons ic  na Equação (3.11) pode ser difícil de ser matematicamente 

explicitada. 

Diante disso, propõe-se tratar este problema por meio da abordagem algébrico-

diferencial, permitindo assim a solução numérica simultânea da variável diferencial 

( )x  e dos perfis ( )xc  (em que x é a variável independente), por meio do método da 

diferenciação regressiva ou método BDF (Backward Differentiation Formulae), através 

do integrador DASSL [181]. Detalhes de como é obtida a solução numérica são 

apresentados na Seção 3.2.1 e em ALIJÓ et al. [12]. 

 

3.2 Interação entre macropartículas 

 

Conforme discutido na seção anterior, o fato das macropartículas coloidais 

apresentarem um tamanho quase sempre algumas ordens de grandeza superior ao 

tamanho das espécies iônicas faz com que estas ―enxerguem‖ a superfície da partícula 

coloidal como se fosse um plano [1,182]. Neste caso, despreza-se a curvatura da esfera 

e a macropartícula é modelada como uma placa plana infinita carregada eletricamente, 

cuja solução é obtida via mPBE em coordenadas cartesianas. Em minha dissertação de 

mestrado [18] apresentei soluções tanto para a dupla camada esférica quanto plana, 

encontrando respostas muito similares para condições de interesse prático. Portanto, 

esta tese limita-se a analisar macropartículas desprezando os efeitos de curvatura; 

destacando que a inclusão destes efeitos poderia ser realizada dentro da abordagem aqui 

proposta sem resultar em dificuldades adicionais para a solução numérica da mPBE. 

A Figura 3.1 apresenta um esquema da simplificação proposta, em que a 

macropartícula esférica de densidade de cargas   é imersa em meio eletrolítico 
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contínuo (o solvente é representado por um campo de constante dielétrica  ) e 

assimétrico, constituído de espécies iônicas   e   cujos raios são dados por 2r   

e 2r  , respectivamente. Por hipótese do modelo, os íons são esferas rígidas e não 

podem penetrar na superfície da macropartícula. Há, portanto, uma distância de corte 

min( 2x  , para o caso em que    ) caracterizada pelo raio do menor íon, onde, 

do ponto de vista numérico, se caracterizará a superfície (um dos limites de integração). 

Assim, para o caso mais geral, quando os íons possuem tamanhos distintos (    ), 

haverá uma região em que apenas o menor íon poderá estar presente. Essa região 

aparece em destaque (entre linhas tracejadas verticais) na Figura 3.1b; e corresponde ao 

intervalo 2 2x    . Neste intervalo, por hipótese do modelo, a densidade do 

maior íon é necessariamente nula, isto é 0c  . Portanto, há uma descontinuidade na 

solução numérica obtida que desaparece para sistemas simétricos, em que    . 

 

Figura 3.1. Esquema da modelagem da dupla camada em equilíbrio para eletrólitos 

assimétricos: (a) partícula coloidal esférica com densidade de cargas (  ) imersa em 

meio dielétrico ( ) com íons   e   de tamanhos 2r   e 2r  ; (b) 

Simplificação para a geometria de placa plana infinita. Na região entre as linhas 

verticais pontilhadas ( r x r   ), tem-se que 0c   e 0c  . 

 

Com o objetivo de estimar as interações entre macropartículas em meio 

eletrolítico assimétrico contínuo (constante dielétrica uniforme  ), propõe-se o cálculo 

da pressão (força por unidade de área) entre duas macropartículas como se estas fossem 

duas placas paralelas infinitas separadas por uma distância L . Para o caso mais geral, as 
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placas apresentam densidades superficiais de carga uniformemente distribuídas e iguais 

a 1  e 2 . A Figura 3.2 apresenta um esquema da geometria do problema. Em 

concordância com trabalhos anteriores [12,18], analisa-se aqui apenas o caso em que as 

densidades superficiais de cargas da macropartícula são iguais em módulo e sinal, isto é, 

quando 1 2    . 

Para descrever a dupla camada que se forma entre as placas e, 

consequentemente, estimar a interação entre macropartículas, em ALIJÓ et al. [12] 

propusemos uma equação de Poisson-Boltzmann modificada que inclui tanto efeitos de 

especificidade iônica quanto de correlação de tamanhos. O foco deste trabalho está na 

análise do impacto dos efeitos da assimetria de tamanhos de íons em eletrólitos reais, 

sem, no entanto, considerar os efeitos de correlação eletrostática. Apesar disso, os 

tamanhos dos íons foram calculados recentemente pelo grupo do Prof. Barry Ninham 

[183,184] considerando a camada de hidratação que pode se formar para íons 

cosmotrópicos e caotrópicos
14

. Portanto, embora os potenciais de hidratação dos íons 

sejam negligenciados; e a água seja tratada como um solvente sem estrutura (modelo 

primitivo), os efeitos de hidratação são indiretamente incluídos desde que os tamanhos 

de íons são consistentes com estes efeitos. 

Portanto, a mPBE empregada nesta tese para a estimativa da interação entre 

placas paralelas igualmente carregadas em meio eletrolítico assimétrico é escrita em 

coordenadas cartesianas, como segue: 

 

2 2

2
,

,i i

iB

d y e
z c

dx k T   

           (3.13) 

 

em que ic  é dado pela Equação (3.11) e x  é a variável independente. 

As seguintes condições de contorno são impostas: 

 

                                                 
14 

Em linhas gerais, íons cosmotrópicos (kosmotropes) são pequenos, fracamente polarizáveis, e 

apresentam grandes camadas de hidratação. Íons caotrópicos (chaotropes), por outro lado, são grandes, 

facilmente polarizáveis, e apresentam pequenas camadas de hidratação. Não apresentam afinidades entre 

si, isto é, cosmotrópicos ―preferem‖ cosmotrópicos e caotrópicos ―preferem‖ caotrópicos. 
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min
Bx

dy e

dx k T





 
  

 
         (3.14) 

2

0,
x L

dy

dx


 
 

 
          (3.15) 

 

em que 
min cutoffx x  é a distância de corte e 1 2     é a densidade superficial de 

cargas para ambas as placas. 

A primeira condição de contorno (Equação 3.14) é derivada a partir da lei de 

Gauss, sendo empregada quando a densidade superficial de cargas é especificada. A 

segunda condição de contorno (Equação 3.15) tem origem na simetria da dupla camada 

elétrica característica de placas igualmente carregadas ( 1 2    ). O potencial de 

dispersão íon-macropartícula para duas placas paralelas é dado por [21,12]: 

 

 
min min33

1 1
( ) , para 1,..., ei

i c

B

B
u x   i n   x x L x

k T x L x

 
       

  

  (3.16) 

 

 

Figura 3.2. Esquema da modelagem de placas paralelas de densidades de carga 1  
e 2  

separadas por uma distância L  e imersas em meio dielétrico ( ) com íons   e   de 

tamanhos 2r   e 2r  . Na região entre as linhas verticais pontilhadas 

(r x r    ou )L r x L r     , tem-se que 0c   e 0c  . 
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 Como sugerido por LUE et al. [52], os efeitos de tamanho dos íons são aqui 

incluídos a partir de termos de correlação de tamanhos associados ao potencial químico 

residual de cada íon, por sua vez derivados a partir da EdE BMCSL [53,54] para 

misturas de esferas rígidas (Equações 2.16 e 2.17), isto é: 

 

   , ,

, , , para   1,...,BMCSL BMCSL res BMCSL res BMCSL

i i i i B cw w k T i n          (3.17) 

 

em que os termos de correlação de tamanhos obtidos via EdE BMCSL apresentam uma 

dependência intrincada com as concentrações locais dos íons e seus tamanhos, desde 

que  ( ),BMCSL BMCSL

i iw w x c   e  , , ( ),BMCSL BMCSL

i iw w x   c   são funções razoavelmente 

complexas de ( ) ( ); ( )x c x c x 
   c  e ;      , dadas pelas Equações (2.16) e 

(2.17). 

Assim, substituindo-se a Equação (3.11) na Equação (3.13), sujeita às condições 

de contorno dadas pelas Equações (3.14) e (3.15), e às restrições algébricas dadas pelas 

Equações (3.16) e (3.17), obtém-se a equação de Poisson-Boltzmann modificada 

proposta nesta tese. Assim, abre-se uma possibilidade de descrever da dupla camada 

elétrica em equilíbrio para sistemas iônicos assimétricos (em tamanho) por meio de uma 

abordagem contínua. Como os perfis de concentração ( )ic x  não aparecem explicitados 

na Equação (3.11), é proposto um procedimento numérico adequado para a solução 

simultânea da mPBE proposta, que será detalhado a seguir. 

 

3.2.1 Solução numérica 

 

 Diversos fenômenos na ciência e engenharia são descritos matematicamente por 

equações diferenciais ordinárias (Ordinary Differential Equations, ODEs). Na grande 

maioria dos casos, estas equações não apresentam solução analítica, de modo que sua 

solução pode ser obtida somente via procedimentos numéricos específicos [185]. A 

equação de Poisson-Boltzmann, por exemplo, é uma equação diferencial parcial de 

segunda ordem, que pode ser convertida (para o caso unidirecional, aplicando-se uma 

transformação de variável adequada) em um sistema de ODEs. Quando aplicada à 
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modelagem de sistemas coloidais, a equação de Poisson-Boltzmann constitui-se em um 

Problema de Valor no Contorno (PVC), cuja solução analítica existe apenas para uma 

condição muito específica (ver Equações 2.7 e 2.8, e discussão no Capítulo 2, Seção 

2.1.1); de modo geral deve-se recorrer a procedimentos numéricos para a solução do 

problema. 

 A mPBE (Equação 3.13) pode ser convertida em um sistema de ODEs de 

primeira ordem a partir da definição das seguintes variáveis auxiliares: 

 

1
2

dy
y

dx
           (3.18) 

 

2

2

,

i i

iB

dy e
z c

dx k T   

            (3.19) 

 

em que ( )ic x  é dado pela Equação (3.11) com 1y y . Reescrevendo as condições de 

contorno (Equações 3.14 e 3.15), tem-se: 

 

min
2 ( )

x
B

e
y x

k T




           (3.20) 

 

2 2
( ) 0

x L
y x


           (3.21) 

 

 A solução numérica da mPBE deve considerar a dependência não-explícita entre 

os perfis de densidade e os termos de correlação de tamanhos. Uma forma de tratar esse 

problema de maneira numericamente eficiente se dá explorando a estrutura algébrico-

diferencial da mPBE. ASCHER e PETZOLD [185] descreveram um PVC genérico 

descrito via sistemas de equações algébrico-diferenciais (Differential Algebraic 

Equations, DAEs) como segue: 

 

' ( , , )xy f y w           (3.22) 
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( , , ),x0 g y w           (3.23) 

 

sujeitas a condições de contorno em dois pontos (two-point boundary conditions): 

 

 min( ), ( 2)x L h y y 0         (3.24) 

 

em que  1 2;
T

y yy  representa a variável dependente ( ' d dxy y ); 

  2

2

,

;

T

B i i

i

y e k T z c
 




 
  
 

f  representa o sistema de ODEs a ser resolvido; 

   
min

2 2 2
;

T

Bx L
y e k T y    
 

h 0  representa as condições de contorno; enquanto 

as restrições algébricas impostas pelos termos de correlação de tamanhos são dadas por 

, ,;
T

res BMCSL res BMCSLw w        g , representando a dependência não explícita entre as 

variáveis dependentes e a variável independente. 

 Portanto, o sistema de ODEs representado pela Equação (3.22) depende de 

variáveis algébricas ;
T

w w 
   w , e sua solução deve ser obtida consistentemente com 

as restrições representadas pela Equação (3.23). O sistema constituído das Equações 

(3.22) a (3.24) é um sistema semiexplícito de equações algébrico-diferenciais cujo 

índice (diferencial) é unitário. O uso dessa estratégia é encorajado, visto que iterações 

adicionais são evitadas nos passos de integração para convergência do potencial elétrico 

( )xy  e dos perfis de concentração ( )xc , através de uma solução numérica simultânea 

[12]. 

Conforme adiantado anteriormente, o solver de DAEs empregado na solução da 

mPBE é o DASSL [181], largamente empregado para a solução de sistemas de DAEs. 

Este utiliza métodos de integração de alta ordem (cujo erro por passo é reduzido), com 

passo de integração variável, conhecido como método da diferenciação regressiva 

(Backward Differentiation Formulae, BDF) [185]. Apesar de ter sido originalmente 

desenvolvido para a solução de problemas de valor inicial, a aplicação do código 



68 

 

DASSL para PVCs pode ser facilmente estendida através de um procedimento recursivo 

adicional baseado em um método de ―múltiplas estimativas‖ (shooting) apropriado. 

Assim, buscam-se iterativamente as condições iniciais, que correspondem a 

condições de contorno em uma das extremidades do domínio, até que a condição de 

contorno na outra extremidade seja satisfeita. Em outras palavras, esta técnica consiste 

em estimar a condição inicial da variável dependente 1y  em minx x  que conduz ao 

valor nulo da variável dependente 2y  na outra extremidade ( 2x L ). Portanto, o 

procedimento envolve o acoplamento de um módulo responsável pela solução de 

equações algébricas não lineares por meio de um procedimento recursivo tipo Newton 

com outro módulo que, para cada condição inicial de 1y , resolve o sistema de ODEs 

resultante via DASSL [12,181]. 

 Ademais, a assimetria de tamanhos entre as espécies   e   resulta em 

descontinuidades no domínio do problema. Como comentado anteriormente, quando 

   , existem regiões - delimitadas pelas linhas tracejadas verticais na Figura 

3.2 - em que apenas o menor íon pode estar presente. Devido à singularidade numérica 

introduzida por essa descontinuidade, na região em que apenas o menor íon   pode 

estar presente - isto é, em 2 2x     e    2 2L x L       - o maior 

íon não pode estar presente ( 0c  ) e apenas as equações referentes ao menor íon 

aparecem na mPBE. Consequentemente, para estas regiões tem-se 

  2

2;
T

By e k T z c   
 

f  e ,res BMCSLg w    g . Em contrapartida, quando 

 2 2x L     , ambos os íons coexistem, e as equações aparecem em suas 

formas originais definidas em (3.22) e (3.23). 

 Do ponto de vista do integrador, a mPBE é numericamente resolvida em dois 

intervalos: no primeiro deles ( 2 2x    ) considera-se que 0c   e 0w  ; 

enquanto no intervalo seguinte ( 2 2x L   ), utilizam-se os valores finais (em 

2x  ) de todas as variáveis avaliadas no primeiro intervalo como condições 

iniciais, considerando coexistência dos íons e assegurando a continuidade da solução 

obtida. 
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3.2.2 Cálculo de pressão 

 

 Em vista de oferecer uma estimativa da interação entre macropartículas 

coloidais, por exemplo, propõe-se o cálculo de pressão entre duas placas paralelas 

idênticas separadas por um meio dielétrico contínuo. Nesse sentido, avalia-se a energia 

livre do sistema através de uma expressão que contabiliza efeitos (puramente) 

eletrostáticos, não eletrostáticos, e entrópicos. Neste, a contribuição dos efeitos de 

tamanho é proveniente de um termo energético adicional derivado da EdE de BMCSL, 

resultando na seguinte expressão para a energia de Helmholtz do sistema: 

 

 

 

min min

min min

min min

min min

20
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, ,
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L x L x
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k T dx c c c dx

e dx c

k T c u dx A A dx

 

 


 



 

 




      
                

  

 

 

  (3.25) 

 

em que 0A  é a energia livre avaliada em um estado de referência arbitrário; 

 0 áreaA A  é a diferença de energia livre por unidade de área; ( )i iu u x  é dado pela 

Equação (3.16), ,hs BMCSLA  e 
,hs BMCSLA


 são obtidos através da Equação (2.15), sendo 

este último correspondente ao valor bulk, quando 
,i ic c  . 

 Os três primeiros termos à direita da igualdade na Equação (3.25) são as mesmas 

expressões sugeridas por EDWARDS e WILLIAMS [186], representando a 

contribuição eletrostática, os efeitos entrópicos, e os efeitos de especificidade iônica 

obtidos via teoria de Lifshitz, respectivamente. O último termo à direita da igualdade na 

Equação (3.25) reflete as interações repulsivas que surgem dos efeitos de exclusão de 

volume dos íons. Assim, os efeitos de tamanho são incluídos tanto diretamente, através 

do termo de exclusão de volume  , ,hs BMCSL hs BMCSLA A dx


 , quanto indiretamente, via 

inclusão dos termos de correlação de tamanho na solução da mPBE proposta. 

 Finalmente, o cálculo da pressão P  entre as placas pode ser realizado através da 

derivação da energia livre em função do espaçamento entre as placas, resultando em 

[73,186]: 
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0

área

A A
P

L

  
   

  
         (3.26) 

 

 Portanto, a partir do potencial eletrostático ( )y y x  e dos perfis de 

concentração iônica ( )i ic c x  obtidos na solução da mPBE, pode-se calcular a energia 

livre correspondente a uma dada configuração de macroíons a partir da Equação (3.25). 

O resultado é então aplicado à Equação (3.26), que permite o cálculo de um perfil de 

pressão entre as placas para cada distância de separação entre elas por meio da 

diferenciação numérica das integrais avaliadas em (3.25). Salienta-se que a interação 

(direta) por forças de dispersão de van der Waals entre dois macroíons (forças de 

Hamaker) não são consideradas aqui a título de simplificação. 
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Capítulo 4 

 

 

Dinâmica de íons: abordagem de 

Poisson-Nernst-Planck modificada 

 

Enquanto no Capítulo 3 apresentou-se uma equação de Poisson Boltzmann 

modificada a fim de descrever a dupla camada elétrica em equilíbrio, neste 

Capítulo é apresentado um modelo de Poisson-Nernst-Planck modificado 

(mPNP) voltado para a descrição do comportamento dinâmico da dupla camada 

elétrica. No Capítulo 2, Seções 2.2.1 e 2.2.2, a abordagem convencional foi 

apresentada. No presente Capítulo, uma abordagem do tipo mPNP incluindo 

efeitos de correlação de tamanho, de correlação eletrostática, e de especificidade 

iônica - assim como quaisquer outros efeitos não (puramente) eletrostáticos 

diretamente no potencial químico de cada espécie iônica - é descrita em 

detalhes. 

 

4.1 Equacionamento 

 

 Expressando o potencial químico de uma espécie iônica i em um meio 

eletrolítico contínuo através da Equação (3.1), pode-se calcular o fluxo difusivo da 

espécie i por simples diferenciação do potencial químico e posterior substituição na lei 

de difusão de Fick (Equação 2.19), resultando em: 

 

1

,    para 1,..., .
en

i
i i i i ij c

jB

c
D c z e i n

k T
 



  
         

   
     (4.1) 

 

 O transporte de íons através da solução eletrolítica é descrito no contexto das 

equações de Nernst-Planck (Equação 2.18), que descreve a conservação de cargas. Em 

todas as análises apresentadas nesta tese, considera-se a inexistência de quaisquer fontes 

de geração ou extinção de cargas; isto é, 0ig   na Equação (2.18), resultando em:  
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, para 1,...,i
i c

c
i n

t


  


           (4.2) 

 

 Conforme destacado na Seção 2.2.2 (Capítulo 2), nesta tese desprezamos o 

efeito do potencial vetor A  - associado ao campo magnético B  por B A  -, 

resultando que os efeitos do campo magnético que aparecem na Equação (2.29) não são 

considerados nesta tese. Ademais, embora na Equação (2.28) os efeitos transientes no 

potencial elétrico - através do termo  2 2t   na equação de Poisson - apareçam 

naturalmente, seu efeito pode ser negligenciado sem prejuízo à modelagem. Assim, na 

ausência de efeitos de interação eletromagnética, os efeitos da flutuação no potencial 

elétrico podem ser considerados desprezíveis para os propósitos desta tese [13].  

Portanto, a equação de Poisson modificada aqui proposta é equivalente à 

Equação (2.48) sem que seja imposta a distribuição de Boltzmann (Equação 3.11). Vale 

salientar que a Equação (2.48) pode ser obtida a partir da Equação (2.28) quando 

 2 2 0t   , e aplicando-se a resposta dielétrica local proposta por BAZANT et al. 

[95] para descrever os efeitos de correlação eletrostática, isto é, impondo que 

 2 2ˆ 1c    . 

Pelas mesmas razões discutidas no Capítulo 3, a dinâmica de íons é analisada 

nesta tese para eletrodos planos, seja para eletrodos de uma única placa plana infinita 

(Single Plate Electrode, SPE), ou para pares de eletrodos paralelos (Parallel-Plate 

Electrodes, PPE), imersos em meio eletrolítico contínuo de constante dielétrica  . A 

Figura 4.1 apresenta um esquema dessas duas configurações. A um dado instante 0t t , 

voltagens ( )V t  - que podem ser fixas (dc voltages), oscilatórias (ac voltages), ou 

arbitrariamente variáveis no tempo - são impostas aos eletrodos, observando-se o 

comportamento dinâmico dos íons em 0t t . 
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Figura 4.1. Esquema da modelagem da dinâmica de íons quando uma determinada 

voltagem ( )V t  é aplicada a soluções eletrolíticas em meio dielétrico contínuo (de 

constante dielétrica  ) sujeitas a: (a) um eletrodo de placa plana (SPE); (b) eletrodos de 

placas planas paralelas separadas por uma distância L . 

 

Mais uma vez, as propriedades só variam na direção x , e as equações devem ser 

reescritas em coordenadas cartesianas unidirecionais. Nessas condições, a equação de 

Poisson modificada (Equação 2.48) pode ser escrita como: 

 

4 2
2

4 2
.c

x x

  



 
 
 

 
 

 
        (4.3) 

 

Associada às equações de Nernst-Planck (em coordenadas cartesianas) para o 

transporte de íons: 

 

,, para 1,...,i i
c

c
i n

t x

 
  

 
         (4.4) 

 

em que o fluxo da i-ésima espécie iônica é derivado da lei de Fick: 
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,    for 1,..., ,i i
i i c

B

D
c i n

k T x


   


       (4.5) 

 

em que   e i  são dados pelas Equações (2.31) e (3.1), respectivamente. 

 Assim, o potencial elétrico   pode ser calculado desde que a densidade de 

cargas livres   seja conhecida. Esta, por sua vez, depende das concentrações das 

espécies iônicas. Portanto, o problema envolve a solução simultânea das Equações (4.3-

4.5), sujeitas às restrições algébricas dadas pelas Equações (2.31) e (3.1); e às condições 

de contorno e iniciais pertinentes (ver Seção 4.2). Este problema constitui-se no modelo 

de Poisson-Nernst-Planck modificado (mPNP) proposto nesta tese. 

 

4.2 Adimensionamento e reescalamento 

 

O modelo mPNP apresentado na seção anterior é um sistemas de equações 

algébrico-diferenciais parciais (Partial-Differential-Algebraic Equation, PDAE) 

envolvendo variáveis e parâmetros em escalas bastante distintas. Por exemplo, enquanto 

a ordem de magnitude (em unidades S.I.) da constante de Boltzmann ( Bk ) é 
2310

; as 

concentrações dos íons ( ic ) frequentemente se situam na ordem de 
2010  a 

2610 (em 

moléculas m
−3

). Ademais, a variável independente x  está frequentemente na escala 

nanométrica (da ordem do comprimento de Debye 1  ), possivelmente em domínio 

semi-infinito; visto que na configuração SPE (Figura 4.1a) a variável independente está 

entre zero (superfície do eletrodo) e ―infinito‖ (fase contínua), ou seja: 0 x  . Esses 

aspectos, em conjunto, encorajam o emprego de variáveis e parâmetros escalonados 

para o adimensionamento e reparametrização do problema, favorecendo a obtenção de 

soluções numéricas mais suaves e precisas [13]. 

Em termos da variável independente x , é conveniente propor 

adimensionamentos distintos para as configurações SPE e PPE em vista de se definir 

um novo domínio finito e normalizado. Estas propriedades do domínio têm duas 

vantagens principais: i) permitem a aplicação direta de métodos de aproximação 

polinomial, que requerem domínios normalizados; ii) reduzem os efeitos de variações 
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bruscas nos perfis das variáveis dependentes em regiões (possivelmente) muito estreitas, 

frequentemente em escala nanométrica. Assim, se uma parametrização inadequada é 

introduzida, esta última característica pode introduzir severas limitações às abordagens 

numéricas tradicionalmente destinadas à solução de modelos do tipo PNP. 

Para a configuração de PPE, a nova variável independente é proposta por 

simples divisão pela distância entre os eletrodos x L  , resultando em um domínio 

finito e normalizado 0 1  . Como o sistema com um único eletrodo é equivalente 

aos eletrodos paralelos quando L , a mesma mudança de variável x L   

resultaria em um domínio finito e normalizado também para a configuração SPE. No 

entanto, o ―infinito‖ introduz alguma ambiguidade, sendo justa a pergunta: em qual 

distância L  a configuração SPE é equivalente a PPE? Em outras palavras: qual 

distância 
*L L   pode ser considerada suficientemente grande para que um 

eletrodo não “sinta” a influência do outro? Evidentemente, a resposta a essas perguntas 

depende das condições específicas do problema - concentração de eletrólitos, magnitude 

do potencial elétrico, etc. -, de modo que certa ambiguidade é inevitável. 

Por outro lado, se introduzirmos uma nova variável independente 

 1 exp x     (em que   é o inverso do comprimento de Debye, dado pela Equação 

4.6), a ambiguidade associada ao ―infinito‖ desaparece, uma vez que, quando x , a 

exponencial decai rapidamente a zero, resultando em 1  . Assim, essa mudança de 

variável tende a favorecer a solução numérica ao acabar com a ambiguidade associada a 

―escolha do infinito‖. A Tabela 4.1 lista todas as mudanças de variáveis empregadas 

nesta tese para as configurações SPE e PPE. O parâmetro característico do 

reescalamento da variável independente x  é o comprimento de Debye ( 1  ), dado por: 

 

1/2
1/2

1

2 2 2
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,
2

B B

i ii

k T k T

e z c e I

 
 



   
        

       (4.6) 

 

em que I  é a força iônica, relacionada às concentrações bulk dos íons i ( ,ic  ) e às suas 

respectivas valências ( iz ) por: 
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2

,

1
.

2
i ii

I z c            (4.7) 

 

 Por simplicidade, frequentemente se considera que os coeficientes de difusão iD  

são constantes e iguais a 0D  para todas as espécies iônicas i . Essa simplificação é 

aceitável para sistemas iônicos simétricos em tamanho, uma vez que é razoável se 

esperar que íons de mesmo tamanho difundam-se aproximadamente da mesma maneira 

em um dado solvente. Em sistemas assimétricos em tamanho, no entanto, espera-se que 

os coeficientes de difusão sejam distintos, em maior ou menor grau, a depender das 

diferenças de tamanho entre os íons. Assim, de maneira geral, define-se 
0 i ci

D D n  

como sendo a média aritmética entre os coeficientes de difusão de cada uma das 

espécies iônicas. Em sistemas simétricos, portanto, 0 , 1,...,i cD D i n   . 

 

Tabela 4.1. Adimensionamento e reescalamento de variáveis do modelo mPNP para 

configurações SPE e PPE. 

Variável  Símbolo 
Relação com as variáveis originais 

SPE PPE 

Coordenada espacial    1 exp x   x L  

Tempo
   2

0t D  0t D L  

Concentração iônica 
i  ,i ic c 

 
,i ic c 

 

Potencial elétrico y  ( )Be k T  ( )Be k T  

Fluxo iônico
 

i  0 ,( )i iD c   0 ,( )i iD c   

Potencial químico 
i   0 ( )i i Bk T    0 ( )i i Bk T   

Potenciais não eletrostáticos 
ij  ( )ij Bk T  ( )ij Bk T  

 

 O termo diferencial de quarta ordem na Equação (4.3) pode introduzir 

dificuldades adicionais do ponto de vista da solução numérica, já que a discretização de 

termos de ordem superior pode não ser trivial. Por essa razão, é encorajado o emprego 

de variáveis auxiliares a fim de reduzir o sistema de quarta ordem em dois sistemas de 

equações diferenciais parciais de segunda ordem. As diferentes variáveis independentes 

introduzidas para ambas as geometrias sugerem que estratégias diferentes podem ser 
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adotadas ao reescrever a Equação (4.3) em termos de uma variável auxiliar. Apresenta-

se aqui uma formulação geral, cujos valores dos coeficientes específicos para cada 

configuração podem ser lidos na Tabela 4.2. Os valores desses coeficientes são 

deduzidos em detalhes no Apêndice B para as configurações SPE e PPE. Assim, a 

aplicação das relações apresentadas na Tabela 4.1 resulta na seguinte formulação geral 

do modelo de Poisson-Nernst-Planck modificado: 
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1 2 32
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        (4.8) 
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        (4.9) 

,   para 1,...,i i
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        (4.10) 

,    para 1,..., ,i
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       (4.11) 

 

em que 1 3 1 4,..., , ,..., ,  e ( 1,..., )i ci n       são parâmetros característicos das 

configurações SPE e PPE, cujas expressões - dependentes de parâmetros físicos do 

problema - encontram-se listadas na Tabela 4.2. Para ambas as configurações, o 

potencial químico é dado por: 

 

,ln ln ,    para 1,..., .i i i i ij c

j

c z y i n            (4.12) 

 

 Portanto, as Equações (4.8-4.12) - escritas em termos das variáveis e parâmetros 

dados nas Tabelas 4.1 e 4.2 - constituem o modelo de Poisson-Nernst-Planck 

modificado (mPNP) proposto nesta tese. Para ambas as geometrias propostas, sua 

solução depende do conhecimento de  4 2 cn  condições de contorno (CC) e cn  

condições iniciais (CI). Para a configuração SPE, o potencial elétrico tem um valor 
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especificado na superfície do eletrodo (dc voltage), ou oscila senoidalmente em torno 

desse valor (ac voltage), enquanto o potencial elétrico no ―infinito‖ assume o valor 

nulo, isto é: 

 

0

0

( )s

y
y y





 




 
    

 
        (4.13) 

1
0,y

 
           (4.14) 

 

em que 1

s     é um parâmetro que caracteriza a razão entre a capacitância da 

camada compacta (camada de Stern) em relação à capacitância da camada difusa em 

baixas voltagens, sendo s  um comprimento efetivo da camada compacta. Assim, esse 

parâmetro descreve a influência da camada de Stern, podendo ser calculado ou ajustado 

frente a dados experimentais [78]. Quando 0  , a camada compacta desaparece, e a 

camada difusa ocupa todo o domínio do problema. 

 

Tabela 4.2. Parâmetros do modelo mPNP para as configurações SPE e PPE. 

Parâmetros SPE PPE 

1   
2

1    
2

c L  

2   1   0  

3  0  1  

1  2 2 2(1 )c   1 

2  2 2 ( 1)c    0  

3  1  0  

4   1 2I
 

2 2 ( )Be L k T
 

i    
2

0 1iD D  
 

 0iD LD
 

 

A voltagem externa aplicada  0( ) sinsy y   é uma função oscilatória de 

frequencia   (adimensional) e amplitude 0y . Esse é o caso mais geral, em que uma 

voltagem de corrente alternada (ac voltage) é aplicada ao eletrodo. Em contrapartida, 

quando uma voltagem de corrente contínua (dc voltage) é aplicada ao eletrodo, o 
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potencial elétrico externo permanece constante, isto é, 0( )sy y  . Outras duas 

condições de contorno são obtidas a partir da condição de derivada terceira do potencial 

elétrico nula na superfície do eletrodo 
3

0
0y

 
   [95] e de derivada do potencial 

elétrico nula no ―infinito‖ 
1

0y
 

   (ou, equivalentemente, 
1

0y
 

 ), resultando em: 

 

0

0








 
 

 
          (4.15) 

1
0.





           (4.16) 

 

 Finalmente, as outras CC são consequência das CC representadas pelas 

Equações (4.14) e (4.16), isto é, do decaimento assintótico das concentrações dos íons i 

até a condição bulk no ―infinito‖: 

 

1
1,  para 1,...,i ci n





          (4.17) 

1

0,  para 1,..., ,i
ci n








  
  

 
       (4.18) 

 

completando as  4 2 cn  CC requeridas para a solução do modelo mPNP para a 

configuração SPE. 

 Condições de contorno bastante similares são impostas à configuração de duas 

placas paralelas (PPE). Desde que supomos que os eletrodos são impermeáveis aos íons, 

o fluxo de íons através dos mesmos deve ser nulo, resultando em: 

 

0 1
0,  para 1,..., .i i ci n

  
            (4.19) 
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 A CC equivalente à ausência de correlação 
3 3

0 1
0y y

  
    [95] na 

superfície dos eletrodos resulta em: 

 

0 1

0.
y y

 

 

   
 

      
      

      
       (4.20) 

 

 Finalmente, as duas últimas CC para a configuração PPE são análogas à 

Equação (4.13) escrita para ambos os eletrodos: 
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        (4.21) 
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        (4.22) 

 

Assume-se que inicialmente o sistema se encontra em condições bulk, resultando 

na seguinte condição inicial (CI) para as 1,..., ci n  espécies iônicas: 

 

0
( ) 1,  para 1,..., ,i ci n


 


          (4.23) 

 

ou seja, inicialmente (em 0  ), antes da aplicação do potencial ( )sy   em 0  , os 

íons estão distribuídos uniformemente de acordo com suas concentrações bulk, tal como 

se não houvesse interferência de campos externos. 

 Portanto, o problema consiste na análise da resposta dinâmica dos íons diante de 

uma tensão contínua (dc voltage) ou alternada (ac voltage) subitamente aplicada aos 

eletrodos, modelada em termos de uma abordagem contínua. Nestes termos, o 

fenômeno envolve essencialmente o acoplamento entre os efeitos difusivos das espécies 

iônicas com os efeitos eletrostáticos resultantes da interação com o campo elétrico 
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externo. Portanto, tanto os efeitos de tamanho quanto de correlação eletrostática têm 

papel fundamental. Nesta tese, os primeiros são incluídos de forma similar ao modelo 

estacionário apresentado no Capítulo 3, isto é, como termos adicionais diretamente no 

potencial químico de cada íon; enquanto os efeitos de correlação eletrostática são 

introduzidos a partir da resposta dielétrica local introduzida por BAZANT e 

colaboradores [95] (ver Capítulo 2, Seção 2.2.5) - dando origem ao modelo mPNP aqui 

proposto. 

 

4.3 Solução Numérica 

 

 O modelo mPNP descrito na seção anterior é um sistema dinâmico de equações 

algébrico-diferenciais, cuja solução numérica pode ser obtida por meio da discretização 

espacial das variáveis diferenciais, seguida da integração temporal do sistema de 

equações algébricas resultantes. Embora a solução numérica possa ser obtida 

adequadamente via discretização por diferenças finitas ou abordagens tradicionais em 

que a variável espacial é distribuída uniformemente, algumas características associadas 

à não linearidade do modelo podem conduzir, em certas condições, a dificuldades 

numéricas adicionais. 

 A depender da magnitude do potencial elétrico aplicado aos eletrodos e da 

distância entre eles, os perfis resultantes podem variar bruscamente nas vizinhanças dos 

eletrodos; enquanto assumem valores aproximadamente constantes (―platôs‖) em 

grande parte do domínio. Esse tipo de comportamento - comum a altos potenciais 

elétricos e/ou forças iônicas - dificulta bastante a solução numérica do problema. Nestas 

situações, necessita-se de um refinamento muito grande da malha em uma região 

bastante estreita na(s) vizinhança(s) do(s) eletrodo(s), tornando inviável a aplicação de 

procedimentos de malha uniforme, que invariavelmente resultariam em um número 

exagerado de pontos de discretização - inclusive em regiões em que tal refinamento é 

desnecessário, como nos ―platôs‖ existentes em grande parte do domínio entre os 

eletrodos. 

 Diante disso, propõe-se a discretização espacial por meio de aproximações 

polinomiais através do polinômio de Jacobi ( , ) ( )b

nP a  com n  pontos internos e 

parâmetros da função peso da quadratura numérica iguais a a  e b  [187]. Para a 
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configuração SPE, o decaimento assintótico esperado para os perfis das variáveis 

dependentes à medida que se afastam do eletrodo tornam a solução numérica mais 

simples, podendo-se empregar um procedimento de aproximação polinomial clássica 

(ou método da colocação ortogonal), prescindindo de um refinamento da malha nas 

proximidades dos eletrodos. Conforme salientamos em ALIJÓ et al. [13], valendo-se 

deste procedimento a convergência numérica é assegurada com 12n   pontos internos e 

parâmetros da função peso da quadratura de Jacobi iguais a 1 a b . 

 Por outro lado, em ALIJÓ et al. [14] identificamos alguns problemas de 

instabilidade associadas a oscilações numéricas nos perfis das variáveis dependentes em 

altos potenciais elétricos variáveis no tempo - pelas razões discutidas no parágrafo 

anterior. Portanto, propõe-se um procedimento de aproximações polinomiais em 

elementos finitos, usando o polinômio de Jacobi ( , ) ( )b

nP a , cuja principal vantagem 

frente a abordagens tradicionais baseadas em diferenças finitas está associada à precisão 

numérica obtida com uma quantidade bem menor de pontos de discretização, sem 

resultar em oscilações e instabilidades numéricas características de métodos de 

colocação ortogonal convencionais. 

 Assim, para reduzir o número de pontos de discretização - e concentrá-los onde 

há maior necessidade - o domínio do problema é dividido em uma malha não uniforme, 

mais refinada nas vizinhanças dos eletrodos ( 0   ou 1  ) e mais grosseira 

próximo ao eixo de simetria (ou plano médio) entre os eletrodos ( 0,5  ). Em 

princípio, o refinamento da malha pode ser realizado valendo-se de funções de 

regularização arbitrárias, do tipo tangente hiperbólica ou quadrática. Nesta tese, 

supondo um número par 4efn   de elementos finitos, optou-se por introduzir a seguinte 

variação espacial do domínio 

   4 2 4 2
0 0,25 0,5 0,75 1

ef ef
i jn n

    
 

 
  

, em que 

os elementos i  e j  são funções exponenciais arbitrárias, que introduzem o 

refinamento da malha nas extremidades do domínio, da seguinte maneira: 

 

   1 exp ,  para 1,..., 6 2i efi i n              (4.24) 
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     1 exp exp ,  para  6 2,..., 1,j ef efj n j n n                 (4.25) 

 

em que: 

 

 

*

1 exp ( 4) / 2efn







   

        (4.26) 

  

*

.
exp exp ( 4) / 2ef efn n




 


     

      (4.27) 

 

 Nas expressões anteriores,   é um parâmetro de amortecimento arbitrário da 

função exponencial, enquanto 
*  é um afastamento característico do eletrodo a partir 

do qual se deseja realizar o refinamento. Em princípio, esses parâmetros podem ser 

ajustados a depender do problema, não assumindo valores fixos - o que confere uma 

grande flexibilidade ao procedimento. Os pontos intermediários da malha 

0,25,  0,5, 0,75   foram arbitrariamente escolhidos para representar a região do 

domínio em que se esperam menores variações nas variáveis dependentes, podendo-se 

recorrer a malhas mais grosseiras e com pontos regularmente espaçados. 

Representa-se esquematicamente, a título de ilustração, este procedimento de 

refinamento da malha na Figura 4.2, realizado para 26efn   intervalos (elementos 

finitos) quando 
* 0,1   e 0,1   (esferas) ou 0,75   (quadrados). Observa-se 

claramente que, para um dado valor de 
* , enquanto cinco pontos centrais são mantidos 

fixos 
* *,  0,25,  0,5,  0,75,  1    , diferentes valores do parâmetro   conduzem a 

distintos graus de refinamento da malha, conferindo grande robustez ao procedimento. 

Evidentemente, outras abordagens similares para a geração da malha não 

uniforme poderiam ter sido empregadas, tendo sido testadas algumas delas, variando-se 

tanto a forma funcional das expressões para i  e j  (Equações 4.24 e 4.25) quanto a 

quantidade e/ou o valor os pontos intermediários (0,25, 0,5, e 0,75). No entanto, o 

procedimento baseado nas Equações (4.24-4.27) e esquematizado na Figura 4.2 foi o 
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que apresentou melhor desempenho em testes realizados para o modelo mPNP sujeito a 

moderadas tensões alternadas (ac voltages) em altas concentrações de eletrólitos mono 

e/ou multivalentes [14]. 

 A escolha da malha numérica depende de uma série de fatores, sobretudo da 

magnitude do potencial elétrico aplicado aos eletrodos, da valência das espécies iônicas, 

e da salinidade do meio eletrolítico. Nas condições estudadas nesta tese (ver Capítulo 

5), a convergência da malha foi assegurada com 26 elementos finitos, cada um com 

1n   ponto interno (aproximação parabólica) e parâmetros da função peso do 

polinômio de Jacobi ( , ) ( )b

nP a  iguais a 1 a b . Dessa maneira, foi realizado um 

procedimento de aproximações parabólicas em elementos finitos, valendo-se do plug-in 

OCFEM (ocfem_emso.dll), implementado no simulador dinâmico EMSO (Environment 

of Modeling, Simulation and Optimization). 

 

Figura 4.2. Exemplo de malha numérica obtida a partir do procedimento de refinamento 

exponencial proposto para 26 elementos finitos (intervalos) com 
* 0,1  , 0,75  (■) 

e 0,1   (●). Linhas traço-ponto verticais delimitam a fronteira a partir da qual o 

refinamento é realizado. 

 

Após a discretização espacial, as diferencias no tempo são integradas 

numericamente por meio do integrador DASSLC [188], implementado como função 
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intrínseca no simulador EMSO. Assim, uma das contribuições dessa tese está associada 

ao uso do simulador EMSO, aproveitando-se das muitas vantagens associadas à 

facilidade de implementação e robustez dos procedimentos numéricos disponíveis. Mais 

importante, o modelo mPNP pode ser incorporado ao ―banco de modelos‖ do EMSO, 

podendo ser aplicado na modelagem de diversos dispositivos de interesse da 

Engenharia, tais como baterias, células a combustível, e dispositivos de dessalinização 

da água.  
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Capítulo 5 

 

 

Resultados e Discussão 

 

Esta seção é dividida em três partes. Na Seção 5.1, apresentam-se resultados 

para a dupla camada elétrica em equilíbrio, obtidos por meio de uma equação de 

Poisson-Boltzmann modificada apresentada no Capítulo 3, em que efeitos de 

especificidade iônica e de correlação de tamanho são contabilizados, permitindo 

a estimativa da interação entre macropartículas carregadas. Na Seção 5.2, o 

modelo de Poisson-Nernst-Planck modificado (mPNP), desenvolvido no 

Capítulo 4, é aplicado à dinâmica de íons nas proximidades de eletrodos sujeitos 

a uma voltagem contínua, com foco nos efeitos de correlação de tamanho. Por 

último, na Seção 5.3 discute-se o papel dos efeitos de tamanho e de correlação 

eletrostática no comportamento dinâmico de íons sujeitos a tensões alternadas, 

com foco nos efeitos de correlação eletrostática contabilizados no contexto do 

modelo mPNP apresentado no Capítulo 4. 

 

5.1 Interação entre macropartículas via equação de Poisson-Boltzmann 

modificada: efeitos de tamanho e de especificidade iônica
15

 

 

Nesta seção, apresentam-se resultados da solução numérica da mPBE proposta 

no Capítulo 3 para perfis de concentração iônica e pressão entre placas paralelas. 

Visando avaliar os efeitos da valência e assimetria de tamanhos dos íons com o grau de 

confinamento imposto às duas placas ( L ), estas são imersas em duas soluções 

eletrolíticas: uma sem assimetria de cargas, cujo contra-íon (iodeto) é monovalente 

(NaI); e outra com assimetria de cargas, cujo contra-íon (sulfato) é divalente (Na2SO4). 

A definição dos tamanhos dos íons ainda permanece sem uma definição muito 

clara na literatura. Em ALIJÓ et al. [12], propusemos o uso de diâmetros dos íons 

baseados em propriedades da fase bulk, que estariam mais próximos das observações 

físicas, tal como sugerem trabalhos recentes de PARSONS et al. [184] e PARSONS e 

NINHAM [183]. Assim, os diâmetros dos íons são estimados a partir do volume da 

                                                 
15

 Como comentado no início do Capítulo 3, parte do que é apresentado nesta seção é resultado do meu 

trabalho de mestrado [18], posteriormente - durante o período do doutorado - publicado em periódico 

internacional [12]. Considero importante apresentar parte destes resultados no âmbito desta tese; 

oferecendo o contexto que permitiu o desenvolvimento da tese de doutorado. 
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nuvem eletrônica dos íons, utilizando cálculos quânticos ab initio, que consistem 

basicamente em estabelecer um espalhamento Gaussiano para a distribuição de cargas, 

adicionando um raio de 0,114 nm - correspondente ao raio de esfera rígida para a 

molécula de água - ao raio de esfera rígida de íons cosmotrópicos [183,189,190]. 

Conforme discutido no Capítulo 3, em oposição aos íons caotrópicos, os íons 

cosmotrópicos têm maior afinidade pela molécula de água, sendo comum se estabelecer 

uma camada de hidratação fortemente ligada a esses íons. Para os íons considerados 

nesta seção, Na
+
 e SO4

2−
 são cosmotrópicos, enquanto o I

−
 é caotrópico. 

Seguindo essa metodologia, os diâmetros dos íons i  aqui empregados foram 

estimados por PARSONS et al. [184] e PARSONS e NINHAM [183]. Estes são 

apresentados na Tabela 5.1, juntamente como os valores dos parâmetros de dispersão 

íon-coloide iB , calculados por meio da Teoria de Lifshitz (Equação 3.6) para diversas 

espécies iônicas por TAVARES et al. [180]. 

 

Tabela 5.1. Diâmetro de esferas rígidas e parâmetros de dispersão íon-coloide 

estimados para soluções aquosas a 298 K. 

Íon  i  (nm)  38 i B iB k T  

Na
+
 0,362 0,138 

I
−
 0,466 1,735 

SO4
2−

 0,732 2,908 

 

 Com o objetivo de observar a influência dos efeitos de tamanho dos íons em 

situações em que estes não estão confinados entre as placas, apresentam-se perfis de 

concentração iônica nas vizinhanças de placas planas eletricamente carregadas e imersas 

em soluções aquosas de NaI (Fig. 5.1) e Na2SO4 (Fig. 5.2) de força iônica 1,0 MI   

para densidades superficiais de carga iguais a: (a) 
20,10 C m    e (b) 

20,10 C m  . Tal situação corresponde a configuração SPE, apresentada no Capítulo 

4. 
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Figura 5.1. Perfis de concentração dos íons nas vizinhanças de uma interface plana 

carregada imersa em solução eletrolítica de NaI de força iônica 1,0 M a 298 K, quando 

os efeitos de correlação de tamanho são contabilizados (linhas contínuas) e quando estes 

são desprezados (linhas tracejadas). Consideram-se duas densidades de carga: (a) 
20,10 C m    e (b) 

20,10 C m  . As linhas pontilhadas verticais delimitam a 

região de exclusão para o maior íon. 

 

Para avaliar tanto efeitos de assimetria de tamanho quanto de cargas, comparam-

se dois casos: a solução do modelo mPBE considerando os efeitos de tamanho (linhas 

contínuas), bem como sua solução quando estes efeitos são desprezados, isto é, quando 

w 0  (linhas tracejadas). Neste último caso, considera-se apenas o efeito do tamanho 



89 

 

dos íons nas vizinhanças da superfície ( 2 2x     e 2 2L x L      ), 

já que os íons são esferas rígidas e não podem adentrar a superfície da macropartícula 

(ver discussão no Capítulo 3). Portanto, nos casos em que os efeitos de correlação de 

tamanhos são desprezados, consideram-se apenas as interações de dispersão íon-coloide 

além das interações puramente eletrostáticas. 

Observa-se um forte efeito da correlação de tamanho dos íons, em especial 

quando os contra-íons são ânions altamente polarizáveis, como o I
−
 (Fig. 5.1b) e o 

SO4
2−

 (Fig. 5.2b). Ademais, observa-se claramente a região de exclusão delimitada 

pelas linhas pontilhadas verticais nas Figs. 5.1(b) e 5.2(b). Como destacamos na Fig. 

3.1, nesta região os íons iodeto (Fig. 5.1) e sulfato (Fig. 5.2) não podem estar presentes, 

isto é, suas concentrações devem ser nulas. Essa região corresponde ao intervalo de 

distâncias x delimitado pelos raios do maior (I
−
 ou SO4

2−
) e do menor íon (Na

+
), ou seja, 

quando 0,181 nm 0,233 nmx   na Fig. 5.1 e 0,181 nm 0,366 nmx   na Fig. 5.2. 

Na Fig 5.1(a), observa-se que os efeitos de tamanho são relevantes apenas a 

curtas distâncias, nas vizinhanças da superfície carregada, a partir de 0,5 nmx  . 

Quando a superfície encontra-se negativamente carregada, o iodeto é o co-íon, e os 

efeitos de correlação de tamanho são poucos significativos. Entretanto, quando a 

superfície é carregada positivamente (Fig. 5.1b), a distribuição iônica é muito mais 

afetada, especialmente para os íons iodeto. Esse comportamento é esperado, já que os 

íons iodeto são mais polarizáveis (isto é, têm maior valor de iB  na Tabela 5.1) que os 

íons sódio, sendo portanto mais fortemente atraídos à interface, tornando a contribuição 

dos efeitos de correlação de tamanho mais significativa. 

 O que se observou para a solução de NaI é ainda mais pronunciado para a 

solução de Na2SO4. Embora na Fig. 5.2(a), para a interface negativamente carregada, os 

resultados sejam similares aos observados na Fig. 5.1(a), com efeitos de correlação de 

tamanho prevalecendo apenas a curtas distâncias da interface, a influência destes cresce 

drasticamente quando a carga da interface é positivamente carregada - e os ânions I
−
 e 

SO4
2−

, mais polarizáveis, passam a ser contra-íons. Assim, os efeitos de tamanho 

observados na Fig. 5.2(b) são visivelmente mais significativos quando comparados à 

Fig. 5.1(b). Explica-se. O ânion sulfato combina três características que contribuem para 

o significativo aumento dos efeitos de correlação de tamanho: (i) seu caráter bivalente, 

fortalecendo sua interação eletrostática com a superfície positivamente carregada; (ii) o 
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alto valor de sua polarizabilidade (ou do coeficiente de dispersão iB ), que acentua suas 

interações não-eletrostáticas; e (iii) seu tamanho, que, pelos dados da Tabela 5.1, é 

pouco mais que o dobro do tamanho dos íons sódio - acentuando os efeitos de 

assimetria. 

 

 

Figura 5.2. Perfis de concentração dos íons nas vizinhanças de uma interface plana 

carregada imersa em solução eletrolítica de Na2SO4 de força iônica 1,0 M a 298 K, 

quando os efeitos de correlação de tamanho são contabilizados (linhas contínuas) e 

quando estes são desprezados (linhas tracejadas). Consideram-se duas densidades de 

carga: (a) 
20,10 C m    e (b) 

20,10 C m  . As linhas pontilhadas verticais 

delimitam a região de exclusão para o maior íon. 
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 Portanto, essas características fazem com que a distribuição dos íons sódio e 

sulfato na dupla camada elétrica sejam mais diretamente afetadas pelos efeitos de 

correlação de tamanho, desde que o SO4
2−

 tende a ser mais fortemente atraído pela 

superfície, em especial quando este assume o papel de contra-íon. Embora os perfis de 

concentração apresentados nas Figs. 5.1 e 5.2 sejam fundamentais para demonstrar a 

natureza dos efeitos de correlação e assimetria de tamanhos em dois sistemas iônicos de 

interesse prático, a análise da interação entre superfícies forçadas ao contato em meio 

eletrolítico é de fundamental importância para a ciência dos coloides e fenômenos de 

superfície. 

Assim, a influência dos efeitos de correlação (e assimetria) de tamanhos na 

interação entre duas placas paralelas infinitas igualmente carregadas devido 

sobreposição das duplas camadas elétricas é avaliada nas Figs. 5.3 e 5.4. A partir dos 

perfis de concentração obtidos a partir da solução da mPBE, a pressão entre as placas 

pode ser estimada conforme o procedimento apresentado na Seção 3.2.2 (Capítulo 3). 

Esta informação constitui uma estimativa útil da interação entre macropartículas 

coloidais - e, consequentemente, de sua estabilidade - em meio eletrolítico. 

 As Figs. 5.3 e 5.4 mostram a variação da pressão entre duas placas paralelas 

eletricamente carregadas imersas em soluções de NaI (Fig. 5.3) e Na2SO4 (Fig. 5.4) de 

força iônica 0,1 MI   com a distância L entre as placas para densidades de carga (a) 

20,10 C m    e (b) 
20,10 C m  . Mais uma vez, as linhas contínuas mostram a 

solução via mPBE incluindo efeitos de correlação de tamanhos, enquanto as linhas 

tracejadas caracterizam a solução quando estes efeitos são negligenciados. Optou-se por 

reduzir a força iônica em uma ordem de grandeza (de 1,0 para 0,1 M) em relação aos 

perfis apresentados nas Figs. 5.1 e 5.2. O objetivo é mostrar que os efeitos de correlação 

de tamanho podem ser significativos, mesmo a concentrações mais baixas. Em verdade, 

concentrações da ordem de 0,1 M podem ser consideradas altas - em especial para 

sistemas biológicos -, se situando mais próxima da realidade física da maioria dos 

sistemas coloidais de interesse. 
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Figura 5.3. Perfil de pressão entre placas paralelas carregadas imersas em solução 

eletrolítica de NaI com força iônica 0,1 M a 298 K para diferentes separações L. As 

densidades superficiais de carga são idênticas para ambas as placas: (a) 
20,10 C m    e (b) 

20,10 C m  . Linhas contínuas representam a solução do 

modelo mPBE quando os efeitos de correlação de tamanho são considerados, enquanto 

as linhas tracejadas representam a solução quando estes efeitos são desprezados. 

 

O comportamento qualitativo dos perfis de pressão apresentados nas Figs. 5.3(a) 

e 5.4(a) é similar. Ambas não exibem diferenças significativas nas pressões para os dois 

eletrólitos estudados, indicando que os efeitos de correlação de tamanho podem ser 

considerados desprezíveis para superfícies negativamente carregadas (quando o Na
+
 é o 

contra-íon), ao menos nas condições aqui analisadas. Ademais, a pressão é sempre 

positiva (interação repulsiva) e decai monotonicamente com o aumento da separação 

entre as placas L. Esse comportamento é consistente com o fato de que o Na
+
 é muito 

menos polarizável que o I
−
 e o SO4

2−
, sendo fracamente atraído pela superfície 

negativamente carregada, o que torna os efeitos de volume pouco significativos. 

A situação muda completamente quando se inverte o sinal da carga nas placas e 

os ânions, mais polarizáveis, passam a ser os contra-íons. Para o NaI, a Fig. 5.3(b) 

apresenta um comportamento qualitativo similar ao da Fig. 5.3(a), exceto quando os 

efeitos de correlação de tamanhos são desprezados (linha tracejada). Neste caso, o perfil 

exibe um comportamento oscilatório. Para separações em torno de 0,65 nmL  , surge 

um mínimo global, em que a pressão é ligeiramente negativa (interação atrativa). Nas 

mesmas condições, LIMA et al. [191] identificaram um comportamento oscilatório com 

possibilidade de interações atrativas entre placas igualmente carregadas e imersas em 

solução de NaI, quando os potenciais de dispersão íon-coloide são estimados a partir de 

resultados de dinâmica molecular; em concordância (qualitativa) com resultados de 
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simulações de Monte Carlo reportadas por TAVARES et al. [180] em condições 

similares. 

Valendo-se de uma metodologia híbrida mais rigorosa - aproveitando-se de 

informações de simulações moleculares - os perfis de pressão calculados por LIMA et 

al. [191] são qualitativamente similares aos resultados aqui reportados, exceto no que se 

refere a oscilações mais pronunciadas a curtas distâncias, associadas à natureza 

oscilatória dos potenciais de campo médio calculados por dinâmica molecular. Por 

outro lado, os potenciais de dispersão íon-macropartícula aqui empregados exibem um 

comportamento monotônico simples, dado pela Equação (3.16), resultando em 

oscilações no perfil de pressão da Fig. 5.3(b) menos pronunciadas se comparadas aos 

resultados reportados por LIMA e colaboradores [191]. 

 Na Fig. 5.3(b), quando os efeitos de correlação de tamanho são considerados, as 

interações repulsivas entre os íons prevalecem a curtas distâncias, resultando em 

interações sempre repulsivas entre as placas, o que está de acordo com resultados 

obtidos via cálculos de teoria do funcional de densidade (DFT) para placas paralelas 

carregadas [192]; bem como para interações entre macropartículas esféricas via 

simulações de Monte Carlo [193,194] - em que apenas interações repulsivas foram 

obtidas para soluções aquosas contendo contra-íons monovalentes. 

 No caso do Na2SO4, quando a superfície é positivamente carregada, os íons 

sulfato são os contra-íons. Por serem divalentes, a atração eletrostática pela superfície é 

significativamente maior que a do I
−
, acentuando os efeitos de correlação de tamanho. 

Ademais, o sistema com sulfato de sódio é altamente assimétrico, desde que o diâmetro 

do íon SO4
2−

 é mais que o dobro do diâmetro do Na
+
 (ver Tabela 5.1). 

Consequentemente, na Fig. 5.4(b) observa-se que o perfil de pressão é 

predominantemente atrativo para quase todas as separações L estudadas. Mais uma vez, 

quando os efeitos de correlação de tamanho são desconsiderados (linha tracejada), 

observa-se um decréscimo significativo na pressão (aumento na atração) à medida que 

as placas se aproximam, atingindo-se uma pressão mínima (máxima atração) a 

distâncias da ordem de 0,85 nmL  . A partir de então, para 0,85 nmL  , os efeitos 

repulsivos passam a ser predominantes e o comportamento evolui rapidamente para 

interações repulsivas a pequenas distâncias entre as placas, quando os íons estão sujeitos 

a forte confinamento. 
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Figura 5.4. Perfil de pressão entre placas paralelas carregadas imersas em solução 

eletrolítica de Na2SO4 com força iônica 0,1 M a 298 K para diferentes separações L. As 

densidades superficiais de carga são idênticas para ambas as placas: (a) 
20,10 C m    e (b) 

20,10 C m  . Linhas contínuas representam a solução do 

modelo mPBE quando os efeitos de correlação de tamanho são considerados, enquanto 

as linhas tracejadas representam a solução quando estes efeitos são desprezados. 

 

 Quando os efeitos de correlação de tamanho são contabilizados (linha contínua), 

observa-se na Fig. 5.4(b) um sutil decréscimo na magnitude da atração entre as placas, 

em consequência do aumento da repulsão devido aos efeitos de exclusão de 

volume - mantendo-se, entretanto, o comportamento qualitativo observado para w = 0 

(linha tracejada), isto é, a existência de uma pressão mínima (máxima atração) em 

separações próximas a 0,85 nmL  , o que indica o papel importante dos efeitos de 

correlação de tamanhos em situações de forte confinamento. 

 A competição - isto é, a atração para cada superfície - entre os íons sulfato pelas 

placas pode explicar o surgimento das interações atrativas. Para separações 

suficientemente pequenas, o sulfato (e, em menor grau, o iodeto) passa a ser atraído por 

ambas as placas, induzindo um caráter atrativo à interação global entre as placas. 

Trabalhos anteriores envolvendo simulações de Monte Carlo e DFT têm apontado a 

existência de interações atrativas entre macropartículas esféricas [180,193,194] e placas 

paralelas [192] igualmente carregadas em certas condições em que a solução contém 

contra-íons divalentes. Resultados experimentais [195,196] também indicaram a 

existência de atração entre macropartículas igualmente carregadas imersas em 

eletrólitos multivalentes. 

 Neste ponto, vale salientar que a aproximação de solvente contínuo pode 

conduzir a resultados fisicamente inconsistentes, especialmente para pequenas 
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separações entre as placas, quando a aproximação de constante dielétrica uniforme 

(―modelo primitivo‖) pode ser considerada insatisfatória, em razão do ordenamento das 

moléculas de água por influência da interface. Além disso, espera-se que os efeitos de 

correlação eletrostática (ion-ion correlations) sejam relevantes em situações de alto 

confinamento (pequenos valores de L). A despeito disso, o modelo mPBE descrito no 

Capítulo 3 - ainda que desconsideremos aqui as correlações eletrostáticas 

0c   - mostrou-se capaz de capturar o comportamento qualitativo de sistemas 

coloidais de interesse, indicando o papel fundamental dos efeitos de correlação e 

assimetria de tamanhos na modelagem destes sistemas. 

 

5.2 Dinâmica de íons sujeitos a voltagem contínua: efeitos de tamanho 

 

Apresentam-se nesta seção os resultados recentemente publicados na Fluid 

Phase Equilibria [13], em que a influência dos efeitos de tamanho na dinâmica de íons 

sujeitos a tensões contínuas (dc voltages) é estudada à luz do modelo mPNP 

apresentado no Capítulo 4. Como o objetivo de, inicialmente, se observar isoladamente 

os efeitos de tamanho, nesta seção as correlações do tipo íon-íon são desprezadas, isto é, 

0c  . Tal como na seção anterior, os efeitos de tamanho são contabilizados por meio 

da EdE BMCSL. A principal vantagem de se utilizar desta abordagem está relacionada 

à possibilidade de avaliar os efeitos de assimetria de tamanho dos íons. Em uma 

primeira aproximação, entretanto, apresentam-se aqui resultados para sistemas 

simétricos, em que os íons têm o mesmo tamanho i  . Ainda assim, o uso da EdE 

BMCSL é encorajado, sobretudo porque possibilita a inclusão direta dos efeitos de 

assimetria de tamanho, que podem ter efeito significativo na dupla camada elétrica [12]. 

Os efeitos de tamanho são incluídos diretamente no potencial químico de cada 

íon i em solução como um termo não eletrostático na Equação (4.12), resultando em: 

 

,ln ln ,    para 1,...,  e m

i i i i i cc z y w i n m BMCSL          (5.1) 

 

em que BMCSL

ij ij
w   representa a contribuição não-eletrostática contabilizada nesta 

seção. Quando 0ijj
  , o modelo mPNP reduz-se ao modelo (convencional) PNP, 
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em que os íons são cargas pontuais de valência iz . Neste caso, a solução estacionária do 

modelo PNP deve ser equivalente à solução da PBE (clássica). Para uma única placa 

plana infinita (configuração SPE) imersa em solvente contínuo com eletrólitos 

simétricos  :z z , existe uma solução analítica para a equação de Poisson-Boltzmann 

[27], dada pelas Equações (2.7) e (2.8). Escritas em termos das variáveis adimensionais, 

tem-se: 
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em que: 

 

0tanh .
4

zy 
   

 
         (5.3) 

 

 As concentrações dos íons podem ser então obtidas a partir do potencial elétrico 

aplicando-se a distribuição de Boltzmann: 

 

 ( ) exp ( ) .z y             (5.4) 

 

 No estado estacionário (SS), a solução do modelo PNP nas condições descritas 

anteriormente deve ser idêntica à solução analítica da PBE. Assim, a solução analítica 

pode ser um importante teste de consistência para a solução numérica do modelo PNP. 

O objetivo principal das análises apresentadas nesta seção é observar os efeitos de 

correlação de tamanho na dinâmica de cargas livres. Embora a negligência de efeitos 

importantes, como efeitos de especificidade iônica e de correlação eletrostática, o 

modelo mPNP apresentado no Capítulo 4 permite a inclusão de quaisquer efeitos não 

eletrostáticos como contribuições adicionais ao potencial químico de cada íon em 

solução - bem como efeitos de correlação íon-íon via resposta dielétrica local [95] - sem 

resultar em incrementos adicionais em termos de esforço computacional. 

 Como destacado no Capítulo 2, embora estudos envolvendo os efeitos de 



97 

 

tamanho na modelagem da dupla camada elétrica tenham aparecido frequentemente há 

bastante tempo, persistem muitas questões ainda em aberto, em especial relacionadas à 

dinâmica de íons. Apesar de alguns trabalhos recentes explorarem os efeitos de tamanho 

para estudar o comportamento dinâmico da dupla camada, nesta seção apresentam-se os 

resultados reportados em um trabalho publicado recentemente no periódico Fluid Phase 

Equilibria [13], em que se apresenta uma metodologia para inclusão de efeitos de 

assimetria de tamanho diretamente em um modelo do tipo PNP. 

 

5.2.1 Consistência da solução numérica 

 

Antes de apresentar resultados para o modelo mPNP, faz-se necessária a 

verificação do procedimento numérico proposto através da comparação da solução 

estacionária do modelo PNP com a solução analítica da mPBE (Equações 5.2-5.4). Para 

um eletrodo plano infinito imerso em eletrólito simétrico e monovalente (1:1), sujeito a 

uma tensão contínua subitamente aplicada equivalente a 0 4y   em um solvente 

contínuo, o modelo PNP deve convergir no SS para a solução analítica da mPBE. A 

Tabela 5.2 lista os valores dos parâmetros empregados nas simulações aqui 

apresentadas. As evoluções dinâmicas do potencial elétrico y  e da concentração do 

ânion   na posição intermediária do domínio ( 0,5  ) para o modelo PNP (linha 

contínuas), em contraste com a solução analítica da PBE (linha tracejadas) são 

apresentadas na Figura 5.5. A concordância é bastante satisfatória, validando o 

procedimento numérico proposto. 

 

5.2.2 Efeitos de tamanho via modelo mPNP 

 

Com o objetivo de observar a influência dos efeitos de correlação de tamanho, 

apresentam-se perfis dinâmicos para o potencial elétrico y e densidade de cargas livres 

  calculados pelos modelos PNP e mPNP. Embora a abordagem aqui proposta permita 

a inclusão das assimetrias de tamanho dos íons em uma abordagem 

termodinamicamente consistente, baseado na expressão da EdE BMCSL para misturas 

de esferas rígidas, para todas as simulações aqui apresentadas os íons i têm o mesmo 

tamanho 0,4 nmi   , que é um valor típico empregado na simulação de sistemas 

iônicos [180]. 
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Tabela 5.2. Constantes universais e parâmetros do modelo mPNP desta seção. 

19 1,602 10 Ce    
10 2 1 1 6,95 10 C J m       0,5 MI   298,15 KT   

23 1

B  1,38065 10 J Kk     110L    
9 2 1

0 1 10 m sD     

 

A Figura 5.6 apresenta a evolução temporal do potencial elétrico y (Figs. 5.6a e 

5.6b) e densidade de cargas livres   (Figs. 5.6c e 5.6d) sob influência de um eletrodo 

plano (SPE) sujeito a uma tensão contínua (dc voltage) 0 4y  , e força iônica 0,5 M. 

Comparando-se as Figs. 5.6a e 5.6b, não se percebe uma influência significativa dos 

efeitos de tamanho na dinâmica do potencial elétrico. Por outro lado, os efeitos de 

correlação de tamanho têm papel importante na dinâmica das cargas livres (Figs. 5.6c e 

5.6d). Para o modelo PNP (Fig. 5.6c), a formação da distribuição de equilíbrio dos íons 

é mais lenta quando comparada com os resultados para o modelo mPNP (Fig. 5.6d); isto 

é, o SS é alcançado mais rapidamente quando os efeitos de tamanho são contabilizados 

a partir da EdE BMCSL. 

Em decorrência da repulsão estérica, a magnitude da densidade de cargas livres 

tende a diminuir nas vizinhanças do eletrodo, tornando a difusão iônica menos intensa 

entre a condição inicial tipo bulk ( 0  ) até o SS, quando confrontada com a solução 

via modelo PNP, em que os efeitos de tamanho são desprezados. Portanto, a Fig. 5.6 

indica que a dinâmica de íons calculada por modelos contínuos do tipo PNP é 

controlada pela difusão iônica. 
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Figura 5.5. Evolução dinâmica da solução numérica do modelo PNP (linhas contínuas) 

no meio do domínio ( 0,5  ) para um eletrólito simétrico (1:1) com 0,5 MI   e 

0 4y  , confrontada com a solução analítica da PBE (linhas tracejadas) para: (a) 

potencial elétrico (y), e (b) concentração dos ânions (  ).  

 

Na Fig. 5.7 explora-se mais profundamente o papel dos efeitos de correlação de 

tamanho nas superfícies apresentadas na Fig. 5.6, destacando-se algumas secções destas 

em certos instantes 0,  1, 10   e no SS. Como se vê, os efeitos de tamanho tendem a 

crescer com o tempo. A partir da Fig. 5.7a, observa-se que os perfis de potencial elétrico 

não são os exatamente os mesmos - como poderíamos erradamente inferir ao observar 

as superfícies nas Figs. 5.6a e 5.6b -, especialmente no SS. Inicialmente ( 0  ), o 

sistema assume as condições do seio da fase fluida (bulk); portanto sem que a formação 

da dupla camada elétrica possa promover efeitos de correlação de tamanho. A partir do 

momento em que a tensão contínua é aplicada ( 0  ), entretanto, as cargas móveis se 
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reorganizam por influência do campo elétrico, e os efeitos de repulsão estérica 

começam a ser significativos, até que o estado estacionário (SS) é atingido. 

 
  

  

  
 

Figura 5.6. Evolução dinâmica para uma placa plana (SPE) com 0 4y   imersa em um 

eletrólito 1:1 de força iônica 0,5 M: (a) e (b) potencial elétrico y; (c) e (d) densidade de 

cargas  ; ambos calculados para os modelos PNP (a e c) e mPNP (b e d). 

 

 No estado estacionário (SS), observa-se que os efeitos de tamanho tendem a 

aumentar a magnitude do potencial elétrico (Fig. 5.7a) ao mesmo tempo em que 

diminuem o acúmulo de cargas livres próximo ao eletrodo positivamente carregado 

(Fig. 5.7b) devido à repulsão estérica. Ademais, a tendência natural de redução da 

influência dos efeitos de correlação de tamanho com o aumento da distância em relação 

ao eletrodo   é também observada. 
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Figura 5.7. Evolução dinâmica das respostas obtidas via modelos mPNP (linhas 

contínuas) e PNP (linhas tracejadas) para uma placa plana (SPE) com 0 4y   imersa em 

um eletrólito 1:1 de força iônica 0,5 M: (a) potencial elétrico y ; (b) densidade de cargas 

livres  . A sigla ―SS‖ indica os perfis estacionários. 

 

A mesma análise é realizada na Fig. 5.8 para um par de eletrodos planos 

paralelos (PPE). As placas são separadas por uma distância correspondente a 10 vezes o 

comprimento de Debye ( 110L   ), sendo carregadas com uma voltagem contínua de 

0 4y    (isto é, 0 0
4y

 
  e 0 1

4y
 

  ). Um comportamento similar ao observado 

para o caso da configuração SPE (Figs. 5.6a e 5.6b) é representado nas Figs. 5.8a e 5.8b 

para o potencial elétrico calculado via PNP e mPNP, respectivamente; indicando uma 

pequena influência dos efeitos de correlação de tamanho na dinâmica do potencial 

elétrico. Quando comparada à configuração SPE, os efeitos de correlação de tamanho 

têm papel menos acentuado nos perfis dinâmicos de densidade de cargas livres  , ainda 
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que os efeitos estéricos repulsivos tendam a diminuir a acumulação de cargas nas 

vizinhanças dos eletrodos, como se pode perceber pela comparação entre os perfis 

obtidos via PNP (Fig. 5.8c) e mPNP (Fig. 5.8d). Os efeitos difusivos têm menor 

importância na configuração PPE devido ao domínio espacial limitado entre os 

eletrodos, o que explica a pequena distinção entre os tempos da resposta dinâmica de   

obtida pelos modelos PNP e mPNP para a configuração PPE, a despeito das 

significativas diferenças encontradas para a configuração SPE (Figs. 5.6c e 5.6d). 

 

  
 

  
Figura 5.8. Evolução dinâmica para eletrodos planos paralelos (PPE) com 0 4y    

imersa em um eletrólito 1:1 de força iônica 0,5 M: (a) e (b) potencial elétrico y; (c) e (d) 

densidade de cargas  ; ambos calculados para os modelos PNP (a e c) e mPNP (b e d). 

 

 A Fig. 5.9 detalha os perfis dinâmicos apresentados na Fig. 5.8 a partir de 

secções das superfícies apresentadas para alguns instantes característicos. As Figs. 5.9a 

e 5.9b apresentam perfis para todo o domínio, enquanto nas Figs. 5.9c e 5.9d o foco 

concentra-se na dupla camada elétrica próxima ao eletrodo positivo ( 0  ), a fim de 

que se possa observar em mais detalhes a influência dos efeitos de correlação de 

tamanho. Comportamentos bastante similares são observados nas Figs. 5.7 e 5.9, 

embora os efeitos de tamanho possam ser considerados praticamente insignificantes 
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para as placas paralelas (Fig. 5.9a), quando comparada à configuração SPE (Fig. 5.7a). 

Ademais, a Fig. 5.9d exibe características semelhantes às observadas na Fig. 5.7b, em 

que os efeitos de tamanho têm papel importante, reduzindo o excesso de cargas nas 

vizinhanças do eletrodo carregado positivamente devido à repulsão estérica. 

 

 

Figura 5.9. Perfis obtidos via modelos mPNP (linhas contínuas) e PNP (linhas 

tracejadas) para placas planas paralelas (PPE) com 0 4y    imersa em um eletrólito 1:1 

de força iônica 0,5 M, a 0,  0,1, 0,5   e no SS: (a) potencial elétrico y ; (b) densidade 

de cargas livres  ; (c) e (d) exibem detalhes de (a) e (b) nas vizinhanças do eletrodo 

positivo, respectivamente. A sigla ―SS‖ indica os perfis estacionários. 

 

 Vale salientar que, devido aos diferentes adimensionamentos empregados para a 

reparametrização do tempo e espaço (ver Tabela 4.1, Capítulo 4), o comportamento 

dinâmico para a configuração PPE é cerca de uma ordem de magnitude mais rápida que 

o caso SPE. De acordo com a Tabela 4.1, para 110L   , SPE PPE10  . As diferentes 

parametrizações no tempo foram definidas em consonância com as diferentes 

parametrizações espaciais definidas a fim de conduzir a um domínio finito e 

normalizado em ambas as geometrias. 
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 Para avaliar em maior profundidade os efeitos de tamanho na dinâmica de íons, 

apresenta-se na Fig. 5.10 perfis de densidade de cargas livres calculados via modelo 

mPNP a potenciais mais altos. O potencial elétrico aplicado aos eletrodos vale 

0 10,y    isto é, mais que o dobro daquele aplicado nos cenários anteriores, 

aumentando a influência dos efeitos de correlação de tamanho. O mapeamento da 

evolução dinâmica dos perfis da densidade de cargas livres é representado para vários 

instantes após a aplicação do campo elétrico em 0  . A depleção do eletrólito do seio 

da fase fluida em direção aos eletrodos envolvida no processo de formação da dupla 

camada elétrica (double layer charging) é representada na Fig. 5.10a para o espaço 

entre os eletrodos; enquanto a Fig. 5.10b detalha a região próxima ao eletrodo 

positivamente carregado. Para fins comparativos, os perfis estacionários obtidos via 

modelos mPNP (linha contínua com marcadores esféricos) e PNP (linha tracejada) 

foram plotados na Fig. 5.10. A magnitude da densidade de cargas livres diminui em 

mais de 50% em decorrência dos efeitos de repulsão estérica nas vizinhanças dos 

eletrodos, indicando a forte influência dos efeitos de correlação de tamanho a voltagens 

elevadas. 

 Destaca-se que a abordagem aqui proposta para a inclusão dos efeitos de 

tamanho no modelo PNP é distinta daquela empregada em trabalhos recentes 

[29,43,76,78,96,102,103,128], que se baseiam na formulação de Bikerman [40], em que 

os íons devem necessariamente ter o mesmo tamanho com concentração saturando em 

um valor máximo característico. Ao contrário, na abordagem mPNP aqui proposta os 

efeitos de assimetria de tamanho surgem naturalmente a partir da EdE BMCSL, sem o 

artificialismo de se impor uma saturação definida para a densidade dos íons na 

superfície do(s) eletrodo(s) sujeito(s) a altas voltagens. Como a abordagem via EdE 

BMCSL é baseada na teoria do estado líquido, enquanto a abordagem de Bikerman é 

derivada da teoria de rede (lattice theory), esses efeitos surgem naturalmente. 
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Figura 5.10. Perfis de densidade de cargas livres   para eletrodos de placas planas 

paralelas (PPE) com 0 10y    imersa em um eletrólito 1:1 de força iônica 0,5 M: (a) 

modelo mPNP a 0,  0,08,  0,16,..., 0,8   (linhas contínuas) e no SS (linhas contínuas 

com marcadores esféricos), e modelo PNP no SS (linha tracejada); (b) destaque na 

região próxima ao eletrodo positivamente carregado. A sigla ―SS‖ indica os perfis 

estacionários. 

 

 A despeito de que a dinâmica de íons seja consideravelmente rápida, uma vez 

que o SS é atingido em tempos da ordem de 1   (ou 8~10  st  ), as informações aqui 

apresentadas acerca do comportamento dinâmico dos íons são úteis ao fornecer uma 

ideia de como os íons se reorganizam quando sujeitos a perturbações em sua 

configuração inicial e/ou no campo elétrico externo. Além disso, a análise da dinâmica 

de íons é um passo fundamental no sentido de melhorar a descrição de fenômenos 

eletrocinéticos e de propriedades (macroscópicas) de transporte, cuja origem está 

associada às interações entre o campo elétrico e escoamento do seio da fase fluida. 
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 Portanto, o modelo mPNP aqui proposto - tal como outros modelos contínuos 

com diferentes funcionais de energia para inclusão de efeitos não eletrostáticos de 

natureza diversa - tem grande potencial de aplicação, sem resultar em dificuldades 

adicionais em termos de custo computacional para a solução numérica. Em verdade, a 

solução numérica do modelo mPNP é mais suave e adequada, em especial para elevados 

potenciais elétricos, quando a concentração dos íons calculada via PNP nas vizinhanças 

dos eletrodos diverge exponencialmente. Evidentemente, esse comportamento é não 

físico, desde que o modelo PNP prevê concentração infinita a voltagens suficientemente 

elevadas (ver, por exemplo, a Fig. 5.10); enquanto a repulsão estérica imposta via 

mPNP impede que respostas de natureza exponencialmente divergente ocorram.  

Por fim, a metodologia envolvida na derivação do modelo mPNP permite a 

exploração de novas modificações, representando um possível caminho para avanços 

futuros na descrição da dinâmica de cargas livres via abordagens do tipo Poisson-

Nernst-Planck. Alguns dos avanços possíveis são apresentados na próxima seção, em 

que efeitos de correlação eletrostática são estudados no contexto de eletrodos sujeitos a 

tensões alternadas (ac voltages). 

 

5.3 Dinâmica de íons sujeitos a voltagem alternada: efeitos de tamanho 

e de correlação eletrostática 

 

Nesta seção apresentam-se resultados de análises de efeitos de tamanho e, em 

especial, de correlação eletrostática, no contexto do modelo mPNP descrito no Capítulo 

4. Desta vez, no entanto, o comportamento dinâmico dos eletrólitos frente a oscilações 

do potencial elétrico produzidas por corrente alternada (ac voltages) é analisado. Os 

resultados aqui apresentados fazem parte de um trabalho recentemente publicado no 

periódico Electrochimica Acta [14], constituindo-se em uma das importantes 

contribuições desta tese, desde que pela primeira vez foram reportados resultados de 

simulações em tensões alternadas por meio de um modelo mPNP que inclui as 

correlações íon-íon via resposta dielétrica local [95]. 

A Figura 5.11 apresenta um esquema do sistema em análise nesta seção. Trata-

se de um desenho bastante similar ao apresentado na Figura 4.1, em que se permite 

aplicar aos eletrodos planos paralelos (PPE) tanto voltagens contínuas (Fig. 5.11a) 

quanto voltagens alternadas (Fig. 5.11b). No primeiro caso, aplica-se uma perturbação 
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degrau 0sV V  no potencial de cada um dos eletrodos, resultando em uma diferença de 

potencial global equivalente a 02V . No último caso, um potencial harmônico 

 0( ) sensV t V t  é aplicado aos eletrodos, resultando em uma diferença de potencial 

global de  02 senV t  através da célula. Mais uma vez, o solvente é um contínuo 

(implícito) caracterizado apenas por sua constante dielétrica  ; os eletrodos são 

impermeáveis aos íons (blocking electrodes), isto é, reações Faradaicas nos eletrodos 

são desconsideradas. 

 

 

Figura 5.11. Esquema da dinâmica de íons em modelo unidirecional (1D). Soluções 

eletrolíticas confinadas entre eletrodos planos paralelos (PPE) e impermeáveis, 

separados por uma distância L, sob influência de: (a) tensão contínua (dc voltage) de 

magnitude 02V ; e (b) tensão alternada (ac voltage)  0( ) sensV t V t , resultando em 

uma diferença de potencial global de  02 senV t . O solvente é um meio contínuo de 

constante dielétrica  . 

 

Configurações similares foram recentemente propostas, seja em simulações de 

voltagens contínuas [29,84,97], em voltametria cíclica [107], ou em voltagens 

alternadas [78]. Em suma, o sistema em análise nesta seção é bastante similar ao 

apresentado na Seção 5.2 (e em ALIJÓ et al. [13]), exceto pelo fato de que o foco aqui 

está nos efeitos de correlação eletrostática sobre o comportamento dinâmico dos íons, 

quando os eletrodos estão sujeitos a tensões alternadas - e não a uma variação ―degrau‖ 

no potencial -, observando-se a resposta periódica após o sistema atingir o estado 

estacionário. 
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 Considera-se que todos os íons assumem as concentrações bulk em 0  . 

Portanto, inicialmente todos os íons estão uniformemente distribuídos na célula 

eletroquímica, como se não existisse campo elétrico aplicado aos eletrodos, isto é, 

 
0

1i 
 


 , para 1,..., ci n . Como observamos na Seção 5.2, o comportamento 

dinâmico dos íons está naturalmente associado à difusão iônica e à interação com o 

campo elétrico. Assim, o papel dos efeitos de tamanho dos íons é fundamental, em 

especial a altas voltagens. A inclusão destes efeitos - como também de efeitos de 

correlação eletrostática -, resulta no modelo de mPNP apresentado no Capítulo 4. Os 

efeitos de correlação de tamanho são contabilizados tanto via EdE BMCSL quanto via 

modelo de Bikerman, resultando na expressão do potencial químico dada pela Equação 

(5.1), em que m BMCSL  ou m Bik , a depender da abordagem em questão; isto é, 

BMCSL

ij ij
w   ou Bik

ij ij
w  .  

 

5.3.1 Comparação com Simulações de Monte Carlo (MC) 

 

Antes da apresentação dos resultados das análises do comportamento dinâmico 

de íons sujeitos a potenciais oscilatórios, aplica-se uma tensão contínua (dc voltage) a 

um eletrodo plano plano (SPE), observando-se o perfil de concentração de cada um dos 

íons após o estabelecimento do estado estacionário. Esta situação corresponde à 

configuração SPE, analisada na Seção 5.2, ou, equivalentemente, à configuração PPE 

quando as placas estão infinitamente separadas (Fig. 5.11, com L ). O propósito 

aqui é estabelecer uma formulação mais geral possível para o modelo mPNP - em 

especial para os efeitos de correlação eletrostática -, de modo a descrever resultados de 

simulações de Monte Carlo (MC) reportadas por BODA et al. [166] para eletrólitos do 

tipo 1:1 e 2:1; portanto, eletrólitos em que se esperam efeitos desprezíveis e fortes no 

que diz respeito às correlações íon-íon, respectivamente. 

A Tabela 5.3 apresenta os valores das constantes empregadas nas simulações 

realizadas nesta seção. Na Fig. 5.12, comparam-se perfis estacionários de distribuição 

iônica ( ,i i ic c  ) calculados pelo modelo mPNP (via três diferentes abordagens para 

os efeitos de correlação de tamanho) com os resultados de simulações de MC reportadas 

por Boda e colaboradores [166]. As Figs. 5.12a, 5.12d, e 5.12f foram obtidas via 

abordagem de Bikerman [40], EdE BMCSL [53,54], e desprezando-se os efeitos de 

correlação de tamanho (w = 0), respectivamente, para um eletrólito 2:1 com densidade 
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superficial de cargas igual a 
20,3 C m  e diâmetro dos íons iguais a 0,3 nm  , seja 

com (linhas contínuas) ou sem (linhas tracejadas) a inclusão dos efeitos de correlação 

eletrostática. 

 

Tabela 5.3. Constantes universais e parâmetros do modelo mPNP desta seção. 

19 1,602 10 Ce    10 2 1 1 6,951 10 C J m      23 1

B  1,38065 10 J Kk     

 1,0 MI   298,15 KT   1,0 mL   9 2 1

0 1 10 m sD     

0 5y   0,3 nm   0,3   0,3   

 

Como observado em trabalhos anteriores [94,98], os resultados aqui reportados 

reforçam a tese de que o modelo mPNP só permite uma boa descrição da dupla camada 

elétrica em equilíbrio, em comparação com simulações de MC, quando os efeitos de 

correlação íon-íon são incluídos ( 0c  ) no contexto da resposta dielétrica local 

proposta por BAZANT et al. [95]. As abordagens convencionais ( 0c  ) não são 

capazes de capturar a comportamento físico conhecido como overscreening - isto é, a 

formação de sucessivas camadas de íons compensando as cargas de camadas anteriores 

(ver discussão no Capítulo 2) -, sendo limitadas à descrição dos perfis de distribuição 

iônica de decaimento monotônico. 

Estabelecendo-se um valor característico para o comprimento de correlação 

igual ao raio iônico 0,5c  , observou-se boa capacidade preditiva do modelo mPNP 

frente aos dados de simulações de MC. Embora BAZANT et al. [95] e SANTANGELO 

[174] tenham sugerido que o comprimento de correlação esperado para eletrólitos 

constituídos de cargas pontuais em solventes polares deva ser da ordem do comprimento 

de Bjerrum  2 4B Be k T , SANTANGELO [174] argumenta que a validade desta 

teoria é independente da escolha de c . Ademais, STOREY e BAZANT [98] aplicaram 

esta teoria a soluções eletrolíticas, propondo um comprimento de correlação em escala 

molecular ( c  ) a fim de fornecer uma melhor descrição dos resultados de MC de 

BODA et al. [166] para um eletrólito 2:1 (apresentado nas Figs. 5.12b, 5.12d, e 5.12f). 

Nesse contexto, propõe-se uma redução da ordem de 50% do comprimento de 

correlação a fim de estender a descrição do modelo mPNP para eletrólitos 1:1 a partir de 

um único parâmetro de correlação. 
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Figura 5.12. Comparação entre perfis estacionários da dupla camada elétrica obtidos 

via modelo mPNP incluindo efeitos de correlação eletrostática (linhas contínuas), e 

desprezando estes efeitos (linhas tracejadas), com resultados de simulação de Monte 

Carlo (MC) de BODA et al. [166] (esferas). Os perfis de concentração são para 

eletrólitos do tipo 1:1 (a, c, e) e 2:1 (b, d, f), sob influência de uma superfície plana de 

densidade superficial de carga igual a −0,3 C
 
m

−2
, nas condições da Tabela 5.3 e com 

diâmetro dos íons iguais a 0,3 nm  . Resultados para diferentes abordagens para os 

efeitos de tamanho são apresentadas: (a, b) modelo de Bikerman; (c, d) EdE BMCSL; e 

(e, f) sem correlação de tamanho (w = 0). 

 

Comparando-se os resultados apresentados nas Figs. 5.12b, 5.12d e 5.12f, 

observa-se que os efeitos de correlação de tamanho aparentemente têm papel menos 

relevante frente aos efeitos de correlação eletrostática. O caráter oscilatório dos perfis 
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estacionários de concentração não pode ser descrito sem que as correlações íon-íon 

sejam contabilizadas. Ademais, as Figs. 5.12b e 5.12f descrevem igualmente bem os 

dados de MC, enquanto a Fig. 5.12d aparentemente fornece uma melhor descrição da 

distribuição dos contra-íons, embora os efeitos de tamanho tendam a subestimar a 

concentração do co-íon. Esse comportamento é esperado, desde que, ao nível de 

potencial elétrico em análise (da ordem de 0,1 V), os efeitos de correlação eletrostática 

prevalecem frente aos efeitos de tamanho - ou, nas palavras de Bazant e colaboradores 

[95], ―overscreenig beats crowding‖ -, a despeito de que estes últimos possam ser 

predominantes a altos potenciais. 

As Figuras 5.12a, 5.12c e 5.12e apresentam perfis de densidade de uma solução 

eletrolítica 1:1 quando os efeitos de tamanho são contabilizados via modelo de 

Bikerman (Fig. 5.12a), EdE BMCSL (Fig. 5.12c), e sem considerar os efeitos de 

tamanho (Fig. 5.12e). Como é esperado em eletrólitos monovalentes, observam-se 

efeitos modestos das correlações íon-íon, sem a formação de sucessivas camadas de 

blindagem eletrostática (ou inversão de cargas) observada para o eletrólito 2:1. 

Entretanto, as linhas contínuas ( 0,5c  ) tendem a melhorar a descrição dos 

resultados obtidos via MC, quando comparadas as linhas tracejadas ( 0c  ), em 

especial no caso em que o modelo de Bikerman é empregado para as correlações de 

tamanho. Ou seja, os efeitos de correlação eletrostática também contribuem para 

melhorar a descrição de eletrólitos 1:1, em que se espera fraca correlação íon-íon. 

De forma geral, observa-se que os efeitos de tamanho parecem desempenhar 

papel secundário nas condições da Fig. 5.12. Quando confrontados com os resultados 

obtidos via modelo de Bikerman (Figs. 5.12a,b) ou via EdE BMCSL (Figs. 5.12c,d), o 

desprezo pelos efeitos de correlação de tamanho (Figs. 5.12d,e) não resulta em perdas 

significativas na capacidade preditiva do modelo mPNP. Em verdade, a inclusão de 

efeitos de tamanho via EdE BMCSL parece ter fornecido a pior descrição dos resultados 

de simulações de MC. ANTYPOV et al. [56] argumentaram que, em certas situações, 

teorias de densidade local (local density teories) - como a EdE BMCSL - tendem a 

superestimar os efeitos de tamanho nas vizinhanças dos eletrodos, podendo não 

melhorar a descrição frente a equações convencionais de PB, em que os íons são 

tratados como cargas pontuais. Em verdade, os autores argumentam que as teorias de 

densidade local podem até mesmo piorar a descrição da dupla camada elétrica quando 

comparada às abordagens tradicionais de PB. Portanto, apesar das vantagens associadas 
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à possibilidade de se incluir naturalmente os efeitos de assimetria de tamanho, a 

equação de estado de BMCSL pode não ser adequada para a descrição dos efeitos de 

correlação de tamanho em sistemas eletrolíticos simples sujeitos a potenciais de 

moderada a baixa magnitude. 

Neste ponto, vale destacar que o modelo mPNP aqui proposto, com 

comprimento de correlação característico da ordem de 0,5c  , não somente 

reproduz qualitativamente a formação de camadas sucessivas características do 

fenômeno conhecido como overscreening, predito por simulações de MC para 

eletrólitos 2:1, como também melhora a descrição de resultados de MC para eletrólitos 

1:1, sem perda de generalidade. Tal fato confere uma boa capacidade preditiva ao 

modelo mPNP, desde que pode-se descrever com um único parâmetro c  soluções 

eletrolíticas em que se esperam fortes (eletrólitos 2:1) e fracos (eletrólitos 1:1) efeitos de 

correlação eletrostática. 

Na próxima seção apresentam-se resultados para os mesmos sistemas 

eletrolíticos 1:1 e 2:1 aqui estudados, porém agora sujeitos a tensões alternadas (ac 

voltages), com o objetivo de avaliar qual o papel dos efeitos de tamanho e de correlação 

eletrostática nessas condições. Como o modelo de Bikerman (Figs. 5.12c,d) para os 

efeitos de tamanho foi o que melhor descreveu os resultados das simulações de MC para 

a dupla camada elétrica em equilíbrio, apresentam-se na próxima seção resultados 

obtidos apenas por meio dessa abordagem. Ressalta-se que nesta seção consideram-se 

apenas íons de mesmo tamanho (sistemas simétricos) por questão consitência com os 

resultados das simulações de MC reportadas por BODA et al. [166], em que os íons 

apresentam o mesmo tamanho 0,3 nm  .  

Por esta razão, a escolha da abordagem de Bikerman é encorajada, visto que sua 

formulação para sistemas eletrolíticos simétricos em tamanho é direta, com desempenho 

bastante satisfatório, e um equacionamento bem mais simples, quando comparada a EdE 

BMCSL. Assim, na seção seguinte optou-se por apresentar resultados de simulações 

dinâmicas de soluções eletrolíticas concentradas obtidas via mPNP com 0,5c   e 

efeitos de correlação de tamanho via modelo de Bikerman. Entretanto, nada impede a 

aplicação do modelo mPNP para sistemas assimétricos em tamanho, bastando para tanto 

empregar a expressão da EdE BMCSL, atentando para as regiões de exclusão que 

surgem devido à assimetria de tamanho e à impenetrabilidade dos íons na superfície dos 

eletrodos (ver discussão associada às Figs. 3.1 e 3.2 no Capítulo 3). Portanto, embora 
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relevante, a análise dos efeitos de assimetria de tamanho no modelo mPNP foge do 

escopo desta tese. 

 

5.3.2 Comportamento dinâmico de eletrólitos sujeitos a voltagens alternadas 

 

Visando observar adequadamente os efeitos de correlação eletrostática, 

apresentam-se nesta seção o comportamento dinâmico de soluções eletrolíticas do tipo 

1:1 e 2:1 sujeitas a potenciais harmônicos alternados (ac voltages). Ao contrário de 

OLESEN et al. [78], que apresentaram um enfoque em potenciais extremamente 

elevados, apresentam-se aqui potenciais mais moderados, a fim de evitar que os efeitos 

de repulsão estérica prevaleçam frente aos efeitos de correlação eletrostática, 

demonstrando-se que estes últimos podem ter papel fundamental para soluções 

eletrolíticas simples mesmo em potenciais elétricos baixos ou moderados. Portanto, 

optou-se por estabelecer uma amplitude de oscilação 0y  do campo elétrico externo 

( )sy   que está na mesma ordem de grandeza da densidade superficial de cargas 

empregada na Seção 5.3.1 (Fig. 5.12). Outras constantes encontram-se listadas na 

Tabela 5.3, sendo similares aos empregados por Olesen e colaboradores [78]. 

Em princípio, não existem limitações (sejam numéricas ou teóricas) envolvidas 

na escolha da frequência   de oscilação do potencial elétrico. Porém, foge do escopo 

desta tese uma análise mais profunda acerca da influência da frequência de oscilação do 

campo elétrico na resposta dinâmica dos íons. Portanto, utiliza-se exatamente o valor 

0,3  , que está em torno da ordem de magnitude característica do inverso da escala 

de tempo para o circuito resistor-capacitor (RC time scale) [78]. 

Nas Figs. 5.13 e 5.14, apresentam-se superfícies de resposta para o potencial 

elétrico (y), concentração de cátions ( ,c c    ), e ânions ( ,c c    ) em 

soluções eletrolíticas do tipo 1:1 ou 2:1, incluindo-se ou desprezando-se os efeitos de 

correlação eletrostática. As linhas contínuas nas Figs. 5.13a e 5.14a representam o 

potencial elétrico externo ( )sy   aplicado aos eletrodos, enquanto as superfícies são as 

respostas do sistema como resultado da solução numérica do modelo mPNP. Da mesma 

maneira que nos perfis estacionários apresentados na Fig. 5.12, as correlações íon-íon 

aparentemente têm papel periférico para eletrólitos do tipo 1:1. A Fig. 5.13 apresenta 

superfícies de resposta para o potencial elétrico (Figs. 5.13a,b), concentração de cátions 

(Figs. 5.13c,d), e ânions (Figs. 5.13e,f) após a aplicação do potencial elétrico externo 



114 

 

para o modelo incluindo (Figs. 5.13b, 5.13d, e 5.13f) ou desprezando (Figs. 5.13a, 

5.13c, e 5.13e) os efeitos de correlação eletrostática. Observa-se uma influência quase 

imperceptível dos efeitos de correlação eletrostática nessas condições, de forma 

consistente com os perfis estacionários apresentados na Fig. 5.12. 

 

 

Figura 5.13. Soluções numéricas obtidas via modelo mPNP para um eletrólito 1:1 nas 

condições da Tabela 5.3 para: (a, b) potencial elétrico; (c, d) concentração de cátions; (e, 

f) concentração de ânions. As superfícies apresentadas em (a), (c), e (e) foram obtidas 

negligenciando-se os efeitos de correlação eletrostática ( 0c  ); enquanto as soluções 

apresentadas em (b), (d), e (f) consideram estes efeitos ( 0,5c  ). Linhas contínuas 

representam o potencial elétrico externo aplicado aos eletrodos  0( ) sensy y  . 
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Efeitos de correlação eletrostática passam a ter papel fundamental para 

eletrólitos 2:1, como pode ser observado na Fig. 5.14, que apresenta os mesmos perfis 

ilustrados na Fig. 5.13, agora para um eletrólito 2:1. Os perfis de concentração (Figs. 

5.14d,f) apresentam um comportamento oscilatório nas vizinhanças dos eletrodos, o que 

representa uma forte evidência em favor da formação de camadas sucessivas que se 

formam uma compensando a carga da outra como efeitos das correlações íon-íon, isto é, 

de overscreening. Para enfatizar a influência dos efeitos de correlação eletrostática para 

eletrólitos 1:1 (Fig. 5.15a) e 2:1 (Fig. 5.15b), apresentam-se na Fig. 5.15 a evolução 

temporal em distintas posições   do domínio para a densidade de cargas livres 

adimensional    4 4z c z c e         , com enfoque na região próxima às 

vizinhanças dos eletrodos, onde as correlações íon-íon são predominantes. As linhas 

tracejadas representam os perfis de evolução temporal sem considerar os efeitos de 

correlação eletrostática ( 0c  ), enquanto as linhas contínuas representam a evolução 

temporal obtida via modelo mPNP em que os efeitos de correlação íon-íon são 

contabilizados ( 0,5c  ). 

De forma consistente com as superfícies apresentadas na Fig. 5.13 para 

eletrólitos 1:1, a Fig. 5.15a demonstra que as correlações íon-íon têm papel menos 

relevante no perfil de densidade de cargas livres. Os efeitos de correlação têm 

importância significativa apenas em uma região muito estreita nas vizinhanças dos 

eletrodos, na ordem de 
50 10    ou 0 0,01 nmx  . As curvas podem ser 

consideradas ondas planas com amplitudes pico a pico constantes em relação ao eixo 

0  , que é o valor característico assumido em condições de seio da fase fluida (bulk), 

isto é, no plano médio entre os eletrodos ( 0,5  ). Ademais, não é observado um 

comportamento oscilatório ou uma mudança brusca de comportamento nos perfis 

dinâmicos, sendo estes bastante similares nas vizinhanças dos eletrodos. 

Em contrapartida, a Fig. 5.15b confirma a importância dos efeitos de correlação 

eletrostática em eletrólitos do tipo 2:1. Na primeira parte do gráfico (em 0 10,47  , 

quando 0  ), as Figs. 5.15a e 5.15b têm um comportamento qualitativo bastante 

similar, indicando que a interferência dos efeitos de correlação íon-íon é equivalente, e 

pouco relevante. Tal fato pode ser explicado de maneira muito simples. Nesse intervalo 

de tempo, a superfície do eletrodo em questão está positivamente carregada, de modo 

que o contra-íon, tanto para o eletrólito 1:1 quanto 2:1, é o ânion (monovalente). 
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Portanto, espera-se que os efeitos de correlação eletrostática não tenham papel 

fundamental nessas condições. 

 

 
    

 

Figura 5.14. Soluções numéricas obtidas via modelo mPNP para um eletrólito 2:1 nas 

condições da Tabela 5.3 para: (a, b) potencial elétrico; (c, d) concentração de cátions; (e, 

f) concentração de ânions. As superfícies apresentadas em (a), (c), e (e) foram obtidas 

negligenciando-se os efeitos de correlação eletrostática ( 0c  ); enquanto as soluções 

apresentadas em (b), (d), e (f) consideram estes efeitos ( 0,5c  ). Linhas contínuas 

representam o potencial elétrico externo aplicado aos eletrodos  0( ) sensy y  . 

 

Na segunda parte do gráfico (10,47 20,94  , quando 0  ), entretanto, a 

superfície do eletrodo encontra-se negativamente carregada, e o contra-íon é o cátion. 

Assim, para o eletrólito 2:1, o contra-íon (divalente) contribui para acentuar os efeitos 
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de correlação íon-íon, resultando em diferenças mais significativas na segunda parte do 

gráfico das Figs. 5.15a e 5.15b. Particularmente, na Fig. 5.15b observa-se um 

comportamento interessante na posição 
41,5 10   . Os efeitos de correlação 

eletrostática começam a promover oscilações nos perfis de densidade de cargas livres, o 

que, mais uma vez, se constitui em uma forte evidência de overscreening devido à 

influência das correlações íon-íon. 

 

 
Figura 5.15. Evolução dinâmica da densidade de cargas livres adimensional 

 e    obtida a partir da solução numérica do modelo mPNP para eletrólitos: (a) 

1:1, e (b) 2:1; calculados para diferentes posições entre os eletrodos: 0   (superfície 

do eletrodo); 
56,1 10   ; 

41,5 10   ; e 0,5   (plano médio entre os eletrodos). 

Linhas contínuas representam a solução incluindo efeitos de correlação eletrostática 

( 0,5 )c  , enquanto as linhas tracejadas representam a solução quando estes efeitos 

são desprezados ( 0)c  . 

 



118 

 

Portanto, os resultados aqui apresentados reforçam a tese de que os efeitos de 

correlação eletrostática devem ser considerados em vista de uma melhor compreensão e 

descrição do comportamento dinâmico de íons próximos a eletrodos sujeitos a voltagens 

alternadas (ac voltages); em especial para eletrólitos multivalentes, nos quais os efeitos 

de correlação íon-íon podem ser significativos. Apesar de trabalhos recentes se 

dedicarem a analisar efeitos de tamanho em eletrólitos simétricos sujeitos a tensões 

alternadas [78], bem como para eletrólitos assimétricos em simulações de voltametria 

cíclica [107], os resultados aqui apresentados nesta seção são inéditos e se constituem 

no primeiro estudo envolvendo efeitos de correlação eletrostática via modelos do tipo 

Poisson-Nernst-Planck. 
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Capítulo 6 

 

 

Conclusões 

 

 

O acoplamento de fenômenos de naturezas distintas, que se manifestam em 

diferentes escalas, tais como escoamento de fluidos e efeitos elétricos constitui um dos 

grandes desafios na análise de fenômenos eletrocinéticos. Estes fenômenos encontram 

aplicações em diversas áreas, estando presentes sempre que há o movimento relativo de 

fases eletricamente carregadas. Os modelos para a descrição de fenômenos 

eletrocinéticos, no entanto, são de difícil solução, uma vez que devem ser capazes de 

incluir de forma consistente os diversos fenômenos que estão intimamente acoplados, 

fenômenos estes que podem apresentar escalas de tempo e espaço bastante distintas. 

Assim, é indispensável obedecer a natureza transiente destes fenômenos, propondo 

modelos dinâmicos capazes de predizer qualitativa e quantitativamente os 

comportamentos observados na prática. 

Embora exista um número relativamente grande de trabalhos envolvendo a 

modelagem de fenômenos eletrocinéticos, estes em sua grande maioria se ocupam da 

análise de modelos estacionários, desprezando a dinâmica do sistema e valendo-se de 

aproximações que podem ter impacto significativo nas respostas obtidas. O modelo 

transiente ―padrão‖ - largamente empregado em aplicações diversas e implementado na 

maioria dos simuladores comerciais - está baseado na solução simultânea da equação de 

Poisson (campo elétrico), das equações de Nernst-Planck (transporte de íons), e de 

Navier-Stokes (escoamento), resultando na família de modelos conhecida como 

PNP/NS. A complexidade matemática envolvida na solução numérica deste modelo tem 

favorecido o desenvolvimento de aproximações e, de certa maneira, limitado o 

desenvolvimento de melhorias. 

Parte integrante fundamental de todo fenômeno eletrocinético, é na dinâmica de 

íons que residem boa parte das limitações das abordagens tradicionais baseadas em 

modelos do tipo PNP/NS. Estas estão associadas, principalmente, aos efeitos de 
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tamanho e de especificidade iônica, aos efeitos de solvatação (ordenamento local do 

solvente), efeitos de imagem, e de correlação íon-íon (ou correlação eletrostática). 

Assim, nesta tese busca-se melhorar a descrição do comportamento estático e dinâmico 

de eletrólitos concentrados próximos a eletrodos, por meio da contabilização de efeitos 

de correlação de tamanhos, de especificidade iônica, e de correlação eletrostática via 

modelos contínuos do tipo Poisson-Boltzmann modificado (mPB), para o caso 

estacionário, ou Poisson-Nernst-Planck modificado (mPNP), para o modelo dinâmico. 

Sob o ponto de vista do modelo estacionário, apresenta-se no Capítulo 3 uma 

metodologia termodinamicamente consistente para a inclusão de efeitos de 

especificidade iônica e de correlação de tamanho diretamente no potencial químico de 

cada íon em solução (solvente implícito), dando origem a uma equação de Poisson-

Boltzmann modificada (mPBE), em que merece destaque a possiblidade de se 

contabilizar efeitos de assimetria de tamanho dos íons. Um procedimento numérico 

capaz de resolver o sistema algébrico-diferencial resultante - com dependência não 

explícita entre as variáveis dependentes e os termos de correlação de tamanho 

(restrições algébricas) - de forma simultânea é apresentado. Resultados da aplicação 

desse modelo a sistemas coloidais assimétricos indicam a importância de se levar em 

conta a assimetria de tamanho dos íons na modelagem de sistemas coloidais de interesse 

prático. 

Um modelo dinâmico do tipo mPNP é apresentado no Capítulo 4, e constitui-se 

em uma das mais importantes contribuições desta tese, uma vez que torna possível a 

descrição do comportamento dinâmico dos íons, etapa fundamental na modelagem de 

fenômenos eletrocinéticos. Essencialmente, a diferença em relação ao modelo 

estacionário está na imposição das equações de Nernst-Planck para a distribuição 

iônica, em lugar de se impor a distribuição de Boltzmann. Além dos efeitos de tamanho, 

propõe-se a inclusão de efeitos de correlação eletrostática via uma abordagem baseada 

em resposta dielétrica local, em que a permissividade passa a ser um operador, 

escalonado por um parâmetro de correlação. Em última análise, o modelo resulta em 

uma equação de Poisson de quarta ordem (ou equação de Poisson-Fermi). Um eficiente 

procedimento numérico é proposto para a solução desse problema aplicado à dinâmica 

de íons sujeitos a potenciais fixos ou oscilantes. 

Demonstrou-se que os efeitos de tamanho têm papel fundamental no 

comportamento dinâmico dos íons, interferindo tanto no tempo de resposta transiente, 

quanto na resposta estacionária final; em especial evitando comportamentos não físicos 
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nas vizinhanças dos eletrodos em altos potenciais e/ou altas concentrações iônicas. 

Embora isso não tenha sido explorado no âmbito desta tese, a metodologia proposta 

permite a inclusão de efeitos de assimetria de tamanho no modelo mPNP, de forma 

termodinamicamente consistente, de forma similar ao modelo estacionário. No que diz 

respeito aos efeitos de correlação eletrostática, ajustaram-se perfis estacionários para 

eletrólitos monovalentes e divalentes a partir de um único parâmetro de correlação, em 

que se observou boa concordância com resultados de simulações de Monte Carlo 

reportadas na literatura. Merece destaque o fato de que, com um único parâmetro de 

correlação, foi possível ajustar razoavelmente bem sistemas em que se esperam fortes 

(eletrólitos divalentes) e fracas (eletrólitos monovalentes) correlações íon-íon, o que 

difere das abordagens usuais na literatura, que tendem a ajustar modelos distintos para 

cada situação. 

Com o parâmetro ajustado a partir dos perfis estacionários, investigou-se a 

relevância dos efeitos de correlação eletrostática no comportamento dinâmico de íons 

próximos a eletrodos sujeitos a voltagens harmônicas alternadas. Constatou-se que esses 

efeitos não podem ser desprezados, em especial para o eletrólito 2:1, em que se observa 

um comportamento oscilatório próximo aos eletrodos, característico de sistemas 

fortemente correlacionados, com formação de camadas sucessivas de espécies iônicas 

cujas cargas até certo ponto se compensam, em um fenômeno conhecido como 

overscreening. Esses resultados são inéditos, uma vez que até o momento se constituem 

na primeira análise envolvendo efeitos de correlação eletrostática contabilizados via 

modelos do tipo PNP sujeitos a tensões alternadas. 

Um parâmetro a se considerar na avaliação de uma tese ou trabalho científico 

está associado não apenas à relevância do que foi feito, mas, sobretudo, em seu legado; 

isto é, no que se coloca como a fazer (o que, consequentemente, levanta 

questionamentos do tipo como fazer?). Nesse sentido, esta tese abre muitos possíveis 

caminhos e questionamentos, alguns dos quais destacarei aqui: 

 

 Extensão do modelo mPNP para eletrólitos assimétricos em tamanho: embora 

aparentemente simples, envolve alguns aspectos relevantes a serem considerados. 

Primeiro, é natural que se pense que sistemas assimétricos em tamanho também 

sejam assimétricos do ponto de vista da difusão, isto é, a hipótese de que os 

coeficientes de difusão sejam iguais para todos os íons torna-se inadequada. Neste 

caso, são necessárias informações acerca dos coeficientes de difusão das espécies 
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iônicas individuais (em dado solvente), os quais podem não ser facilmente 

acessíveis experimentalmente e/ou teoricamente. Ademais, o tratamento da interface 

introduz algumas barreiras, sendo justa a pergunta: como se introduzir no contexto 

do modelo dinâmico a região nas vizinhanças do eletrodo em que apenas o menor 

íon pode adentrar (região de exclusão), em que a concentração do maior íon é 

necessariamente nula? 

 Extensão do modelo para inclusão de reações Faradaicas: em situações de altos 

potenciais elétricos e/ou altas concentrações de eletrólito, a hipótese de que os 

eletrodos são impermeáveis aos íons pode ser considerada severa, de modo que 

reações eletroquímicas na superfície dos eletrodos devem ser consideradas. Em 

particular, na modelagem de baterias, dispositivos de dessalinização de água, e 

células a combustível, estas reações são parte fundamental do fenômeno e não 

podem ser desconsideradas. 

 Comparação do modelo mPNP com Dinâmica Molecular: com o avanço das 

técnicas de simulação molecular, torna-se viável a realização de simulações do 

comportamento dinâmico de íons próximos a eletrodos através de Dinâmica 

Molecular, oferecendo uma boa base de comparação para o modelo mPNP aqui 

proposto. 

 Utilização de técnicas de teoria do funcional de densidade dinâmico (DDFT): a 

inclusão de efeitos de correlação eletrostática diretamente no potencial químico de 

cada íon em solução pode ser realizada por meio de funções de correlação de 

densidade, que podem ser tratadas através de técnicas de teoria do funcional de 

densidade dinâmico (DDFT, de Dynamic Density Functional Theory), que têm sido 

desenvolvidas recentemente a partir da extensão dos funcionais de DFT (estáticos) 

para regime transiente. Embora seu custo computacional tenda a ser superior à 

abordagem mPNP, o desenvolvimento de procedimentos numéricos cada vez mais 

eficientes tem tornado essa abordagem cada vez mais competitiva. 

 Aplicação do modelo mPNP no cálculo de estabilidade de emulsões: sabe-se que os 

efeitos de tamanho e de correlação eletrostática são importantes no cálculo da 

concentração micelar crítica de emulsões, em especial quando as ―cabeças‖ das 

emulsões são constituídas de íons multivalentes. Apesar disso, a maioria dos 

trabalhos apresentam metodologias bastante simplificadas, em sua maioria baseadas 

na equação de Poisson-Boltzmann clássica ou na equação de Debye-Hückel. 



123 

 

 Acoplamento do modelo mPNP à equação de Navier-Stokes: uma extensão natural 

deste trabalho, associada à sua principal motivação, envolve a aplicação do modelo 

mPNP à análise de fenômenos eletrocinéticos, como o fluxo eletroosmótico através 

de microcanais. Nesse caso, o escoamento do seio da fase fluida deve ser 

considerado, e a equação de Navier-Stokes precisa ser resolvida em conjunto com as 

equações mPNP, constituindo-se uma versão modificada do modelo ―padrão‖, isto 

é, um modelo do tipo mPNP/NS. 

 

Portanto, considera-se que, para além das contribuições explicitadas ao longo 

desta tese, abrem-se muitas possibilidades de pesquisa, que certamente não se esgotarão 

aqui. Por fim, vale salientar que a metodologia aqui proposta na derivação do modelo 

mPNP permite a exploração de novas modificações, abrindo um importante caminho 

para avanços futuros na descrição da dinâmica de cargas livres via modelos contínuos 

do tipo Poisson-Nernst-Planck. 
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Apêndice A 

 

 

Equações de ondas inomogêneas
16

 

 

 

Partindo-se das equações de Maxwell não homogêneas no vácuo: 
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1 E
B J

c t
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0
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         (A.2) 

0
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            (A.3) 

0B            (A.4) 

 

Em que  
1 2

0 0c    é a velocidade da luz no vácuo, com 0  e 0  sendo a 

permeabilidade magnética e a constante dielétrica do meio, respectivamente. B  e E  são 

os campos magnético e elétrico, respectivamente. J  é a densidade de corrente elétrica e 

  é a densidade de cargas livres, dados por relações constitutivas do tipo ( , )J J x t  e 

( , )x t  , que satisfazem a equação da continuidade: 

 

0J
t


  


          (A.5) 

 

Na eletrostática, tem-se 0B t    e, de (A.2), tem-se 0E  , implicando em 

E   , em que ( )x  é o potencial escalar (Coulombiano). 

Pode-se também introduzir potenciais a partir das equações de Maxwell 

homogêneas (A.2) e (A.4). De (A.4), tem-se: 

 

                                                 
16

 Grande parte do que se discute aqui está apresentado em detalhes no Capítulo 12 de NUSSENZVEIG 

[77]. 



142 

 

0B B A            (A.6) 

 

em que A  é o potencial vetor (ou vetor potencial). 

 Substituindo em (A.2), tem-se: 
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A A

E E
t t


  

       
  

      (A.7) 

 

 A Equação (A.7) é idêntica à Equação (2.24) (ver Capítulo 2), sendo   o 

potencial escalar. A eletrostática corresponde ao caso particular em que 0A t   . 

 Portanto, deseja-se relacionar o conjunto ( , )A   com o conjunto ( , )E B . 

Aproveitando-se de que o rotacional do gradiente de um escalar qualquer é nulo 

  0   , pode-se deslocar o vetor potencial – sem que B  se altere – da seguinte 

maneira: 

 

*
A A             (A.8) 

 

em que *
B A A  . Note que ( , )x t   na Equação (A.8) é uma função 

escalar arbitrária. 

 Substituindo-se (A.8) em (A.7), tem-se: 
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em que: 

 

*

t


 


 


                    (A.10) 

 

 As relações definidas em (A.8) e (A.10) são conhecidas como transformações de 

calibre, em que uma dada escolha – arbitrária – de   corresponde a um calibre. Note 

que transformações desta natureza não alteram os campos elétrico e magnético ( , )E B . 
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 Substituindo (A.6) e (A.7) nas equações de Maxwell inomogêneas (A.1) e (A.3), 

tem-se: 
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 Valendo-se da propriedade       2
A A A A A        , 

tem-se: 

 

2
2

02 2 2

1 1 A
A A J

c t c t




  
      

  
                (A.13) 

 

2
2

2 2 2

0

1 1
 A

c t t c t

  




   
     

   
                (A.14) 

 

em que em (A.14) somou-se e subtraiu-se o termo
2

2 2

1

c t




. 

 Aqui dá-se o passo mais importante. Como a escolha dos potenciais é 

arbitrária, pode-se impor a condição de Lorentz: 
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resultando em: 
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Note que as Equações (A.16) e (A.17) são idênticas às Equações (2.28) e (2.29), 

apresentadas no Capítulo 2, respectivamente. Assim, tanto A  quanto   a equação 

tridimensional de ondas inomogênea, com termos fonte dados por J  e  . 

Para verificar se é possível impor a condição de Lorentz, supõe-se que a priori 

esta não seja aplicável a um determinado par ( , )A  . Aplicando uma transformação de 

calibre neste par e substituindo em (A.15), obtém-se: 

 

 * *

2 2

* 2
* 2

2 2 2

1 1

1 1

A A

A

c t c t t

c t c t

 
 

 


   
       

   

  
     

  

               (A.18) 

 

 Escolhendo-se   arbitrariamente como sendo a solução de: 
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                 (A.19) 

 

Como o segundo membro da Equação (A.19) é supostamente não-nulo (e 

conhecido), conclui-se que esta é uma equação de ondas inomogênea. Assim, conclui-se 

que 
* *( , )A  necessariamente satisfazem a condição de Lorentz. Portanto, a solução das 

equações de Maxwell inomogêneas é equivalente à resolução da equação de ondas 

(tridimensional) inomogênea. 
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Apêndice B 

 

 

Adimensionamento do modelo de 

Poisson-Nernst-Planck modificado 

 

B.1. Configuração SPE 

 

Partindo-se das equações originais: 
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Associando-se uma nova variável dependente  , dada pela seguinte 

transformação em  By e k T : 
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em que 

1/2
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1

2 2 2
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 é o comprimento de Debye. 

 Aplicando-se (B.5) em (B.1), tem-se: 
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Seja a nova variável independente  1 exp x    , tem-se: 
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em que f  é uma função genérica. 

As Equações (B.5) e (B.6) podem então serem escritas como: 
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em que 
,i i ic c   é a concentração adimensional. 

 Aplicando as relações propostas na Tabela 4.2 (Capítulo 4) nas Equações (B.2) e 

(B.3), tem-se: 
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                (B.11) 

 

em que o potencial químico i  e a equação de Nernst-Planck adimensionais são dados 

pelas Equações (4.12) e (4.10), respectivamente. 

 Assim, as Equações (B.9-B.11), juntamente com as Equações (4.10) e (4.12), 

constituem o modelo mPNP para a configuração de uma única placa plana eletricamente 

carregada (SPE), obedecendo a formulação geral correspondente às Equações (4.8-

4.12), cujos parâmetros são dados na Tabela 4.2. 
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B.1. Configuração PPE 

 

As diferentes variáveis independentes introduzidas para ambas as geometrias 

sugerem que estratégias diferentes podem ser adotadas ao reescrever a Equação (B.1) 

em termos da variável auxiliar  . Nesse sentido, para a configuração PPE, a aplicação 

das relações apresentadas na Tabela 4.1 resulta em: 
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em que c L   e  2 2

Be L k T  . Rearranjando a Equação (B.12), tem-se: 
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 Introduzindo a variável auxiliar  , essa equação diferencial parcial de quarta 

ordem é então finalmente convertida em um sistema de equações diferenciais parciais 

de segunda ordem: 
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 A equação da difusão (B.3) é, por sua vez, dada por: 
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                 (B.16) 

 

em que o potencial químico i  e a equação de Nernst-Planck adimensionais são dados 

pelas Equações (4.12) e (4.10), respectivamente. 

Assim, as Equações (B.14-B.16), juntamente com as Equações (4.12) e (4.10), 

constituem o modelo mPNP para a configuração de placas planas paralelas 

eletricamente carregadas (PPE), obedecendo a formulação geral correspondente às 

Equações (4.8-4.12), cujos parâmetros são dados na Tabela 4.2. 

 


