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O método dos elementos discretos é uma abordagem muito utlizada para simula-
¢oes envolvendo materiais granulares. Tal método permite que forcas de diferentes
naturezas sejam contabilizadas durante a simulacdo. A presente tese tem seu es-
copo voltado para o estudo de forcas de contato aplicaveis a corpos compostos de
materiais viscoelasticos. Um modelo tedrico baseado em equacgoes constitutivas foi
publicado recentemente, possuindo como parametros o primeiro e o segundo coe-
ficientes de viscosidade. Como ainda nao ha um método experimental consistente
desenvolvido para a determinacao dessas propriedades, é proposta nesse trabalho
uma abordagem numeérica como alternativa. A metodologia proposta é baseada na
utilizacao de dados experimentais provenientes de experimentos simples de colisao
para a estimacao dos parametros. O caso de estudo selecionado foi a colisdo entre
uma esfera de aco e um plano inclinavel de mesmo material. Simulagoes utilizando
modelos viscoelasticos classico linear e nao-linear foram realizadas e seus resultados
comparados com aqueles obtidos com o novo modelo mostrando que o mesmo pos-
sui um promissor potencial de utilizacao. A aplicacdo da metodologia desenvolvida
mostrou que tal modelo pode ser simplificado, reduzindo o niimero de parametros
a apenas um. HEssa simplificacdo levou a uma reducao consideravel na incerteza
de estimacgao do parametro, melhorando as predi¢does do modelo e tornando essa

abordagem uma importante opgao no uso do método dos elementos discretos.

vi



Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

DEVELOPMENT OF METHODOLOGY FOR USING VISCOELASTIC
PARTICLES IN THE DISCRETE ELEMENT METHOD

Luiz Felipe de Oliveira Campos

June/2016

Advisors: Paulo Laranjeira da Cunha Lage

Luiz Fernando Lopes Rodrigues Silva

Program: Chemical Engineering

The discrete element method is a widely used approach to simulate granular
assemblies. It allows forces from different sources to be accounted for in the sim-
ulation. This work is focused on contact force models for viscoelastic materials.
A theoretical model based on constitutive equations was recently published in the
literature, having viscosity coefficients as parameters. As none consistent method
for measuring such properties for any solid is available, a numerical approach is pro-
posed in this work as an alternative. It is based on using data from simple collisional
experiments to estimate these parameters. The studied case was a collision between
a steel spherical particle and a plane of same material. Simulations using linear and
nonlinear commonly used models were carried out and their results were compared
with those from the theoretical model, showing the promising potential of using it.
Despite of this, the proposed method showed that the stress constitutive equation
may be simplified, for the case analyzed, by reducing the number of parameters to
only one. This leads to considerably drop in the parameter uncertainty, improv-
ing the model predictions and making it an important option in the application of

discrete element method.
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Capitulo 1
Introducao

O Método dos Elementos Discretos (DEM, do inglés Discrete Element Method)
foi desenvolvido com o objetivo de predizer o comportamento dindmico de um sis-
tema granular, o qual pode ser definido, de forma simplificada, como sendo aquele
formado por um conjunto de particulas solidas. Materiais granulares, bem como seu
escoamento, sdo objetos de intenso estudo devido as suas caracteristicas que fazem
com que seus comportamentos variem entre o que se é esperado para um sélido e para
um fluido. Ainda, suas naturezas macroscopica e descontinua tornam complexa a
aplicacao de abordagens que se propoem a desenvolver equagoes constitutivas para os
mesmos [8H12]. Apesar disso, esse tipo de sistema surge com frequéncia em projetos
de engenharia, em especial na engenharia quimica: misturadores, centrifugadores,
moinhos de bola e silos sdo apenas alguns poucos exemplos [I3H34]. O método dos
elementos discretos também tem sido muito utilizado em conjunto com outros mé-
todos, em especial o método dos elementos finitos e o0 método dos volumes finitos.
Tal combinagao permite uma ainda maior gama de aplicagoes em engenharia, como
por exemplo ciclones, elutriadores e reatores de leito mével [35-H46].

A metodologia DEM baseia-se na modelagem do contato entre os corpos parti-
culares que compoem o sistema em estudo, muitas das vezes recorrendo a analogias
com aparatos mecanicos para explicar os efeitos observados durante a interacgao.
Tal fato faz com que parametros nao-fisicos surjam nas formulagoes, de forma que
seus valores precisam, necessariamente, ser estimados para cada aplicacao que se
deseja simular [0, 47]. Esse tipo de modelo é classificado no presente texto como
abstrato. Outra abordagem desse mesmo problema propoe o uso de equagoes cons-
titutivas para caracterizar o comportamento fisicodas tensoes aplicadas de acordo
com o material de cada uma das particulas e, através da integragao ao longo da area
de contato criada pela interacdo, chegar a um modelo de forca. Tais modelos tém
como parametros as propriedades materiais das particulas [4]. Apesar disso, muitas
das propriedades necessarias nao possuem uma técnica de mensuragao desenvolvida,

o que dificulta sua obtencao e, consequentemente, a utilizacdo das equagoes desen-



volvidas. Modelos originados dessa forma serao classificados nesse trabalho como

fenomenolégicos.

1.1 Motivacao

Os tipos de modelos classificados nesse trabalho como fenomenolégicos possuem
um grande potencial de aplicacdo dentro do contexto do método dos elementos
discretos. Esse potencial é justificado pela fato de que os parametros de tais modelos
sao propriedades dos materiais envolvidos no fendémeno em questao. Dessa maneira,
para um modelo fenomenolégico uma vez determinados seus pardametros para um
determinado sistema, os mesmos podem ser utilizados independente da aplicagao
na qual tal sistema esteja presente. Porém, até o momento nao ha um método
consistente para a obtencao de tais parametros, o que faz com que o desenvolvimento
desse ramo do conhecimento adquira uma relativa importancia. Nesse contexto, a
grande aplicabilidade do método dos elementos discretos somada a possibilidade
de tornar seu uso mais sistematico do ponto de vista da modelagem das forgas de

contato, caracterizam a motivacao deste trabalho.

1.2 Escopo

As equagoes resultantes da aplicagdo do tratamento fenomenoldgico ao problema
de modelagem das forcas de contato no método dos elementos discretos bem como
os parametros a serem determinados, dependem do comportamento do material do
qual as particulas sdo constituidas [48-53]. Viscoeldstico e plastico sdo apenas dois
exemplos da classificagdo existente e também os mais frequentemente estudados
[4, 5, [47]. Em ambos os casos, a elasticidade é tratada como uma idealidade a qual
precisa ser complementada por um termo responsavel pela dissipacao da energia.
Enquanto que no primeiro caso tal fendmeno ocorre devido a efeitos viscosos, no
segundo a energia ¢ perdida pelo sistema devido as deformagdes permanentes as
quais as particulas sao submetidas. Devido ao fato dos fenomenos dissipadores
serem de natureza tao distintas, o escopo desse trabalho tratard apenas de um

deles, a saber, os materiais viscoelasticos.

1.3 Objetivos

Essa tese tem como principal objetivo, o desenvolvimento de uma metodologia
que seja capaz de permitir a utilizagdo dos modelos fenomenologicos em aplicagoes
utilizando DEM. Nesse sentido, é preciso primeiro certificar-se da validade dos mo-

delos, bem como de suas dependéncias em relacao aos parametros. De posse dessas



informagoes, pode-se apresentar entao uma primeira forma de obtencao dos parame-
tros a partir da solucao de um problema de estimacao. Nesse contexto, sao propostos

os seguintes objetivos especificos:

o analise comparativa de modelos de contato;

o Analise de sensibilidade de um modelo viscoelastico;
o Estimacao dos parametros do modelo viscoeléstico;
o Analise dos erros de estimacao dos parametros;

» Proposta de metodologia

1.4 Estrutura do Texto
Essa tese foi dividida em cinco capitulos apresentados a seguir.

o Introducao: o presente capitulo, o qual apresenta uma breve contextualizagao

sobre assunto da pesquisa.

» Revisao bibliografica: onde serdo apresentados os trabalhos sobre o presente

tema que ja foram desenvolvidos e que serviram como base para essa tese.

o Metodologia: que apresenta a proposta de tese, bem como a estratégia adotada

para o cumprimento dos objetivos definidos.

o Resultados e Discussao: que contém a apresentacao dos resultados obtidos

bem como sua discussao de forma aprofundada.

o Conclusao: que constitui o encerramento do trabalho, apresentando suas prin-

cipais conclusoes, contribui¢oes e sugestoes para trabalhos futuros.

O presente texto esta estruturado de forma que serdo apresentados, no inicio de
cada capitulo, uma breve introduc¢ao, a qual servird tanto como uma revisao dos
capitulos anteriores, quanto uma contextualizacdo. Espera-se, dessa forma, que a

leitura seja a mais fluente e agradavel possivel.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

Neste capitulo sao relembrados alguns fundamentos de dinamica classica de par-
ticulas assim como sdo introduzidos, brevemente, alguns aspectos das teorias da
mecanica de contato da elasticidade, fundamentais para a compreensao do texto.
Os métodos de solugao de problemas dinamicos envolvendo sistemas particulados
também sao revisados com énfase na apresentacao do método dos elementos dis-
cretos, objeto de estudo do presente trabalho. Ressalta-se que apenas particulas
esféricas sao tratadas no presente trabalho, portanto, tanto nas se¢oes quanto nos
capitulos que seguem, deve-se assumir que todas as particulas sao esféricas, salvo
quando for explicitado o contrario. Uma breve discussao sobre os diferentes tipos de
softwares disponiveis para simulacao de problemas dessa natureza é feita e, por fim,

alguns trabalhos experimentais encontrados na literatura sao revisados e discutidos.

2.1 Dinamica da Particula

O movimento de uma particula esférica, sélida e de densidade uniforme pode ser
descrito em termos do seu centro de massa conforme as equagoes para o movimento
de um corpo rigido [54], as quais sdo apresentadas com base na Figura

Dessa forma, para o movimento de translagdo pura da particula, define-se a
velocidade linear do seu centro de massa (v, ;) a partir da taxa de variagdo temporal
do vetor posigao do mesmo (rqy, ;) e, de forma andloga, para o movimento de rotagao
pura de um corpo rigido, assumido para a particula, define-se o vetor velocidade
angular (w;) a partir da taxa de variagdo temporal do vetor angular azimutal 6;,
conforme as Equacoes e[2.2] A direcdo do vetor velocidade angular é o eixo de
rotagao do corpo cujo sentido é dado pela regra da mao direita.

. drcm,i
ch,z’— dt

(2.1)



Figura 2.1: Representacao do movimento de uma particula esférica no espaco tridi-
mensional.

. do;
Cdt

Um ponto qualquer em um corpo rigido possui uma velocidade de translacao igual

wi (2.2)

a do centro de massa do corpo e uma velocidade de rotacao, em torno do centro de
massa, definida pelo produto vetorial entre o vetor velocidade angular do corpo e o
vetor posigdo do ponto em relagdo ao centro de massa do corpo (dp), de maneira
que a velocidade total desse ponto sera dada pela soma das duas contribuigoes.
Dessa forma, pode-se definir a velocidade de um ponto qualquer (P) na particula ¢

conforme a Equagao 2.3

Vp/i = Vemi +w; X dp (2.3)

Se nenhuma forga agir sobre uma particula 4, a primeira lei de Newton, ou Lei
da Inércia, afirma que tal particula mantera seu estado de movimento, de forma que
as suas velocidades linear e angular permanecerao constantes ao longo do tempo.

Definindo-se a quantidade de movimento linear da particula ¢ como o vetor re-
sultante do produto de suas massa e velocidade linear, conclui-se que a acdo de uma
forca resultante é necessaria para que a quantidade de movimento linear daquela
particula e, consequentemente, sua velocidade linear sejam alteradas. Tal constata-
¢ao esta formulada como a lei de conservagao da quantidade de movimento linear, ou

segunda lei de Newton, conforme as Equagoes [2.4) e 2.5 onde m; representa a massa



da particula i, P; sua quantidade de movimento linear para densidade constante, e

F; a forca resultante atuando sobre a mesma.

Pi=m;vem; (2.4)
dpP;
o (2.5)

Para a andlise das variacoes relativas ao movimento de rotacao, é necessario
definir os conceitos de momento de inércia (I) e quantidade de movimento angular
(L). O primeiro, de forma andloga a massa para o movimento de translagao, é
uma medida da resisténcia do corpo a alteracoes em seu estado de movimento de
rotagao e é definido pela integral representada na Equagao [2.6] onde dp representa
a distancia de um ponto qualquer do corpo ao centro de massa do mesmo, p é a
densidade do corpo, dV é o volume de um elemento infinitesimal do corpo e E é o
tensor identidade. Para o caso particular de um corpo rigido de densidade uniforme,
o tensor momento de inércia reduz-se a um escalar, sendo calculado pela Equagao
2.7 para uma esfera maciga como a particula 7. A quantidade de movimento angular
(L), por sua vez, é obtida pelo produto vetorial entre os vetores posigao do centro
de massa e quantidade de movimento linear, como mostra a Equacao [2.8| para a

particula 7.

1= [ pl(dp-dr)E ~dpdy] dV (2.6)
2 2
Lii/ pdp X (Vp/i = Vem,)dV (2.8)
v

Levando-se em consideragao as definigoes dadas pelas equagoes [2.6] e
chega-se & equagao [2.9 para o célculo da quantidade de movimento angular em
termos do momento de inércia da particula e sua velocidade angular de rotacao em

torno do centro de massa.

Na lei de conservacao da quantidade de movimento linear, a acdo de uma forga
é o fator responsavel por causar a alteracdo no estado de inércia do corpo. Ja na
lei de conservagao do momento angular, esse papel é exercido pelo torque 7. Nesse
sentido, a lei de conservagao da quantidade de movimento angular, em relacao ao

centro de massa do corpo, é dada pela Equagao [2.10] escrita com base na Figura



2.1 O torque, apresentada pela Equagao [2.11], também escrita para a particula i,

da mesma figura, considera todas as forcas F; aplicadas sobre a particula 1.

dL;
=T 2.10
g =T (2.10)
T; = Z(I‘J — rcm’i) X F]Z (211)

J
onde r; é o vetor posicao de aplicacao da forca sobre a particula 7 e F;; é a forca

aplicada em um ponto j sobre a particula i.

2.2 Interacao entre Particulas

Antes de analisar os detalhes acerca da mecanica do contato entre particulas, faz-
se necessario definir algumas variaveis importantes para que a descricio do mesmo
seja realizada de forma inequivoca. Tendo em vista esse objetivo, considere a Figura
2.2 a qual ilustra o instante do contato entre duas particulas esféricas em um espago
tridimensional onde r.,, ; e r¢;, ; denotam os vetores que representam as posicoes dos
centros de massa das particulas i e j, respectivamente, os vetores Ve, ; € Ve, ; deno-
tam os vetores que representam as velocidades dos centros de massa das particulas
i e j, respectivamente e w; e w; denotam os vetores que representam as velocidades
angulares das particulas 7 e j, respectivamete. Nessa figura estd implicita a hipotese
de que o contato entre as particulas ocorre em um tnico ponto, o ponto de contato
C.

Se a hipdtese considerada para a representacao do contato através da Figura
for considerada valida, pode-se definir o vetor velocidade do ponto de contato entre
as particulas i e j, v.;;, como sendo a velocidade linear relativa entre dois pontos
Q@ e S pertencentes as particulas i e j, respectivamente, e coincidentes com o ponto
de contato. Tal definicao é explicitada na Equacao onde vg e vg denotam,

respectivamente, os vetores velocidade dos referidos pontos ) e S.

Veij=VQ — Vg (2.12)

De acordo com a Equacao , as velocidades vg e vg podem ser rescritas em
termos das velocidades dos centros de massa das particulas das quais os pontos
fazem parte e das velocidades angulares das mesmas. Adotando-se tal procedimento
e substituindo-se as equacoes resultantes na Equagao [2.12] a velocidade do ponto de
contato entre as particulas ¢ e j torna-se funcao das velocidades lineares dos pontos
Q e S, conforme mostrado na Equagao2.13]onde R; e R; denotam, respectivamente,

os vetores que representam as distancias dos centros de massa das particulas i e



Figura 2.2: Contato entre duas particulas esféricas i e j.

até o ponto de contato. Esta implicita nessa abordagem, portanto, a assuncao de

que as particulas sao rigidas.

Veii = (Vemi — Vem,;) + (Wi x R —w; x Ry) (2.13)

A analise da mecanica do contato torna-se simplificada a partir da utilizacao de
um sistema local de coordenadas, convenientemente definido. Para a definicao do
sistema local de coordenadas considere a Figura[2.3], representando um contato entre
as superficies de duas particulas esféricas 7 e j. Na referida figura, O representa a
origem do sistema de referéncia escolhido de forma a ser coincidente com o ponto
de contato. A Figura deve ser entendida como uma visualizacdo aumentada
da regido de contato para um sistema similar ao mostrado na Figura[2.2] O vetor
unitario na dire¢ao normal, 0, é entao definido sobre a linha que une os centros das
particulas, conforme mostrado na Equacao onde I'em i € T'em j denotam os vetores
posicao dos centros de massa das particulas 7 e j, respectivamente, em relacao a um

referencial fixo.

A= Yem,i — Yem,j (214)

rcm,i - I'cm,j



Figura 2.3: Visualizacdo aumentada da regido do contato entre duas particulas
esféricas 7 e j, similar ao mostrado na Figura [2.2] A diregdo Z é escolhida de forma
a coincidir com aquela dada pelo vetor unitario normal e as diregoes Z e ¢, sobre o
plano tangencial, sao escolhidas arbitrariamente.

Um vetor unitario pode ser definido para representar a direcao tangencial a partir
da componente normal da velocidade linear relativa entre as particulas 7 e j no
ponto de contato, conforme mostrado pelas equacoes e[2.16] Dessa maneira, a
componente tangencial da velocidade do ponto de contato pode ser obtida conforme

mostrado na Equagao [2.17
Veijn = (Veij - DN (2.15)
g Yeds — Yeijn, (2.16)
‘Vc,ij - Vc,ij,n’

Veijt = (Vc,ij . E)E =10 X Ve,ij X N (217)

E importante ressaltar que, como os vetores Yemis Tem,j € Vegj variam ao longo

do tempo, os vetores i e t dependem do instante em que sdo calculados.

2.2.1 Mecanica do contato

Quando duas particulas ¢ e j interagem por contato direto, originam um par de
forcas de mesmas magnitude e dire¢do, porém de sentidos opostos. Cada uma dessas
forcas atua em apenas uma das particulas, de forma que caracterizam um par de
forcas de acao e reagdo. A Figura ilustra um instante qualquer durante uma
colisdo entre dois corpos esféricos representando o par de forcas de agao e reagao
pelos simbolos Fj/; e Fy/5, onde o primeiro denota a forca exercida pela particula j
sobre a particula 7 e o segundo denota a reacao a esta forca aplicada sobre a particula

j. Essas forcas estao relacionadas segunda a Equacao [2.18

Se um sistema local de coordenadas similar ao ilustrado pela Figura for
utilizado, as forcas Fj; e Fj; podem ser decompostas em suas componentes na

direcdo normal e suas componentes sobre o plano tangencial. Para a forca atuando



i . Particula j
Particulai

Figura 2.4: Representagao de um instante qualquer durante o contato entre duas
particulas esféricas. Nesta ilustragao, Fy/; e Fj/; representam as forgas que a parti-
cula j exerce sobre a particula 7 e a reagao que a particula ¢ exerce sobre a particula
J, respectivamente.

sobre a particula 7, as componentes normal e tangencial designadas por Fj/; e Fji,
respectivamente, sao definidas de acordo com as equacoes e [2.20]

Fj/i,niFj/i,zéﬁ = P}/z,nﬁ (219)

Fi/is=Fjias + Fjjiyey = Fijift (2.20)

Segundo JOHNSON [55] o contato entre duas particulas pode ser descrito em
termos de trés diferentes regimes de movimento: deslizamento, rolamento e giro. A
definicao de tais regimes de movimento é realizada com base no sistema local de
referéncia. Quando os corpos entram em contato, a velocidade linear relativa entre
eles no ponto de contato, dada pela equacdo [2.13] pode ser decomposta em termos
de sua componente normal e de suas componentes sobre o plano de contato. Se
o contato entre as particulas é continuo, de forma que as mesmas nao estdo nem
se separando nem se interpenetrando, as componentes normais de suas velocidades
lineares devem ser iguais. FKssa condicdo, chamada de condicdo de contato con-
tinuo, deve sempre ser satisfeita para qualquer contato entre duas superficies em
movimento. A consequéncia direta da condi¢ao de contato continuo é a nulidade da
velocidade linear relativa na dire¢do normal [55].

O deslizamento é definido como o movimento relativo de translagao entre as

superficies contactantes sobre o plano de contato. Dessa maneira, o deslizamento
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ocorre somente no caso de ao menos uma das componentes da velocidade linear
relativa sobre o plano de contato ser diferente de zero. De maneira andloga, o
rolamento é definido como o movimento relativo de rotacao entre as superficies
contactantes sobre o plano de contato. Tal movimento é definido em termos da
velocidade angular relativa entre as superficies das particulas ¢ e j em contato,

conforme mostrado na Equagéao [2.21]

Portanto, o rolamento ocorre quando ao menos uma das componentes da velocidade
angular relativa sobre o plano de contato das particulas for nao nula. O regime de
giro, por sua vez, ¢ definido como o movimento relativo de rotagdo entre as particulas
contactantes na direcao normal ao plano de contato. Dessa forma, somente hé giro
caso a componente normal da velocidade angular relativa entre as particulas que
estao em contato seja diferente de zero [55].

De um ponto de vista microscépico a interagao entre corpos a partir do contato
direto gera uma deformagao em cada um desses corpos devido a agao das forcas de
contato. Essas deformacoes ocorrem no interior de uma pequena area que engloba
todos os pontos, de cada superficie, que estao efetivamente se tocando. A referida
area recebe o nome de area de contato. Para o caso de um contato entre duas par-
ticulas esféricas, a magnitude da area de contato pode variar bastante dependendo
das propriedades elasticas e das dimensoes caracteristicas das particulas envolvidas
[55]. Porém, para uma parcela consideravelmente grande dos casos, é razodvel supor
que a magnitude da area de contato seja muito menor que as areas das superficies
das particulas que estdo interagindo, dando origem ao que chamamos de contato
pontual caracterizado pelo ponto de contato.

Levando-se em consideracao que o contato se desenvolve sobre uma area, € im-
portante que os conceitos de deslizamento total, comumente chamado apenas de
deslizamento, e micro-deslizamento sejam diferenciados. E sabido que a magnitude
da componente tangencial de uma forca de contato é limitada por um valor co-
nhecido como limite de friccdo de Coulomb, ou simplesmente limite de Coulomb
[55]. Esse limite é dado pela Equacao onde p denota o coeficiente de friccao.
Quando a Equagdo [2.22] é aplicavel, assume-se que todos os pontos pertencentes a
area de contato deslizam, ou seja, possuem velocidade linear nao-nula, o que carac-
teriza o deslizamento total. Porém, ha a possibilidade de que o limite de Coulomb
seja violado apenas para determinados pontos na area de contato, ocasionando os

micro-deslizamentos.

|Ft,max| = |FC0ulomb| = ,U|Fn| (222)
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Essa diferenciagdo é importante por duas razoes, a primeira delas é devido a
grande confusao cometida na literatura entre ambos os conceitos. Por sua vez, a
segunda razao consiste na prépria interpretacao dos resultados que venham a ser
obtidos a partir da modelagem de contatos, pois é possivel que, ao aproximar a area
de contato por um ponto, conforme feito anteriormente, a velocidade linear relativa
calculada no ponto de contato seja nao-nula e ainda assim o limite de Coulomb néao
seja violado. A principio, tal comportamento nao faria sentido ja que o desliza-
mento foi definido com base na nao-nulidade da velocidade linear relativa no ponto
de contato. O fato da lei de Coulomb nao ser violada mesmo que a velocidade linear
relativa no ponto de contato seja diferente de zero s6 faz sentido se considerarmos o
conceito de micro-deslizamento. Dessa maneira, para que seja determinada a exis-
téncia de deslizamento, é necessario observar nao apenas a velocidade linear relativa
no ponto de contato mas, mais importante, é necessario comparar a magnitude da
componente tangencial da forca de contato com o limite de Coulomb.

As partes que se encontram em contato das superficies de cada uma das particulas
sdo denominadas superficies de contato. Em cada superficie de contato, um campo
de tensbes se desenvolve como resposta a interacdo. Naturalmente, as forcas de
contato podem ser escritas em termos desse campo de tensoes desenvolvido sobre
as superficies de contato. Para uma superficie qualquer no espaco, uma orientagao
deve ser definida. A orientagao de uma superficie é baseada na representacao de sua
area por um vetor cujo modulo é dado pela magnitude dessa area, a direcdo é dada
pela direcao normal a superficie e o sentido ¢é arbitrario. Este vetor é aqui chamado
de vetor area, A.

Como nao hé uma operacao de divisao definida entre vetores, o calculo das ten-
soes sobre uma superficie é realizado a partir da definicao de uma entidade mate-
matica T [56]. Considerando-se a Figura[2.4] para um elemento infinitesimal dA da
superficie de contato sobre a particula 4, T é definido segundo a Equacao [2.23| onde
dF;/; representa uma forca infinitesimal exercida pela particula j sobre a particula
0.

dF;; =T -dA (2.23)

Como consequéncia dos vetores dFj; e dA serem independentes, a entidade T
é um tensor de segunda ordem. Dessa forma, cada elemento ty; do tensor tensao,
como ¢ conhecido o tensor T, representa a componente [ da forca dF;/; por unidade
de area projetada na diregao k.

Portanto, a for¢a de contato exercida pela particula j sobre a particula ¢ pode ser

calculada a partir da integracao da Equacao [2.23] conforme indicado pela Equagao

2241
Fj/i:/T.dA:/T.ﬁdA (2.24)
A A
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O célculo de Fj; a partir da Equacao depende do conhecimento da distri-
buicao das tensoes atuando sobre a superficie de contato, o tensor tensao T, o qual
por sua vez é obtido utilizando-se modelos que descrevem o campo de tensoes. Esses
modelos dependem das propriedades que constituem os materiais das particulas em
contato e recebem o nome de equacoes constitutivas. Por conta disso, os modelos de
forca de contato obtidos a partir da Equacao [2.24] sao referidos no presente trabalho
como modelos constitutivos. Modelos dessa e de outras classes sao discutidos na

proxima segao.

2.2.2 Modelos de interacao

A interacao entre duas particulas pode ser classificada de duas formas: colisao
ou contato. Do ponto de vista da fisica, os dois fenomenos nao diferem muito e o que
os faz serem classificados como fendmenos diferentes é apenas o tempo de duragao
do processo. Nesse contexto, uma colisao pode ser entendida como um contato com
tempo de duragdo extremamente pequeno. Duas abordagens se propdem a descrever
esses fendmenos: o modelo de esfera rigida e o modelo de esfera macia [57].

O modelo de esfera rigida possui aplicacdo mais limitada pois descreve ape-
nas colisoes bindrias, utilizando-se de parametros empiricos para obter uma relagao
explicita entre as variaveis nos instantes inicial e final da colisdo, conforme seréd deta-
lhado mais adiante. J4 o modelo de esfera macia simula todo o processo de contato
a partir da integracao numeérica das equagoes do movimento fornecendo informagoes
a principio mais detalhadas que o anterior. Ambos os modelos serao apresentados,

em maiores detalhes, nas se¢oes que seguem.

2.2.2.1 Modelo de esfera rigida

O modelo de esfera rigida é baseado no conceito de impulso, denotado por J no
presente texto, o qual é definido como sendo a integral temporal da forca resultante
que atua sobre determinada particula no intervalo de tempo durante o qual ocorre a
acao dessa forca. Matematicamente, o impulso J; aplicado pela forca F; sobre uma

particula 7 é obtido conforme a Equagao [2.25;
J= / Fi() dt (2.25)
t

A utilizacao do conceito de impulso é conveniente para o equacionamento do modelo
de esfera rigida devido a aplicacao das equagoes do movimento em sua forma integral
nessa modelagem.

A Figura[2.4]ilustra um instante durante o contato entre duas particulas esféricas

rigidas e é utilizada como referéncia para o desenvolvimento das equacoes [2.26],
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2.27, 2.28 e 2.29, as quais apresentam as equacoes integradas de conservacao de

quantidades de movimento linear e angular para o sistema ilustrado.

m; (Vi — VEO)) =J; (2.26)
m; (v; = vi") = -3, (2.27)

I (wi — ) = Ry x J; (2.28)
I (w; — wi”) = Ry x J; (2.29)

No conjunto de equacoes [2.26] 2.27, 2.28 e 2.29] os subindices i e j denotam as

particulas as quais as variaveis fazem referéncia e para uma determinada particula,

m denota a massa, v denota a velocidade do centro de massa, I denota o momento
de inércia, w denota a velocidade angular e R denota o raio. O vetor n denota o
vetor unitario normal externo a particula 7 no ponto de contato. O indice superior
(0) indica que a propriedade em questao é avaliada no instante inicial do contato.
As equacoes [2.26], 2.27, 2.28 e [2.29] formam um sistema de quatro equacoes

contendo cinco varidveis desconhecidas, a saber: v;, v;, w;, w; e J. Dessa maneira,

para que o sistema possa vir a ter uma unica solucdo, uma relagdo adicional faz-se
necessaria. Tal relagdo é obtida a partir do uso das hipdteses feitas para o contato,
as quais caracterizam o modelo de esfera rigida. Tais hipdteses sao: colisdes bindrias
entre particulas esféricas, deformacao desprezivel, de forma que a distancia entre os
centros das particulas seja dado pela soma dos raios das particulas, respeito a lei de
friccao de Coulomb e, por fim, a ideia de que ao findar-se o deslizamento, o mesmo
nao volta a ocorrer até que o contato se encerre.

A ideia da modelagem do tipo esfera rigida é obter uma relacdo matematica
que permita o calculo do impulso em termos das variaveis no instante inicial do
contato, as quais sao todas conhecidas, e de eventuais parametros determinados
experimentalmente, como o coeficiente de friccao entre as superficies, por exemplo.
Para atingir esse objetivo, algumas defini¢cbes sao necessarias a priori. As equagoes

2.322.30] e [2.31] definem as velocidades relativas entre as particulas nos instantes

inicial e final do contato, bem como a velocidade linear relativa no ponto de contato

no instante inicial, respectivamente.

0) . 0 0
vy =vi® — v (2.30)
Vijivi —Vj (231)
v =vi? 4 Rwl” x i+ Rwl” x (2.32)

Além das equagoes [2.32]2.30] e [2.31], a definicdo do coeficiente de restituicao é
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importante para a modelagem do tipo esfera rigida. Tal coeficiente é definido de

acordo com a Equacao [2.33

A

A 0

en=— (2.33)

E importante ressaltar que todos os vetores apresentados podem ser escritos em
termos de suas componentes nas dire¢oes normal e tangencial. O coeficiente de
restituicao apresentado pela Equacao [2.33, apesar de nao ser um vetor, é definido
em termos da razao entre duas componentes normais e, por essa razao é comu-
mente chamado de coeficiente de restitui¢ao normal e foi aqui denotado por e,. Tal
nomenclatura sera aplicada a partir do presente ponto.

Utilizando-se as equacoes [2.26] 2.27], 2.30] e 2.31], pode-se rescrever a velocidade

relativa v;; em termos de vg-)) e J;, conforme mostrado na Equacao [2.34]

v +

mi—l—ij
] Y

m;my;

O vetor impulso pode ser escrito em termos de suas componentes normal e tan-

gencial conforme a Equagao [2.35]
Ji=Jixn+ Jipt (2.35)

onde t ¢ definido pela Equacéo [2.16]
A Equacio pode ser utilizada para obter a componente normal do impulso.
Realizando-se o produto escalar de ambos os lados da Equagao[2.34] pelo vetor unita-

rio normal e utilizando-se a definicao do coeficiente de restitui¢cao normal, obtém-se
a Equagao [2.36}

. R m; +m;

— ey (n . Vg-))) =n- VE;-]) +—Jin (2.36)
m;m;

onde J;,, denota a componente normal do vetor J;.

Portanto, a partir da Equagao[2.36| conclui-se que J;,, pode ser obtido conforme
a Equacao [2.37]

Jip = —m (1+e,) (- vi))a (2.37)

Com relacao a componente tangencial do impulso, é necessario determinar a
priori se ha deslizamento ou nao. Supondo que haja deslizamento, a componente
tangencial do vetor impulso, J;; serd dada pela lei de friccao de Coulomb, conforme
mostra a Equagao [2.38]

Jis = pdint (2.38)

Portanto, para o caso onde ha deslizamento ao longo de todo o contato, as
equacoes de conservacao de quantidade de movimento linear e angular integradas,
representadas pelo conjunto de equacoes [2.26], 2.27] 2.28] e [2.29] pode ser rescrita em
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termos das variaveis conhecidas no instante inicial e dos parametros empiricos p e

e, a partir da utilizacao da Equacao [2.35. Os resultados obtidos sao mostrados no
conjunto de equacoes [2.39] [2.40] [2.47] e [2.42]

vi=vi” — (k) (2 V) (1+ ) m?mj (2.39)
vi =vi 4 (a4 pt) (2 V) (1 +en) mimj (2.40)
o=l = g (e vi) (B ) (1 ) (2.41)
oy = = g (8vl)) (B B) (14 ) (2.42)

Para o caso onde o deslizamento nao ocorre, ou deixa de ocorrer durante o
contato, a componente tangencial da velocidade linear relativa no ponto de contato
no instante final deve ser avaliada. Por defini¢ao, para que o deslizamento nao ocorra,
essa componente deve ser nula. Em analogia a Equacao [2.32] velocidade relativa no

ponto de contato para o instante final pode ser escrita conforme a Equagcao [2.43]

Utilizando-se as equacoes [2.28], [2.29] 2.35] e [2.34] é possivel rescrever a Equacao

0 . .
((n)] e das componentes normal e tangencial do vetor impulso,

conforme indicado pela Equagao [2.44]

2.43| em termos de v

~

. m; +m;
Vc,z’j = Vg(,]z)] —+ (Jmn -+ J@tt) —

2.44
s (2.44)

Lembrando-se que o vetor unitario tangencial é dado pela Equacao [2.16] a com-
ponente tangencial v.;;; pode ser obtida a partir da aplicagao do produto escalar
em ambos os lados da Equagao pelo vetor unitario tangencial. O resultado

dessa operagao ¢ mostrado na Equagao [2.45]

(0)
Uc,ij,t (0) 7 it mj;\
o O [y Ly i m g 2.45
Veiit @ ( K vf’t‘ 27" mum, (2.45)

C7ij7t

Conforme mencionado anteriormente, para que nao haja deslizamento, é neces-
sario que a componente tangencial da velocidade linear relativa no ponto de contato
seja nula. Considerando-se que no instante inicial tal componente nao seja nula,

para que a condicao de nao-deslizamento seja respeitada, é necessario que o termo
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entre parénteses na Equacao seja zero. Dessa forma:

(0)

C7ij7t

2 m;m;
Jip = —o

2.46

Assim, a solugao para o caso onde nao hé deslizamento ou quando o deslizamento
deixa de ocorrer ao longo do contato é obtida através da substituicao das equagoes
2.37)e[2.40|nas equagoes de conservagao de quantidade de movimento linear e angular
integradas, dadas pelo sistema de equacoes [2.26] 2.27] [2.28 e 2.29] Os resultados

sao dados pelas equacoes 2.47], [2.48] [2.49] e [2.50]

0 A 0 2 0 A m;
v, =v\¥ - {(1 t+en) (Vi) B+ 2 - v t} I (2.47)
i J
0 N 2 0 ~ m;
w® _ O 1O [ (4« 1) M
w; = w,; 0 v, zyt‘ (n X t) e (2.49)
O 0 O [ (a o f) T
wj = w, TR, tij’t‘ (n X t) et (2.50)

Dessa maneira, o objetivo de se obter as variaveis do problema no instante final
do contato a partir de seus valores conhecidos no instante inicial bem como dos
parametros empiricos p e e, ¢ atingido pela modelagem do tipo esfera rigida para

os possiveis regimes de movimento no que diz respeito ao deslizamento.

2.2.2.2 Modelo de esfera macia: O método dos elementos discretos

O método dos elementos discretos foi proposto originalmente por CUNDALL e
STRACK [2] tendo como objetivo principal a simulagdo da dindmica de um sistema
granular. A principal diferenga entre este modelo e de esfera rigida reside na forma
como as equagoes do movimento sao aplicadas. Em oposicao a integracao temporal
das equagoes do movimento, conforme feito para o modelo de esfera rigida, no modelo
de esfera macia tais equacoes sao utilizadas em sua forma diferencial, conforme as
equacoes e . Tais equagoes ao serem simplificadas para os casos com massa

m; e momento de inércia I; constantes, reduzem-se as equagoes e2.52

dVZ'

— = F 2.51
mi— i (2.51)

dwi

=T (2.52)

A solugdo de um problema para o qual o modelo de esfera macia foi utilizado

fornece nao apenas as velocidades de centro de massa e angulares das particulas em
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questao, mas também a evolugao temporal dessas variaveis. Para tanto, as forcas
e torques em cada instante ao longo do contato precisam ser obtidos. Duas impor-
tantes hipoteses devem ser assumidas para que um sistema seja descrito usando-se
o método dos elementos discretos. A primeira delas diz respeito a propagacao de
perturbagoes devido ao contato. Assume-se que os passos de tempo utilizados para
a integracao das equagoes do movimento devem ser tao pequenos que, durante um
passo de tempo, as perturbacoes originadas no contato nao sao capazes de se pro-
pagar para além de particulas imediatamente vizinhas. Dessa maneira, em todos
os instantes, as forgas resultantes em uma particula qualquer do sistema sao deter-
minadas exclusivamente pela sua interacao com as particulas para as quais possui
contato direto [2]. Por conta disso, essa modelagem pode ser utilizada para a solu-
¢ao de problemas envolvendo o contato simultanea entre mais de duas particulas,
simplesmente calculando a forca resultante sobre uma particula como resultado do
somatoério das forcas atuando sobre ela devido aos contatos diretos.

A segunda hipdtese que deve ser assumida diz respeito a forma como as defor-
macoes decorrentes do contato sao tratadas. E sabido que ao entrar em contato,
as particulas deforma-se mutuamente [55], porém, a modelagem matematica desse
fendmeno pode ser muito complexa para ser utilizada. Dessa maneira, CUNDALL
e STRACK [2] propuseram uma forma de levar em consideragao essa deformagao
porém de forma aproximada. Foi proposto que se imaginasse que as particulas pu-
dessem sofrer interpenetracao, cuja magnitude estaria relacionada a forca atuando
sobre as particulas no contato. Baseando-se nessa ideia, pode-se definir essa interpe-
netracao em termos do deslocamento relativo entre as particulas, mais comumente
denominado vetor deformacao, e representado nesse texto por . O vetor deformagao

¢ obtido, portanto, conforme mostra a Equagao [2.53]
= / Ve dt (2.53)
¢

E conveniente escrever o vetor deformacao em termos do sistema local de coor-
denadas dado pelas direcoes normal e tangencial. Realizando-se tal decomposigao,
obtem-se os vetores d,, e d;, as componentes normal e tangencial do vetor deforma-

¢ao, respectivamente.

8,=(5-0)h = /vw- R dth (2.54)
t

5,=(5-t)t= /tvc,z-j tdtt (2.55)

Os conceitos de deformagao, bem como de suas componentes normal e tangencial
estao ilustrados na Figura [2.5]
Para que uma simulacao utilizando DEM como método de solugao possa ser exe-

cutada, faz-se necessario que as forcas resultantes em cada particula do sistema bem
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Figura 2.5: Contato obliquo entre duas particulas esféricas segundo o modelo de
esfera macia. Analisando-se a dindmica da particula a esquerda na figura, a compo-
nente normal (d,,) do vetor deformagcao () estd representada como a magnitude da
interpenetracao entre as particulas, sobre a linha de unido dos centros, para facilitar
a visualizacao do conceito.

como os torques resultantes sobre as mesmas sejam conhecidos. Dessa forma, mode-
los de forga e torque devem ser utilizados. CUNDALL e STRACK [2] propuseram
que uma analogia com um sistema mecanico massa-mola-pistao fosse utilizada para
modelar de maneira simples a forca de contato entre duas particulas. De acordo
com CUNDALL e STRACK [2] a mola estaria relacionada & componente eldstica
da forga enquanto o pistao estaria relacionado a componente inelastica da mesma.

Conforme mencionado anteriormente, CUNDALL e STRACK [2] propuseram
que a magnitude da forga estaria diretamente relacionada com a magnitude da in-
terpenetracao, dada pela magnitude do vetor deformacgao. Presumiram entao que tal
forca poderia ser escrita de forma andloga a lei de Hooke, representando uma forca
conservativa e, portanto, sendo responsavel pelo calculo da componente elastica da
forca de contato. Ao se decompor a forca de contato em suas componentes normal
e tangencial, essas ainda podem ser também decompostas em suas componentes
elastica e inelastica. A magnitude das componentes eldsticas das forcas normal e
tangencial sao calculadas conforme as equagoes e

’Fn,el‘ = kn ’5n| (256)

Fyer| = ke |04 (2.57)

onde as constantes de proporcionalidade k, e k; sdo denominadas rigidez normal e
rigidez tangencial, respectivamente.

CUNDALL e STRACK [2] propuseram que a componente ineldstica, por sua
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vez, em analogia a forca aplicada sobre um amortecedor, deve ter sua magnitude
diretamente proporcional a taxa de interpenetragao entre as particulas ou taxa de

deformagao associada ao contato, a qual é calculada pela Equagao [2.58

.. d6

=— 2.
6= (2.58)

O vetor taxa de deformacao também pode ser expresso em termos de suas compo-

nentes normal e tangencial, conforme indicado pelas equagoes e[2.60]

8, =(6-0)h (2.59)

0, =(d-1)t (2.60)

A ideia do modelo de forga ineldstica proposto por CUNDALL e STRACK [2]

¢ apresentado nas equagoes e em termos de suas componentes normal e

tangencial respectivamente
|Fn,inel| = Tn '5n’ (261)

|Ft,inel‘ =M ‘515‘ (2.62)

onde as contantes de proporcionalidade v, e 7 sao denominadas coeficientes de
amortecimento normal e tangencial, respectivamente.

Forgas de contato atuantes sobre uma particula surgem como uma reacao a
deformacao de maneira que tais forgas devem possuir a mesma direcdo do vetor
deformacao, porém sentido oposto [2]. Dessa maneira, as componentes normal e

tangencial de uma forca de contato atuando sobre uma particula podem ser escritas

conforme as equacoes [2.63], 2.64] [2.65] e [2.66]

Fpe=—Fpal |g:| = —k,d, (2.63)
Fro=—[Fiel S; = —k0; (2.64)
Foinet = — |Frinel m = —7,0, (2.65)
Fiinet = — |Frinel ‘gi’ = —7,0, (2.66)

Portanto, o modelo de CUNDALL e STRACK [2] para a representacao da forca
de contato entre duas particulas pode ser expresso em termos de suas componentes
normal e tangencial ao unir as duas contribuigoes, elastica e ineldstica, em suas
respectivas diregoes. As equacoes e mostram os modelos resultantes para
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o calculo das componentes normal e tangencial da forca de contato proposta por
CUNDALL e STRACK [2].

F, = —knbn — 100 (2.67)

Ft = —kft(st — %5‘,5 (268)

Por ser um modelo de for¢a baseado em uma analogia com um sistema massa-mola-
amortecedor, o modelo de CUNDALL e STRACK [2] é também conhecido como
modelo LSD (Linear Spring Dashpot). A Figura ilustra esta analogia. A mode-
lagem de forcas de contato através de analogias com aparatos mecanicos da origem
a parametros que nao possuem uma natureza fisica, como as constantes de rigidez e
amortecimento do modelo LSD por exemplo, sendo de dificil obtencao. Embora es-
forcos tenham sido realizados com o intuito de desenvolver uma maneira consistente
de se obter tais parametros, os métodos existentes sao restritos a alguns poucos
casos para os quais é possivel estimar a maior velocidade de impacto esperada no
sistema e quando ha informacoes suficientes sobre as magnitudes das interpenetra-
¢oes que eventualmente ocorram [58]. Dessa forma, tais pardmetros precisam ser
estimados a partir de ajustes a dados experimentais, conforme realizado nos traba-
lhos de KRUGGEL-EMDEN et al. [47] ¢ KRUGGEL-EMDEN et al. [5]. Pelo fato
dos parametros de modelos desse tipo possuirem natureza nao-fisica, tais modelos
serao referidos nesse texto como modelos abstratos.

Nessa versao original do método dos elementos discretos utilizando um modelo
simplificado, CUNDALL e STRACK [2] propoem que o tinico torque atuando sobre
as particulas é aquele causado pela aplicacdo da forga de contato, de maneira que
efeitos de resisténcia ao rolamento sao desprezados. Dessa forma, o calculo do torque
para esse caso é realizado através da defini¢ao de torque dada pela Equagao [2.11]

A integracao temporal das equacoes geradas a partir da aplicagdo do modelo de
esfera macia, em geral, é realizada a partir da utilizacao de métodos explicitos [59-
64]. Quando concluiram a formulacgio DEM, CUNDALL e STRACK [2] propuseram
a utilizacao do método de Verlet. Em tal método, mantém-se as forgas constantes
no inicio do intervalo de tempo e integra-se as equacoes do movimento até o meio
do intervalo para obter as velocidades nesse instante, tais velocidades sao entao
mantidas constantes e as equacdes sao integradas do inicio ao fim do intervalo,
devido a isso o0 método é andlogo ao método "leap-frog'[2]. A seguir encontram-se as
equagoes gerais da integracao por esse método para as velocidades de uma particula

7 e a posicao de seus centro de massa:

(2

; 1 \®
Vi) — ) () At (2.69)
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¥

amortecedor

Figura 2.6: Tlustragido da analogia de CUNDALL e STRACK [2] com um sistema
massa-mola-pistao, aplicada ao contato entre duas particulas.

1 _1 N (@)
W) = e | G) At (2.70)
1
pFD = b0y ) Ay (2.71)
1
9+ — 9V 4 i) A (2.72)

onde os sobrescritos (), (¢ +1/2) e (t + 1) representam os instantes do intervalo de
tempo para o qual a integracao foi realizada.

Segundo Cundall e Strack [2], o esquema numérico s6 sera estavel se o passo de
tempo At adotado for menor que o passo de tempo critico do sistema, devido a
natureza explicita do método. Cundall e Strack [2] sugerem que o passo de tempo

critico seja estimado com base no passo critico de um sistema massa mola critica-

i Porém, KRUGGEL-EMDEN et al. [59]

mente amortecido, o que equivale a 2 2
N,

indicam que a sugestdao de CUNDALL e STRACK [2] é questionada por diversos
autores [62, [65H67], os quais utilizam fragdes do valor recomendado por CUNDALL
e STRACK [2] que vao de 1/3 até 1/50. LANGSTON et al. [68] sugerem que o passo
de tempo utilizado seja pelo menos um centésimo do tempo total de colisao. Esse
tempo total de colisdo pode ser estimado para o modelo LSD, o qual possui solucao
analitica [47, 69, [70], sendo dado pela equacao , onde t. € m.ss representam,
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respectivamente o tempo de contato e a massa efetiva do sistema, esta tltima dada

pela Equacao onde m; e m; representam as massas das particulas em contato.

1
kn S
te=m - < 7 ) (2.73)
Mefy 2meyy
m;m;
eff = 2.74
Mefs = m, (2.74)

Com relagao aos esquemas numéricos utilizados para a realizacao da integracao
temporal, KRUGGEL-EMDEN et al. [59] realizaram um estudo no qual avaliaram
os efeitos em termos de tempo computacional e acuracia da solugdo para o caso
de uma colisao entre uma particula esférica e um plano utilizando o modelo LSD
e concluiram que os algoritmos mais indicados para simulagoes DEM sao aqueles
envolvendo métodos de integracao explicita, em especial o algoritmo de Verlet o qual
apresentou a melhor relagao custo-beneficio considerando-se sistemas com muitas
particulas. Com relacao ao passo de tempo a ser utilizado, os autores sugerem
que razbes acima de 1/20 em relagdo ao proposto por CUNDALL e STRACK [2]

oferecem ganhos de acuracia nas propriedades colisionais.

2.3 Modelos de Forca de Contato

A maior parte dos modelos de forcas de contato faz uso de dois tipos de abor-
dagens, chamadas nesse texto de abordagem fenomenologica e abordagem abstrata.
Conforme ja mencionado, os modelos fenomenolégicos sao baseados no uso de mo-
delos constitutivos para o calculo de tensoes, ao passo que os modelos abstratos sao
aqueles originados a partir de analogias com aparatos mecanicos. Independente de
sua natureza, os modelos de contato utilizam propriedades elasticas dos materiais
em suas equacoes. Portanto, antes de iniciar a discussao acerca dos diferentes mo-
delos de contato, é necessario que sejam estabelecidas algumas defini¢oes bésicas
sobre as propriedades elasticas dos materiais.

Propriedades elasticas sao definidas para materiais submetidos a deformacoes
elasticas. Qualitativamente, pode-se dizer que deformagoes elasticas sao aquelas
completamente reversiveis. Dessa forma, um corpo submetido a uma tensao de ma-
neira a causar uma deformacao elastica retorna a sua forma original apds a remocgao
dessa tensao [71]. Do ponto de vista matemético, deformagoes eldsticas sdo aque-
las que possuem uma relagdo linear com a tensao aplicada, conforme mostrado na
Equagao2.75)onde o e ¢ denotam, respectivamente, a tensdo normal aplicada e a de-

formacao resultante. Essa relacao é conhecida como lei de Hooke e esta graficamente
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Inclinacéo = E

Figura 2.7: Gréafico da relacao entre tensao e deformacdo, sobre um corpo com
comportamento elastico.

representada na Figura
o= E( (2.75)

O coeficiente angular da reta mostrada na Figura ¢ dado pela constante
de proporcionalidade entre a tensao normal aplicada sobre o corpo com compor-
tamento elastico e a deformacao sofrida pelo mesmo. A essa constante é dado o
nome de moédulo de elasticidade, também chamado de médulo de Young. O médulo
de elasticidade é uma propriedade do material e fornece a resisténcia do mesmo a
deformacao elastica. Quanto maior for o médulo de Young, mais resistente a defor-
macao elastica é o material ou, em outras palavras, menor sera a deformacao elastica
sofrida para uma determinada tensao [71].

No caso de existéncia de uma tensao tangencial, uma relagdo linear andloga
aquela para a tensao normal é valida para relacionar deformacao e tensao tangenciais.
A relacao entre tensao e deformagao elastica, ambas na dire¢ao tangencial, é dada
pela Equagao [1]

=G (2.76)

onde G é denominado médulo de cisalhamento e ¢’ é a deformacao elastica na dire¢ao
tangencial. O mddulo de cisalhamento tem em relagao a deformagado tangencial o
mesmo significado fisico do médulo de Young em relacao a deformagdao normal.
Quando um material sofre a a¢do de uma tensao normal deformando-se nessa di-
re¢do, consequentemente havera deformagoes sobre o plano tangencial onde a tensao
normal foi aplicada, conforme ilustrado na Figura onde (;, (, e ¢, sao, respecti-

vamente, as deformagoes nas diregdes = e y sobre o plano tangencial (deformagoes
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Figura 2.8: Material isotropico e elastico sob a a¢do de uma tensao uniaxial normal.
As deformagoes laterais e axiais decorrentes da acao dessa tensao estao representadas

por Gz, Gy € G

laterais) e a deformacao na diregdo normal z (deformagao axial). Um pardmetro
denominado razao de Poisson (v) é definido como uma razao entre deformagoes la-
terais e axiais e, no caso de um material isotrépico sob acao de uma tensao uniaxial,

é dado pela Equagao 2.77)] [71].

V= S = _S (2.77)

C C
A razdo de Poisson é sempre positiva e para garantir isso, o sinal negativo na
Equagao[2.77]faz-se necessario ja que as deformagdes laterais e uniaxiais sempre terdao
sinais opostos. O valor maximo de da razao de Poisson ¢é 0,5 e no caso de materiais

isotrépicos v deve possuir o valor de 0,25 e pode ser relacionada aos médulos de
Young e de cisalhamento através da Equagao 2.78|[71].

E =2G(1+v) (2.78)

2.3.1 Modelo elastico para a forca normal: A teoria de
HERTZ [1]

Ao estudar o padrao de interferéncia da luz incidente sobre lentes de vidro ci-
lindricas, HERTZ [I] desenvolveu o que ficou conhecida como teoria de Hertz para
contatos elasticos. Essa teoria é valida para a interacao normal entre os corpos.

O tratamento matemético do modelo de HERTZ [1] baseia-se na aproximacao das
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regides dos corpos, proximas do ponto onde se tocarao inicialmente, por equagoes
topologicas[l]. O caso de maior interesse no método dos elementos discretos é aquele
que considera contatos nao-conformacionais, onde os formatos dos corpos nao se
ajustam um ao outro, como o contato entre duas esferas, por exemplo.

Com o objetivo de tratar o problema da maneira mais geral, HERTZ [I] propds
que a area de contato seria eliptica e introduziu a simplificacdo de que cada um dos
corpos em contato comporta-se como um semi-espago elastico que sofre uma carga
sobre a regiao eliptica em uma superficie plana. Dessa forma, é possivel tratar as
tensoes decorrentes do contato direto, de forma independente do campo de tensoes
gerados no interior de cada um dos corpos. Para que essa simplificacao seja aceitavel,
é necessario que as dimensoes da area de contato sejam pequenas em relagao tanto
as dimensoes caracteristicas dos corpos quanto aos raios de curvatura relativos das
superficies. Além disso, HERTZ [I] assumiu que as superficies eram nao-friccionais,
de forma que as tensoes tangenciais seriam nulas [I].

As hip6teses de HERTZ [1] quando aplicadas a corpos aproximados por sélidos
de revolucao, gera uma area de contato na qual os eixos maior e menor da elipse pos-
suem mesma magnitude, ou seja, area de contato circular. Nesse contexto, HERTZ
[T] prop6s um perfil de pressao p(r) capaz de satisfazer todas as condigoes de contato
necessarias para a adoc¢ao de suas hipéteses, onde r é a coordenada radial no interior
da area de contato. Tal distribuicao é dada pela equacao [2.79, onde py representa a
pressao maxima que ¢é exercida no centro do circulo de contato, R, é o raio da area

de contato e r é a posi¢ao dentro dessa area.

p(r) = ]];OC (R2 - 7"2)1/2 (2.79)

A partir da equacao e das teorias de deformagoes eldsticas, HERTZ [I] foi
capaz de calcular o raio do circulo de contato e a deformacao sofrida pelos corpos,
ambos como funcao da forca aplicada, de um modulo de Young efetivo e de uma
razao de Poisson efetiva. A magnitude da forca normal pode, dessa maneira, ser

obtida a partir da deformagao sofrida pelos corpos, conforme mostra a equagao [2.80]

4, 3
F =SB \[Reyf|6,]: (2.80)

onde E* denota o moédulo de Young efetivo, dado pela Equacao 2.81

1 1—v? 1—v3
= 2.81
E* Ey i Ey (281)

para a qual os subindices 1 e 2 referem-se aos diferentes materiais em contato. Da

mesma forma, R.f; denota o raio efetivo para os corpos em contato, sendo dado
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pela Equacao [2.82}
Ri Ry

—_— 2.82
R+ Ry ( )

Repp =

2.3.2 Modelos friccionais-elasticos para a forga tangencial

Em um contato onde atuam forcas tangenciais é possivel que ocorra o fenémeno
do deslizamento, o qual ocorre quando ha velocidade linear relativa entre as superfi-
cies no ponto de contato [55]. Portanto, o estudo de contatos na presenca de forgas
tangenciais deve ser dividido entre aqueles casos para os quais ha deslizamento e
aqueles para os quais nao ha deslizamento.

Duas questoes de relevancia no estudo de contatos na presenca de forgas tangen-
ciais sao relativas a influéncia que as tensoes tangenciais possam vir a ter sobre as
tensoes normais e sobre a drea de contato. Segundo JOHNSON [55] tais efeitos po-
dem existir no caso de materiais com propriedades elasticas muito diferentes porém,
quando existem, sao despreziveis, em especial para casos onde o coeficiente limite
de friccao é apreciavelmente menor que um. Dessa maneira, nos casos onde nao
ha deslizamento, as tensdes normai tangencial podem ser consideradas independen-
tes, o que nao acontece nos casos onde ha deslizamento, quando tais tensoes estao
relacionadas pela lei de friccao de Coulomb.

Considerando-se o caso de duas particulas elasticas em contato e deslizando uma
sobre a outra, a teoria de Hertz pode ser utilizada para determinar o perfil de tensoes
normais conforme a Equagao[2.79|e, utilizando-se a lei de friccao de Coulomb obtém-
se o perfil de tensoes tangenciais f; .(r) dado pela Equagao m

ualr) = S (R = 1?)

1/2

(2.83)

onde P e R, representam a pressao total exercida na area de contato e o raio da
mesma. A coordenada r indica a posicio no interior da drea de contato. E impor-
tante ressaltar que nessa andlise, a pressao P é mantida constante durante todo o
contato.

Conforme ja discutido anteriormente, para que o deslizamento ocorra é neces-
sario a lei de friccdo de Coulomb seja violada para todos os pontos no interior
da area de contato e que, quando apenas alguns desses pontos violam o limite de
Coulomb, ocorrem micro-deslizamentos. Para os pontos que nao estao sofrendo
micro-deslizamento, diz-se que estdo aderidos. A Figura [2.9] ilustra as duas situa-
¢bes para um contato obliquo entre duas esferas, onde A; e Ay representam pontos
sobre as superficies das particulas 1 e 2 presentes na interface entre elas, T} e T5 sdo
pontos distantes da regiao de contato e O representa a origem do sistema local de

coordenadas. Regioes préoximas a superficie de contato sofrem deformacoes elasticas
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Figura 2.9: Tlustracao de um contato obliquo entre duas particulas esféricas para
um instante onde ocorrem os regimes de (a) aderéncia e (b) micro-deslizamento.

de forma que os pontos localizados nessas regioes deslocam-se de maneira diferente
daqueles localizados em regioes mais afastadas, os quais deslocam-se com a particula
segundo um comportamento tipico de corpos rigidos. Dessa forma, pontos préximos
a regiao de contato, como os pontos A; e Ay, possuirdao deslocamentos relativos aos
pontos T} e T5, representados por Uy € Ug 2, Tespectivamente e deslocamentos Se,1
e sy 2 em relacao a origem.

A imagem (a) na Figura ilustra um instante para o qual ocorre o regime
de aderéncia entre as particulas. Nesse caso, os pontos A; e Ay nao possuirao
deslocamento relativo a origem do sistema local de coordenadas mas ainda possuirao
deslocamentos em relacdo aos pontos 17 e Ty, respectivamente, devido aos efeitos
elasticos. Na imagem (b) da mesma figura, micro-deslizamento ocorre entre os
pontos A; e Ay, de maneira que esses pontos além de possuirem deslocamentos
relativos aos pontos T e Th, respectivamente, também possuem deslocamentos em
relacao a origem do sistema local de coordenadas, representados por s, € s;2.

Nesse contexto, pode-se definir o deslocamento devido ao micro-deslizamento

conforme a Equagao [2.84]
Szisx,l — Sz2 = (u:r;,l - ux,Q) - (696,1 - 6x,2) (284)
e, com isso, tem-se que a condicdo de aderéncia deve ser dada pela Equacao

Ug 1 — Ug2 = 696,1 - 696,2 = 696 (285)
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onde §, representa o deslocamento tangencial relativo entre as particulas como um
todo. E importante lembrar que para que a condicdo de aderéncia esteja completa-
mente especificada, além de satisfazer a Equagao [2.85] o perfil de tensoes deve ser
tal que nao viole a lei de friccao de Coulomb. Na condicao de deslizamento, por sua
vez, a Equacao [2.85| € violada e o perfil de tensoes tangenciais assume a forma dada
pelo limite de fricgdo de Coulomb.

Dadas as devidas condigoes de contorno para os possiveis regimes existentes em
um contato obliquo, estdo disponiveis as informagcdes necessarias para a determina-
¢ao do perfil de tensoes sobre a drea de contato e das deformacoes decorrentes das
mesmas. Para o caso do contato obliquo bidimensional e sem deslizamento entre
duas particulas esféricas, sendo valida a teoria de HERTZ [I], a area de contato sera
circular com raio determinado e distribui¢ao de tensao normal elipsoidal e dada pela
Equagao 2.79] Considerando-se as condigoes de aderéncia desenvolvidas anterior-
mente, a distribuicao de tensao tangencial deve ser tal que produza deslocamentos
tangenciais relativos constantes em toda a area de contato, conforme mostra a Equa-
ao [2.85] JOHNSON [55] calcularam o perfil de tensdo tangencial g, (r) submetido

a essas condigoes e obtiveram como resultado a Equacao [2.86]

r2\ 12
fra(r) = fro <1 - RQ) (2.86)

onde f;o ¢ a tensao exercida em r = 0, dada por

Ft,:n
2T R2

Cc

ft,O =

(2.87)

para a qual F;, ¢ a forca tangencial. Tal perfil de tensoes gera uma deformacao

elastica tangencial dada por

T2

Uy = e ft,ORc (2'88)

e um deslocamento tangencial obtido através da equacao a seguir

5I_Ft,x (2—V1+2—V2>

= 2.
8R. \ Gy Go (2.89)

onde os indices 1 e 2 referem-se as duas particulas em contato. A Equagdo [2.89
mostra que, no caso de duas particulas eldsticas em contato obliquo, a relagao en-
tre a deformacao e a forca tangenciais é linear, diferentemente da relacao entre a
deformacao e a for¢a normais obtidas pela teoria de HERTZ [1].

Para o caso de um contato obliquo onde a tensao tangencial nao supera o limite

de friccao de Coulomb em toda a area de contato, micro-deslizamentos ocorrerao.
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Nesses casos, é preciso determinar em que regiao da area de contato esses micro-
deslizamentos ocorrem. O perfil de tensdes tangenciais radialmente simétrico dado
pela Equacao [2.86] sugere que a regiao de aderéncia deva ser circular e concénctrica
com o circulo de contato [55]. Quando deslizamento ocorre em toda a drea de
contato, o perfil de tensoes tangenciais resultantes é obtido pela lei de friccao de

Coulomb conforme mostrado na Equacao [2.90]

g\ 1/2
r
ftl,x(‘r7 y) - ,ufn,z(xa y) - :ufn,O (1 - m) (290)
Se um perfil de tensoes tangenciais similar, dado pela Equagao [2.91] for suposto
como valido para um circulo de raio ¢ concéntrico ao circulo de contato, é possivel

calcular os deslocamentos eldsticos relativos (u,) no circulo de raio c.

c r2\ 2
ta(T:y) = =5 fuo <1 - CQ> (2.91)

Da mesma forma, os deslocamentos eldsticos relativos para o caso de desliza-
mento total também podem ser calculados. Superpondo-se os deslocamentos elasti-
cos relativos para ambos os casos, é possivel verificar que os deslocamentos elasticos
resultantes obedecem as condigoes de aderéncia no interior do circulo de raio c e
seguem, de forma aproximada, as condig¢oes de deslizamento para a regiao anular
¢ < r < R., conforme mostrado por JOHNSON [55]. Dessa forma, confirma-se que
a regiao de aderéncia ¢ dada pelo circulo de raio ¢, concéntrico com o circulo de
contato, cujo raio é dado por R. > ¢ Assim, as condi¢Oes de aderéncia geram uma
deformacao tangencial resultante dada pela Equacao [2.92 para o interior do circulo

de raio c.

5t,az 16

_ 3k, . (2—V1 2—1/2> R? — 2 (2.92)

+
G4 Go R?
O raio da regiao de aderéncia pode entao ser obtido a partir da forca tangencial

conforme mostra a Equacgao [2.93

3

Rc c
Fow= [ 2nflrdr — [ 2 flrdr = P, . (1 - 63) (2.93)
0 ’ 0 ’ Rc

de onde conclui-se que

1/3
C Ft T
=(1-— 2.94
Rc ( ,UFn,z> ( )
O calculo da deformagao tangencial d;, em termos da forca tangencial é mais con-
veniente e pode ser obtido substituindo-se a Equagao em [2.92, obtendo como
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resultado a Equacao [2.95

5ta:

_ 3uk, <2— 2 . 2 — 1/2>
T 16R,

Gy Go

P 2/3
1-(1—H;> ] (2.95)

Fisicamente, o fendmeno modelado acima mostra que ao passo que a forca tan-
gencial aumenta, mantendo-se a for¢a normal constante, o tamanho da regido de
aderéncia diminui conforme a Equacao [2.94 Um regido de micro-deslizamento, em
formato anelar, penetra no circulo de contato a partir de sua circunferéncia, até que
F, . = pk, », quando a regiao de aderéncia resume-se a um tnico ponto e os corpos
deslizam no que ¢é conhecido como deslizamento total [55]. A Figura ilustra
esse fendémeno.

O estado das tensoes decorrentes do contato entre dois corpos sujeito a varia-
¢Oes nas componentes normal e tangencial da for¢ca de contato é uma funcao da
sequéncia de compressao-descompressao realizadas. Dessa forma, a maneira como
foram executados esses ciclos interfere nos perfis de tensao de forma que problemas
de contato obliquo mais realistas sao de dificil anédlise. O trabalho de MINDLIN e
DERESIEWICZ [72] se propoe a investigar as varia¢oes nos perfis de tensoes entre
corpos esféricos sujeitos aos mais variados ciclos de compressao-descompressao como
por exemplo, as diversas formas de combinacdo entre crescente e decrescente para
as componentes normal e tangencial, isso é, normal crescente/tangencial crescente,
normal crescente/tangencial decrescente, e assim sucessivamente. Esse trabalho é
considerado de alta complexidade para ser utilizado em problemas praticos mas,
no entanto, simplificoes do mesmo sdo muito utilizadas, dando origem a equagoes

similares as mostradas anteriormente nessa secao.

2.3.3 Modelos Viscoelasticos

O escopo do presente trabalho abrange a classe dos materiais viscoelasticos, con-
forme definido no primeiro capitulo. Dessa forma, apenas os modelos relativos a
essa classe de materiais serd revisado em maiores detalhes. O primeiro modelo de
forca de contato utilizado no método dos elementos discretos foi descrito anterior-
mente, tendo sido proposto por CUNDALL e STRACK [2] e sendo conhecido como
Linear Spring-Dashpot, ou simplesmente LSD. A ideia de analogias com aparatos
mecanicos, conforme utilizada por CUNDALL e STRACK [2] resultou em uma série
de modelos similares, nos quais pequenas alteracoes foram sendo propostas. TSUJI
et al. [3] propuseram a utilizacdo da teoria de HERTZ [I] para descrever a parcela
elastica da interacao na dire¢ao normal enquanto para a mesma parcela, na direcao
tangencial, sugeriram a utilizacdo de uma versao simplificada da teoria de MINDLIN

e DERESIEWICZ [72] para casos sem deslizamento. Porém, a maior contribuigao
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Figura 2.10: Ilustracao do desenvolvimento da regiao anelar onde ocorrem microdes-
lizamentos. Na ilustragdo (a), toda a regiao de contato encontra-se aderida enquanto
que na ilustragao (b), parte dos pontos de contato violam a lei de fricgao de Coulomb
e formam uma regiao de microdeslizamento dada pela area anelar hachurada.

feita pelo modelo de TSUJI et al. [3] foi em relagao ao calculo das parcelas viscosas.
Tal parcela é calculada da mesma forma que no modelo de CUNDALL e STRACK
[2], a diferenca encontra-se no coeficiente de damping. Enquanto no modelo LSD
esse coeficiente deve ser estimado experimentalmente, para TSUJI et al. [3] ele deve
ser obtido a partir de uma relagado com uma propriedade do sistema [3]. Dessa forma,
propuseram uma equagao heuristica que relaciona o coeficiente de damping com o
coeficiente de restituigdo normal. A relagdo proposta por TSUIJI et al. [3] é dada
pela equacao [2.96] onde o é uma constante empirica dependente do coeficiente de
restituicao normal. O coeficiente de damping para a direcao tangencial é assumido

igual aquele para a direcao normal.

’)771 =y m]%n|6n|% (296)

Uma vantagem do modelo de TSUJI et al. [3] é que seus pardmetros sao todos
obtidos a partir das propriedades mecanicas dos materiais envolvidos no choque.
Os coeficientes de rigidez para o caso das parcelas elasticas sao obtidos das teorias
classicas de contato para ambas as diregoes do sistema local de referéncia. Tais
coeficientes sdo dados pelas equagoes e [2.98] para o caso do contato entre uma
particula e um plano de materiais distintos. Nessas equagoes, R é o raio da particula,
v é a razao de Poisson do material, £ é o modulo de Young do material e G é o
modulo de cisalhamento. Os subescritos p e s indicam propriedades da particula e

da superficie, respectivamente.
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- 3
= 2.
Fon 1-— I/p2 1—v,2 (2.97)
E, E,
-~ 8VRG
for = 2\/_?’ (2.98)

Dessa forma, o modelo proposto por TSUJI et al. [3] é nao linear, sendo dado

pelo conjunto de equagoes 2.102

Foel = —kn|6,|26, (2.99)
Fio = —ki|0n|28, (2.100)
Foinel = —Tn0n = a\/miin|8,] 26, (2.101)
Foinel = —:8; = ay/mh,|6,|16, (2.102)

O modelo de TSUJI et al. [3], assim como o modelo de CUNDALL e STRACK
[2], resulta em um coeficiente de restituicao normal constante. Contudo, trabalhos
experimentais ja mostraram a dependéncia tanto do coeficiente de restituicao quanto
do tempo de colisdo em relagao a velocidade normal de impacto [47]. Apesar disso,
diferentemente do modelo LSD, o resultado da modelagem de TSUJI et al. [3] para
o tempo de contato nao é constante sendo dependente da velocidade na direcao
normal.

KUWABARA e KONO [73] desenvolveram um modelo viscoelastico para a com-
ponente normal da for¢a de contato ao estudarem o coeficiente de restituicdo na
colisdo entre duas eferas. Eles partiram da ideia de HERTZ [1] ao desenvolver sua
teoria para colisoes elasticas. KUWABARA e KONO [73] propuseram calcular a
forca normal viscosa integrando um perfil de tensdes na area de contato, porém,
diferente de HERTZ [1] que utilizou uma analogia com problemas envolvendo dis-
tribuicoes de carga devido a aplicacao de um potencial eletrostatico para propor
uma distribui¢do de tensao normal elastica, KUWABARA e KONO [73] fizeram
a mesma analogia, mas aplicada a parcela viscosa. O perfil parabdlico gerado em
ambos os casos é entdao utilizado para realizar a integracdo e dar origem a forca
normal viscoelastica. Os parametros que surgem na equacao resultante sao fungoes
apenas das propriedades viscoelasticas do material, naturalmente. Anos mais tarde,
a abordagem fenomenoldgica utilizada por KUWABARA e KONO [73] também foi
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adotada por BRILLIANTOV et al. [74]. Esses tltimos desenvolveram sua modela-
gem quando estudavam o comportamento de gases. Tendo como premissa bésica a
ideia de que o gas seria composto por esferas macigas, BRILLIANTOV et al. [74]
utilizaram um modelo constitutivo para caracterizar o campo de tensoes normais e
entao calcularam a forga resultante nessa direcao a partir de uma integragao na area
de contato. Esses primeiros modelos de base fenomenolégica inspiraram o trabalho
desenvolvido por ZHENG et al. [4], no qual o mesmo procedimento desenvolvido
por BRILLIANTOV et al. [74] foi adotado para a for¢a normal. ZHENG et al. [4]
apontaram um erro no desenvolvimento matematico do modelo de BRILLIANTOV
et al. [74] e realizaram a corregdo, dando origem a um novo modelo viscoeldstico
para essa componente. Tal corre¢ao levou, finalmente, as equacao para a forca
normal viscosa. E importante ressaltar que a parcela eldstica é calculada pela teoria
elastica de HERTZ [I] tendo portanto a mesma forma da equagao [2.99

Fn,inel = _'}\/n|5n|%6n (2103)

Na equacao [2.103] o parametro v, é funcao das propriedades viscoelasticas dos
materiais envolvidos na colisdo, segundo as equagoes - [2.106] onde A é uma
constante dependente do sistema e E* é o médulo de Young efetivo. E importante
notar que o modelo foi desenvolvido para contato entre uma particula esférica e uma
parede plana indeforméavel. Na Equacao 11 € 12 representam, respectivamente,
o primeiro e o segundo coeficiente de viscosidade do material do qual a particula e

o plano sao feitos

Vo = 2AE*VR (2.104)
B (1—=2v)(1+v) ( 7}1)
E
o 2.1
o (2.106)

No caso da parcela viscosa da dire¢ao tangencial, DINTWA et al. [75] aplicaram
o mesmo procedimento utilizado para o calculo da sua andloga na dire¢cao normal.
Utilizaram um modelo constitutivo analogo ao de um fluido viscoelastico e calcula-
ram a forga tangencial através de sua integracao na area. ZHENG et al. [4] incluiram
essa ideia em seu trabalho, adicionando a parcela elastica proveniente de simplifi-
cagoes da teoria de MINDLIN e DERESIEWICZ [72] para gerar a forca tangencial
total. O modelo resultante é dado pelo conjunto de equagoes 2.1072.109]
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Fyo = — 450! {1 - [1 _ minlod; 5“”‘“’“’)] }ét (2.107)

7 |5t| 5t,mzzr
1 2—v
5 max - = (sn - 2108
mas = 5 16al T (2.108)
T 3 mzn(’6t|7 5t max) 3
F inel — — 5~  |& Fn 1— : o 2.109
B : 2G5t,max 2 H | | J 5t,max ‘ ( )

Comparando os resultados gerados pelo uso do modelo proposto com aqueles
obtidos por simulagoes de elementos finitos, ZHENG et al. [4] chegaram & conclusao
de que suas equacoes poderiam ser melhoradas através da adocao de fatores de

corregao empiricos para os termos viscosos. Tais fatores, k e h, para as componentes
normal e tangencial, respectivamente, sao dados pelas equagoes [2.110] e [2.111].

" —0,5 |5 | 0,04
k= (0,8 4 260° <2> (") 2.110
( ) m I (2.110)

0]

h=1-04p———
’ ThQG(st,max

(2.111)

Dessa maneira, o modelo de ZHENG et al. [4] pode ser escrito, de forma simpli-

ficada, conforme as equagoes 2.112] e

Fn = Fn,el + an,inel (2112)

[F¢| = min(|Fpe + hFyinell; #£/Fal) (2.113)

sendo que o sentido do vetor Fy, na equacao [2.113] é contrario a deformagao na
direcao tangencial.

Como pode ser observado no conjunto de equagoes - [2.113] os pardmetros
do modelo de ZHENG et al. [4] sao fungoes do primeiro e do segundo coeficientes de
viscosidade do material do qual é feito a particula, 1; e 72, respectivamente. Apesar
de serem propriedades do material, até o momento do registro da presente tese, 17, e
12 nao sao possiveis de serem obtidos experimentalmente. Dessa maneira, ZHENG
et al. [4] propuseram que esses valores de 71 e 1y podem ser calculados como fungoes
das propriedades eldsticas do material através do uso das equagoes e2.115] as

quais foram obtidas a partir de uma analise de sensibilidade.

<107%s (2.114)
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0< 2 <10 (2.115)

E importante ressaltar que o trabalho de ZHENG et al. [4] é puramente computa-
cional e a particula foi considerada como sendo feita de um material hipotético. As
relacbes mostradas foram propostas sem argumentagao alguma, o que leva a crer
que sao puramente heuristicas. Apesar disso, até entdo essa é a unica informagcao
quantitativa que se tem conhecimento acerca de possiveis valores que essas propri-
edades poderiam assumir. No mesmo trabalho, ZHENG et al. [4] assumem valores

de referéncia para as relagoes propostas, as quais sao mostradas nas equagoes [2.116

e 2117
T —6
— =10 2.116
<E>referéncia ° ( )

(772) =0 (2.117)
n referéncia

Os valores de referéncia foram usados no trabalho de ZHENG et al. [4] para o célculo
dos valores de 7; e 12 a serem utilizados nas simulagoes.

E importante ressaltar o estudo realizado por ZHANG e WHITEN [76] sobre a
condicao de término do contato. Os autores avaliaram o comportamento de modelos
viscoelasticos submetidos a condi¢cao usualmente adotada para determinar o encer-
ramento do contato, a qual determina que a colisao termina quando a deformagao
normal se anula. ZHANG e WHITEN [76] concluiram que essa condic¢ao leva a uma
forca de atracao nos instantes finais do contato, o que ¢ irreal do ponto de vista
fisico visto que as particulas devem se repelir até o fim desde que a tnica interagao
seja devido ao contato. Dessa forma, propuseram uma condi¢ao de término que,
desde entao, é adotada em trabalhos envolvendo simula¢des com o método dos ele-
mentos discretos. Segundo ZHANG e WHITEN [76], o contato deve ser considerado
encerrado no instante em que a for¢ga normal se anula. Essa assunc¢ao faz com que
as particulas deixem o contato com uma deformacao residual, a qual foi atribuida a
menor taxa de recuperagao do material viscoelastico em relacao a taxa na qual as
particulas de afastam. Dessa forma, as particulas terminam de recuperar sua forma
original apenas alguns instantes apds o término do contato.

Por fim, é importante deixar registrado um trabalho bastante recente desenvol-
vido por BRILLIANTOV et al. [7T7] no qual é analisada a colisdo entre particulas
viscoelasticas a partir de quagoes constitutivas, conforme realizado para os mode-
los fenomenolédgicos, em geral. A diferenca desse trabalho encontra-se no método
de solugao das equagoes. BRILLIANTOV et al. [77] desenvolveram um método de
solugao por perturbagoes das equagoes o qual permitiu que a hipdtese de estado
quase-estatico nao fosse necessaria. A aproximacao quase-estitica é uma premissa

bésica de todos os modelos desenvolvidos, inclusive o de ZHENG et al. [4]. A partir
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desse novo método de solugao, BRILLIANTOV et al. [77] deram origem a um novo
modelo de forga normal viscoeldstica, muito parecido com o de ZHENG et al. [4].
Apesar de promissor, o modelo foi desenvolvido de forma completamente tedrica,

sem nenhum tipo de validagao experimental.

2.4 Softwares de Simulacao DEM

Existem duas linhas de softwares a serem utilizados em um trabalho computacio-
nal, os softwares livres ou de c6digo aberto e os softwares comerciais. Os programas
de codigo aberto exibem algumas vantagens em relagdo aos comerciais devido ao seu
maior potencial de desenvolvimento e adaptabilidade ao caso especifico que se esta
analisando. Além de terem seu uso dependente da obtencao de licengas a um custo
relativamente elevado, os simuladores comerciais nao permitem acesso ao seu c6digo
fonte, dificultando o desenvolvimento e a solucao de determinados tipos de proble-
mas. Por conta dessas caracteristicas, a utilizacao de softwares de cédigo aberto é
mais difundida no meio académico em relagdo aos comerciais.

No grupo dos softwares comerciais, dois simuladores sao bastante difundidos, o
ROCKY distribuido no Brasil pela ESSS e o EDEM da empresa DEM SOLUTIONS.
Por se tratarem de c6digos comerciais cujo objetivo é conquistar o mercado, ambos
possuem uma interface grafica amigavel e de facil utilizacdo, além de contarem
com um suporte técnico qualificado que os usuarios podem contactar em caso de
davidas. Maiores detalhes acerca dos mesmos podem ser obtidos nos sites de seus
distribuidores [78] [79].

No conjunto dos programas de cdédigo aberto dois sao comumente utilizados, o
YADE desenvolvido originalmente por um grupo da Universidade de Grenoble na
Franca e o LIGGGHTS, desenvolvido originalmente pelo laboratério de modelagem
em escoamento de materiais particulados, da Universidade Johannes Kepler na Aus-
tria [R0H83]. O primeiro consiste em um cédigo computacional escrito em linguagem
C++ para simulagoes DEM e é naturalmente mais difundido devido ao seu desen-
volvimento anterior ao do LIGGGHTS [84]. Esse tlitmo é um programa baseado
no LAMMPS, o qual por sua vez consiste em um cédigo originalmente escrito em
linguagem F77 e atualmente convertido a C++4, desenvolvido pelo departamento
de energia do governo dos Estados Unidos e distribuido pelo Sandia National Labs.
O LAMMPS foi projetado para realizar simulagoes em paralelo de forma eficiente,
apesar de também poder ser utilizado para simulacoes serial. Dessa forma, pode-se
simular casos para os quais o niimero de particulas pode chegar a ordem dos bilhoes.
Sendo um programa voltado para a simulagdo molecular classica, o LAMMPS ba-
sicamente realiza a integragdo das equagdes do movimento newtoniano para um

conjunto de atomos, moléculas ou particulas macroscopicas interagindo via forcas
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de curto e/ou longo alcance submetidas a uma variedade de possiveis condigoes
iniciais e/ou condigoes de contorno [85].

Conforme citado anteriormente, o LAMMPS serviu como base para o desen-
volvimento do LIGGGHTS o qual se deu com o objetivo de realizar melhorias no
pacote granular do LAMMPS a fim de torna-lo mais adequado a aplicagdes indus-
triais. Dentre as caracteristicas desenvolvidas para o LIGGGHTS que nao constam
no LAMMPS pode-se citar como principais a importacao de geometrias complexas
geradas com softwares CAD, utilizacdo de geometria mével, inclusao de modelos de
contato, adesao e torque de rolamento e transferéncia de calor entre particulas em
contato [85]. As ferramentas de pds processamento do LIGGGHTS foram todas her-
dadas do conjunto de ferramentas originais do LAMMPS. Maiores detalhes acerca
da estrutura de classes e dos algoritmos de solucao incorporados no LIGGGHTS

serao dados no Capitulo 3.

2.5 Trabalhos Experimentais

O estudo das varidveis envolvidas em uma colisdo entre duas particulas esféricas
pode ser realizado a partir da analise da colisdo entre uma esfera e um plano. Isso
é possivel devido ao fato de um plano poder ser entendido como uma esfera de raio
infinito. Essa ¢ a simplificacao utilizada pela grande maioria dos trabalhos expe-
rimentais que se propoem a fazer medigoes de varidveis envolvidas em um choque,
visto que o método experimental aplicado nesse caso é relativamente simples [7].
As variaveis possiveis de serem medidas em um ensaio de colisdo podem ser dividi-
das em dois grandes grupos: varidveis macroscopicas e varidveis microscopicas [47].
No primeiro grupo, estao incluidas as medicoes realizadas ao término do contato,
representando o processo de forma global. Ja no grupo das varidveis microscépi-
cas, incluem-se aquelas que dependem da evolucao do choque, medidas ao longo
do processo de colisao, e por isso, gerando perfis temporais. Exemplos de variaveis
macroscopicas sao velocidades e posi¢oes apds a colisao, bem como coeficientes de
restituicao. Por outro lado, forcas e deformagoes sdo exemplos que se enquadram
no grupo de variaveis microscopicas. Variaveis microscopicas sao muito dificeis de
serem medidas e, por isso, dados desse tipo sdo muito limitados na literatura [5], 47].

FOERSTER et al. [7] realizaram experimentos envolvendo tanto colisoes binarias
particula-particula quanto colisdes particula-plano. Nesse trabalho, FOERSTER
et al. [7] definiram duas varidveis adimensionais e publicaram seus dados basea-
dos nessas definigdes. A primeira varidvel adimensional definida (¢;) relaciona as
componentes tangencial e normal da velocidade linear no ponto de contato ambas
antes da colisdo. Ja a segunda varidvel adimensional (12) é dada pela razao entre a

componente tangencial da velocidade de contato apds a colisao com a componente
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normal antes da colisdo. As defini¢coes para 11 e 1y sdo dadas pelas equacoes [2.118
e [2.I19] respectivamente.

ca'f

Wy = —Jea 2 (2.118)
Vg -1
c E

Wy = —ed > (2.119)
Ve D

Em ambas as equagoes, v, representa a velocidade linear no ponto de contato e os
subindices a e d denotam instantes antes e depois da colisao.

Nesse trabalho, as colisdes binarias foram realizadas para duas particulas de
mesmo material. O primeiro ensaio foi realizado utilizando-se particulas de vidro e
no segundo, particulas de acetato de celulose. Os experimentos de colisao particula-
plano foram realizados com as mesmas particulas de vidro e acetato, porém, contra
um plano de aluminio. Os autores utilizaram os dados experimentais para realizar
o ajuste de um modelo de esfera rigida, tendo como resultados os coeficientes de
restituicdo normal e tangencial, bem como o coeficiente de fricgdo. A falta de infor-
macoes precisas relativas as condigdes experimentais, no entanto, dificultam o uso
desses dados em trabalhos de simulagao.

LORENZ et al. [86] utilizaram o mesmo aparato experimental do trabalho de
FOERSTER et al. [7], refinando o método para permitir a avaliagao de efeitos de li-
geiras nao-esfericidades das particulas, bem como efeitos relacionados ao desgaste de
suas superficies. Os autores utilizaram as mesmas variaveis adimensionais propostas
por FOERSTER et al. [7] para reportar seus resultados. Os ensaios de colisdo bina-
ria foram realizados para pares de particulas de mesmos materiais, sendo o primeiro
par formado por particulas de ago inoxidavel e o segundo, formado por particulas de
vidro os demais pares foram formados por particulas de poliestireno e acrilico. Os
choques particula-plano foram realizados com particulas de vidro e plano de alumi-
nio. Da mesma forma que FOERSTER et al. [7], os autores realizaram um ajuste
do modelo de esfera rigida, chegando aos coeficientes de restituicao e de friccao para
os sistemas avaliados. O trabalho de LORENZ et al. [86], assim como seu predeces-
sor, carece de informacoes a respeito das condigoes experimentais, de forma que sua
utilizacao para fins de simulagao é questionavel.

Em um trabalho envolvendo apenas colisoes particula-plano, GORHAM e KHA-
RAZ [87] utilizaram um sistema formado por esferas de éxido de aluminio incidindo
em um plano de vidro, e outro de aluminio. Diferentemente dos trabalhos realiza-
dos por FOERSTER et al. [7] e LORENZ et al. [86], GORHAM e KHARAZ [87]
publicaram seus resultados em termos das variaveis originais do problema, ou seja,
as velocidades linear e angular. Os autores reportaram a presenca de deformacgoes

permanentes durante os ensaios de colisao com o plano de aluminio, indicando que
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o sistema utilizado comporta-se de forma plastica. Enquanto isso, afirmam que o
par 6xido de aluminio/vidro apresenta resposta elastica. Dadas essas observagoes,
GORHAM e KHARAZ [87] conduziram comparagdes entre os dados experimentais
e as respostas dos modelos de esfera rigida e o modelo com solugao desenvolvida por
MAW et al. [88] para colisdes obliquas eldsticas entre duas esferas.

STEVENS e HRENYA [89] realizaram experimentos envolvendo colises normais
bindrias entre particulas de acgo inoxidavel e entre particulas de ago cromado. As
variaveis medidas foram o coeficiente de restituicdo normal e o tempo de colisdo.
Os autores realizaram ajustes paramétricos para uma série de modelos de forcas
de contato, levando em consideracao ambos os conjuntos de dados experimentais
quando os modelos continham dois parametros ajustaveis e apenas os dados de
coeficiente de restituicdo normal quando os modelos possuiam apenas um parametro
ajustavel. A conclusao que STEVENS e HRENYA [89] chegaram foi que metade
dos modelos considerados foram capazes de predizer corretamente a dependéncia
funcional do coeficiente de restituicao normal e do tempo de colisao com a velocidade
normal de impacto. Além disso, observaram que os valores calculados pela teoria
elastica de HERTZ [1] apresentam erros de apenas 10% quando comparado com o
valor medido experimentalmente.

DONG e MOYS [6] estudaram o impacto de uma particula esférica em um plano
inclinavel, ambos feitos de aco inoxidavel. Nesse experimento, uma particula com
44,45 mm de didmetro e uma velocidade de impacto de 4,2 m/s, incide em uma
superficie plana sob uma faixa de angulos que varia entre 0 e 60 graus. Diferente
dos trabalhos anteriores, DONG e MOYS [0] realizaram os experimentos nao apenas
para velocidades angulares inicialmente nula, mas também para casos onde havia
uma velocidade angular inicial. As variaveis medidas, para ambos os casos, foram
os coeficientes de restituicdo normal e tangencial, além do coeficiente de fricgao, da
velocidade angular apds o contato e do angulo de rebote. Os autores constataram
que para os dados obtidos sem velocidade angular inicial, o modelo de esfera rigida
prediz relativamente bem os experimentos. Por outro lado, quando ha velocidade
angular no instante inicial, o modelo nao se adequa aos dados, em particular nas
regides onde o regime de nao-deslizamento é dominante. O trabalho realizado por
DONG e MOYS [6] apresenta suficientemente os dados e as informagdes necessarias
para que sejam utilizados em simulagoes. Em especial, os dados sdao apresentados
juntamente com suas réplicas, o que faz com que o trabalho seja um bom candidato
ao uso em procedimentos de estimacao de parametros, como o proposto na presente

tese.
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Capitulo 3
Metodologia

O presente trabalho tem por objetivo principal, o desenvolvimento de uma
metodologia a ser aplicada em conjunto com o método dos elementos discretos.
Considerando-se esse contexto, neste capitulo serdao apresentadas todas as ideias
que guiaram e motivaram cada passo da metodologia proposta. A comecar pela
comparacao entre os resultados obtidos por diferentes modelos de forca de contato,
passando pelo detalhamento das estapas de desenvolvimento e indo até a implemen-

tagdo e o uso da metodologia sugerida.

3.1 Analise Comparativa de Modelos

Os modelos selecionados para a andlise comparativa sao de natureza viscoelastica
em funcao do escopo do trabalho. Foram utilizados os modelos de for¢a de contato
de CUNDALL e STRACK [2] e TSUJI et al. [3] como referéncias para comparagao
com o modelo de ZHENG et al. [4]. Sera adotada a notagdo M1, M2 e M3 para
referir-se aos modelos de CUNDALL e STRACK [2], TSUJI et al. [3] e ZHENG
et al. [4], respectivamente, por conveniéncia. As equagdes que compoem cada um
dos modelos utilizados estao resumidas no apéndice A desta tese. A obtencao dos
parametros encontra-se resumida no apandice B.

O universo de modelos de contato para materiais viscoelasticos é restrito e agru-
pavel em dois grandes grupos, aqui denominados abstratos e fenomenologicos. No
grupo dos modelos abstratos estao todos aqueles que partem de analogias com siste-
mas mecanicos, gerando equagoes cujos parametros nao possuem significados fisicos.
Ja no grupo dos modelos fenomenologicos, estao aqueles originados a partir da utili-
zacao de equagoes constitutivas para a tensao do sélido, a qual através da anélise do
contato, leva a modelagem das forcas envolvidas, cujos parametros sao propriedades
dos materiais envolvidos no processo. O primeiro grupo pode ser subdividido em
dois outros grupos, dependendo das relagoes estabelecidas entre as magnitudes das

forcas e as respectivas deformacgdes: lineares ou nao-lineares. A ampla utilizacao
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dos modelos M1, abstrato linear, e M2, abstrato nao-linear, somada a classifica-
¢ao apresentada, faz com que os mesmos sejam bons representantes do universo dos
modelos de forcas de contato classicas para materiais viscoelasticos o que, portanto,
justifica suas escolhas como referéncias.

O modelo M3 foi escolhido para ser testado por ser promissor, do ponto de
vista dos autores. A impressao se justifica, inicialmente, pelo simples fato de ser
um modelo fenomenolégico. O método dos elementos discretos possui um problema
relativo a dificuldades de generalizacao dos modelos de forcas de contato utilizados,
ja que os parametros dos modelos mais utilizados, os abstratos, sao de dificil gene-
ralizacao devido a sua natureza nao-fisica. Técnicas de estimacao de pardmetros sao
geralmente utilizadas e, ainda assim, o problema persiste, visto que tais parametros
seriam validos apenas para as particulas que deram origem aos dados utilizados na
estimagao e para as mesmas condigoes nas quais tais dados foram gerados [58]. Ou
seja, a utilizagao do conjunto de parametros estimados usando dados experimentais
de colisao de pares de particulas é estendido para todas as particulas do sistema
em condigoes genéricas de contato. Assim, esses parametros acabam sendo forte-
mente dependentes do processo que esta sendo simulado de forma que precisam ser
re-estimados para cada aplicagao diferente. Tal problema é superado pela utiliza-
¢ao de modelos fenomenolégicos, pois as propriedades dos materiais nao se alteram
em funcgdo das aplicacOes em si. Além de possuir essas desejaveis caracteristicas, o
modelo M3, é um modelo recente e que carrega consigo a corre¢do de um erro de
derivagao cometido no desenvolvimento de um dos modelos nos quais se baseou, a
saber, o modelo de BRILLIANTOV et al. [74], conforme reportado no capitulo 2.
Tais fatos, motivaram a avaliacdo de M3 e o tornaram o objeto de estudo dessa tese.

O caso selecionado para ser simulado utilizando os modelos citados foi a colisao
de uma particula esférica contra uma superficie plana. Esse caso foi escolhido pelo
fato de ser representativo de uma colisao particula-particula, onde uma das particu-
las possui raio muito maior que a outra, sendo considerado, portanto, infinito. Essa
simplificacdo foi discutida no capitulo anterior. Como nao houve realizacao de expe-
rimentos nessa tese, dados provenientes da litertura foram utilizados. O conjunto de
dados experimentais utilizado foi aquele publicado no trabalho de DONG e MOYS
[6], para a colisdo entre uma particula esférica de ago contra uma superficie plana
de mesmo material. Tal experimento foi brevemente descrito na revisao bibliogra-
fica e sera revisitado nessa se¢ao para maior detalhamento visto que sera utilizado
extensivamente até o fim deste trabalho.

Antes de discutir sobre os dados experimentais utilizados e descrever a imple-
mentacao, é necessario definir precisamente, em termos matematicos, o problema
que sera abordado. Nessa tese, conforme ja mencionado anteriormente, o problema

a ser trabalhado serd a colisdo obliqua bidimensional de uma esfera contra um plano.
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Figura 3.1: Representagao da colisdo 2D de uma particula esférica contra um plano.

Através da aplicacao do modelo de esfera macia, chega-se ao sistema de equagdes
diferenciais formado pelas equag¢oes do movimento, conforme descrito de forma geral
na revisao bibliografica. Agora serao apresentadas as equagoes particulares para o
caso 2D que foram resolvidas nesta tese, tomando como base a figura [3.1]
Aplicando-se as equagoes [2.5] para a conservagao da quantidade de movimento
linear, considerando-se o sistema de coordenadas adotado e a massa da particula
constante e igual a um valor genérico m, chega-se ao sistema de equagoes [3.1] onde
F, e F, representam as componentes normal e tangencial, respectivamente, conve-

nientemente coincidentes com as diregoes z e y do referencial.

dvz_&
dt  m
(3.1)
v, _ L
dt  m

A movimentacao do centro de massa da particula é dada pela aplicacao da equa-
cao dando origem as equagoes [3.2] onde 7, e . representam as componentes y

e z do vetor posicao do centro de massa da particula analisada.

dt ~ 3.
3.2

d

dt

Levando-se em conta a definigao da deformagao normal dada pela equagao 2.54] e
aplicando-a para o sistema de coordenadas vigente, chega-se a sua formulagao para

este caso 2D em particular, explicitada na equacao |3.3] para a qual v, representa a
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componente z do vetor velocidade do ponto de contato e R é o raio da particula.

t t
én:/vgij-ﬁdtﬁ:/vzdtﬁ:(z—R)ﬁ (3.3)
0 0

Dessa forma, segue que:

0, =0, =(z— R)n (3.4)
dz  do,

O movimento de rotacao pode ser considerado a partir da aplicacdo da conserva-
¢ao da quantidade de movimento angular, dada pela equacao Considerando-se
que o tnico torque atuante nesse fendomeno é aquele devido a presenca da forca tan-
gencial, ou seja, supondo desprezivel o efeito de torque de rolamento, assumindo que
a deformacao sofrida pela particula é muito menor que o raio da mesma e sabendo
que 9, < 0, e adotando o valor constante para o momento de inércia da particula
dado pela equagao [2.7], chega-se ao sistema [3.6] onde w, representa a componente x

da velocidade angular da particula.

dr
L
ddy _
a7

vy

; (3.6)

dt

dw,
F
d 17

O fato de 9,, ser tal que §,, < 0 é importante pois permite a simplificacao da equacao

B
m
dv, &
m
R

de conservagdo de quantidade de movimento angular para a forma mostrada na
tltima equagao do sistema [3.6]

O sistema de equacoes |3.6] ¢ o que serd resolvido para cada uma das condigoes
experimentais a serem descritas nesse capitulo. Os termos relativos as forcas normal
e tangencial sdo obtidos a partir da utilizacdo dos modelos M1, M2 e M3, cujas
descricdes e formulacdes foram apresentadas no capitulo 2. E importante ressaltar
que a comparacao dos modelos M1, M2 e M3 se deu a partir da implementagao
dos mesmos em um cédigo proprio em linguagem C++. O método de integragao
numérica utilizado para solucionar o sistema de equagoes foi 0 método de Euler

explicito. Tal método foi selecionado levando-se em consideracao sua simplicidade
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e sua adequagdo ao problema proposto, conforme mencionado em um estudo prévio
realizado por KRUGGEL-EMDEN et al. [59].

3.1.1 Dados Experimentais

Conforme mencionado anteriormente, o conjunto de dados experimentais a ser
utilizado é aquele fornecido por DONG e MOYS [6]. Tais dados foram gerados a
partir de um experimento de colisdo entre uma particula de ago contra uma superficie
plana, também de aco. DONG e MOYS [6] ressaltam que as particulas sao feitas
de aco cromado com dureza média de Vickers de 952 ao passo que tal especificagdo
nao é explicitamente feita para a superficie plana de aco cromado. Dessa forma,
no presente trabalho, considerou-se que a superficie e as particulas sao feitas do
mesmo tipo de ago. O método empregado na conducao dos experimentos consiste
na liberacao em queda livre da particula a uma altura fixa de 90 ¢m em relacao ao
plano, o que fornece uma velocidade de impacto constante de 4,2 m/s. O plano é
inclinavel, de forma que colisoes obliquas puderam ser realizadas para angulos de
inclinacao entre 0 e 60 graus, com incrementos dados de 10 em 10 graus. O aparato
experimental desse trabalho, permitiu a execucao de experimentos onde a particula
possuia velocidade angular inicial, porém, no presente texto, serdo considerados
apenas os dados para os quais a particula apresenta velocidade angular inicialmente
nula.

Em seu trabalho, DONG e MOYS [0] utilizaram o modelo de esfera rigida para
simular os conjuntos de dados obtidos tanto para os casos onde a particula possuia
velocidade angular inicial quanto para os casos onde a mesma nao possuia velocidade
angular inicial e chegaram a conclusao de que, para casos sem velocidade angular
inicial, o modelo de esfera rigida era suficiente para predizer o comportamento pos
colisional da particula ao passo que, nos casos onde a particula possuia velocidade
angular inicial o modelo falhava em simular adequadamente o comportamento da
particula apods a colisdo. Os autores finalizam o trabalho afirmando que o desen-
volvimento de modelos de for¢ca de contato capazes de descrever situagoes para as
quais as particulas possuam velocidade angular inicial permanece um desafio [6].
Trabalhos anteriores demonstram que atualmente os modelos de forca de contato
mais utilizados ainda encontram algumas dificuldades para descrever corretamente
os fendmenos associados ao contato entre particulas em situacoes simples, como os
casos onde nao ha velocidade angular inicial [5], 47].

A utilizacao do conjunto de dados para particulas com velocidades angulares nao-
nulas requereria um estudo detalhado acerca da adequacao do modelo de ZHENG
et al. [4] para a simulagdo dos mesmos. A utilizagdo de dados de colisdo com velo-

cidade angular inicial ndo-nula sem o estudo mencionado caracterizaria uma falha
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Tabela 3.1: Propriedades mecéanicas do material utilizado no experimento de DONG
e MOYS [6] [5] 6].

Raio (m) 2,225 x 1072
Densidade (kg/m?) 7,766 x 10°
Razao de Poisson (—) 0,3

Moédulo de Young (N/m?) 2,1 x 101!

metodoldgica visto que o procedimento desenvolvido para a obtencao dos parame-
tros do modelo de ZHENG et al. [4] poderiam falhar tanto por problemas do método
proposto, quanto por problemas relativos a nao adequacao do modelo para a descri-
¢ao desses dados. Além disso, trabalhos anteriores indicam que, em casos para os
quais os quais a particula possui velocidade angular inicial, o torque de rolamento
pode ser relevante e é importante lembrar que a auséncia do torque de rolamento foi
uma hipodtese adotada na modelagem do contato na presente tese. Dessa maneira,
considera-se justificavel a exclusdo dos dados obtidos por DONG e MOYS [6] para
casos onde a velocidade angular inicial é diferente de zero.

Para a realizacao do conjunto de medidas que caracterizam o experimento de
DONG e MOYS [d], foi utilizada uma particula esférica de 44,5 mm de didmetro
cujas propriedades mecanicas sao apresentadas na tabela . E importante ressaltar
que as medigoes foram inferidas a partir de imagens de cameras de alta velocidade,
onde todo o movimento ocorreu ao longo de um plano. Dessa forma, justifica-se a
abordagem bidimensional adotada para as simulagoes contidas nesta tese. As varia-
veis obtidas a partir dos experimentos foram os coeficientes de restituicdo normal e
tangencial bem como a velocidade angular apés a colisio. E importante ressaltar
que os dados obtidos por DONG e MOYS [6] foram publicados de forma a mostrar
todas as réplicas realizadas, o que ¢ de extrema importancia para sua utilizacao em
analises de estimacao de parametros, conforme objetivaram os autores do artigo.

Apesar das simulagoes para a analise comparativa dos modelos ter utilizado os
dados de DONG e MOYS [6], é importante frisar que a etapa de verificagdo da im-
plementacao dos modelos utilizou os resultados numéricos obtidos por KRUGGEL-
EMDEN et al. [5] e que se basearam nos dados experimentais de FOERSTER et al.
[7]. Conforme mencionado no capitulo 2, os resultados experimentais de FOERS-
TER et al. [7] sao de dificil reprodugao visto que foram publicados com escassez de
informagoes necessarias para sua simulacao. As condigoes iniciais nao sdo claras e
nem mesmo a descricao do método experimental fornece informagoes suficientes para
que as mesmas sejam inferidas. O artigo de KRUGGEL-EMDEN et al. [5], apesar

de utilizar os dados de FOERSTER et al. [7], ndo faz mengao a tais informagoes.
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Tabela 3.2: Propriedades mecanicas dos materiais envolvidos no experimento de
FOERSTER et al. [7] considerado.

Propriedade Vidro Aluminio
Raio (m) 1,59 x 1073 00
Densidade (kg/m?) 2,5 x10® 2,7x10?
Razao de Poisson (—) 0,22 0,33

Moédulo de Young (N/m?) 7,1 x 10 6,9 x 10

O presente autor buscou na tese de doutorado [90] que originou o artigo publicado
por FOERSTER et al. [7] as informagoes necesséarias e encontraram apenas alguns
indicativos a respeito das condigoes a serem utilizadas.

O aparato experimental usado por FOERSTER et al. [7], é andlogo ao descrito
para DONG e MOYS [6], porém, aparentemente, a magnitude da velocidade de
impacto é mantida em 2,0 m/s. Essa informagdo, em conjunto com os pontos
experimentais, permitiu inferir as provaveis condig¢Oes iniciais para as componentes
normal e tangencial da velocidade de contato. Neste trabalho, apenas os dados do
experimento de colisdo entre uma esfera de vidro e um plano de aluminio foram
considerados. As propriedades mecéanicas de cada um estao apresentados na tabela
3.2

Para fins de verificagdo do c6digo, os dados de FOERSTER et al. [7] foram su-
ficientes, j& que havia a solugdo numérica de KRUGGEL-EMDEN et al. [5] para
comparacdo. E importante ressaltar que KRUGGEL-EMDEN et al. [5] realizaram
a estimacao dos parametros para os modelos M1 e M2 para o sistema estudado
por FOERSTER et al. [7], o que facilitou o trabalho de verificacao do cédigo. Po-
rém, para utilizacao nas etapas seguintes da metodologia, os dados de FOERSTER
et al. [7] carregavam uma quantidade muito grande de imprecisdes e por isso foram
substituidos pelos dados experimentais de DONG e MOYS [6].

3.1.2 Implementacao computacional

A implementacao computacional dos modelos de contato utilizados nesse traba-
lho ocorreu em duas partes. Em um primeiro momento, os modelos de CUNDALL e
STRACK [2] e TSUJI et al. [3] foram implementados em um cédigo proprio desen-
volvido em linguagem C++ para simular o caso especifico de uma colisdo bidimen-
sional do tipo esfera-plano. Em um momento posterior, o modelo de ZHENG et al.
[4] foi implementado no LIGGGHTS, visto que o software estd montado sobre uma
estrutura robusta de dados e que, possivelmente, sera utilizado em uma eventual

continuagao desse trabalho.
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Para o programa desenvolvido neste trabalho, foi definida uma estrutura de
classes de forma que o programa funcionasse de acordo com um paradigma de pro-
gramacao orientada a objetos. A classe principal desse programa é denominada
Simulador e contém as classes Integrador, Particula, Contato e Modelos. Além de
conter essas classes, a classe principal conta ainda com func¢oes que permitem reali-
zar o pré-processamento dos dados através da leitura dos arquivos de entrada, bem
como o poés-processamento, criando os arquivos de saida tanto no formato texto,
quanto na forma de graficos.

A classe integrador é aquela que realiza a solucao do sistema de equagoes utili-
zando o método de Euler explicito. Essa classe tem acesso para leitura e modificagao
das variaveis armazenadas na classe Particula, visto que precisa atualiza-las para o
novo instante de tempo. A classe Particula, por sua vez, armazena todas as pro-
priedades mecéanicas da mesma, bem como as variaveis que definem seu estado em
determinado instante, com a posicao do centro de massa e suas velocidades. Tal
classe gera uma copia para que seja utilizada em célculos por outras classes, como
por exemplo a classe Contato. Essa tltima é responsavel por criar uma estrutura
representativa do plano e utiliza-la em conjunto com uma cépia da particula para
calcular as propriedades efetivas e as variaveis que surgem em decorréncia do con-
tato, como por exemplo as deformacoes e a velocidade do ponto de contato. As
informacgoes geradas nessa classe sao entao acessadas pela classe Modelos, a qual
contém a implementacao das equagoes dos modelos M1 e M2, e sao utilizadas para
que sejam calculadas as componentes das forcas de contato. Esses resultados sao
entdo acessados pelo integrador que, em conjunto com as informagoes obtidas em
um instante t e relativas a particula, sao utilizadas para que se calcule o estado
da particula no novo instante de tempo ¢t + At. A estruturacdo do programa da
maneira descrita, permitiu que se obtivesse a flexibilidade e a automatizagao neces-
sarias para a simulagao de tantos casos, gerando um grande volume de resultados
de forma otimizada.

O modelo M3, pelos motivos ja mencionados, foi implementado no LIGGGHTS.
Nesse programa, a implementacao de um novo modelo pode seguir duas vias onde
a primeira consiste na simples cépia de um modelo ja existente, alterando apenas
as suas equagoes, enquanto a segunda requer um pouco mais de conhecimento da
estrutura de classes do cédigo, pois baseia-se no registro de novas variaveis para
posterior utilizacao. O primeiro modo de implementacao é muito 1til para quando
se tem modelos de facil manipulacao matemaética, visto que é necessario escrevée-
lo no formato do modelo LSD, que é como os modelos estdao implementados no
LIGGGHTS. Além disso, é necessario que as tnicas propriedades utilizadas nesse
modelo ja estejam definidas no cédigo original, o que nao é o caso para do modelo

M3, visto que os coeficientes de viscosidade nao estao definidos no LIGGGHTS, por
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exemplo. Nesse contexto, optou-se pela segunda forma de implementacao.

A classe do LIGGGHTS que define o template de um modelo no cédigo é cha-
mada contact _models. Nessa classe estao definidas as fungoes que permitem fazer
as configuragoes do modelo, inseri-lo na lista de modelos registrados no coédigo fonte,
permitir o acesso a lista de propriedades definidas, entre outras atividades auxiliares.
O novo modelo foi implementado tomando-se como base o arquivo de um modelo
jé& existente e devidamente registrado na lista do software. Tal arquivo foi utilizado
para que, de forma andloga, fossem realizados os ajustes necessarios para o registro
do novo modelo, evitando-se assim maiores aprofundamentos na estrutura de da-
dos do cédigo. Foi criado, entao, o arquivo normal_model_zheng.h, onde constarao
as equagoes do modelo M3. Conforme dito anteriormente, algumas propriedades
necessérias para a implementagao do modelo de ZHENG et al. [4] ndo constam na
lista daquelas ja registradas no codigo fonte. Esta insercao é realizada a partir da
utilizagao de duas classes: property registry e global properties. A primeira delas
é responsavel pelo registro da nova propriedade a ser criada. Nela estao definidas
fungoes que permitem a utilizagdo das propriedades contidas na lista. Ja a classe
global__properties é responsavel pela definicdo das propriedades, ja devidamente re-
gistradas na lista. E nessa classe que podem ser definidos, por exemplo, os cdlculos
das propriedades efetivas.

O procedimento descrito foi o utilizado para realizar a implementagao do modelo
de for¢a normal. A implementacao do modelo tangencial, porém, segue exatamente
o mesmo padrao. A unica diferenca reside na configuracao do calculo da deformagao
tangencial, realizada através da funcao add__history_value, membro da classe ICon-
tactHistorySetup, a qual por sua vez é definida na classe contact interface. Essa
configuragao ¢é realizada durante a construgao do modelo tangencial tangential _his-
tory_zheng a partir do template TangentialModel. O objetivo dessa configuragao é
apenas informar ao codigo que a deformacao tangencial deve ser calculada de forma

diferente da normal, considerando-se o histérico da aplicagao da forca tangencial.

3.1.3 Simulacoes

Os cédigos implementados foram utilizados para realizar as simulagdes que per-
mitiram a analise comparativa dos modelos de forca de contato selecionados. Tais
simulagoes utilizaram as condigoes iniciais calculadas a partir das informacoes da-
das nos experimentos. Para os experimentos de FOERSTER et al. [7], conforme
discutido, considerou-se a magnitude da velocidade de impacto constante e igual
a 2,0 m/s e a partir dos valores da velocidade tangencial adimensional inicial, a
variavel escolhida para representar a varidvel independente, foi possivel obter as

condigoes iniciais das componentes normal e tangencial da velocidade. Ja no caso
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de DONG e MOYS [6], o processo de obtengao das condigoes iniciais foi muito mais
simples, visto que as informagoes sobre a velocidade de impacto e sobre os angulos de
incidéncia foram claramente publicadas. Sendo assim, de posse dessas informagoes,
o calculo das condigoes iniciais para as velocidades normal e tangencial foi direto,
sem necessidade de suposicgoes.

O conhecimento dos valores dos parametros é imprescindivel para que as simu-
lacOes possam ser realizadas. Neste trabalho, os parametros da forca normal do
modelo M1 foram obtidos diretamente do trabalho de KRUGGEL-EMDEN et al.
[5], os quais obtiveram tais valores através de um procedimento de estimagdo de
parametros. Para a componente tangencial foi utilizada a relagdo proposta por
SCHAFFER et al. [91]. Essa tltima baseia-se em uma proposta de modificacdo da
razao entre as rigidezes tangencial e normal, calculada a partir da equacao para
contatos elasticos, de forma que sua utilizacdo possa ser estendida para o uso em
sistemas sujeitos a colisdes inelasticas. SCHAFFER et al. [91] chegaram a relacao

dada pela equacao |3.8], a qual somente é valida para modelos lineares.

1—v, 1—1

G Gy

K=T1-050, L I-05%, (3.7)
Ga Gb
2
T
kt = /‘imeffﬁ (38)

Na equagao 3.7, G representa o médulo de cisalhamento enquanto os subindices
a e b representam os materiais dos quais sdo feitas as particulas. Na equagao [3.8|
mess denota a massa efetiva dos corpos em contato e ., o tempo de contato, sendo
calculados de acordo com as equacoes e [2.73], respectivamente.

Para o modelo M2, os pardmetros tanto da componente normal da forca quanto
da componente tangencial, sao obtidos pelas equacoes [2.96] [2.97 e [2.98 conforme

descrito no capitulo 2. E necessario salientar que os valores da constante empirica «,

presente no modelo M2, utilizados na presente tese sdo 0, 1 para o sistema vidro/ago
utilizado por FOERSTER et al. [7] e 0,015 para o sistema ago/ago utilizado por
DONG e MOYS [6]. Tais valores foram obtidos com base na relacao heuristica
proposta por TSUJI et al. [3], conforme mencionado no Capitulo 2 e resumido no
apéndice B. Os valores dos coeficientes de restituicdo normal para a colisdo entre a
particula de vidro e o plano de aluminio é de 0,831 e para o choque entre a esfera de
aco contra o plano de aco, é de 0,95, conforme reportado por KRUGGEL-EMDEN
et al. [5]. Os coeficientes de damping normal e tangencial foram considerados iguais
tanto para o modelo M1 quanto para o M?2.

Os coeficientes de viscosidade do modelo M3 nao sao conhecidos e nao possuem

nenhum método de obtencao, sendo a tnica fonte de informacgao a respeito dos mes-
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Tabela 3.3: Valores dos parametros para os modelos M1, utilizados nas simulacoes
dos experimentos de FOERSTER et al. [7].

Fn(N/m)  m(kg/s)  ke(N/m)  v(kg/s)
3,6479 x 105 0,6137  3,0398 x 10°  0,6137

Tabela 3.4: Valores dos parametros para os modelos M2, utilizados nas simulagoes
dos experimentos de FOERSTER et al. [7].

kn(N/m3?) 4, (Ns/m)  k(N/m*?)  5,(Ns/m)
2,0202 x 10° 29,1614  4,9550 x 10° 29, 1614

mos o artigo de ZHENG et al. [4] onde os autores propdem, de forma aparentemente
heuristica, uma relagdo para que se tenha um valor base dos mesmos, de maneira
que uma simulagao possa ser conduzida. As relagoes propostas por ZHENG et al.
[4] e dadas pelas equagdes e foram apresentadas no Capitulo 2 e sao
adotadas nessa tese de forma que os modelos M1, M2 e M3 possam ser compara-
dos. Os valores adotados para as simulagoes obedecem os valores de referéncia dados
por ZHENG et al. [4] para o primeiro e o segundo coeficientes de viscosidade dos
materiais dos quais sdo feitas as particulas, conforme dados pelas equagoes [2.116] e
2117

As simulagoes a que se refere essa secao sao tanto aquelas realizadas com os da-
dos de DONG e MOYS [6] para a comparacao dos modelos, quanto as realizadas a
partir dos dados de FOERSTER et al. [7] para a verificagdo dos codigos implemen-
tados. Dessa forma, foram gerados conjuntos de parametros diferentes para cada
uma delas, levando-se em consideragao o que foi previamente discutido. Os valores
dos parametros de cada um dos modelos utilizados nas simulacoes estao contidos

nas Tabelas [3.3] [3.4] e[3.7

E importante ressaltar que os coeficientes de friccio utilizados nessas simulacoes
também foram obtidos a partir do trabalho de KRUGGEL-EMDEN et al. [5]. Para

Tabela 3.5: Valores dos parametros para os modelos M1, utilizados nas simulagoes
dos experimentos de DONG e MOYS [6].

kn(N/m) — yu(kg/s)  k(N/m)  v(kg/s)
7.1863 x 10° 1,4188 5,9181 x 10° 1,4188
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Tabela 3.6: Valores dos parametros para os modelos M2, utilizados nas simulacoes
dos experimentos de DONG e MOYS [6].

ka(N/m*?) — u(Ns/m)  k(N/m*?)  5(Ns/m)
2,2935 x 100 1,3575 x 10° 5,6664 x 100 1,3575 x 10°

Tabela 3.7: Valores dos parametros para o modelo M3, utilizados nas simulagoes.

Dados m(Pa-s)  m(Pa-s)
FOERSTER et al. [7] 3,7962 x 101 0,0
DONG e MOYS [6]  1,1538 x 10° 0,0

o conjunto de dados experimentais obtidos por FOERSTER et al. [7], o coeficiente
de friccao apresenta um valor de 0,125 enquanto que para os dados obtidos por

DONG e MOYS [6], esse mesmo pardmetro assume o valor de 0, 091.

3.2 Analise de Sensibilidade

Apos realizar as simulagoes, uma analise de sensibilidade do modelo M3 em
relacdo aos parametros foi executada com o objetivo de avaliar o potencial de ob-
tencdo dos mesmos através de um procedimento de estimagdo de parametros. Os
dados utilizados para a realizacao dessa analise de sensibilidade foram aqueles obti-
dos por DONG e MOYS [6]. Nesse momento é importante relembrar que o modelo
M3 possui dois parametros a serem determinados, a saber, os primeiro e segundo
coeficientes de viscosidade, 7, e 19, respectivamente.

Os parametros n; e 19 sao valores constantes e independentes do caso simulado.
Um par de valores deve entdo ser especificado de maneira a tornar possivel a si-
mulagdo de todas as condi¢des experimentais disponiveis. Como o objetivo de uma
andlise de sensibilidade é avaliar a possivel influéncia que variacbes nos parame-
tros possuem sobre a resposta final do problema, faz-se necessario gerar conjuntos
de simulagoes das mesmas condigoes experimentais utilizando, para cada um des-
ses conjuntos, diferentes pares dos parametros. Os diferentes pares de parametros
foram obtidos com base nos limites inferiores e superiores, bem como nos valores
de referéncia das relagoes heuristicas propostas por ZHENG et al. [4] descritas no
Capitulo 2.

Valores-base para os parametros 7, e 7y foram definidos utilizando-se suas res-
pectivas relacoes de referéncia, Equacao e 2.117, dando origem aos valores
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Tabela 3.8: Valores de parametros utilizados na analise de sensibilidade do modelo
M3.

Parametro Base Inferior ~ Superior
m 2,1x10° 2,1x10° 2,1 x10°
o 0,0 2,1 x10* 2,1 x 10°

Mbase € M2pase- Dois valores adicionais foram calculados para cada um dos dois
parametros. Tais valores, denotados por N1 inferior, M superiors N2,inferior € 12,superior

foram obtidos a partir dos limites inferiores e superiores de 7y e 15, dados pelas

equagoes [2.114|e[2.115] A partir desses valores, cinco diferentes pares (1, 172) foram

i : ,base» ,base )5 ,base» anferior ), ,base» ,superior ), sanferiors ,base
definidos: (11, N2.base)s (M1 N2,inf )5 (M Yp) )s (Nins 12.base)
e (M1 superiors M2pase)- L importante ressaltar que os valores de referéncia e inferior

de 7o sugeridos por ZHENG et al. [4] sao coincidentes, dessa maneira, arbitrou-se
um valor de 10~! para a razao entre 7, e 1; de forma a analisar um valor de razao
menor que a unidade. Os valores obtidos e utilizados na anélise de sensibilidade

estao agrupados na tabela [3.8

3.3 Estimacao de Parametros

O processo de estimagao dos parametros transcorreu inicialmente a partir da
definicao da fungao objetivo como sendo a fungdo de maxima verossimilhanca. Para
que tal funcao seja valida, duas hipoteses fundamentais devem ser assumidas: Hi-
pétese do experimento bem-feito e hipdtese do modelo perfeito [92, 93]. A primeira
admite que os desvios experimentais seguem uma distribuicao normal de probabili-
dades com média nula visto que, se o experimento é bem-feito, ndo deve apresentar
nenhuma tendéncia, de forma que as medigoes oscilarao em torno do valor real da
variavel medida. Ja a hipétese do modelo perfeito, assume que o modelo descreve
perfeitamente a realidade observavel e que, portanto, qualquer desvio das medigoes
em relacdo a resposta fornecida pelo modelo sera atribuido ao erro experimental
[9294]. O presente autor assumiu como vélidas tais hipdteses, de forma que a fun-
¢do de maxima verossimilhanca foi utilizada nessa tese. Tal fungao possui a forma

da equacao (3.9

Faj = (y*—y™) Vy 7 (y° — y™) (3.9)

Na equagao|3.9, y representa um vetor contendo as variaveis resposta medidas no
procedimento experimental enquanto que Vy é a matriz de covariancia dos dados.

Os indices m e e denotam as variaveis fornecidas pelo modelo e pelos experimentos,
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respectivamente. Considerando-se a defini¢ao do vetor y dada anteriormente, o vetor
y© deve armazenar as variaveis que foram medidas nos experimentos de DONG e
MOYS [6] e o vetor y™, por sua vez, deve armazenar os valores preditos pelo sistema
através do uso do modelo M3 para essas mesmas variaveis. Logo, tais vetores devem

ser representados pela forma geral do vetor y dada pela Equacao |3.10

y = [en71...en7NE|et’1...et7NE|wz71...wz,NE]T (3.10)

onde e, e e; sao os coeficientes de restituicao nas dire¢oes normal e tangencial, res-
pectivamente, w, é a componente perpendicular ao plano no qual o contato ocorre.
Nesse momento é importante lembrar que os experimentos realizados por DONG e
MOYS [6] foram projetados de forma a reproduzirem um contato bidimensional, de
forma que a velocidade angular seja perpendicular ao plano de contato. Na represen-
tacao desse experimento adotada na presente tese, o plano de contato é coincidente
com o plano XY e, portanto, a velocidade angular possui somente a componente Z.
Por essa razao, a velocidade angular é denotada por w, na Equacgao Na Equa-
¢ao [3.10] os subindices ¢ = 1, ..., NE utilizados em todas as varidveis, representam
as diferentes condigoes experimentais para as quais o contato foi realizado.

E importante ressaltar que os dados publicados por DONG e MOYS [6] fornecem
triplicatas para os experimentos onde apenas os valores das variaveis dependentes
sao mostrados com flutuagdes. Dessa forma, considerou-se, nessa tese, para efeitos
de calculos da func¢ao objetivo, que nao ha erro de medig¢ao nas variaveis indepen-
dentes. Além disso, as variaveis nas diferentes condigoes experimentais nao estao
correlacionadas, de forma que considerou-se que sao independentes. Nesse contexto,
a matriz de covariancias torna-se diagonal, e seus elementos sdo dados pelas varian-
cias das varidveis dependentes em cada condigdo experimental [92]. Essa varincial
foi calculada com base nas triplicatas publicadas por DONG e MOYS [6].

O procedimento de estimacao de parametros é, fundamentalmente, um problema
de otimizagdo. O software NLOpt [95] foi utilizado para resolver tal problema sendo
uma biblioteca livre e de cddigo aberto desenvolvida com o objetivo principal de
auxiliar na solucao de problemas de otimizacdo nao-linear. O paradigma de pro-
gramagcao utilizado em seu desenvolvimento é a orientagao a objetos sendo a lin-
guagem utilizada em sua programacao o C++, a mesma utilizada pelo simulador
LIGGGHTS. Os algoritmos disponiveis no otimizador sao divididos nas classes con-
tendo os algoritmos de busca global e outra contendo aqueles de busca local. Cada
uma das classes é subdividida em outras duas onde é possivel separar os métodos
de busca que usam informagoes da derivada da func¢ao objetivo daqueles que nao
fazem uso da mesma.

A forma de solugao do problema de otimizagao posto foi dividido em duas partes
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onde, primeiramente, adotou-se um método de solucao global e, em seguida, um
refino da solugao encontrada foi realizado a partir da utilizacdo de um método de
busca local. Os contornos da regido de busca foram definidos de acordo com os
limites propostos por ZHENG et al. [4] para os coeficientes de viscosidade, conforme

mostrado no conjunto de inequacgoes |3.11}

10785 < % <1055

0< ™ 1o (3.11)
<<

Devido a grande extensao da regiao de busca original, foi proposta uma mudanca
de variaveis. Os parametros de busca originais, que seriam dados pelos dois coefici-

entes de viscosidade, foram substituidos pelas varidveis x; e x5, cujas defini¢oes sao

dadas pelas equacoes el3.13]

I‘lilOglo (7_2) (312)
.2
’ Uil ( )

A partir das defini¢oes de x; e x5, as fronteiras da regiao de busca foram reduzidas

aquelas mostradas pelo conjunto de inequacoes

3,32 <2, <6,32

(3.14)
0< 2y <10

O método de otimizagao global utilizado na primeira etapa da estimagao foi o
Controlled Random Search (CRS), um algoritmo de busca aleatéria proposto por
KAELO e ALI [96]. Tal método consiste em, dada uma populagao inicial de pontos
distribuidos ao longo da regiao de busca que, a partir de sucessivos calculos da
funcao objetivo em cada um desses pontos, evoluem por um algoritmo randémico
até que o ponto de minimo seja encontrado. Esse método foi utilizado partindo
da populacao inicial padrao, dada para o caso em questao, por 30 particulas e, em
seguida, dobrando-se a populagao, sucessivamente, até que o valor encontrado para
a fungao objetivo atingisse um valor considerado convergido. O niimero maximo de
particulas utilizado nesse trabalho foi de 7680. Entao, tendo como estimativa inicial
dos parametros a solugao global, procedia-se com o refino da otimizacao utilizando-
se 0 método de Powell [97] para realizar a busca local. Os critérios de parada para o

método global foram erros relativos de 10~* tanto para a funcio objetivo quanto para
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Figura 3.2: Esquematizacao da integracao do simulador, LIGGGHTS, com o otimi-
zador, NLOpt.

as variaveis otimizadas, ao passo que, para a busca local, tais critérios assumiram
o valor de 1078, O niimero méximo de avaliacoes para a funcdo objetivo também
foi utilizado como critério de parada, tendo sido definido como 10°. E importante
ressaltar que o otimizador encerra sua busca quando ao menos um dos critérios é
atingido.

Para que o problema de estimacao como um todo seja solucionado com sucesso,
é necessario realizar uma integracao entre o simulador e o otimizador, de forma que
os resultados de um alimentem o outro. A troca de informagoes entre os mesmos se
da via arquivos. O controle da otimizacao é feito pelo otimizador, o qual chama o
simulador a cada vez que precisa recalcular a funcao objetivo, devido as alteragoes
dos valores dos parametros. O otimizador é iniciado com um conjunto de parametros
os quais sao inseridos no arquivo de entrada que alimentara o simulador. Passado
ao LIGGGHTS o arquivo de entrada, a simulagao ¢é iniciada para uma determinada
condicdo experimental. E importante ressaltar que cada uma das condicdes expe-
rimentais representa uma simulacao diferente, de forma que a cada simulagao, o
arquivo de entrada é modificado para que as condig¢Oes iniciais sejam atualizadas.
Ao término das simulacoes de todas as condigdes experimentais, o otimizador uti-
liza os resultados obtidos e os dados experimentais lidos de um outro arquivo para
calcular a funcao objetivo e, a partir de seu valor, decidir os préximos passos da
otimizacao, baseado nas regras do método utilizado. A figura mostra, de forma

simplificada o processo de integragao entre o NLOpt e o LIGGGHTS.

3.3.1 Avaliacao dos parametros obtidos

O bom procedimento de estimacao de parametros nao termina quando estes sao

calculados. E necessario que a qualidade desses parametros seja avaliada. Nesse
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trabalho, algumas ferramentas foram utilizadas para tal fim. A primeira forma de
avaliar o ajuste, foi simular novamente os dados experimentais de DONG e MOYS [6]
utilizando os valores 6timos obtidos, em vez dos valores-base, previamente usados.
Nesse contexto, definiu-se a variavel €, a qual fornece uma ideia da adequacgao das
respostas do modelo em relagao ao intervalo de confianga dos dados experimentais.

Tal varidvel é definida conforme mostrado na equagdo [3.15]

NE
1 i — v
NE ¢ €i4,95%

Jj=1

(3.15)

€=

Na equagao [3.15 os indices i e j representam uma determinada varidvel e a
condi¢ao experimental na qual foi medida, respectivamente. Além disso, N E denota
o nimero de experimentos e €;; 959 ¢ 0 erro da variavel ¢ na condi¢ao experimental 7,
considerando-se um grau de confianga de 95%. A presente defini¢ao permite inferir
que a qualidade do ajuste foi boa caso a mesma seja menor que um, enquanto que,
caso contrario, pode-se dizer que o ajuste nao foi satisfatorio pois, na média, as
respostas do modelo cairao fora da regiao de confianca dos experimentos. Além de
€, o desvio médio, também foram avaliados os valores maximos desses desvios, €,,4z.

Para avaliar o ajuste & luz da estatistica, recorreu-se ao teste x? para a funcao
objetivo. A fun¢ao de maxima verossimilhanca, por definicao, segue uma distribui-
cao x2, o que faz com que seja possivel obter o intervalo onde é esperado que seu
valor esteja contido, dado um grau de confianga pré-estabelecido e o niimero de graus
de liberdade do problema. Segundo esse teste, caso o valor obtido para a func¢ao
objetivo apds a estimacao esteja dentro do intervalo definido pelo teste x2, o ajuste é
considerado satisfatério. Por tltimo, a partir dos resultados simulados utilizando-se
os parametros Otimos e dos dados experimentais, os desvios foram calculados e a
validade da hipdtese do experimento bem feito foi testada.

Além da avaliacdo do ajuste em si, a qualidade dos parametros também foi ava-
liada. Para isso foi calculado o intervalo de confianca para ambos os parametros, ou
em outras palavras, a incerteza dos mesmos. Tal calculo foi realizado considerando-se
que a fungao objetivo é linearizavel proximo ao ponto de minimo e, apds sua lineari-
zagdo, obteve-se uma aproximacao para a matriz Hessiana da mesma, utilizando-se
a hipdétese do experimento bem feito para desprezar os termos de ordem superior,
conforme proposto por PINTO e SCHWAAB [92]. A partir da matriz de sensibili-
dade do modelo, B, e da matriz aproximacao adotada para a matriz Hessiana, H,,
dada pela equacgao [3.16] calculou-se a matriz de covaridncia dos parametros, V,, de

acordo com o proposto por PINTO e SCHWAAB [92] e mostrado na equagao [3.17}

H,=2B"V, 'B (3.16)

o7



V.= (B"V.'B) (3.17)

Nas equagoes e[3.17] o indice a denota que as matrizes estdo sendo calculadas

em relagao aos parametros do modelo.
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Capitulo 4
Resultados e Discussao

Neste capitulo, os resultados obtidos ao longo da presente tese serao apresen-
tados. Sera seguida a ordem cronoldgica da execucdo da metodologia, conforme
descrita no capitulo anterior. Primeiramente os resultados da analise comparativa
serdo apresentados e discutidos, juntamente com a verificagao dos cdédigos implemen-
tados, para mostrar o potencial do modelo de interesse. Em seguida, os resultados
da andlise de sensibilidade mostrarao a possibilidade de obtencao dos pardametros
através de um procedimento de estimacao. Tal procedimento tera seus resultados
apresentados e discutidos, encerrando-se com uma avaliacao da andlise dos parame-

tros obtidos a luz de ferramentas estatisicas.

4.1 Analise Comparativa de Modelos

4.1.1 Verificacao do cédigo

A analise dos modelos de contato teve como primeiro passo a implementacao dos
mesmos em um codigo proprio. A verificagdo se deu a partir da comparacao dos
resultados simulados para os experimentos de FOERSTER et al. [7] com os resul-
tados numéricos obtidos por KRUGGEL-EMDEN et al. [5], para os modelos M1 e
M2. A figura mostra os resultados obtidos para todos os modelos, utilizando-
se os codigos implementados.E possivel observar que os resultados obtidos para os
modelos M1 e M2 aproximam-se dos resultados numéricos publicados previamente
por KRUGGEL-EMDEN et al. [5]. Tal comportamento foi considerado satisfatério
a nivel de verificagdo do codigo visto que as discrepancias existentes provavelmente
estao associadas as incertezas nas condigoes iniciais. Conforme ja mencionado antes,
o trabalho de FOERSTER et al. [7] ndo fornece claramente as informagoes neces-
sarias para a simulacao e, de forma similar, KRUGGEL-EMDEN et al. [5] também
nao as reporta.

Em relagao ao modelo M3, a verificagao torna-se um pouco mais complexa devido
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Figura 4.1: Verificagao das implementacoes dos modelos, representados pelos sim-
bolos pretos em conjunto com as linhas continuas. Os simbolos brancos representam
as solugoes obtidas por KRUGGEL-EMDEN et al. [5] para os modelos M1 e M2.
As variaveis 1 e 19 foram definidas no Capitulo 2 e sdo dadas pelas equacoes|[2.118
e [2.119] respectivamente.
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ao fato do mesmo ser recente e possuir poucos resultados com os quais possa ser
comparado. O trabalho de ZHENG et al. [4] que deu origem ao modelo M3 apresenta
um caso-teste de uma colisdo obliqua entre uma esfera e um plano feitos de materiais
hipotéticos, para o qual, apesar de fornecer com clareza as condigdes iniciais, ndo
fornece os valores de parametros 7, e 1, utilizados para simulé-lo. Nesse contexto,
alguns valores dos parametros 7, e 7o foram utilizados para verificar seu efeito no
comportamento da solu¢ao do modelo implementado, conforme mostram as Figuras
e para a for¢a normal e para o coeficiente de restituicdo normal.

Primeiramente, os casos apresentados nas figuras [£.2] e [£.3] foram realizadas
utilizando-se os valores de referéncia dos pardmetros conforme sugerido por ZHENG
et al. [4] e apresentado nas equagoes e . Os resultados mostram que ao se
utilizar tais valores consideraveis discrepancias em relacao aos resultados publicados
por ZHENG et al. [4] surgem. No referido trabalho, ZHENG et al. [4] realizaram
simulagoes via método dos elementos finitos (FEM) utilizando utilizou materiais hi-
potéticos, cujos resultados foram utilizados no lugar de dados experimentais. Visto
que ZHENG et al. [4] ndo utilizaram os valores de referéncia para os pardmetros nas
simuagoes de seus casos-testes, outros possiveis valores foram testados de acordo com
os limites estabelecidos por ZHENG et al. [4] para os pardmetros. Tais limites foram
discutidos no Capitulo 2 e sao dados pelas equacoes e[2.115] Como é possivel
observar na Figura a razao ny/m; = 0,5 foi a que apresentou maior concordancia
com os resultados obtidos via FEM por ZHENG et al. [4]. Esse valor foi utilizado
para o calculo dos valores de 7; e 15 que foram utilizados nas simulagoes apresenta-
das na Figura [£.3] Da mesma forma que para a andlise da componente normal da
forga de contato, apresentada na Figura 1.2 os pardmetros de referéncia propostos
por ZHENG et al. [4] geraram resultados muito discrepantes daqueles obtidos via
FEM pelos mesmos autores. Ainda, a utilizagao dos valores de 7; e 7, obtidos com
base nos resultados da Figura 4.2 apresentaram maior concordancia com os dados
das simulagoes FEM de ZHENG et al. [4]. Considerando-se que ZHENG et al. [4]
tenham utilizado na simulagoes de seus casos-testes o material hipotético ao qual
se referem em todo o seu trabalho, de maneira que as propriedades elasticas sao
as fornecidas pelos autores, conclui-se que as relacoes utilizadas para a obtencao
dos parametros viscosos nao foram aquelas sugeridas como referéncia ao longo de
seu proprio trabalho, o que seria de se esperar visto que os autores nao tornaram
publicos os valores utilizados.

O conjunto de andlises realizada para avaliar a implementagao da forca normal
bem como os resultados obtidos para a simulacao dos dados de FOERSTER et al.
[7], reportados na forma de velocidades tangenciais adimensionais e mostrados na
Figura apresentaram resultados considerados satisfatérios dentro do contexto

apresentado. Dessa forma, o autor assumiu que o codigo esta suficientemente veri-
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Figura 4.2: Analise dos resultados para a for¢a normal gerados pelo modelo M3
em funcdo dos valores dos pardmetros. O valor-base supostamente utilizado por
ZHENG et al. [4] para a razdo entre os pardmetros é nulo.
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Figura 4.3: Anadlise da resposta do modelo M3 para o coeficiente de restituicao
normal em funcao de dois valores da razao entre os parametros. A figura mostra a
comparacao entre o resultado obtido utilizando-se o valor-base nulo e o valor que
melhor adequou a resposta da forca normal.
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Figura 4.4: Respostas dos modelos para o coeficiente de restituicao normal.

ficado, de maneira que sua utilizacao para simulagoes posteriores é viavel.

4.1.2 Simulagoes

Os experimentos realizados por DONG e MOYS [6] foram simulados nessa tese e
os resultados sdo apresentados nessa segao. A figura[d.4mostra os resultados obtidos
para as simulagoes, utilizando cada um dos modelos selecionados, para o coeficiente
de restituicdo normal. E possivel verificar que para essa varidvel, o modelo M3
apresenta o melhor comportamento, adequando-se as faixas de erro experimental
para praticamente todos as condi¢oes. Conforme ja esperado, os modelos M1 e M2
apresentam coeficientes de restituicdo normal constantes sendo que o primeiro gera
valores sempre acima dos dados enquanto que o segundo apresenta valores sempre
abaixo dos mesmos.

Com relacao ao coeficiente de restituicdo tangencial, mostrado na Figura to-
dos os modelos foram capazes de predizer satisfatoriamente sua evolugao. Para esses
resultados, porém, é importante observar que o modelo M2 apresenta um compor-
tamento diferente dos demais para angulos de inclinacdo mais baixo, apresentando
um pico em torno de 0, 15 rad enquanto os demais mostram um comportamento de-
crescente ao longo de todas essas inclina¢oes mais baixas até atingirem seu ponto de
minimo, quando entdo voltam a crescer continuamente. Além disso, o modelo M2
prediz valores muito baixos de coeficiente de restituicao tangencial para pequenas

inclinagoes ao passo que os demais modelos convergem para um valor em torno de
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Figura 4.5: Respostas dos modelos para o coeficiente de restituicao Tangencial.

0,9.

Os resultados para a velocidade angular estdo representados na figura 4.6 No-
vamente, o modelo M2 apresenta um comportamento destoante dos demais para
baixos angulos de inclinagao. Enquanto os modelos M1 e M2 sao completamente
decrescentes nessa regiao, o modelo M2 apresenta um minimo e um méaximo locais
em torno de 0,05 rad e 0,15 rad, respectivamente. Todos os modelos apresentam
uma magnitude maxima de rotagao para aproximadamente o mesmo angulo de in-
clinagdo, em torno de 0,3 rad, convergindo ao final do contato para um mesmo
valor final de |w,| em torno de 45 rad/s. Para essa varidvel, raros sdo os casos
onde os modelos conseguem predizer os dados dentro de sua regido de confianca.
O modelo M2, o qual prediz as mais altas velocidades de rotagao, consegue atingir
tal regiao em duas condigoes experimentais, assim como o modelo M3. O modelo
linear, M1, ndo atinge a regido de confianga para nenhuma condi¢do experimental
tendo apresentado o pior desempenho para essa varidavel.

Utilizando-se a definicdo do indice de desvio €, conforme descrito pela equacao
[3.15] é possivel obter uma anélise quantitativa das respostas dos modelos em relagao
aos dados experimentais. As figuras[4.7]e[4.§ mostram um histograma com os valores
dos desvios médio e maximo, respectivamente, para cada um dos modelos em relagao
a cada uma das varidveis simuladas.

Como pode ser observado, é realmente dificil obter uma resposta sobre qual mo-

delo é mais adequado. Os resultados mostram que tal resposta depende de qual é

64



)
S
T

®, (rad/s)

-60

-80

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0 (rad)

Figura 4.6: Respostas dos modelos para a velocidade angular.
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Figura 4.7: Histograma dos indices de desvio médio das respostas dos modelos em
relacao as regides de confianca dos dados experimentais.
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Figura 4.8: Histograma dos indices de desvio maximo das respostas dos modelos em
relacdo as regides de confianga dos dados experimentais.

a variavel de interesse. Para o caso da avaliacao em relagao ao coeficiente de resti-
tuicao normal, o modelo M3 apresenta desvios muito menores que os demais, com
valores abaixo da unidade, o que indica que, na média, o modelo é capaz de predizer
os dados dentro de suas regides de confianga. Os modelos M1 e M2, na média, atin-
gem valores fora da regiao aceitdvel experimentalmente. Logo, para essa variavel,
apenas o modelo M3 é capaz de gerar respostas confiaveis. Ja para o coeficiente de
restituicao tangencial, a analise é mais simples visto que todos os modelos fornecem
indices de desvio menores que a unidade. Dessa forma, todos os modelos mostram-se
capazes de predizer tal varidvel, confirmando o que foi observado na figura [4.5

Os resultados para a velocidade angular sao ruins para qualquer que seja o0 mo-
delo. Observa-se que nenhum deles é capaz de obter um indice de desvio médio
menor que a unidade, de forma que nenhum dos resultados é confidvel, ao menos
quantitativamente. O modelo M2 apresenta o menor desvio, seguido do modelo
M3, porém ambos com valores acima de 3,0. A principio, pode-se sugerir algumas
hipdteses para explicar tal comportamento para a velocidade angular. Em primeiro
lugar é necessario lembrar que os valores dos parametros utilizados para realizar
essas simulagoes sdo os valores-base sugeridos por ZHENG et al. [4] e dados pelas
Equacoes e [2.117] os quais, conforme ja mostrado durante a verificagdo, nem
sempre fornecem os melhores resultados. Além disso, é importante frisar que a mo-
delagem realizada para a solugao do problema desconsiderou os efeitos de torque

de rolamento, os quais podem ser responsaveis por tal desvio, isto é, os modelos
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Figura 4.9: Analise de sensibilidade do modelo M3 em relagao ao parametro 7, para
o coeficiente de restituicao normal .

podem, realmente, ndo serem capazes de descrever com precisao essa variavel. A
possibilidade de erros experimentais mal determinados existe, porém, como o autor
da presente tese ndo reproduziu tais experimentos a fim de caracterizar seus erros
experimentais, tal possibilidade é considerada remota.

A partir dos resultados obtidos, pode-se dizer que o modelo M3 apresenta dentre
os modelos testados, a melhor performance visto que foi o inico capaz de reproduzir
os dados experimentais, dentro do erro experimental, para os dois coeficientes de
restituicao, considerando-se que nenhum apresentou bom rendimento em termos da
velocidade angular. Nesse contexto, fica demonstrado o potencial do modelo M3

para utilizagdo em simulagoes envolvendo o método dos elementos discretos.

4.2 Analise de Sensibilidade

A analise de sensibilidade foi realizada com o modelo M3 para os dados de DONG
e MOYS [6]. Conforme relatado no capitulo anterior, enquanto um dos pardmetros
foi mantido em seu valor-base, o outro foi variado de acordo com a Tabela Esse
procedimento foi realizado para ambos os parametros. Os resultados obtidos para
a andlise de sensibilidade em relacdo ao primeiro coeficiente de viscosidade estao

representados nas Figuras [4.9 e[d.11]

Os efeitos do primeiro coeficiente de viscosidade nas respostas do modelo para
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Figura 4.10: Anadlise de sensibilidade do modelo M3 em relagdo ao parametro 7,
para o coeficiente de restituicao tangencial.
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Figura 4.11: Anélise de sensibilidade do modelo M3 em relagdo ao parametro 1,
para a velocidade angular.
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qualquer que seja a variavel analisada, dentre as simuladas, sdo claramente visiveis.
Para o coeficiente de restituicao normal, é bastante perceptivel o efeito do aumento
desse pardmetro. Quanto maior o valor de 7;, maiores sao os efeitos da dissipagao
viscosa para a componente normal da for¢a de contato, de forma que o coeficiente de
restituicao deve retratar essa realidade. Tal comportamento é observado na figura
[4.9] onde para o menor valor testado para esse pardmetro foi suficiente para tornar o
contato praticamente elastico, enquanto que o maior valor dissipou mais da metade
da energia cinética do movimento na direcdo normal.

Para o coeficiente de restituicao tangencial, os efeitos ainda sao bem claros, po-
rém o comportamento do modelo ao longo das diferentes inclinagoes mostra-se mais
complicado. Conforme pode ser observado na figura [£.10, o padrdo de comporta-
mento observado para o coeficiente de restituicao normal em relagdo ao primeiro
coeficiente de viscosidade se mantém para o coeficiente de restituicao tangencial,
para pequenos valores do angulo de inclinacao. Nessas condic¢oes, a energia do mo-
vimento na direcao tangencial é dissipada em maior magnitude quanto mais alto
o valor de 7;. Porém, como o aumento da inclinagdo, ocorre uma inversao nas
tendéncias das respostas de forma que os casos onde hd um menor coeficiente de
viscosidade apresentam menores coeficientes de restituicao, indicando que dissipam
mais energia. Esse comportamento se mantém até o fim do contato onde as respos-
tas tendem a convergir para um mesmo valor final, em torno de 0,9. Os resultados
para a velocidade angular mostram uma inversao similar & ocorrida para o coefici-
ente de restitui¢do tangencial, conforme mostra a figura [£. 11} Para baixos angulos
de inclinacao sao observadas menores magnitudes da velocidade de rotagao para os
casos onde foram usados os maiores valores do primeiro coeficiente de viscosidade.

As respostas das variaveis analisadas as variagoes no segundo coeficiente de vis-
cosidade, mantendo-se o primeiro coeficiente de viscosidade em seu valor-base, estao
expostos nas Figuras [4.12} [4.13| e |4.14]

Os resultados obtidos para a andlise de sensibilidade do modelo em relagao a

72 mostram uma leve flutuacao das respostas dos coeficientes de restituicao tangen-
cial e para a velocidade angular, enquanto que o coeficiente de restituicao normal
é mais afetado pela variacao do segundo coeficiente de viscosidade. As tendéncias
de inversao do comportamento para o coeficiente de restuticao tangencial e para a
velocidade angular sao analogas aqueles observados na analise de sensibilidade em
relacdo a 71y, o que parece ser uma caracteristica do modelo. Com relagao ao com-
portamento das respostas do coeficiente de restituicao normal, os efeitos observados
também sao analogos aos ressaltados para a analise sobre 7.

De posse dos dados obtidos através das analises de sensibilidade do modelo em
relacdo a cada um dos parametros analisados, pode-se inferir que ambos possuem

alguma influéncia sobre o modelo, sendo que a sensibilidade do modelo ao valor
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Figura 4.13: Analise de sensibilidade do modelo M3 em relagao ao pardmetro 7,
para o coeficiente de restituicdo tangencial.
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Figura 4.14: Anadlise de sensibilidade do modelo M3 em relagdo ao parametro 7,
para a velocidade angular.

do primeiro coeficiente de viscosidade é maior. Os efeitos da variagdo do segundo
coeficiente de viscosidade sdo muito pequenos quando comparados aqueles causados
por 7;. Nesse contexto, mostra-se que os parametros podem ser obtidos a partir de

um procedimento de estimacao de parametros.

4.3 Estimacao dos Parametros

A estimagao dos parametros foi realizada conforme descrito no capitulo 3. Os
valores utilizados para os parametros, como estimativa inicial, foram aqueles suge-
ridos por ZHENG et al. [4] como valores-base. A soluc¢ao do problema de estimagao
foi obtida a partir de uma busca global, seguida de um refino da solugdo a partir
de uma otimizacgao local, partindo da solucao global como estimativa inicial. A so-
lugao global utilizada é baseada em um algoritmo de busca aleatéria para o qual
inicia-se uma populagao de pontos distribuida sobre a regiao de busca, quee evolui
segundo regras heuristicas em busca do 6timo. Para garantir a convergéncia da
busca em dire¢ao ao minimo, foram realizadas sucessivas buscas globais seguidas de
refinos locais, onde a cada nova busca global, utilizou-se uma populagao duas vezes
maior que a anterior iniciando-se com 30 pontos e indo até o limite de 7680 pontos.
Os resultados para as buscas globais encontram-se na Tabela enquanto que os

resultados do refino local encontram-se na Tabela [4.2].
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Tabela 4.1: Valores 6timos globais para varidveis z; e zo, além da fungao objetivo,
obtidos pelo procedimento de estimagao de parametros.

Populagao 1 giobar  T2,global Fopj gioval

30 5,48927 0,00000 1,37311 x 10°
60 5,74056 0,19143 1,35806 x 10°
120 5,66850 0,53658 1,36437 x 10°
240 5,73864 0,16308 1,35798 x 103
480 5,72493 0,21896 1,35947 x 103
960 5,73843 0,16133 1,35798 x 10°
1920 5,73830 0,20416 1,35816 x 10°
3840 5,72289 0,29018 1,35953 x 10°
7680 5,73562 0,21431 1,35829 x 103

Tabela 4.2: Valores 6timos locais para variaveis x; e xo, além da fungao objetivo,
obtidos pelo refino das solugoes globais.

POPU1a§50 L1,local L2 local Fobj,local

30 5,49954 0,00000 1,37220 x 10°
60 5,73925 0,18436 1,35799 x 10°
120 5,67004 0,53427 1,36430 x 10°
240 5,73962 0,16802 1,35793 x 10°
430 5,73446 0,22472 1,35841 x 10?
960 5,73937 0,16645 1,35794 x 10°
1920 5,73932 0,18348 1,35798 x 10°
3840 5,72887 0,26133 1,35898 x 10°
7680 5,73778 0,19785 1,35809 x 10°
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Analisando-se as tabelas e pode-se concluir que os valores 6timos das
variaveis x, e xo sdo, respectivamente, 5, 73962 e 0, 16802, os quais geram um valor
de funcdo objetivo igual a 1,35793 x 103. Tais valores resultam em 1, igual a
5,49060 x 10°Pa - s e 1, igual a 9,22531 x 10*Pa - s, conforme as equacoes
e [3.13. Também fica claro ao se analisar aquelas tabelas que o parametro z; e,
consequentemente, 7; esta determinado de forma muito mais precisa se comparado
ao outro parametro. Para x1, a faixa de variagdo dos valores 6timos obtidos apds o
refino vai de 5,49954 até 5, 73962, fazendo com que 7, va de 3,15893 x 10°Pa - s a
5,49060 x 10° Pa- s, a0 passo que para T, a mesma faixa vai de 0, 00000 até 0, 53427,
resultando em variacoes de 1, que vao de 0,00000Pa- s a 2,49921 x 10° Pa - s. Como
se pode ver, enquanto n; varia relativamente pouco dentro da mesma ordem de
grandeza, 1, abrange ao menos 5 ordens de grandezas diferentes, o que faz com
que, a principio, sua determinacao seja menos precisa. E importante observar que a
funcao objetivo flutua relativamente pouco para todos os pares de parametros 6timos
encontrados mostrando que a mesma possui uma grande quantidade de minimos
locais, sendo de dificil otimizacao.

De posse dos valores 6timos, os dados experimentais de DONG e MOYS [6] foram
novamente simulados e seus resultados foram comparados com aqueles obtidos ao se

utilizar os valores-base para os pardmetros. As Figuras [4.15] [£.16] e [£.17] mostram os

resultados de tais simulagoes para os coeficientes de restituicao normal e tangencial,
respectivamente, bem como para a velocidade angular.

Observando-se os resultados obtidos para o coeficiente de restituigdo normal, Fi-
gura [4.15] é possivel notar que a utilizacao dos valores 6timos piorou os resultados,
no sentido de que fez as respostas do modelo sairem da regiao experimental para pra-
ticamente todos os pontos. Apenas para os pontos com maiores erros experimentais
o modelo M3 com os parametros 6timos conseguiu obter uma resposta aceitavel. Ja
para os resultados obtidos com os valores-base, o coeficiente de restituicao normal
predito pelo modelo s6 ficou fora da regiao de confianca dos experimentos em um
dos pontos, o de menor erro.

Apesar de ter tornado os resultados para o coeficiente de restituicio normal
ruins, os parametros 6timos melhoraram a ja boa resposta do modelo em relagao
ao coeficiente de restituicao tangencial, como mostra a Figura [4.16, Prova disso é
que o unico caso para o qual o resultado obtido usando o modelo para predizer o
coeficiente de restituicdo tangencial nao estava entre os limites da regido delimitada
pelos erros experimentais, apos a otimizacao passou a gerar resultados contidos na
regiao experimentalmente aceitavel. Logo, para o coeficiente de restitui¢do normal,
a otimizacao nao apresentou efeitos consideraveis. O mesmo pode ser dito em re-
lacao a velocidade angular. A Figura mostra que apesar de ter havido uma

melhoria do ajuste, ela foi muito pequena. Antes da otimizacdo apenas dois pontos
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Figura 4.15: Comparagao dos resultados obtidos para o coeficiente de restituicao
normal, utilizando o modelo M3, para os valores 6timos dos pardmetros (M3*), em
relagio aqueles obtidos usando os valores-base (M3) para os mesmos parametros.
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Figura 4.16: Comparagao dos resultados obtidos para o coeficiente de restituicao
tangencial, utilizando o modelo M3, para os valores 6timos dos pardmetros (M3*)
em relacao aqueles obtidos usando os valores-base (M3%) para os mesmos parame-
tros.
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Figura 4.17: Comparacao dos resultados obtidos para a velocidade angular, uti-
lizando o modelo M3, para os valores 6timos dos pardmetros (M3*) em relagao
aqueles obtidos usando os valores-base (M3) para os mesmos parametros.

simulados estavam dentro da regiao do erro experimental, apds, os mesmos dois
pontos continuam dentro do erro mas os demais se aproximaram um pouco mais de
tais regides, o que levara a uma diminuicao dos desvios.

Os histogramas dos indices de desvio médio e maximo para as simula¢oes com os
parametros assumindo tanto os valores-base quanto os valores 6timos encontram-se
nas Figuras e[£.19 Tais resultados confirmam o que foi sugerido pelas curvas
das Figuras [£.15], [4.16] e [£.17. O processo de otimizacao esté realizando uma espécie

de penalizacao do coeficiente de restituicdo normal para que haja uma melhoria

tanto nos coeficientes de restituicao tangencial quanto para a velocidade angular.
Apesar do esforgo, o otimizador melhorou muito pouco essas ultimas variaveis e
piorou demais o coeficiente de restituicao normal a ponto de fazé-lo ter um indice de
desvio médio acima da unidade, o que indica que ele nao mais representa bem essa
variavel. Como anteriormente apenas a velocidade angular nao obtia boas respostas,
tendo € maior que um, e agora apenas o coeficiente de restitui¢do tangencial pode ser
considerado como bem ajustado, pode-se afirmar que o procedimento de estimagao
nao foi satisfatorio, apesar de correto.

A avaliacao da qualidade do ajuste foi feita a partir da realizacdo do teste x?
para a funcao objetivo. Tal teste fornece os limites inferior e superior esperados para
o valor da funcao objetivo dados o ntimero de graus de liberdade do problema e o

grau de confianca desejado. Para o problema em questao, ha 16 graus de liberdade
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Figura 4.18: Histogramas dos indices de desvios relativos médios para todas as
variaveis simuladas utilizando-se os valores de parametros 6timo e base.
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Figura 4.19: Histogramas dos indices de desvios relativos maximos para todas as
variaveis simuladas utilizando-se os valores de parametros 6timo e base.
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e admitindo-se um grau de confianca de 95% obtém-se que o intervalo esperado para

o valor da funcao objetivo deve ser aquele representado pela inequagao 4.1}

6,908 < Fiy; < 28,845 (4.1)

O valor obtido para a func¢ao objetivo apds a otimizacao é de 1357, 93, logo muito
acima do valor maximo sugerido pelo teste x2. Tal resposta mostra que o o modelo
nao esta sendo capaz de descrever a realidade dos dados experimentais pois os erros
de predicao sao significativamente maiores do que os erros experimentais. Segundo
PINTO e SCHWAAB [92], essa situacao pode ocorrer tanto devido a imperfeigoes do
modelo, violando a hipétese do modelo perfeito, quanto ao fato dos erros experimen-
tais estarem subestimados. Nesse tltimo caso, uma reavaliacdo das medidas feitas
torna-se necessaria. Dessa forma, aparentemente o modelo nao é capaz de descrever
os experimentos, porém, antes de fazer tal afirmacao, é necessario antes avaliar o
intervalo de confianga dos parametros para se ter deia a respeito da magnitude do
erro de estimagao dos mesmos.

A obtencao do intervalo de confianca dos pardmetros estimados foi realizada
conforme descrito no capitulo 3. A partir da consideracao de comportamento linear
do modelo na regiao do minimo e da hipotese do experimento bem feito, foi possivel
obter uma aproximacao da matriz Hessiana do sistema em termos das matrizes de
sensitividade do modelo e de covariancias do problema e, entao, obteve-se a matriz de
covariancias dos parametros estimados em termos dessa aproximacgao da Hessiana.
Os intervalos de confianga para os primeiro e segundo coeficientes de viscosidades
encontram-se representados nas equagoes e

3,73093 x 10°Pa - 5 < 11 opimo < 7,25027 x 10°Pa - s (4.2)

—9,91281 x 10°Pa - 5 < M ppimo < 1,00973 x 10" Pa - s (4.3)

O intervalo de confianca para o segundo coeficiente de viscosidade, dado pela
equagao [4.3] contém o valor zero. Dessa forma, nao é possivel afirmar que tal para-
metro seja diferente de zero. Tal situacao indica que o parametro é nao-significativo,
ou seja, o modelo deve ser simplificado a partir da anulacao dos efeitos desse para-
metro. A partir dessa informacao, o problema foi novamente resolvido, porém assu-
mindo o valor nulo para o parametro 7, e estimando-se apenas o primeiro coeficiente
de viscosidade. A busca pelo minimo nessas condi¢oes convergiu mais rapidamente
que para as condigoes anteriores, sendo necessario duplicar a populacao de pontos
apenas até um tamanho de 480 particulas, conforme mostrado na Tabela 1.3 Os

resultados das simulacoes encontram-se representados nas Figuras [£.20] [£.21] e [4.22]

E possivel observar uma melhora substancial no ajuste do modelo aos dados expe-
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Tabela 4.3: Valores 6timos globais para a variavel z1, além da funcao objetivo,
obtidos pelo procedimento de estimacao de parametros ao desconsiderar-se os efeitos
de 2.

Populagéo T1,global Fobj,global L1 local Fobj,local

30 5,49937 1,37220 x 10° 5,49928 1,37219 x 10°
60 5,49885 1,37220 x 10® 5,49954 1,37220 x 10?
120 5,49836 1,37220 x 10® 5,49836 1,37220 x 10°
240 5,49937 1,37220 x 103 5,49928 1,37219 x 103
480 5,49937 1,37220 x 10® 5,49928 1,37219 x 103

rimentais para o coeficiente de restituicdo normal, conforme mostra a Figura [4.20]
Para esse novo ajuste, todos os pontos simulados encontram-se dentro da faixa do
erro experimental, indicando que tais predigoes sao confiaveis.

Considerando-se as variaveis coeficiente de restituicao tangencial, representado
na Figura 4.21] e velocidade angular, Figura [4.22 é possivel observar ainda uma
ligeira melhoria nos resultados, ajustando-se quase perfeitamente aos dados para a
primeira variavel. No caso da velocidade angular, permanece a dificuldade em se
alcancar as regioes experimentais, havendo melhorias bem pequenas quando com-
paradas ao resultado da primeira estimagdo para a mesma variavel. Dessa forma,
caso a qualidade do ajuste se mostre razoavel, pode-se inferir que o efeito do torque
de rolamento, negligenciado no presente modelo, tenha importancia.

As avaliagoes dos indices de desvios médio e maximo, € e €,,,,, respectivamente,
sao mostradas nas Figuras e[4.24] nessa ordem. Os resultados mostram, quan-
titativamente, as melhorias em termos do novo ajuste obtido para o coeficiente de
restituicao normal, para o qual, novamente, seu desvio volta a ser menor que a
unidade, indicando que, na média, representa bem os dados experimentais, assim
como para o coeficiente de restituicao normal. As ligeiras melhorias sdo também

observadas para o caso da velocidade angular. Tais resultados confirmam o obser-

vado nas curvas das Figuras [4.20, [4.21| e [4.22] E necessério ressaltar que tais indices

representam um comportamento médio para as variaveis, de forma que, apesar do
desse comportamento médio ter mostrado uma melhora, o valor da fungao objetivo
nao necessariamente diminui. Nesse caso, o valor da funcao objetivo, na realidade,
aumentou. Esse comportamento ja era esperado visto que a adi¢ao da variabilidade
de um parametro pode aumentar o erro de sua determinagao mas nao piora o ajuste
da funcao objetivo. Para fins de compracao, o valor da func¢do objetivo apds a re-
mocao do pardmetro 7, é de 1372, 2 enquanto que o valor considerando-se o ajuste
dos dois parametros foi de 1357, 9, ligeiramente melhor, o que ilustra a expectativa

mencionada.
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Figura 4.20: Resultados das simulagdes usando o modelo M3 para o coeficiente de
restituicao normal, desconsiderados os efeitos de 1), a partir da utilizacao do valor-
base de 7, e do valor 6timo obtido apds a nova estimacao. Os resultados obtidos
a partir do uso do novo conjunto de parametros 6timos estao representados por

(M37)
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Figura 4.21: Resultados das simula¢des usando o modelo M3 para o coeficiente
de restituicao tangencial, desconsiderados os efeitos de 17y, a partir da utilizagao
do valor-base de 77 e do valor 6timo obtido apds a nova estimagao. Os resultados
obtidos a partir do uso do novo conjunto de parametros 6timos estao representados

por (M3*)
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Figura 4.22: Resultados das simulagoes usando o modelo M3 para a velocidade
angular, desconsiderados os efeitos de 1y, a partir da utilizacdo do valor-base de
e do valor 6timo obtido apds a nova estimagao. Os resultados obtidos a partir do
uso do novo conjunto de pardmetros 6timos estao representados por (M 3**)
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Figura 4.24: Histogramas dos indices de desvios méaximos para todas as varia-
veis, obtidos a partir dos resultados das simulagoes ao se utilizar o valor de
desconsiderando-se os efeitos de 7.

A nova estimacgao foi submetida aos mesmos testes para a avaliacdo da quali-
dade do ajuste obtido. O teste x? revelou novos limites para a aceitacdo do ajuste
da funcdo objetivo, dados pela inequagdo [4.4} para 95% de grau de confianca e com
17 graus de liberdade. E claramente perceptivel que o valor obtido para a funcao
objetivo, mesmo apds a eliminacao do parametro 7., ainda nao é satisfatério, de
forma que as hipdéteses do modelo nao ser capaz de descrever a realidade fisica do
problema, bem como de erros experimentais subestimados ainda devem ser levadas
em consideracao. O intervalo de confianca para o parametro 7; foi novamente cal-
culado considerando-se as mesmas hipoteses feitas no procedimento de estimagao
anterior. Foi obtido um intervalo mais restrito, conforme pode ser observado na
inequagao o que indica uma maior acuracia na detemrinagao do parametro. De
fato, na primeira estimacgao, que considerava os efeitos de 7, o primeiro coeficiente
de viscosidade foi determinado com um erro relativo de aproximadamente 32% en-
quanto que agora, apds a remocao de 7, tal erro caiu para 6,4%. O valor 6timo de

n, encontrado nessa nova estimagao foi de 3, 15769 x 10°.

7,564 < Fyy; < 30,191 (4.4)

2,95912 x 10°Pa - s < M1 otimo < 3, 36088 x 10°Pa - (4.5)
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Tabela 4.4: Analise dos desvios dos dados experimentais em relacdo as respostas
do modelo para verificagao das hipéteses do modelo perfeito e do experimento bem
feito.

en,exp - en,sim 6t,e:pp - et,sim We:vp — Waim

0,01020 0,02257 13, 80384
0,01214 —0,00411 10, 15872
0,03346 —0, 06532 —0,21814
0,00981 —0,01369 1,45132
0,02298 —0,00828 9,03687
—0, 02156 —0,01371 5, 78214
0,01117 —0,01376 6,66912

Como mesmo apdés a eliminagdo do parametro 7, através de sua anulacao, o
valor da funcdo objetivo ficou fora da faixa aceitével pelo teste y?2, decidiu-se testar
a validade do conjunto de premissas dada pelas hipoteses do experimento bem feito e
do modelo perfeito. Tais hipéteses, conforme ja discutido anteriormente, partem do
principio de que se o experimento é bem feito as medidas devem oscilar em torno do
valor real da variavel, o qual é dado pelo modelo, ja que é considerado perfeito. Dessa
forma, os desvios das medidas experimentais em relacao as respostas do modelo
devem possuir média zero. A Tabela mostra a distribuicao desses desvios e as
médias dos mesmos para cada uma das variaveis, dada pelos valores em negrito na
ultima linha da tabela.

Como ¢ possivel observar, nenhuma das médias é nula, apesar daquelas relativas
aos dois coeficientes de restituicao estarem muito préximo de zero. Como as médias
avaliadas sao amostrais, considerou-se a realizacao de um teste t-student para de-
terminar o intervalo no qual a média real de cada uma das distribui¢oes dos desvios.
Considerando-se 95% de confianca, o teste t-student mostrou que a média real da
distribuicao de desvios para o coeficiente de restituicdo normal esta contida no in-
tervalo que vai de 0,01081 até 0,01153, para o coeficiente de restituicao tangencial,
o intervalo se inicia em —0,01462 e se estende até —0, 01290, enquanto que a média
real da distribuicao dos desvios para a velocidade angular deve estar contida no
intervalo que vai de —23, 58774 até 36,92599. Portanto, pode-se afirmar, com 95%
de confianca, que as médias dos desvios dos coeficientes de restituicao nao sao nulas,
enquanto é possivel que a média dos desvios para a velocidade angular seja. Dessa
forma, a utilizacao das hipoteses do modelo perfeito e do experimento pode nao ser
adequada.

A simplificagdo do modelo a partir da anulagao dos efeitos de ny melhorou o ajuste

para o coeficiente de restituicdo normal de forma que a realidade dos experimentos
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Figura 4.25: Comparacao dos resultados obtidos para o coeficiente de restituicao
normal na simulacao dos dados experimentais utilizando o modelo M3 simplificado
com 0s novos parametros 6timos (M3**), obtidos pela minimizacao da fungao ob-
jetivo sem contabilizar os dados de velocidade angular.

para essa variavel passou a ser aceitavel, assim como aquela para o coeficiente de
restituicao tangencial. Porém, o valor da fungao objetivo permanece muito elevado,
de forma que o teste y? reprova o ajuste realizado. Observando-se as varidveis
a serem ajustadas percebe-se que aquela com maior erro é a velocidade angular
a qual acaba contribuindo bastante para o valor da funcao objetivo. Além disso,
considerando-se que o modelo pode estar deficiente devido a auséncia do torque de
rolamento, a velocidade angular serd a mais afetada. Levando em consideragao essas
observagoes, foi realizado um novo procedimento de estimacao de parametros para o
modelo simplificado, ou seja, sem os efeitos de 7, e, além disso, desconsiderando-se
os dados de velocidade angular para fins de calculo da func¢ao objetivo. Apds a nova
estimacao, o valor 6timo obtido para o primeiro coeficiente de viscosidade foi de
2,3 x 10°Pa - s, correspondendo a um valor de funcao objetivo de 50, 19. As Figuras
[4.25] [4.20] e [4.27] mostram os resultados obtidos para a comparacao das simulacoes

com o novo valor estimado para 7; com aqueles obtidos ao se utilizar o valor-base.

E possivel observar que, para todas as varidveis simuladas, as curvas sdo muito
proximas. Na realidade, sao coincidentes para o coeficiente de restituicao tangencial
e para a velocidade angular, sendo bastante préxima para o coeficiente de restituicao
normal. Considerando-se que o valor-base sugerido por ZHENG et al. [4] para o

primeiro coeficiente de viscosidade, para esse caso, é de 2,1 x 10°Pa - s e que o
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Figura 4.26: Comparacao dos resultados obtidos para o coeficiente de restituicao
tangencial na simulacdo dos dados experimentais utilizando o modelo M3 simplifi-
cado com os novos parametros 6timos (M3**), obtidos pela minimizagao da funcao
objetivo sem contabilizar os dados de velocidade angular.
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Figura 4.27: Comparacao dos resultados obtidos para a velocidade angular na simu-
lacao dos dados experimentais utilizando o modelo M3 simplificado com os novos
pardmetros 6timos (M3***), obtidos pela minimizagao da funcdo objetivo sem con-
tabilizar os dados de velocidade angular.
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Figura 4.28: Histogramas dos indices de desvios relativos médios para todas as varia-
veis simuladas utilizando-se os valores de parametros 6timo e base, desconsidrando-se
os esfeitos de 1, no modelo e os dados de velocidade angular para o calculo da fungao
objetivo.

valor étimo calculado é de 2,3 x 10°Pa - s, entende-se a proximidade dos resultados
gerados por ambos os valores considerados. O histograma de indices de desvios
médio e méximo para todas as varidveis analisadas sdo mostrados nas Figuras [4.2§]
e [4.29] respectivamente.

Os indices de desvios mostram que os ajustes para os coeficientes de restituicao,
geraram valores menores para os desvios, sendo considerados satisfatorios visto que
¢ mantém-se menor que a unidade. A velocidade angular sofre uma pequena redu-
¢ao no desvio mas ainda continua muito longe de ser aceitavel. Comparado com o
ajuste realizado a partir da funcao objetivo que contabilizava os dados de veloci-
dade angular, houve uma ligeira piora nos resultados médios para os desvios, porém
ainda aceitaveis, no que diz respeito as varidveis com menores erros, os coeficientes
de restituicao. O que é mais importante nos resultados nessa ultima andlise é a
reducao substancial do valor da funcao objetivo. Anteriormente, considerando-se o
modelo simplificado e levando-se em conta os dados de w, a fungao objetivo atingia
um valor minimo de ordem de grandeza em torno de 10® enquanto que, nessa tltima
estimacdo, seu valor minimo foi de 50, 19. Tal valor, ainda é reprovado pelo teste x?,
porém, estd muito mais proximo de alcancar o limite superior do intervalo obtido
pelo mesmo, mostrado na inequagao [4.6] Dessa forma, conclui-se que a para a esti-

macao a um parametro, conforme realizada para o modelo simplificado, a hipotese
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Figura 4.29: Histogramas dos indices de desvios relativos maximos para to-
das as variaveis simuladas utilizando-se os valores de parametros 6timo e base,
desconsidrando-se os esfeitos de 77, no modelo e os dados de velocidade angular
para o calculo da fun¢ao objetivo.

de erros experimentais subestimados, inicialmente considerada pouco provavel, pode
ser valida. E possivel que o baixo nimero de experimentos tenha gerado uma va-
ridncia amostral nao representativa, de forma que esteja impedindo a aprovagao do
procedimento pelo teste y? para a funcao objetivo. Portanto, nao é possivel afirmar
ainda que tal resultado tenha se dado em funcao da qualidade do modelo, pois para
isso seria necessario reproduzir o procedimento experimental com um maior ntimero

de ensaios a fim de obter uma melhor caracterizagdo dos erros experimentais.

3,82 < F,; < 21,9 (4.6)
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Capitulo 5
Conclusoes e Sugestoes

Neste capitulo serao revisados os principais objetivos desse trabalho e também
apresentadas as principais conclusoes obtidas ao longo do desenvolvimento da pre-
sente tese, através de uma sintese da mesma. Além disso, serdo apresentadas su-
gestoes para trabalhos futuros que eventualmente venham a dar continuidade a esta
pesquisa. Tais sugestoes sao baseadas nas discussoes realizadas ao longo do capitulo
anterior e visam aprimorar os resultados obtidos pela metodologia proposta bem
como motivar o surgimento de novas pesquisas na area do método dos elementos

discretos, o qual tem crescido em importancia na engenharia nos tltimos anos.

5.1 Sintese e Conclusoes

O método dos elementos discretos, usualmente conhecido pela sigla DEM prove-
niente de seu nome em inglés, Discrete Element Method, tem por objetivo simular
a dindmica de um sistema granular. O método consiste na aplicacao das equagdes
diferenciais de conservacao de quantidade de movimento angular e linear para cada
uma das particulas do sistema. A solucao do sistema de equagoes s6 é possivel se
houver modelos disponiveis para as forcas e os torques atuantes sobre as particulas,
individualmente. Tais forcas e torques podem ter diversas origens, sendo os modelos
mais comumente considerados relacionados ao contato direto entre os corpos.

O grande diferencial do DEM, quando proposto, foi abrir mao de uma modela-
gem formal das deformagoes sofridas pelos corpos, substituindo-a por uma pseudo-
deformacao, dada pelo deslocamento relativo das particulas no ponto de contato e
tendo como significado fisico, a ideia de que os corpos poderiam se sobrepor desde
que tal sobreposicao fosse muito menor que os comprimentos caracteristicos dos mes-
mos. Dessa forma, muitos modelos simplificados de forca de contato surgiram, onde
a maioria deles é basead em analogias com equipamentos mecanicos. Tais modelos
foram chamados ao longo dessa tese de modelos abstratos por darem origem a para-

metros ajustaveis que nao possuem significado fisico. Com o passar do tempo, novos
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modelos foram surgindo a partir de abordagens mais comprometidas com a fisica do
problema. Esses modelos sdo gerados a partir da utilizagao de modelos constituti-
vos para as tensoes sofridas pelos corpos e oriundas do contato entre eles, os quais
resultam no calculo da forca a partir da integragdo ao longo da area de contato.
Tais modelos foram denominados nessa tese de modelos fenomenoldgicos e diferem
da classe anterior por possuirem parametros calculaveis a partir de propriedades
mecanicas dos materiais.

A busca por modelos de forga de contato que descrevam adequadamente a reali-
dade dos fenomenos fisicos e que sejam dependentes de um conjunto de parametros
que permita a generalizagdo de seu uso ainda é um desafio, sendo um campo de
pesquisa em desenvolvimento atualmente. Recentemente, um modelo fenomenolé-
gico foi proposto por ZHENG et al. [4] para o contato entre particulas esféricas de
materiais viscoelasticos, os quais propuseram, pela primeira vez, um modelo comple-
tamente dependente apenas das propriedades dos materiais envolvidos. O potencial
de generalizacao do modelo é atraente porém, uma dificuldade em sua utilizagao
é obter dados para os primeiro e segundo coeficientes de viscosidade dos materiais
envolvidos no contato, os quais sao utilizados como parametros nas equacoes que
o descrevem. Por nao haver, na literatura consultada, um método consistente de
determinacao dos dois coeficientes de viscosidade para materiais solidos, este se tor-
nou o objetivo principal desta tese: O desenvolvimento de uma metodologia para
a determinacao dos coeficientes de viscosidade dos materiais utilizados no contato
formulado pelo modelo de ZHENG et al. [4].

Antes de desenvolver a metodologia, foram realizados testes de comparagao do
modelo de ZHENG et al. [4] com modelos viscoeldsticos classicos e frequentemente
utilizados na literatura. Os resultados mostraram que o novo modelo possui um
desempenho superior ao dos demais, descrevendo com boa aproximagao a realidade
dos dados experimentais nas regioes de movimento sem deslizamento, onde os mo-
delos anteriores costumam ter mais dificuldades. Para realizar tal analise, foram
utilizadas as regras, consideradas heuristicas pelos presentes autores, propostas por
ZHENG et al. [4], sem justificativas, para a determinagao dos coeficientes de visco-
sidade em fun¢do do médulo de Young dos materiais. Os resultados das simulagoes
utilizadas para a comparagao demonstraram o potencial do novo modelo, denotado
por M3 ao longo desse trabalho.

O modelo em questdao possui como parametros a serem determinados os dois
coeficientes de viscosidade, os quais, por serem propriedades materiais, ao serem
obtidos, podem ser utilizados em qualquer aplicacao do modelo M3, independente
do processo que esteja sendo simulado. Essa possibilidade de generalizagao, somada
aos bons resultados da andlise de comparacdo em relagdo aos modelos classicos,

foram as maiores motivacoes dos presentes autores. A metodologia proposta buscou
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a praticidade e inspirou-se em experimentos de colisoes entre particulas esféricas e
superficies planas, valendo-se das simplificagoes que surgem em decorréncia desse
caso especifico. Foram privilegiados os sistemas cujas superficies e particulas fossem
de mesmo material, o que permitiria obter as propriedades do material em questao
em vez de uma propriedade efetiva do sistema. O procedimento entdao proposto foi
a estimacao dos parametros do modelo a partir da minimizacao da fungao objetivo
de maxima verossimilhanga. Porém, antes de iniciar o procedimento foi necessario
avaliar se o mesmo seria possivel verificando a sensibilidade do modelo a variagoes
nos parametros a serem determinados. Os dados experimentais a serem utilizados
para uma eventual estimacgao foram definidos como aqueles fornecidos por DONG e
MOYS [6] para o sistema formado por particula e plano de ago cromado, tendo as
medidas sido realizadas para os coeficientes de restituicao normal e tangencial, bem
como para a velocidade angular.

A analise de sensibilidade realizada baseou-se na faixa de valores proposta por
ZHENG et al. [4], onde para se avaliar os efeitos de variacao de um dos parametros,
um deles era mantido em seu valor-base ao passo que o outro variava dentro da
faixa considerada e vice-versa. Os resultados mostraram que ambos os parametros
poderiam ter alguma influéncia na resposta do modelo, com uma maior varibili-
dade relacionada ao primeiro coeficiente de viscosidade. O segundo coeficiente de
viscosidade apresentou uma fraca perturbacao nas respostas para o coeficiente de
restituicdo normal e para a velocidade angular. Apesar dessa tultima observagao,
considerou-se importante a manutencao do mesmo para o procedimento de estima-
¢cao de parametros a ser realizada.

A solugao do problema de estimacao deu-se a patir da integragao dos softwares de
c6digo livres chamados LIGGGHTS e NLOpt, o primeiro um simulador que utiliza
o método dos elementos discretos para solucao de problemas envolvendo escoamento
granular e o segundo, um otimizador especializado na solucao de problemas de otimi-
zacao nao-linear. Os valores obtidos para os pardmetros foram 5,49060 x 10°Pa - s
para o primeiro coeficiente de viscosidade e 9,22531 x 10°Pa - s para o segundo,
levando a um valor de funcao objetivo de 1357,93. O ajuste nao foi consideravel
satisfatério pois os resultados mostraram uma penalizagdo muito grande do ajuste
do coeficiente de restituicao normal para que se obtivesse pequenos ganhos no coefi-
ciente de restituicdo tangencial e na velocidade angular. Além disso, o valor obtido
para a fungao objetivo ficou fora do intervalo de confianca para a mesma, dado pelo
método x2, o que indica um ajuste ruim devido a possiveis das causas, baixa qua-
lidade do modelo ou erros experimentais subestimados. Considerou-se, a principio,
que o problema poderia ser do modelo visto que os dados nao seriam reproduzidos
e que os efeitos de torque de rolamento nao foram considerados. Porém, ao avaliar-

se o intervalo de confianca para os pardmetros obtidos constatou-se que o modelo
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deveria ser simplificado a partir da anulacao dos efeitos do segundo coeficiente de
viscosidade visto que seu intervalo de confianga continha o valor nulo, de forma que
nao se pode garantir que o mesmo nao o seja.

Um novo procedimento de estimacao de parametros foi realizado considerando-
se apenas os efeitos do primeiro coeficiente de viscosidade, o que levou a um valor
6timo de 3,15769 x 10°Pa - s com uma funcao objetivo de 1372, 2. Conforme os re-
sultados mostraram, essa nova solugao reduziu muito os desvios médios associados
ao coeficiente de restituicao normal de forma que seu ajuste foi considerado satisfa-
torio, assim como o ajuste para o coeficiente de restituicao tangencial. O mesmo nao
pode ser dito a respeito da velocidade angular que, apesar da reducao do desvio mé-
dio, manteve-se com um ajuste de qualidade ruim. Apesar da melhora em termos
de desvios médios, o valor obtido para a fun¢do objetivo continuou fora da faixa
de validade considerada pelo teste x?, o que continua indicando um ajuste ruim.
Verificou-se entao o intervalo de confianga do parametro obtido e constatou-se uma
reducao na incerteza de sua determinacao a qual atingiu um valor de 6, 4%, inferior
os 32% de incerteza do procedimento anterior. A validade do conjunto de premis-
sas dada pelas hipéteses do experimento bem feito e do modelo perfeito, utilizadas
como base para a formulagao da fungdo objetivo de méxima verossimilhanca, foi
testada. Observou-se que, para duas das variaveis, a média dos desvios nao poderia
ser considerada nula, de forma que a hipdétese de experimento bem feito pode nao
ser adequada para o problema estudado.

Por fim, avaliou-se que os valores obtidos para a fun¢ao objetivo sao altos com-
parados aos limites fornecidos pelo teste x? para que a mesma indique que o proce-
dimento foi satisfatorio. Dessa forma, observou-se que a manutencao da velocidade
angular na formulagao da funcao objetivo poderia estar contribuindo negativamente
para o ajuste, pois é a varidvel com maiores erros experimentais. Além disso, essa é
a variavel mais afetada por efeitos de torque de rolamento, os quais nao foram consi-
derados nesse estudo. Dessa forma, optou-se por retird-la do processo de otimizagao
e o procedimento de estimacao do primeiro coeficiente de viscosidade do material
foi novamente executado. Os resultados mostraram que o ajuste para ambos os co-
eficientes de restituicao sao satisfatorios, na média e, além disso, o valor da func¢ao
objetivo caiu para 50,19, duas ordens de grandeza menor que os valores anteriores.
Dessa forma, concluiu-se que a hipdtese de erros experimentais subestimados pode
ser valida para o ajuste a um parametro do modelo em questao.

O desenvolvimento desta tese levou a uma proposta de metodologia para a deter-
minacao dos pardmetros do modelo de ZHENG et al. [4], de forma que o mesmo possa
ser utilizado independente do processo a ser simulado. A generalizacao da aplicagao
do modelo estudado ¢é a contribuicao deixada pelo presente trabalho para o corpo do

conhecimento cientifico no qual esta inserido o método dos elementos discretos. O
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autor ressalta a importancia desta contribuicao e encerra o trabalho iniciado nessa
tese reconhecendo que, assim como qualquer conhecimento construido, a metodolo-
gia aqui proposta pode e deve ser testada continuamente de forma que, através do

questionamento, possa ser julgada e aprimorada pela comunidade cientifica.

5.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Baseando-se na discussao gerada pela analise dos resultados obtidos através da
aplicacao da metodologia proposta nessa tese, bem como das conclusoes apresen-
tadas, algumas sugestoes serao fornecidas nessa se¢ao com o objetivo de motivar a
continuidade da pesquisa iniciada nesse trabalho, levando ao seu aperfeicoamento.
Como primeira sugestao, indica-se inserir um modelo de torque de rolamento no
problema para avaliar se a auséncia desse efeito serd, por si sé, suficiente para que
o ajuste atinja um nivel aceitdvel pelo teste 2. Um modelo recentemente proposto
pelos mesmos desenvolvedores do modelo de for¢a de contato M3, avaliado nessa
tese, foi formulado. O modelo de torque de rolamento proposto por ZHENG et al.
[98] também possui como pardmetros a serem determinados os mesmos coeficien-
tes de viscosidade. Dessa forma, ao se inserir o modelo de torque de rolamento, é
possivel que o segundo coeficiente de viscosidade torne-se importante para a analise.

Uma segunda sugestao seria avaliar as respostas geradas pelo modelo, utilizando-
se os resultados obtidos nessa tese, para um caso aplicado, onde muitas particulas
estdo presentes. A validagdo do modelo de for¢a por ZHENG et al. [4] foi feita
baseando-se em dados gerados por simulagoes FEM para um sistema formado por
materiais hipotéticos e para valida-lo frente a dados reais, os resultados obtidos nessa
tese sdo suficientes. Porém, na simulagdo de uma situacao real e em trés dimensoes,
outros efeitos podem surgir e agir de forma igualmente importante aos considerados
para a estimacao dos parametros feita nessa tese, para a qual considerou-se apenas
os efeitos de forca em um caso bi-dimensional. Nas novas circunstancias sugeridas,
além dos efeitos de rolamento, efeitos relativos ao giro, ou spin, das particulas podem
influenciar o comportamento do sistema de forma que os valores de parametros
obtidos utilizando-se a metodologia proposta podem nao ser satisfatorios. Nessa
caso, um outro problema seria desenvolver um modelo para a resisténcia ao giro,
visto que, até entao nao ha modelos publicados na literatura que contemplem esse
fenomeno.

Por fim, mas ndo menos importante, sugere-se que, se possivel, os experimen-
tos sejam reproduzidos com um nimero maior de réplicas e que seus erros sejam
devidamente caracterizados. Uma das hipoteses assumidas para a utilizacao da fun-
¢ao objetivo de maxima verossimilhanca é que os erros experimentais seguem uma

distribuicao normal de probabilidades e, portanto, a caracterizacdo dos mesmos é
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fundamental para que a utilizacdo da funcao de maxima verossimilhanca seja as-
seguradamente confidvel. Além disso, essa caracterizacdo permitira determinar as
medidas de média e variancia experimental para as varidaveis de maneira que a hi-
potese de erros experimentais subestimados como explicacdo para a nao adequagao
dos valores de funcdao objetivo encontrados nesse trabalho, em relacao ao teste x?2,

possa ser testada.
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Apéndice A
Modelos Viscoelasticos

Os modelos viscoelasticos utilizados nas simulagoes realizadas no presente traba-
lho foram os modelos de CUNDALL e STRACK [2], TSUJI et al. [3] e ZHENG et al.
[4], descritos ao longo do Capitulo 2 e denotados por M1, M2 e M3, respectiva-
mente, no Capitulo 3. As equagoes para cada um dos modelos citados encontram-se
resumidas neste apéndice.

E importante relembrar que uma forca pode ser escrita em termos de suas com-
ponentes em relacdo a um eixo local de coordenadas. A definicdo do eixo local de
coordenadas para um contato compreende, usualmente, duas dire¢oes. Uma direcao
normal externa a particula em andlise e uma direcao tangencial. O vetor unitario
da direcdo normal a uma particula ¢ em analise, nn é definida matematicamente de
acordo com a Equacao [A.T] considerando-se que tal particula possui um vetor posi-
¢ao do centro de massa dado por r;, em relagao a um sistema de coordenadas global
fixo, e esteja em contato com uma particula j, a qual possui um vetor posi¢ao do
centro de massa dado por 7;, em relacdo a um sistema de coordenadas global fixo.

a0 (A1)

i — 7]

O vetor unitario da direcio tangencial £ é obtido a partir da velocidade linear
relativa entre as particulas ¢ e j no ponto de contato, v.;;, dada pela Equacao [A.2]

e da sua componente normal, v ;,, dada pela Equacao[A.3] conforme mostrado na

Equacao

/UCJ']' = (Ivcm,i — vcm,j) + (wl X Rz — wj X Rj) (AQ)
Veijn = Veyij * n (A-3)
i Ueij — Veijmn (A.4)

|Veij — Veijnl
Baseando-se no sistema local de coordenadas definido pelos vetores unitarios n

e t, a forga de contato pode ser decomposta em termos de suas componentes nas
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diregoes normal e tangencial, conforme mostrado na Equacao
F=F,+F,=F,h+F,1 (A.5)

Os modelos viscoelasticos a serem resumidos nesse apéndice encontram-se escri-
tos em termos de suas componentes normal, F',, e tangencial, F;. Tais modelos
sao usualmente escritos em termos das componentes normal e tangencial do vetor
deslocamento relativo entre as particulas no ponto de contato, usualmente chamados
de deformacoes normal, é,,, e tangencial, d;, respectivamente, e de suas respectivas
taxas de variagao com o tempo, d,, e 8;. As referidas varidveis sio definidas conforme
mostrado nas equagoes [A.6] [A.7] [A.8 e [A.9]

0,= </t'vc7,-j ‘N dt> n (A.6)

5ti (/t'vmj i dt) i (A?)

. . ddy,
5=t (A.8)
. . do,

E importante relembrar que, caso o limite de Coulomb para a fric¢ao seja violado,

a o vetor deformagao tangencial deve ser tal que
[ Fy| = plFy (A.10)

e, portanto, para esses casos, nao deve ser calculado utilizando-se a Equacao [A.7]

A.1 Modelo de CUNDALL e STRACK [2]

A componente normal do modelo de CUNDALL e STRACK [2], denotado no
presente trabalho por M1, é calculada conforme mostra a Equacao

F, = —kn8n — 10 (A.11)

onde k, e v, sao a rigidez normal e o coeficiente de amortecimento normal, respec-
tivamente.
A componente tangencial deste mesmo modelo é calculada conforme mostra a
Equagéao
F, = —k&, — 3,0, (A.12)

onde k; e ; sdo a rigidez tangencial e o coeficiente de amortecimento tangencial,
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respectivamente.

A.2 Modelo de TSUJI et al. [3]

A componente normal do modelo de TSUJI et al. [3], denotado no presente
trabalho por M2, é calculada conforme mostra a Equagao

F, = —ky|6n]26, — J0n (A.13)

onde k, e ~n S0 a rigidez normal e o coeficiente de amortecimento normal, respec-
tivamente.
A componente tangencial deste mesmo modelo é calculada conforme mostra a
Equacao
F, = —ky|6,]28, — 5,0, (A.14)

onde k; e ; sdo a rigidez tangencial e o coeficiente de amortecimento tangencial,

respectivamente.

A.3 Modelo de ZHENG et al. [4]

A componente normal do modelo de ZHENG et al. [4], denotado no presente
trabalho por M3, é calculada conforme mostra a Equagao

Fp = —ky|6n]28, — kv |6n|28,, (A.15)

onde k, e Vn sd0 a rigidez normal e o coeficiente de amortecimento normal, res-
pectivamente, e k é um fator de correcio. E importante ressaltar que a rigidez
normal para o modelo de ZHENG et al. [4] é igual a rigidez normal para o modelo
de TSUJI et al. [3] pois as parcelas elasticas de ambos os modelos sdo baseadas no
mesmo modelo de referéncia, no caso, o modelo de HERTZ [1].

A componente tangencial deste mesmo modelo é calculada conforme mostra a

Equacao

F? _ _/L|Fn| {1 . [1 _ mln(|5t’;5t,max)‘| }(St—h m

3 min(|0¢|; 0t maz) | <
an|J1— (184]; ., >]5t

|5t ’ 5t,ma:): 2G5t,maaz 2 6t,max
(A.16)
onde 0y mqr € dado pela Equagao
1 2—v
Ot max = — b|Op | —— Al
t, 2M| | 11— (A17)
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e G é o mddulo de cisalhamento do material da particula. O pardmetro h é um fator
de correcao.

Por fim, a forca tangencial é obtida conforme a Equacao

_min(|F[; plFal)
0]
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Apéndice B

Parametros dos Modelos

Viscoelasticos

Um resumo dos procedimentos realizados para obter os parametros dos modelos

viscoelasticos utilizados no presente trabalho é apresentado a seguir.

B.1 Modelo de CUNDALL e STRACK |[2]

Os pardmetros do modelo de CUNDALL e STRACK [2] sao as rigidezes normal
e tangencial, denotadas ao longo do presente trabalho por k, e k;, respectivamente,
além dos coeficientes de amortecimento normal e tangencial, denotados ao longo do
presente trabalho por 7, e 7, respectivamente.

Os valores para a rigidez normal e para o coeficiente de amortecimento normal
tanto para o sistema Vidro/Aluminio, utilizado por FOERSTER et al. [7], quanto
para o sistema Ago/Acgo, utilizado por DONG e MOYS [6], foram extraidos do
trabalho de KRUGGEL-EMDEN et al. [5]. O valor do coeficiente de amortecimento
tangencial foi considerado igual ao valor do coeficiente de amortecimento normal.

Os valores para a rigidez tangencial foram calculados conforme a Equacgao

. B 2

kt = K/meff? (B]_)
onde 1 1 1-0,5 1—0,5\ "
— Vg — — U, 9, — U, 01
= B.2
H(Ga+Gb>( Ga+Gb) (B2)
memy
= B.3
Meff Mg + My ( )
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B.2 Modelo de TSUJI et al. [3]

Os parametros do modelo de TSUJI et al. [3] sao as rigidezes normal e tangencial,
denotadas ao longo do presente trabalho por k, e k;, respectivamente, além dos
coeficientes de amortecimento normal e tangencial, denotados ao longo do presente
trabalho por 7, e 7, respectivamente.

Os valores para a rigidez normal foram calculados através da Equacao [3]

k?n:;t\/ﬁp[(l ;’pyp)_‘_(l ;Isys)‘| (B5)

onde os subindices p e s denotam propriedades relativas a particula esférica e a

superficie plana, respectivamente.

Os valores para o coeficiente de amortecimento normal foram calculados através

da Equagéo
T = ar/mpky |8, (B.6)

onde « é um coeficiente relacionado com o coeficiente de restituicao normal e obtido
através do grafico mostrado na Figura [B.1] extraido do trabalho de TSUJI et al. [3].

Os valores dos coeficientes de restitui¢do normal, necessarios para a obtengao
de «, para os sistemas vidro/aluminio e ago/ago, usados nas simulagoes do pre-
sente trabalho, sdo, respectivamente, 0,831 e 0,95 e foram extraidos do trabalho
de KRUGGEL-EMDEN et al. [5]. Portanto, os valores de « resultantes para os
sistemas vidro/aluminio e ago/aco sao, respectivamente, 0,1 e 0, 015.

Os valores para a constante de rigidez tangencial foram calculados através da

Equagao [B.7]
_ 8/R,G
[ (B.7)

2—-1,

E importante relembrar que o valor adotado para o coeficiente de amortecimento
tangencial foi considerado igual ao valor calculado para o coeficiente de amorteci-

mento normal.

B.3 Modelo de ZHENG et al. [4]

Os parametros do modelo de ZHENG et al. [4] sdo a rigidez normal e o coeficiente
de amortecimento normal, denotados ao longo do presente trabalho por &, e Vn, além
de parametros auxiliares denotados por A, k e h. Os dois tltimos sendo fatores de
correcao das componentes viscosas das for¢cas normal e tangencial, respectivamente.

O valor do coeficiente de rigidez normal do modelo de ZHENG et al. [4] é igual ao

valor do coeficiente de rigidez normal do modelo de TSUJT et al. [3], sendo, portanto,
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dado pela Equagao[B.7 Por sua vez, o valor do coeficiente de amortecimento normal
do modelo de ZHENG et al. [4] é calculado através da Equagcao

Vo = 2AE"\/Ress (B-8)
onde (1—2v)(1+v) Ui
A= (ot ) (B9)
m_ (0 ];avc?) L ;7:5) (B.10)
Reys = }% (B.11)

e os subescritos ef f denotam varidveis efetivas e os subindices a e b denotam, res-
pectivamente, variaveis relativas as particulas a e b.

O fator de correcao para a componente normal viscosa da forca de contato é
calculado pela Equacao

k= (0,8 + 261°) (7’2> - ( 9 )0’04 (B.12)

T Reff

onde as propriedades efetivas foram calculadas de maneira andloga & Equagio [B.1]]
e 11 e ny denotam o primeiro e o segundo coeficientes de viscosidade, os quais sdo
determinados utilizando-se o método desenvolvido no presente trabalho. Para as
simulagoes preliminares, quando o método de determinacao de 7; e 7, ainda nao
havia sido desenvolvido, as relagoes e propostas por ZHENG et al. [4],

foram usadas

— (771) E=10"°E (B.13)
E ref

e = (772> m=0m=0 (B.14)
n ref

onde o subescrito ref denota um valor de referéncia.

O fator de correcao para a componente tangencial viscosa da for¢a de contato é
dado pela Equagdo .
|95

h=1-0,4p———
’ 7712G5t7max

(B.15)
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Figura B.1: Relagao entre o coeficiente a e o coeficiente de restituigdo normal pro-
posta por TSUJI et al. [3]. Figura reproduzida conforme publicada em TSUJI et al.
[3] para fins ilustrativos.
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Apéndice C

Cédigos Implementados no
LIGGGHTS®

C.1 Modelo de ZHENG et al. [4]: Componente

normal

Cédigo C.1: Implementagao da componente normal do modelo de ZHENG et al. [4]
no LIGGGHTS ®

/ %

LIGGGHTS — LAMMPS Improved for General Granular and Granular Heat

Transfer Simulations

LIGGGHTS is part of CFDEMproject

www.liggghts.com | www.cfdem.com

Christoph Kloss, christoph.kloss@cfdem.com
Copyright 2009—2012 JKU Linz
Copyright 2012— DCS Computing GmbH, Linz

LIGGGHTS and CFDEM are registered trade marks of DCS Computing
GmbH,

the producer of the LIGGGHTS software and the CFDEMcoupling
software

See http://www.cfdem.com/terms—trademark—policy for details.

LIGGGHTS 1is based on LAMMPS
LAMMPS — Large—scale Atomic/Molecular Massively Parallel Simulator
http://lammps.sandia.gov, Sandia National Laboratories

Steve Plimpton, sjplimp@sandia.gov
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This software is distributed under the GNU General Public License.

See the README file in the top—level directory.

*/

/ %

Contributing authors:
Christoph Kloss (JKU Linz, DCS Computing GmbH, Linz)
Richard Berger (JKU Linz)

*/
#ifdef NORMAL_MODEL
NORMAL_MODEL (ZHENG, zheng, 5)
f#else
#ifndef NORMAL_MODEL_ZHENG_H_
#define NORMAL_MODEL_ZHENG_H_
#include "global_properties.h"
#include "math.h"

namespace LIGGGHTS {

namespace ContactModels
{
template<>
class NormalModel<ZHENG> : protected Pointers
{
public:
static const int MASK = CM_REGISTER_SETTINGS |
CM_CONNECT_TO_PROPERTIES | CM_COLLISION;

NormalModel (LAMMPS * lmp, IContactHistorySetupx)

Yeff (NULL),

vEff (NULL),

Geff (NULL),

//Etal (NULL) ,

Etaleff (NULL),

//Eta2 (NULL),

Eta2eff (NULL),

limitForce (false),

displayedSettings (false)
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void registerSettings (Settings & settings)
{
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inline void collision(CollisionData & cdata,

settings.registerOnOff ("limitForce", limitForce);

void connectToProperties (PropertyRegistry & registry)
registry.registerProperty ("Yeff", &MODEL_PARAMS::createMyYeff,"

model zheng");

{

registry.registerProperty ("vEff", &MODEL_PARAMS::createNukEff,"

model zheng");

registry.registerProperty ("Geff", &MODEL_PARAMS: :createMyGeff,"

model zheng");

//registry.registerProperty ("Etal", &MODEL_PARAMS: :
createFirstViscosityCoefficient, "model zheng");
//registry.registerProperty ("Eta2", &MODEL_PARAMS::

createSecondViscosityCoefficient, "model zheng");

registry.registerProperty ("Etaleff", &MODEL_PARAMS::createEtaleff

, "model zheng");

registry.registerProperty ("Eta2eff", &MODEL_PARAMS: :createEtaleff

, "model zheng");

registry.connect ("Yeff", Yeff,"model zheng");
registry.connect ("vEff", vEff, "model zheng");

registry.connect ("Geff", Geff,"model zheng");

//registry.connect ("Etal", Etal,"model zheng");
//registry.connect ("Eta2", Eta2,"model zheng");

registry.connect ("Etaleff", Etaleff, "model zheng");
registry.connect ("Eta2eff", Etal2eff, "model zheng");

// effective exponent for stress—strain relationship

inline double stressStrainExponent ()

return 1.5;

ForceData & j_forces)

const int itype cdata.itype;
const int Jtype = cdata.jtype;

double ri = cdata.radi;
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double rj = cdata.radj;
double reff=cdata.is_wall ? cdata.radi : (rixrj/(ri+rj));
double meff=cdata.meff;

double sqgrtval = sqgrt (reffxcdata.deltan);
sgrtval = sqgrt (reffxfabs(cdata.deltan));

if(!displayedSettings)
{
displayedSettings = true;

double A = ( (1.0 — 2.0xvEff[itypel]l [jtypel)* (1.0 + vEff[itypell
jtypel) /Yeff[itype] [jtype]l ) * ( 2.0xEtaleff[itype] [jtype] +
Etaleff[itype] [jtypel/3.0 );

const double Fn_contact = (fabs(cdata.deltan) <= 1.0e—20) ? 0.0
(4.0/3.0) * Yefflitypell[jtypel = sgrtval + cdata.deltan;
const double Fn_damping = (fabs(cdata.vn) <= 1.0e—20) ? 0.0
—2.0 » A % Yefflitype] [Jjtype] * sgrtval = cdata.vn;
double k = 0.0;
k = (Etalefflitypel] [Jjtype] >= 1.0e—20) ? ( 0.8 + 26 % pow( VEff][
itypel [Jtypel, 3.0) ) * sqgrt(Etaleffl[itype] [Jtypel /Etaleff]

itypel [Jtype]) * pow( cdata.deltan/reff, 0.04) : 10;

double Fn = Fn_contact + kxFn_damping;

// TESTE DE IMPLEMENTA O !!itirrrrrrrrrrrrrrrrrrirt]

//printf ("\n Etal[l] = %5.3e \t Etal[2] = %5.3e", Etal[l], Etal
[21);

//printf ("\n Eta2[1l] = %$5.3e \t Eta2[2] = %5.3e", Eta2[l], Eta2
[2]);

//printf ("\n Etaleffll = %$5.3e \n", Etalefflitype] [jtypel);
//printf ("\n Etal2effll %$5.3e \n", Etazeff[itype] [jtypel);

//printf ("\n A = %5.3e \n ", A);
//printf ("\n F_hertz = %$5.3e \t F_nd = %$5.3e \t Fn = %5.3e \n",

Fn_contact, Fn_damping, Fn);
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//exit (1) ;

//

//1limit force to avoid the artefact of negative repulsion force

if(limitForce && (Fn<0.0) )

cdata.Fn =

// apply normal force

Fn;

if (cdata.is_wall) {

const double Fn_ =

i_forces.
i_forces.

i_forces.

} else {

i_forces.
i_forces.

i_forces.

j_forces.
j_forces.

j_forces.

delta_F[0]
delta_F[1]
delta _F[2]

delta_F[O0]
delta_F[1]
delta_F[2]

delta_F[O0]
delta_F[1]
delta_F[2]

Fn + cdata.area_ratio;
= Fn_ » cdata.en[0];
= Fn_ % cdata.en[1l];

= Fn_ * cdata.en[2];

= cdata.Fn * cdata.en[0];
= cdata.Fn % cdata.en[1l];

= cdata.Fn % cdata.en[2];

= —i_forces.delta_F[0];
= —]i_ forces.delta_F[1];
= —1_forces.delta_F[2];

void noCollision (ContactData&, ForceDataé&, ForceData&) {}

void beginPass(CollisionData&, ForceData&, ForceDataé&) {}

void endPass (CollisionData&, ForceData&, ForceData&) {}

protected:

double xx Yeff;
doublex*x VvEff;
double xx Geff;

doublexx Etaleff;
doublexx Etaleff;

//doublex Etal;
//doublex Eta2;

bool limitForce;
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bool displayedSettings;
}i

}
#endif
#endif

C.2 Modelo de ZHENG et al. [4]: Componente

tangencial

Codigo C.2: Implementacao da componente tangencial do modelo de ZHENG et al.
[4] no LIGGGHTS ®

/ %

LIGGGHTS — LAMMPS Improved for General Granular and Granular Heat

Transfer Simulations

LIGGGHTS 1is part of CEFDEMproject

www.liggghts.com | www.cfdem.com

Christoph Kloss, christoph.kloss@cfdem.com
Copyright 2009—2012 JKU Linz
Copyright 2012— DCS Computing GmbH, Linz

LIGGGHTS and CFDEM are registered trade marks of DCS Computing
GmbH,

the producer of the LIGGGHTS software and the CFDEMcoupling
software

See http://www.cfdem.com/terms—trademark—policy for details.
LIGGGHTS 1is based on LAMMPS

LAMMPS — Large—scale Atomic/Molecular Massively Parallel Simulator
http://lammps.sandia.gov, Sandia National Laboratories

Steve Plimpton, sjplimp@sandia.gov

This software is distributed under the GNU General Public License.

See the README file in the top—level directory.

*/
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/ %

Contributing authors:
Christoph Kloss (JKU Linz, DCS Computing GmbH,
Richard Berger (JKU Linz)

Linz)

*/

#ifdef TANGENTIAL_MODEL
TANGENTIAL_MODEL (TANGENTIAL_HISTORY_ZHENG, history_zheng, 2)

#else

#ifndef TANGENTIAIL_MODEIL_HISTORY_ZHENG_H_
#define TANGENTIAIL_MODEI_HISTORY_ZHENG_H_
#include "contact_models.h"

finclude "math.h"

#include "update.h"

#include "global_properties.h"

#include "atom.h"

namespace LIGGGHTS {

namespace ContactModels

{
template<>

class TangentialModel<TANGENTIAL_HISTORY_ZHENG>

{

double x* coeffFrict;

int history_offset;

doublex*x*
doublex*
doublex*x*
doublex**

public:

static const int MASK = CM_CONNECT_TO_PROPERTIES

Yeff;
vEff;
Etaleff;
Geff;

CM_NO_COLLISION;

TangentialModel (LAMMPS % lmp,

Pointers (1lmp),
coeffFrict (NULL),
Yeff (NULL),
vEEf (NULL),
Etaleff (NULL),
Geff (NULL)
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protected Pointers

| CM_COLLISION |
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history_offset = hsetup—>add_history_value ("shearx", "1");
hsetup—>add_history_wvalue ("sheary", "1");

hsetup—>add_history_wvalue ("shearz", "1");

inline void registerSettings (Settingsé&) {}

inline void connectToProperties (PropertyRegistry & registry)

{

registry.registerProperty ("coeffFrict", &MODEL_PARAMS: :
createCoeffFrict);

registry.registerProperty ("Yeff", &MODEL_PARAMS::createMyYeff);

registry.registerProperty ("vELf", &MODEL_PARAMS::createNukEff);

registry.registerProperty ("Etaleff", &MODEL_PARAMS: :createkEtaleff
)

registry.registerProperty ("Geff", &MODEL_PARAMS: :createMyGeff);

registry.connect ("coeffFrict", coeffFrict, "tangential_model
history_zheng");

registry.connect ("Yeff", Yeff,"tangential_model history_zheng");

registry.connect ("vEff", vEff,"tangential_model history_zheng");

registry.connect ("Etaleff", Etaleff, "tangential model
history_zheng");

registry.connect ("Geff",Geff, "tangential_model history_zheng");

inline void collision(const CollisionData & cdata, ForceData &

i_forces, ForceData & j_forces)

// normal forces = Hookian contact + normal velocity damping
const double enx = cdata.en[0];
const double eny = cdata.enl[l];

const double enz = cdata.en[2];

// shear history effects
if (cdata.touch) xcdata.touch |= TOUCH_TANGENTIAL_MODEL;

double * const shear = &cdata.contact_historyl[history_offset];

// S para lembrar: shear = deltaT !!!
if (cdata.shearupdate && cdata.computeflag) {
const double dt = update—>dt;
shear[0] += cdata.vtrl = dt;
shear[1l] += cdata.vtr2 =* dt;
shear[2] += cdata.vtr3 * dt;
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// rotate s

double rsht

hear displacements

= shear[0]xenx + shear[l]xeny + shear[2]*enz;

shear[0] —= rsht * enx;
shear[1l] —= rsht * eny;
shear[2] —= rsht % enz;

const double
+ shear[2]
const double

const double

// tangential
/xdouble Ftl
double Ft2 =
double Ft3

shrmag = sqgrt (shear[0] xshear[0]

*shear[2]);
kt = cdata.kt;

xmu = coeffFrict[cdata.itype] [cdata. jtypel;

forces = shear + t
= —(kt % shear([0]);
—(kt % shear[1l]);
—(kt * shear[2]);x*/

// Clculo do m dulo de FT

double Ftl = 0.0; // Componente X
double Ft2 = 0.0; // Componente Y
double Ft3 = 0.0; // Componente Z
double Fmd = 0.0;

double Ftd = 0.0;

double deltaT = 0.0;

double deltaTmax = 0.0;

double d_deltaT = 0.0;

double FT = 0.0;

double Fcoulomb = 0.0;

double h = 0.0;

deltaT = shrmag; // M dulo de deltaT
deltaTmax = 0.5 » xmu * fabs(cdata.deltan)

cdata.vtr3*cdata.vtr3);

Fmd = (deltaTmax >= 1.0e—20)
(1.0 — fmin (deltaT,
// M dulo !!!

Ftl = (deltaT >= 1.0e—20) ? —Fmd

119

angential velocity damping

? xmu x fabs(cdata.Fn)

deltaTmax) /deltaTmax

+ shear[l]*shear[1]

(2.0 — vEff[cdata.
itype] [cdata.jtypel])/ (1.0 — vEff[cdata.itype] [cdata.jtypel);
d_deltaT = sqgrt(cdata.vtrlxcdata.vtrl + cdata.vtr2+xcdata.vtr2 +

1.0 — pow

* shear[0]/deltaT
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Ft2 = (deltaT >= 1.0e—20) ? —Fmd * shear[l]/deltaT : 0.0;

Ft3 = (deltaT >= 1.0e—20) ? —Fmd * shear([2]/deltaT : 0.0;

h = ( (deltaTmax >= 1.0e—20) && (Geff[cdata.itypel] [cdata. jtype]l
>= 1.0e—20) ) ? 1.0 — 0.4xEtaleff[cdata.itype] [cdata.jtype]*
d_deltaT/ (2.0 » Geff[cdata.itype] [cdata.jtype] * deltaTmax)

1.0;

Ftd = ( (deltaTmax >= 1.0e—20) && (Geffl[cdata.itype] [cdata.jtype]

>= 1.0e—20) ) ? (Etaleff[cdata.itype] [cdata.Jjtype] =

d_deltaT/ (2.0 % Geff[cdata.itype] [cdata.Jjtype] * deltaTmax))
* (1.5xxmuxfabs (cdata.Fn)*sqrt (1.0 — fmin(deltaT, deltaTmax) /

deltaTmax)) : 0.0; // M dulo !!!
Ftl += ( (d_deltaT >= 1.0e—20) ? —h * Ftd * cdata.vtrl/d_deltaT
0.0);
Ft2 += ( (d_deltaT >= 1.0e—20) ? —h % Ftd x cdata.vtr2/d_deltaT
0.0);
Ft3 += ( (d_deltaT »>= 1.0e—20) ? —h % Ftd x cdata.vtr3/d_deltaT
0.0);

4

FT = sqrt (Ftl1«Ftl + Ft2+Ft2 + Ft3xFt3); // M dulo de FT !!
Fcoulomb = xmu * fabs (cdata.Fn); // M dulo de Fcoulomb !!

if( FT >= Fcoulomb )
{

Ftl = ( fabs(Ftl) >= 1.0e—20 ) ? Fcoulomb » Ftl/fabs(Ftl)
0.0;

Ft2 = ( fabs(Ft2) >= 1.0e—20 ) ? Fcoulomb * Ft2/fabs (Ft2)
0.0;

Ftl = ( fabs(Ft3) >= 1.0e—20 ) ? Fcoulomb % Ft3/fabs (Ft3)
0.0;

14

/«// rescale frictional displacements and forces if needed
const double Ft_shear = kt * shrmag; // sqrt(Ftl = Ftl + Ft2 =«
Ft2 + Ft3 % Ft3);

const double Ft_friction = xmu » fabs(cdata.Fn);

// energy loss from sliding or damping
if (Ft_shear > Ft_friction) {
if (shrmag !'= 0.0) {
const double ratio = Ft_friction / Ft_shear;

Ftl %= ratio;
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Ft2 *= ratio;
Ft3 *= ratio;

shear[0] = —Ftl/kt;
shear[1l] = —Ft2/kt;
shear[2] = —Ft3/kt;

}

else Ftl = Ft2 = Ft3 = 0.0;

}

else
{
const double gammat = cdata.gammat;
Ftl —= (gammatxcdata.vtrl);
Ft2 —= (gammatxcdata.vtr2);
Ft3 —= (gammat=*cdata.vtr3);
bx/

// forces & torques

const double torl = eny * Ft3 — enz x Ft2;
const double tor2

const double tor3

// return resulting forces
if (cdata.is_wall) {

const double area
i_forces.
i_forces.
i_forces.
i_forces.
i_forces.

i_forces.

} else {

i_forces.
i_forces.
i_forces.
i_forces.
i_forces.

i_forces.

j_forces.
j_forces.
j_forces.
j_forces.
j_forces.

j_forces.

delta_torque[0] = —cdata.
delta_torque[l] = —cdata.
delta_torque[2] = —cdata.

delta_F[0] += Ftl;
delta_F[1l] += Ft2;
delta_F[2] += Ft3;

delta_torque[0] = —cdata.
delta_torque[l] = —cdata.
delta_torque[2] = —cdata.

delta_F[0] += —Ft1l;
delta_F[1l] += —Ft2;

delta_F[2] += —Ft3;

delta_torque[0] = —cdata.
delta_torque[l] = —cdata.
delta_torque[2] = —cdata.
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cri
cri

cri

cri
cri

cri

crj
crj

crj

enz * Ftl — enx » Ft3;

enx * Ft2 — eny » Ftl;

*

*

*

_ratio = cdata.area_ratio;
delta_F[0] += Ftl * area_ratio;
delta_F[1l] += Ft2 % area_ratio;
delta_F[2] += Ft3 * area_ratio;

torl * area_ratio;
tor2 * area_ratio;

tor3 * area_ratio;

torl;
tor2;
tor3;

torl;
tor2;
tor3;
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}
}

}i

inline void noCollision(ContactData & cdata, ForceDataé&, ForceData

&)

// unset non—touching neighbors

// TODO even if shearupdate == false?

if (cdata.touch) =xcdata.touch &= ~TOUCH_TANGENTIAL_MODEL;
double * const shear = &cdata.contact_historyl[history_offset];
shear[0] = 0.0;

shear[1l] = 0.0;

shear[2] = 0.0;

inline void beginPass(CollisionData&, ForceData&, ForceData&) {}

inline void endPass (CollisionDataé&, ForceData&, ForceDataé&) {}

#endif // TANGENTIAIL MODEL_HISTORY H
#endif
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