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Aplicações que envolvem escoamentos multifásicos polidispersos são muito co-

muns na indústria. Por isso, o interesse em simular escoamentos dispersos, acopla-

dos ou não com a sua hidrodinâmica, vem crescendo. De fato, existe a necessidade

do desenvolvimento de técnicas precisas e robustas, para resolver a equação de ba-

lanço populacional (EBP). Um método recente porém promissor para realizar tal

tarefa é o chamado DQMOM (Direct Quadrature Methods Of Moments) e será o

foco desse estudo. O presente trabalho se propõe a desenvolver uma metodologia

numérica capaz de resolver a EBP de maneira robusta e acurada. A essência dessa

nova abordagem se baseia na idéia de utilizar momentos modi�cados, gerados a

partir de qualquer base de polinômios ortogonais (Laguerre, Legendre e etc.), ao

invés de monômios como no DQMOM tradicional. Foi realizado um estudo com-

parativo entre o DQMOM convencional e o DQMOM generalizado (DQMOGeM),

utilizando duas formulações diferentes: uma derivada em termos dos pesos e abscis-

sas e outra em termos dos pesos e abscissas ponderadas. Foi realizada também uma

avaliação crítica sobre esses métodos com base em soluções analíticas bem estabe-

lecidas. Observou-se que o DQMOGeM se mostrou mais adequado para problemas

com domínio �nito.
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Applications involving polydisperse multiphase �ows are very common in the

industry. Therefore, the need to simulate dispersed �ow, coupled or not with its

hydrodynamics, is growing. In fact, there is a need to develop accurate and robust

techniques for solving the population balance equation (PBE). A recent but promis-

ing method for performing this task is called DQMOM (Direct Quadrature Methods

Of Moments) and will be the focus of this study. This study aims to develop a

numerical methodology capable of solving the BPE in a robust and accurate way.

The essence of this new approach is based on the idea of using modi�ed moments

generated from any orthogonal polynomials basis (Laguerre, Legendre and so on.)

instead of monomials as in conventional DQMOM. We conducted a comparative

study between conventional DQMOM and generalized DQMOM (DQMOGeM) us-

ing two di�erent formulations: one derived in terms of weights and abscissas and

the other in terms of weights and transformated abscissas. We also did a critical

evaluation of these methods based on analytical solutions well established. It was

observed that the DQMOGeM was better for problems with �nite domain.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Sistemas Polidispersos e Balanço Populacional

Escoamentos multifásicos dispersos são escoamentos que consistem de, pelo menos,

duas fases, tais como gotas em um gás ou bolhas em um líquido. Esses elementos

discretos não estão conectados entre si, pois existe uma fase contínua que os separa

(CROWE et al. [8]).

O termo sistema polidisperso refere-se à uma população de partículas sólidas,

bolhas ou gotas, caracterizadas por uma ou mais propriedades dispostas num inter-

valo de�nido, em oposição a um sistema monodisperso, em que todas as partículas

são idênticas (RIGOPOULOS [61])

Muitas tecnologias se fundamentam nas propriedades de uma polidispersão, fato

que impulsiona o desenvolvimento de técnicas numéricas capazes de prever o com-

portamento dinâmico da população de partículas. Normalmente, almeja-se que essas

técnicas auxiliem engenheiros a prever e controlar a in�uência das partículas sobre

um dado sistema. Em especial, na indústria química, há uma série de equipamentos

que envolvem escoamentos multifásicos polidispersos. Entre eles, pode-se citar os

seguintes exemplos:

• Separadores ciclônicos;

• Spray drying;1

• Leitos �uidizados;

• Flotadores;

• Sedimentadores;

• Colunas de borbulhamento;

1Pulverização de um líquido em uma corrente de ar quente.
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• Reatores químicos;

• Sistemas de extração;

• Leitos �uidizados;

• Transporte de petróleo.

Em sua maioria, os fenômenos associados aos processos de engenharia química

dependem signi�cativamente das propriedades das partículas de um sistema poli-

disperso. Um ótimo exemplo de equipamento multifásico polidisperso é a coluna de

borbulhamento, na qual se observa um escoamento gás-líquido em que a fase dispersa

é formada por bolhas que de�nem a e�ciência desse equipamento. Neste exemplo,

a distribuição de tamanho de partícula controla os fenômenos de transferência de

massa, energia e quantidade de movimento, que por sua vez, afetam a temperatura

e a concentração dos componentes transferidos para as bolhas. No entanto, ainda

não se tem total entendimento da �uidodinâmica tanto da fase dispersa quanto da

fase contínua (SILVA [69]).

Visando descrever o comportamento de uma distribuição, surge a teoria de ba-

lanço populacional (BP) como ferramenta essencial para cientistas e engenheiros

(RAMKRISHNA [60]). O estudo dessa teoria e os métodos de solução da equação

de balanço populacional vem sendo realizado com grande a�nco pela comunidade

acadêmica2, devido a sua vasta aplicabilidade.

Importante realçar que, muitas das vezes, o tratamento da equação de balanço

populacional está conectado com a solução do escoamento do sistema multifásico.

Deste modo o acoplamento entre BP e CFD (Computational Fluid Dynamics) é

considerado de vital importância para os problemas reais de engenheria.

1.1.1 Acoplamento BP-CFD

Além do desa�o de desenvolver a teoria de balanço populacional e aprimorar métodos

de solução, ainda existe a meta de acoplar as equações �uidodinâmicas das fases com

a equação de balanço populacional. Na maioria dos casos, as partículas distribuídas

no domínio não têm comportamento homogêneo3. Isso implica que o campo de

velocidade das partículas, bem como os termos fonte (relacionados aos fenômenos

de quebra e agregação), dependem da �uidodinâmica da fase contínua, da mesma

forma que a velocidade da fase contínua depende da fase dispersa.

Esse efeito de duas vias pode ser capturado combinando a abordagem multifásica

Euleriana/Euleriana4 com a equação de balanço populacional. A primeira tentativa
2336 artigos nos últimos 5 anos (levantamento da ISI Web of Knowledge com palavra chave a

Population Balance Equation)
3Dependência com as coordenadas espaciais.
4Cada fase é modelada com suas respectivas equações Eulerianas de transporte.
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de acoplar a EBP com CFD foi a proposta por LO [42], que criou o método MUSIG

(Multiple Size Group). Neste método, uma das fases representa a fase contínua e

a outra representa todas as classes5 da fase dispersa. Essa modelagem assume que

as velocidades de todas as partículas são iguais, o que não ocorre na maioria dos

sistemas polidispersos.

Para driblar essa limitação, KREPPER et al. [30] propuseram usar duas fases

dispersas distintas, sendo que uma com classes de tamanhos pequenos e outra com

classes de tamanhos grandes, e cada uma dessas fases teria campos de velocidades

diferentes.

Outra metodologia de acomplamento PB-CFD é o modelo algébrico de mistura

com escorregamento. Esse método consiste em resolver as equações de transporte

para a mistura, permitindo diferenciar o per�l de velocidade de cada classe a partir

de uma equação algébrica de deslizamento (MANNINEN et al. [45]).

MARCHISIO et al. [49] introduziram uma nova técnica numérica de acoplamento

PB-CFD utilizado o método QMOM,Quadrature Method of Moments, desenvolvido

por MCGRAW [52]. Em 2005, MARCHISIO e FOX [46] desenvolveram um método

original denominado DQMOM, Direct Quadrature Method of Moments, que hoje é

o mais indicado para o acoplamento PB-CFD (SILVA et al. [67]). Ainda em 2005,

BOVE et al. [5] desenvolveram o método PPDC, Parallel Parent Daughter Classes,

e obtiveram resultados satisfatórios para uma coluna de borbulhamento 2D. Não

obstante, os resultados ainda eram considerados qualitativos. Em 2008, SILVA

et al. [67] realizaram testes comparativos entre o acoplamento PB-CFD utilizando

dois softwares : ANSYS CFX - softwares comercial - e OpenFOAM - código aberto,

con�rmando a e�ciência do método DQMOM em realizar simulações acopladas.

Em suma, os métodos de solução e acoplamento PB-CFD ainda são incipientes,

e muito tempo de desenvolvimento deve ser empregado. Vários autores propuseram

técnicas de acoplamento diferentes, obtendo resultados satisfatórios. Todavia, ainda

existem muitas incertezas envolvidas, tais como a modelagem da turbulência e das

funções de quebra e de agregação. Portanto, os resultados obtidos até hoje podem

ser considerados qualitativos.

1.2 Motivação e Objetivo

Nos últimos anos, a indústria do petróleo vem crescendo e alavancando a economia

brasileira. Para que esse crescimento seja continuado, existe a necessidade de cons-

tante renovação tecnológica. Por esta razão, as companhias de petróleo, em especial

a PETROBRAS, Petróleo Brasileiro S/A, têm se dedicado à pesquisa e ao desen-

volvimento de técnicas de obtenção e bene�ciamento de petróleo. Outro aspecto

5Metodologia desenvolvida inicialmente para o software comercial ANSYS CFX.

3



relevante, que é destaque e preocupa a sociedade, é o meio ambiente. Tal preocu-

pação tem sido constantemente notícia na mídia mundial, levando à tona também

aspectos políticos e econômicos. Nesse contexto, as empresas petrolíferas devem se

adequar e desenvolver novas tecnologias que sigam as novas tendências mundiais.

O emprego de CFD vem se tornando mais popular na indústria, deixando cada

vez mais sua característica acadêmica e ganhando vida nos projetos engenharia.

A expansão da computação paralela e o desenvolvimento de técnicas numéricas

rápidas, precisas e robustas são os principais motivos pelos quais CFD se tornou

uma ferramenta de projeto. Por isto, hoje, é factível simular escoamentos complexos

com um grau de detalhamento inviável há algumas décadas atrás.

Na PETROBRAS, o uso de CFD cresce em torno de 40% ao ano (DAMIAN

[9]), dado que evidencia o interesse por essa tecnologia. Atualmente, o volume de

aplicações de CFD na empresa é vasto, atuando desde bioengenharia até engenharia

básica.

Neste sentido, algumas técnicas como acoplamento entre balanço populacional

e CFD vem ganhando espaço, exigindo assim o desenvolvimento de técnicas nu-

méricas mais precisas e robustas. Em vista disso, o presente trabalho tem como

objetivo analisar métodos numéricos capazes de resolver a EBP com maior robustez

e acurácia que métodos tradicionais. Modi�cando essencialmente o método DQ-

MOM tradicional, substituindo os momentos padrão por momentos generalizados,

mais especi�camente derivando momentos generalizados, utilizando base polinomial

de Laguerre, como no trabalho de GROSCH et al. [23], e inovando com a base

polinomial de Legendre para derivação de uma nova metodologia.

1.3 Organização do Texto

O trabalho apresenta um estudo comparativo entre variações do método DQMOM

aqui desenvolvidas. Dentro do escopo dessa dissertação não foram levados em consi-

deração os efeitos da �uidodinâmica, já que o interesse era mensurar a qualidade dos

métodos sem a in�uência de outras fontes de erro. A veri�cação numérica foi execu-

tada com os problemas com solução analítica de domínio semi-in�nito de MCCOY

e MADRAS [51] e de LAGE [35].

No capítulo 2, apresenta-se uma fundamentação teórica básica do uso de po-

linômios ortogonais e sua relevância nos métodos computacionais descritos nesse

trabalho. Este capítulo apresenta alguns teoremas importantes, técnicas de obten-

ção dos três termos de recorrência e como mapear os pesos e abscissas de uma

quadratura tipo Gaussiana. Os fundamentos da teoria de balanço populacional são

mostrados no capítulo 3. Este capítulo abrange desde a formulação dos conceitos

básicos até o equaciomento geral e suas possíveis simpli�cações. Já no capítulo 4 é
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apresentada uma revisão dos diversos métodos de solução da EBP. O método das

classes, os métodos híbridos e o PPDC receberão maior atenção, pois são os mais

relevantes para o acoplamento PB-CFD (BOVE et al. [5]).

O capítulo 5 fornece a descrição e a derivação das técnicas numéricas propostas

nesse trabalho. No capítulo seguinte são mostrados os resultados da comparação

entre os métodos DQMOM, DQMOMa, DQMOGeM e DQMOGeMa, para resolver

a EBP homogênea. A avaliação de equivalência dos pesos e abscissas no tempo,

testes de tempo computacional e robutez foram analisados nesta etapa. Finalmente,

no capítulo 7, são apresentadas as conclusões e sugestões a partir dos resultados

obtidos no capítulo 6.
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Capítulo 2

Polinômios Ortogonais

Neste capítulo será apresentada uma breve discussão sobre polinômios ortogonais

e, sua relevância sobre os métodos computacionais estudados nesse trabalho. No

primeiro item, algumas de�nições e demostração importantes serão abordadas para

o melhor entendimento das seções seguintes. No segundo item, serão apresentados

os procedimentos de como mapear os coe�cientes de recursão a partir dos momentos

padrão e modi�cados e no último item são dados os passos para obter os pesos e as

abscissas da aproximação por quadratura Gaussiana (GAUTSCHI [19]).

2.1 Teoria Básica

2.1.1 Polinômios Ortogonais

De�nição de polinômios ortogonais

Seja Λ(θ) uma função não descrescente na reta real, cuja medida induzida dΛ(θ)

tem momentos �nitos, µk, de todas as ordens:

µk = µk(dΛ(θ)) :=

∫
R

θkdΛ(θ), k = 0, 1, 2 . . . , µ0 > 0 (2.1)

Seja P o espaço de polinômios com coe�cientes reais e Pd ⊂ P o espaço de polinômios

de grau ≤ d. Para qualquer par w e q pertencentes a P (GAUTSCHI [19]), pode-se

de�nir o produto interno como:

(w, q)dΛ =

∫
R

w(θ)q(θ)dΛ(θ). (2.2)

Então, se (w, q)dΛ = 0, w é ortogonal a q. Permitindo w = q, então

||w|| =
√

(w, w)dΛ =

√∫
R

w(θ)2dΛ(θ). (2.3)
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em que, ||w|| é a norma de w.

De�nição de polinômios ortogonais mônicos

Sendo πk(θ) = θk + . . . , k = 0, 1, . . ., diz-se que πk(θ) são polinômios ortogonais

mônicos com respeito a medida dΛ(θ), se

(πk, πl)dΛ = 0 k 6= l k, l = 0, 1, . . .

||πk|| > 0 k = 0, 1, . . . (2.4)

Lema 2.1.1 Se π0(θ), π1(θ), . . . , πn(θ) são polinômios ortogonais mônicos, e p ∈ Pn,

então p pode ser escrito unicamente por:

p =
n∑

k=0

ckπk (2.5)

onde ck são constantes reais.

Zeros

Teorema 2.1.1 Todos os zeros do polinômio πk(θ), para k ≥ 1, são reais simples e

estão localizados no interior do suporte de dΛ(θ).

As de�nições acima serão úteis para o desenrolar das próximas seções, uma vez

que algumas demonstrações utilizarão os conceitos citados.

2.1.2 A Relação de Recorrência

A relação de recorrência (equação (2.7)) contêm as informações mais importan-

tes para construção dos polinômios ortogonais - computacionalmente (GAUTSCHI

[19]). A partir desses termos, pode-se gerar facilmente bases polinomiais ortogo-

nais e suas derivadas, além de possibilitar construir todas as regras importantes de

quadratura Guassiana.

A principal razão para existir esses termos é a seguinte propriedade:

(θw, q)dΛ = (w, θq)dΛ ∀ w e q ∈ P, (2.6)

propriedade que será utilizada para demonstração do teorema abaixo:

Teorema 2.1.2 Seja πk(θ), k = 0, 1, . . ., polinômios ortogonais mônicos com res-

peito a medida dΛ. Então,

7



πk+1(θ) = (θ − αk)πk(θ) − βkπk−1(θ) (2.7)

π−1(θ) = 0 π0(θ) = 1 (2.8)

onde,

αk =
(θπk, πk)dΛ

(πk, πk)dΛ

k = 0, 1, . . . , n (2.9)

βk =
(πk, πk)dΛ

(πk−1, πk−1)dΛ

k = 0, 1, . . . , n (2.10)

Demonstração (GAUTSCHI [19])

Se πk+1 − θπk é um polinômio de grau ≤ k, pelo Lema 2.1.1, pode-se escrever

πk+1 − θπk = −αkπk − βkπk−1 +
k−2∑
j=0

γkjπj (2.11)

Aplicando o produto interno com πk em ambos os lados da equação (2.11), por

ortogonalidade, tem-se que:

−(θπk, πk)dΛ = −αk(πk, πk)dΛ (2.12)

Conduzindo o mesmo procedimento para demostrar a equação (2.10), sendo neste

caso o produto interno realizado com πk−1, então,

−(θπk, πk−1)dΛ = −βk(πk−1, πk−1)dΛ (2.13)

Pela propriedade dada pela equação (2.6) tem-se que (θπk, πk−1)dΛ =

(πk, θπk−1)dΛ = (πk, πk + . . .)dΛ. Logo, (θπk, πk−1)dΛ = (πk, πk)dΛ, demostrando

assim a relação (2.10).

Finalmente, aplicando o produto interno com πi em (2.11), e com i < k − 1,

−(θπk, πi)dΛ = −γki(πi, πi)dΛ (2.14)

Recorrendo à propriedade (2.6), pode-se dizer que (θπk, πi)dΛ = (πk, θπi)dΛ como

θπi ∈ Pk−1, então γki = 0 para i < k − 1, demostrando assim a equação (2.7).

Por �m, dispor dos coe�cientes de recursão (αk e βk) nos permite gerar de ma-

neira estável polinômios ortogonais clássicos, não clássicos e os seus momentos, além

de possibilitar a geração dos pesos e abscissas da regra de quadratura Gaussiana. A

Tabela 2.1 ilustra os polinômios ortogonais e seus respectivos coe�cientes de recursão

usados para conceber os momentos generalizados neste trabalho.
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Tabela 2.1: Coe�cientes de recursão para polinômios ortogonais clássicos, sendo
dΛ(θ) = ω(θ)dθ.

ω(θ) Intervalo de Ortogonalidade Polinômio Ortogonal α′
k β′

0 β′
k

1 [0,1] Legendre Transladado 1
2

1 1
4(4−k−2)

e−θ [0,∞] Laguerre 2k + 1 1 k2

2.2 Métodos Baseados em Momentos

Esta seção refere-se às formas de determinação dos coe�cientes de recursão a par-

tir dos momentos de uma certa medida ω(θ)dθ. Uma das formas de obter esses

coe�cientes é a partir dos determinantes de Hankel. Todavia, esse método não é

recomendado computacionalmente (GAUTSCHI [19]), pois necessita de uma série

de avaliações de determinantes e não é robusta, uma vez que perde precisão signi�-

cativamente.

Outra forma de determinação é pelo algoritmo de Chebyshev. Nesse algoritmo

os termos de recursão são gerados diretamente sem a necessidade de cálculos repeti-

tivos de determinantes. Esta abordagem é muito semelhante ao algoritmo Produto-

Diferença proposto por GORDON [22].

Infelizmente, os métodos acima citados são numericamente mal-condicionados

(LAMBIN e GASPARD [37]). Para superar essa di�culdade, SACK e DONOVAN

[63] desenvolveram uma variação do método de Chebyshev, nomeado de algoritmo

de Chebyshev modi�cado. Esse método utiliza momentos generalizados ao invés de

momentos padrão, podendo levar a um sistema mais bem condicionado que os outros

algoritmos citados.

2.2.1 Determinação Clássica Via Determinante de Hankel

O determinante de Hankel, ∆k, de ordem k, é formado com os momentos {µj}0
2k−1,

sendo dado por:

∆0 = 1, ∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ0 µ1 . . . µk − 1

µ1 µ2 . . . µk

...
... . . .

...

µk−1 µk . . . µ2k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k = 1, 2, 3, . . .

De�ne-se,
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∆′
0 = 0, ∆′

1 = µ1, ∆′
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ0 µ1 . . . µk−2 µk

µ1 µ2 . . . µk µk+1

...
... . . .

...
...

µk−1 µk . . . µ2k−3 µ2k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k = 1, 2, 3, . . .

Onde ∆′
k é o determinante obtido de ∆k+1 removendo a penúltima coluna e a ul-

tima linha. Essas de�nições são o coração do método de geração de coe�cientes de

recursão via determinante, e no seu cálculo reside a principal di�culdade numérica

do método. A seguir o teorema que traduz o método via determinante:

Teorema 2.2.1 Os coe�cientes de recursão, αk = αk(dΛ) e βk = βk(dΛ), para

polinômios mônicos ortogonais πk(.; dΛ), podem ser determinados por (GAUTSCHI

[19]):

αk =
∆′

k+1

∆k+1

− ∆′
k

∆k

k = 0, 1, 2, . . . (2.15)

β0 = 1, βk =
∆k+1∆k−1

∆2
k

, k = 1, 2, . . . (2.16)

Se forem necessários polinômios de alta ordem o uso deste método se torna

impraticável computacionalmente, já que quanto maior a ordem do polinômio, maior

o número e a ordem dos determinantes a serem obtidos.

2.2.2 Algoritmo Produto Diferença

O algoritmo Produto Diferença (APD) proposto por GORDON [22] tem como �-

nalidade determinar os pesos e abscissas da quadratura Guassiana a partir dos mo-

mentos padrão de uma medida dΛ. Esse método é um dos utilizados em conjunto

com o QMOM e o DQMOM (MARCHISIO et al. [48], MCGRAW [52], MCGRAW

e WRIGHT [53]). O primeiro passo para o APD é a construção dos coe�cientes Pi,j.

Os componentes da primeira coluna P , estão na equação (2.17), onde δ é o delta de

Kronecker.

Pi,1 = δi,1, i = 1, . . . , 2n + 1 (2.17)

Os componentes da segunda coluna de P são determinados por:

Pi,2 = (−1)i−1µi−1, i = 1, . . . , 2n + 1, (2.18)

Os componentes restantes são gerados por:

Pi,j = Pi,j−1Pi+1,j−2 − P1,j−2Pi+1,j−1 (2.19)

j = 3, . . . , 2n + 1, i = 1, . . . , 2n + 2 − j
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Para os coe�cientes Ii, atribui-se ao primeiro elemento I1 = µ0, e os coe�cientes

restantes são construídos pela relação:

Ii =
P1,i+1

P1,iP1,i−1

, i = 2, . . . , 2n (2.20)

Uma matriz tridiagonal simétrica é obtida de somas e produtos dos Ii. Os Xi são

os termos da diagonal principal e os Zi são os elementos da co-diagonal:

X1 = I2 (2.21)

Xi = I2i + I2i−1, i = 1, . . . , n (2.22)

Zi = −
√

I2i−2I2i−1, i = 2, . . . , n (2.23)

As abscissas são os autovalores (mα) da matriz tridiagonal e os pesos são de�nidos

a partir dos seus autovetores (li,j) através relação:

ωα = I1l
2
1,α α = 1, . . . , n (2.24)

O APD fornece os pesos e abscissas sem precisar de cálculo repetitivos de deter-

minantes. No entanto, esse método pode acarretar problemas devido a propagação

de erros de arrendondamento, fazendo com que este falhe (descrito na seção de

resultados).

2.2.3 Algoritmo de Chebyshev Modi�cado

Com o relativo insucesso dos métodos anteriores, SACK e DONOVAN [63] propu-

seram uma alternativa mais robusta para determinar os coe�cientes de recursão.

Essa alternativa, além de evitar cálculos excessivos de determinantes, evita tam-

bém problemas de mal-condicionamento, como nos algoritmos de Chebyshev e no

Produto-Diferença. A essência desse método está na rede�nição dos momentos: ao

invés de usar monômios para cálcular os momentos, utiliza-se qualquer polinômio

mônico ortogonal. Desta forma, modi�ca-se também o mapeamento dos coe�cientes

de recursão.

O algoritmo de Chebyshev modi�cado pode ser aplicado com qualquer outra

base de polinômios mônicos ortogonais {pk}, satisfazendo:

pk+1(θ) = (θ − α′
k)pk(θ) − β′

kpk−1(θ) k = 0, 1, . . . (2.25)

11



p−1(θ) = 0 p0(θ) = 1 (2.26)

Assim, podemos gerar os momentos generalizados em termo de pk da seguinte forma:

µφ
k = µφ

k(dΛ(θ)) :=

∫
R

pk(θ)dΛ(θ), k = 0, 1, 2 . . . , µ0 > 0 (2.27)

Com α′
k ∈ R e β′

k ≥ 0. Lembrando que se α′
k = β′

k = 0, o algoritmo de Chebyshev

modi�cado se reduz ao método de Chebyshev original.

Introduzindo a de�nição de momentos mistos:

σkl =

∫
R

πk(θ)pl(θ)dΛ, k, l ≥ −1 (2.28)

Por ortogonalidade, σkl = 0 para k > l. Como θpk−1(θ) = πk(θ) + . . ., tem-se:∫
R

πk(θ)
2dΛ(θ) =

∫
R

πk(θ)θpk−1dΛ(θ) = σkk k ≥ 1. (2.29)

A relação σk+1,k−1 = 0 junto com a equação (2.7), origina por ortogonalidade

0 =

∫
R
[(θ − αk)πk(θ) − βkπk−1(θ)]pk−1(θ)dΛ(θ) = σkk − βkσk−1,k−1 (2.30)

sendo,

βk =
σkk

σk−1,k−1

(2.31)

De forma similar σk+1,k = 0. Logo:

0 =

∫
R
[(θ−αk)πk(θ)−βkπk−1(θ)]pk(θ)dΛ(θ) =

∫
R

πk(θ)θpk(θ)dΛ(θ)−αkσkk−βkσk−1,k

(2.32)

Reescrevendo a equação (2.25) na forma

θpk(θ) = pk+1(θ) + α′
kpk(θ) + β′

kpk−1(θ) (2.33)

Então a equação (2.32) se torna

0 = σk,k+1 + (α′
k − αk)σkk − βkσk−1,k (2.34)

Em seguida unindo a equação (2.31) com a (2.34), e fazendo σ−1,l = 0, obtem-se

α0 = α′
0 +

σ01

σ00

(2.35)
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αk = α′
k −

σk−1,k

σk−1,k−1

+
σk,k+1

σkk

, k = 1, 2, 3, . . . (2.36)

Os termos σ satisfazem a recursão abaixo:

σkl = σk−1,l+1 − (αk−1 − α′
l)σk−1,l − βk−1σk−2,l + β′

lσk−1,l−1, (2.37)

Assim, �nalmente, tem-se um algoritmo robusto e de facil implementação capaz

de determinar os n coe�cientes de recursão.

Algoritmo 2.2.1 Algoritmo Modi�cado de Chebyshev

Inicialização do método

α0 = α′
0 +

µφ
1

µφ
0

(2.38)

β0 = µφ
0 (2.39)

σ−1,l = 0 l = 1, 2, . . . , 2n − 2. (2.40)

σ0,l = µφ
l l = 0, 1, 2, . . . , 2n − 1. (2.41)

Se n > 1: para k = 1, 2, . . . , n − 1

σkl = σk−1,l+1 − (αk−1 − α′
l)σk−1,l − βk−1σk−2,l + β′

lσk−1,l−1 (2.42)

l = k, k + 1, . . . , 2n − k − 1.

αk = α′
k −

σk−1,k

σk−1,k−1

+
σk,k+1

σkk

(2.43)

βk =
σkk

σk−1,k−1

(2.44)

Como entrada, o algoritmo necessita dos 2n − 1 momentos generalizados e os

termos de recursão, {α′
k, β

′
k}2n−2

0 (predeterminados inicialmente quando se de�ne a

base polinomial ortonormal utilizada para derivação dos momentos generalizados).

Esse método será utilizado para inicialização dos métodos de solução da EBP de-

senvolvido nesse trabalho.
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2.3 Regra de Quadratura de Gauss

Este último tópico torna funcional os métodos citados acima. Como a EBP se trata

de uma equação integro-diferencial, a integração numérica é um tema presente nos

seus métodos de solução (RAMKRISHNA [60]).

Antes de de�nir a quadratura guassiana é importante apresentar o conceito de

matriz de Jacobi. Sendo os polinômios ortonormais de�nidos por:

πk(θ) = ||πk(θ)||π̃k(θ), (2.45)

então a relação de recorrência se torna√
βk+1π̃k+1(θ) = (θ − αk)π̃k(θ) −

√
βkπ̃k−1(θ), k = 0, 1, . . . (2.46)

π̃−1(θ) = 0, π̃0(θ) =
1√
β0

(2.47)

Rearranjando a equação (2.46),

θπ̃k(θ) =
√

βk+1π̃k+1(θ) + αkπ̃k(θ) +
√

βkπ̃k−1(θ), k = 0, 1, . . . , n − 1 (2.48)

Fazendo

π̃(θ) = [π̃0(θ), π̃1(θ), . . . , π̃n−1(θ)]
T (2.49)

e posteriormente, representando a equação (2.48) na forma de matriz,

θπ̃(θ) = Jn(dΛ)π̃(θ) +
√

βnπ̃n(θ)en (2.50)

Jn é de�nida como matriz de Jacobi e en = [0, 0, . . . , 1]T .

Jn =



α0

√
β1 0 . . . 0 0

√
β1 α1

√
β2 . . . 0 0

0
√

β2 α2

√
β3 . . . 0

0 0
. . . . . . . . . 0

0 0 . . . 0 . . .
√

βn

0 0 . . . 0
√

βn αn


Finalmente, depois de uma séria de de�nições, pode-se conectar a teoria de

polinômios ortonormais com a integração por quadratura Guassiana.

• Regra de Quadratura de Gauss
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Dada uma medida dΛ, para um número n ∈ N, a regra de quadratura Gaussiana
é escrita da forma: ∫

R
h(θ)dΛ =

n∑
α=1

ωαh(mα) + RG
n (h) (2.51)

onde ωα e mα são, respectivamente, os pesos e abscissas da aproximação, eRG
n (h) é o

erro associado à aproximação. As abscissas são os autovalores das matriz de Jacobi,

Jn, e V = [y0,y1, . . . ,yn] são seus os autovetores normalizados que carregam a

informação dos pesos de quadratura. Conforme o teorema (2.3.1).

Teorema 2.3.1 Os zeros mα, α = 1, 2, . . . , n, são os autovalores da matriz de

Jacobi, e os pesos, ωα são representados por

ωα = β0y
2
α,1 (2.52)

onde β0 =
∫

R dΛ e yα,1 é a primeira componente do autovetor, relacionada com o

autovalor mα.

De�nições

Teorema 2.3.2 Os zeros, mα, do polinômio π̃n são os autovalores da matriz de

Jacobi, Jn(dΛ), e π̃(mα) são seus correspondentes autovetores.

Prova do Teorema 2.3.2

Substituindo θ = mα na equação (2.50) obtem-se mαπ̃(mα) = Jn(dΛ)π̃(mα).

Corolário 2.3.1 Como conseqüência do teorema (2.3.2) temos que,

β0y
2
α,1 =

1∑n−1
k=0 [π̃k(mα)]2

, α = 1, . . . , n (2.53)

Demostração do Teorema 2.3.1

Seja π̃k uma base de polinômios ortonormais relativo a medida dΛ e π̃(θ) =

[π̃0(θ), π̃1(θ), . . . , π̃n−1(θ)]
T . Então pelo teorema (2.3.2) e pelo corolário (2.3.1), tem-

se:

β0y
2
α,1 =

1∑n−1
k=0 [π̃k(mα)]2

, α = 1, . . . , n (2.54)

Fazendo h(θ) = π̃k(θ), k ≤ n − 1, na fórmula de Gauss (2.51), obtem-se por

ortogonalidade,

β
− 1

2
0 δk,0 =

n∑
α=1

ωαπ̃k(mα) (2.55)
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em que δk,0 é o delta de Kronecker. Escrevendo a equação (2.55) na forma matricial,

tem-se:

Mw = β
− 1

2
0 e1 (2.56)

onde M = [π̃(m1), . . . , π̃(mn)] é a matriz de autovetores, w = [ω1, . . . , ωn]T é o vetor

dos pesos da quadratura Gaussiana e e1 = [1, 0, . . . , 0]. Como as colunas de M são

mutualmente ortogonais,

MTM = Dπ, Dπ = diag(d0, . . . , dn−1), dα−1 =
n−1∑
k=0

[π̃k(mα)]2 (2.57)

Multiplicando pela esquerda a equação (2.56) por MT ,

Dπw = β
− 1

2
0 MTe1 = β

− 1
2

0 β
1
2
0 e (2.58)

onde e = [1, . . . , 1]T . Por �m, temos que w = D−1
π e, então,

w =
1∑n−1

k=0 [π̃k(mα)]2
, α = 1, . . . , n (2.59)

Segundo o corolário 2.3.1 e o teorema 2.3.2 podemos dizer que:

ωα = β0y
2
α,1 (2.60)

A metodologia apresentada ao longo desse capítulo, foi utilizada para inicializar

o método numérico proposto no trabalho. A inicialização deve ser feita com os mo-

mentos generalizados e seus coe�cientes de recursão. Se os momentos generalizados

não estiverem disponíveis, pode-se utilizar o algoritmo de Chebyshev com os mo-

mentos padrão e os coe�cientes de recursão nulos, ou então, simplesmente converter

os momentos padrões em generalizados6. Como já foi mencionado a última opção é

a mais recomendada, portanto, sugere-se o uso do método de conversão disponível

no apêndice A.

6Transformação descrita no apêndice A.
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Capítulo 3

Teoria de Balanço Populacional

Em muitos problemas práticos, o comportamento de partículas é crucial para a

análise do desempenho de equipamentos onde ocorrem escoamentos multifásicos

polidispersos. Deste modo, torna-se necessário realizar estudos que caracterizem

melhor o comportamento espacial e dinâmico de uma população de partículas. Para

preencher essa lacuna (com custo computacional reduzido) surge em 1916 a teoria

de balanço populacional (RAMKRISHNA [60]).

Balanço populacional, como o nome já diz, estuda a conservação da distribuição

numérica em uma população de partículas. Matematicamente, as variáveis que

afetam uma distribuição podem ser de dois tipos: variáveis externas e internas. As

variáveis externas, x, {x ∈ Ωx}, referem-se à localização espacial de cada partícula,

ou seja, suas coordenadas no R3. Enquanto que as variáveis internas , r, {r ∈ Ωr},
referem-se às propriedades das partículas, tais como: diâmetro, área superfícial, e

outros (RAMKRISHNA [60]). A Figura 3.1 representa um escoamento gás-líquido

e ilustra a diferenciação entre variável interna e externa.

Pode-se considerar que o desenvolvimento dessa teoria teve início no �nal do

século XVIII, sendo a equação de Boltzmann a origem da primeira aparição da EBP

(YEOH e TU [75]), embora tenha sido expressa em termos de uma distribuição de

moléculas. Porém, sua formulação geral só foi desenvolvida em meados do século

XIX. HULBURT e KATZ [26] foram os pioneiros a aplicar esse equacionamento a

um problema de engenharia química.

A partir de então, a técnica começou a se difundir na engenharia química, sendo

um marco importante para o surgimento de uma série de livros textos sobre balanço

populacional aplicado a aero-colóides (PANDIS e SEINFELD [56], HIDY e BROCK

[24], FRIEDLANDER [17]). Não obstante, toda a �exibilidade e capacidade da

teoria só foi sedimentada como ferramenta básica a ser aplicada a processos de

engenharia com o livro publicado por RAMKRISHNA [60].

Mesmo sendo uma teoria antiga, a implementação e a aplicação da mesma é

recente. Ainda, existem muitas barreiras a serem ultrapassadas, como por exemplo:
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Figura 3.1: Exemplo ilustrativo dos tipos de variáveis interna, raio da partícula, e
externas, coordenadas espaciais 2D (YEOH e TU [75]).

a modelagem dos fenômenos de quebra, nucleação, crescimento e agregação.

Neste capítulo serão apresentados os conceitos da teoria de balanço populacional,

desde o equacionamento completo a suas principais simpli�cações e hipóteses, além

de subseções descrevendo a modelagem dos fenômenos de quebra e agregação.

3.1 Equação de Balanço Populacional

Primeiramente, deve-se postular a existência da distribuição densidade numérica

média de partículas, f(x, r,Y, t), no espaço de variáveis internas e externas, sob

in�uência da fase contínua. Essa in�uência é agrupada num único vetor, Y =

{Y1, Y2, . . . , Yc}, de dimensão c,

E[n(x, r,Y, t)] = f(x, r,Y, t), (3.1)

x ∈ Ωx, r ∈ Ωr

Na equação (3.1), f(x, r,Y, t) é a expectativa de n, densidade numérica instantâ-

nea local, para o conjunto de realizações do processo, conforme o seu número de

realizações tende ao in�nito. Interessante frisar que essa função densidade numérica

é suave, e permite ser diferenciada em qualquer variável quantas vezes for necessá-

rio, além de permitir calcular o número médio de partículas em qualquer região no

espaço de variáveis de estado. Assim, o número total de partículas (médio), NT ,
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pode ser calculado pela equação (3.2).

NT (t,Y) =

∫
Ωx

dVx

∫
Ωr

f(x, r,Y, t)dVr (3.2)

onde dVr e dVx são volumes in�nitesimais no espaço de coordenadas internas e

externas, respectivamente. Da mesma forma, pode-se calcular a densidade numérica

de partículas no espaço físico (número de partículas por unidade de volume físico):

Nx(x,Y, t) =

∫
Ωr

dVrf(x, r,Y, t) (3.3)

Outras formas de distribuição de densidade, podem ser de�nidas para uma popula-

ção. Por exemplo, sendo v(r) o volume da partícula no espaço de variáveis internas

r, logo de�ne-se v(r)f(x, r,Y, t) como a distribuição densidade volumétrica. Desta

forma, é possível escrever a fração volumétrica local e instantânea da fase dispersa

por:

γα(x,Y, t) =

∫
Ωr

v(r)f(x, r,Y, t)dVr (3.4)

Diferente da densidade numérica, as distribuições de densidade de propriedade

da população são �sicamente mais relevantes para as aplicações práticas. Porém,

representar a EBP baseada na densidade numérica é mais vantajoso, pois a mesma

é facilmente transformada em um distribuição de densidade de propriedade a partir

de propriedade extensiva da partícula como massa e volume.

As mudanças temporais das variáveis externas são de�nidas como velocidade no

espaço físico, enquanto que as variáveis internas são de�nidas como uma movimen-

tação abstrata da propriedade no espaço das variáveis internas. Por exemplo, a

transferência de massa de um componente da fase contínua para particulada pode

ser considerada uma movimentação no espaço de concentração. Assim, diz-se que

Ṙ(x, r,Y, t) é a �velocidade� no espaço de variáveis internas e Ẋ(x, r,Y, t) é a

velocidade no espaço físico.

Depois de de�nida as velocidades em ambos os espaços, agora é possível iden-

ti�car o �uxo de partículas7. Portanto, f(x, r,Y, t)Ṙ(x, r,Y, t) representa o �uxo

de partículas no espaço de variáveis internas, e f(x, r,Y, t)Ẋ(x, r,Y, t), o �uxo no

espaço físico.

Usando as de�nições acima, a equação de balanço populacional pode ser escrita

7Número de partículas transportadas por unidade de tempo por unidade de área normal a
direção da velocidade.

19



como (RAMKRISHNA [60]):

∂f(x, r,Y, t)

∂t︸ ︷︷ ︸
Transiente

= −5x [Ẋf(x, r,Y, t)]︸ ︷︷ ︸
Advectivo

+5x · [Dx · (5x · Dx
T f(x, r,Y, t)]︸ ︷︷ ︸

Difusivo

+

+ H(x, r,Y, t)︸ ︷︷ ︸
Fonte

(3.5)

O primeiro termo representa o acúmulo de partículas no espaço das variáveis

Ωx × Ωr. Os segundo e terceiro termos representam o transporte convectivo e o

dispersivo de partículas no espaço físico, respectivamente.

Ẋ(x, r,Y, t) é taxa de variação da variável externa (velocidade no espaço físico),

Dx é o coe�ciente de difusão anisotrópico. H(x, r,Y, t) é o termo fonte, que pode ser

dividido entre a taxa de nucleação, J(x, r,Y, t), taxa de crescimento, G(x, r,Y, t),

e as taxas líquidas de nascimento e morte, B(x, r,Y, t) e D(x, r,Y, t), respectiva-

mente, pelo fenômeno de agregação (a) e de quebra (b), conforme a equação 3.6.

H(x, r,Y, t) = Ba(x, r,Y, t) − Da(x, r,Y, t) + Bb(x, r,Y, t) − Db(x, r,Y, t)

+J(x, r,Y, t) + G(x, r,Y, t) (3.6)

O termo de crescimento G(x, r,Y, t) é o divergente do �uxo das variáveis inter-

nas, podendo ser interpretado com o �uxo (difusivo e/ou convectivo) desta variável

em seu respectivo estado. A equação geral para o termo de crescimento é dada por:

G(r,x,Y, t) = −5r ·[Ṙf(r,x,Y, t)]︸ ︷︷ ︸
Convectivo

+5r · [Dr.(5r · Dr
T f(r,x,Y, t)]︸ ︷︷ ︸

Difusivo

(3.7)

Ṙ(x, r,Y, t) é taxa de variação da variável interna e Dr é o coe�ciente de difusão

anisotrópico no espaço de variáveis internas. Geralmente, esses termos de nucleação

podem ser modelados como uma condição de �uxo no contorno ∂Ωr, sendo assim

retiradas da EBP.

Para modelar uma polidispersão, o conhecimento dos processos físicos associados

aos termos fontes são de vital importância para o sucesso da modelagem. Nas

próximas seções serão expostos detalhes sobre a modelagem dos termos de quebra e

agregação.
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3.2 Fenômeno de Agregação

Esta seção se preocupa em descrever o evento de agregação de duas partículas,

como por exemplo, coalescência de bolhas em uma coluna de borbulhamento, ou até

mesmo agregação de células em um processo biológico. No entanto, esta revisão se

focará na agregação de partículas �uidas.

Numa dispersão, as partículas se movimentam e podem colidir continuamente

uma com as outras. Contudo, nem toda colisão acarretará em agregação. É neces-

sário que ocorram mais dois fenômenos: a drenagem e ruptura do �lme gerado pelo

�uido que envolve a partícula. Desta forma, a coalescência só ocorre quando esse

três fenômenos acontecerem sequencialmente.

Para modelagem do processo de agregação de�ne-se a freqüência de agregação,

que representa a fração de pares de partículas com estado (x̃, r̃) e (x′, r′), que sob o

efeito da fase contínua, Y, se agrega em um período de tempo entre t e t + dt.

a(x̃, r̃, r,x,Y, t)dt (3.8)

Podemos reconhecer que a(x̃, r̃, r,x,Y, t) também é a probabilidade de um par de

partículas de estado (x̃, r̃) e (x′, r′) se agregar na unidade de tempo t. A �gura 3.2

descreve a possibilidade da colisão não ser efetiva, ou em outras palavras, de duas

partículas colidirem e não coalescerem. Portanto, para modelar a freqüência de

agregação, é necessário associá-la à freqüência de colisão e à e�ciência de agregação,

freqüência de agregação = freqüência de colisão x e�ciência de agregação

a(x̃, r̃, r,x,Y, t) = w̄(x̃, r̃, r,x,Y, t)η(x̃, r̃, r,x,Y, t) (3.9)

Após destacar a freqüência de agregação, pode-se de�nir os termos de nas-

cimento e morte por agregação, dado o estado (x, r) de uma nova partícula,

formada da agregação de uma partícula de estado (x′, r′) com outra de estado

[x̃(x′, r′|x, r), r(x′, r′|x, r)].

É necessário especi�car a distribuição de densidade numérica, f2(x̃, r̃,x′, r′), de

pares de partículas que colidem com estado (x̃, r̃) e (x′, r′) no instante t por unidade

de volumes dos espaços de estados. O termo fonte de nascimento por agregação, Ba,

produz uma partícula com estado (x, r).

Ba(r,x,Y, t) =
1

ξ

∫
Ωx′

dVx′

∫
Ωr′

dVr′a(x̃, r̃, r′,x′,Y, t)f2(x̃, r̃,x′, r′)
∂(x̃, r̃)

∂(x, r)
(3.10)

onde ξ controla o número de vezes que um par idêntico de partículas foi computado

na integração, assim, o fator 1
ξ
corrige possíveis erros de redundância. Sabendo que
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f2(x̃, r̃,x′, r′) é dada por unidade de volume das coordenadas (x̃, r̃,x′, r′), deve-se

fazer a transformação de coordenadas de partículas que colidem com estado (x̃, r̃)

para a partícula gerada com estado (x, r). Por isso, a existência da matriz Jacobiana
∂(x̃,r̃)
∂(x,r)

8, que é dada por:

∂(x̃, r̃)

∂(x, r)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x̃1

∂x̃1

∂x̃1

∂x̃2

∂x̃1

∂x̃3

∂x̃1

∂r̃1
. . . ∂x̃1

∂r̃n

∂x̃2

∂x̃1

∂x̃2

∂x̃2

∂x̃2

∂x̃3

∂x̃2

∂r̃1
. . . ∂x̃2

∂r̃n

∂x̃3

∂x̃1

∂x̃3

∂x̃2

∂x̃3

∂x̃3

∂x̃3

∂r̃1
. . . ∂x̃3

∂r̃n

∂r̃1

∂x̃1

∂r̃1

∂x̃2

∂r̃1

∂x̃3

∂r̃1

∂r̃1
. . . ∂r̃1

∂r̃n
...

...
...

... . . .
...

∂r̃n

∂x̃1

∂r̃n

∂x̃2

∂r̃n

∂x̃3

∂r̃n

∂r̃1
. . . ∂r̃n

∂r̃n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.11)

O termo fonte de morte por agregação é descrito por:

Da(r,x,Y, t) =

∫
Ωx′

dVx′

∫
Ωr′

dVr′a(x̃, r̃, r′,x′,Y, t)f2(x̃, r̃,x′, r′) (3.12)

Infelizmente, o termo de agregação da EBP não está fechado, pois f2(x̃, r̃,x′, r′, t)

ainda é desconhecido. Geralmente, nas análises que usam balanço populacional,

pode-se fazer a seguinte aproximação:

f2(x̃, r̃,x′, r′, t) = f(x̃, r̃, t)f(x′, r′, t) (3.13)

Essa suposição implica que não existe correlação estatística entre as partículas

com estado (x̃, r̃) e (x, r) no instante t. Esta suposição é plausível quando se trata

de uma ampla população de partículas (RAMKRISHNA [60]).

3.3 Fenômeno de Quebra

O processo de quebra é a ruptura de uma partícula dispersa em pelo menos outra

duas (ARAUJO [2]). A quebra pode ser ocasionada da colisão da partícula contra

uma superfície sólida, pela interação da partícula com campos cisalhantes, ou pela

ação da turbulência. O primeiro mecanismo é mais evidente em partículas sólidas,

onde a partícula é lascada ou atritada com a superfície de outra partícula, parede

ou impelidor. O segundo mecanismo é ocasionado pela interação da partícula com

8Importante não confundir matriz de Jacobi com matriz Jacobiana.
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a fase contínua. Neste caso, o impacto não é mais com uma superfície rígida, mas

sim com turbilhões (eddies). De fato, o contato da fase dispersa com o campo cisa-

lhante do meio contínuo pode provocar oscilações de forma na partícula �uida pela

ação das forças inerciais e coesivas, e por conseqüência, promover a quebra (LUO

e SVENDSEN [43]). Isso só ocorre quando a energia cinética turbulenta fornece

energia super�cial su�ciente para fragmentar a partícula. Deste modo, os modelos

de quebra se apoiam em três teorias básicas: colisão entre partículas e superfície

rígida, colisão entre partículas �uidas e eddies ou ruptura devido à deformação da

partícula por in�uência fase contínua.

Se o processo de quebra de partículas ocorrer independentemente uma da outra,

pode-se de�nir uma taxa especí�ca de quebra, b(x, r,Y, t), interpretada como a fra-

ção de partículas com estado (x, r) que quebram por unidade de tempo, no instante

t, em um ambiente descrito por Y. Então o número médio de partículas �perdidas�

por unidade de tempo é dado por:

Db(x, r,Y, t) = b(x, r,Y, t)f(x, r,Y, t) (3.14)

Antes de caracterizar o termo fonte de nascimento por quebra, deve-se preocupar

com as seguintes propriedades:

• ν(x′, r′,Y, t) é número médio de partículas formado pela quebra da partícula

com estado (x′, r′) (ν ≥ 2).

• P (x, r|x′, r′,Y, t) é a função de densidade de probabilidade das partículas for-

madas pela quebra de uma partícula de estado (x′, r′) em um ambiente Y no

instante t, de vir a possuir estado (x, r).

Assim o termo de nascimento por quebra é dado por (RAMKRISHNA [60]):

Bb(r,x,Y, t) =

∫
Ωx′

∫
Ωr′

ν(x′, r′,Y, t)P (x, r|x′, r′,Y, t)b(x′, r′,Y, t)

f(x′, r′,Y, t)dVr′dVx′ (3.15)

3.4 Simpli�cações e Hipóteses Usuais

Por conta da complexidade de modelar os termos da EBP é vital para sua solução

considerar hipóteses que simpli�quem o seu equacionamento original sem perder as

características físicas intrínsecas a cada problema. As hipóteses físicas e de mode-

lagem apresentadas nesta seção são amplamente usadas na solução da EBP e no

desenvolvimento de funções de quebra e agregação (RAMKRISHNA [60]).
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Figura 3.2: Mecanismos de quebra e agregação (YEOH e TU [75]).

A morte e o nascimento por agregação envolvem pelo menos três posições, duas

partículas com posições x′ e x̃ e uma gerada com posição x. Contudo, para proble-

mas práticos de engenharia, formular a EBP levando em conta estas três posições

não é necessário. Então, é comum considerar que x′ ≈ x̃ ≈ x. Em outras palavras,

a agregação é local.

Assumir que as três posições são próximas resulta nas equações 3.16 e 3.17.

Ba(r,x,Y, t) =
1

ξ

∫
Ωr′

dVr′a(x, r̃, r′,Y)f(x, r̃, t)f(x, r′, t)
∂(r̃)

∂(r)
(3.16)

Da(r,x,Y, t) =

∫
Ωr′

a(x, r̃, r′,Y)f(x, r, t)f(x, r′, t)dVr′ (3.17)

Considerando o problema multivariado, a matriz jacobiana de transformação de

coordenada se transforma em:

∂(r̃)
∂(r)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂r̃1

∂r1
. . . . . . ∂r̃1

∂rn

∂̃r2

∂r1
. . . . . . ∂r̃2

∂rn
...

...
...

...
∂r̃n

∂r1
. . . . . . ∂r̃n

∂rn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Se o problema for monovariado e a propriedade interna for aditiva na agregação, o

jacobiano de transformação se torna unitário. O exemplo abaixo mostra o jacobiano

para massa m de partícula.

m′ + m̃ = m, (3.18)

∂(m̃)

∂(m)
= 1 (3.19)

Hipótese semelhante pode ser estendida para o fenômeno de quebra. O processo

de quebra ocorre numa escala de tempo muito menor que a evolução da população.

Desta forma, a posição das partículas mãe e �lha podem ser consideradas iguais.

Assim, o termo de nascimento por quebra se torna:

Bb(r,x,Y, t) =

∫
ωr′

ν(x, r′,Y, t)P (x, r|r′,Y, t)b(x, r′,Y, t)f(x, r′,Y, t)dVr′ (3.20)

A equação de balanço populacional escrita em termos de uma distribuição más-

sica, com quebra binária, levando em conta as simpli�cações citadas nessa seção,

está ilustrada na equação 3.21.

∂f(m,x,Y, t)

∂t
+ 5x[Ẋf(m,x,Y, t)] −5x · (Dx 5x [f(m,x,Y, t)])

=
1

2

∫ m′

0

a(m̃,m,x,Y, t)f(m′,x,Y, t)f(m̃,x,Y, t)dm′

−
∫ ∞

0

a(m′,m,x,Y)f(m,x,Y, t)f(m′,x,Y)dm′

+2

∫ ∞

m

b(m′,x,Y, t)P (m|m′,x,Y, t)f(m′,x,Y, t)dm′

−b(m,x,Y, t)f(m,x,Y, t) (3.21)

25



Capítulo 4

Métodos de Solução da Equação de

Balanço Populacional

A EBP é uma equação integro-diferencial com dependência temporal e espacial (co-

ordenadas internas e externas) que quase nunca pode ser resolvida analiticamente.

Sua solução analítica só é viável em casos muito simples, que geralmente não são

aplicáveis a situações reais (PATIL e ANDREWS [57], LAGE [33], MCCOY e MA-

DRAS [51], LIOU et al. [39]). No entanto, os métodos de solução analítica não são

dispensáveis, visto que podem ser utilizados para testar e validar novas técnicas de

solução numéricas.

Entre as técnicas analíticas mais comuns estão o método de aproximações su-

cessivas, o método das características, o método das gerações sucessivas e o método

de transformada de Laplace. Já entre os métodos numéricos, os mais comuns são

os métodos estocásticos (Monte Carlo), o método das classes, o método dos resí-

duos ponderados, o método dos momentos e os métodos híbridos (incluindo suas

variantes). Contudo, o método das classes, o QMOM (MCGRAW [52]), o DQMOM

(MARCHISIO e FOX [46]) e o PPDC (BOVE et al. [5]) são mais relevantes para

o acoplamento PB-CFD, por isso tiveram mais espaço nesta revisão. Apesar do

PPDC ser considerado um método híbrido, este será explicitado logo após o método

das classes, já que o mesmo deu origem ao PPDC.

4.1 Métodos Estocásticos

Esses métodos são baseados em realizações arti�ciais do comportamento de um sis-

tema particulado. Desta forma é possível simular um sistema disperso, a partir da

geração de números aleatórios para o cálculo das funções de densidade de proba-

bilidade de um dado sistema (RAMKRISHNA [60]). Portanto, o equacionamento
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integro-diferencial, que é determinístico9, é substituído pela simulação estocástica

do sistema.

A simulação estocástica de um sistema partículado foi introduzida por KEN-

DALL [29] em um processo simples de quebra e agregação. Todavia, sua generali-

zação só foi realizada em 1977 por SHAH et al. [66]. Neste caso, a taxas de quebra

e agregação eram proporcionais ao número de partículas do sistema e função do

tamanho das partículas. Posteriormente, DAS [10] criou uma metodologia conside-

rada semi-analítica para processo de quebra utilizando o método de Monte Carlo. O

autor sugere que, na ausência de solução analítica, seu método pode ser usado sem

perda de generalidade para problemas de quebra pura. GOODSON e KRAFT [21]

avaliaram dois algoritmos estocásticos, o Direct Simulation Algorithm de EIBECK

e WAGNER [14] e Mass Flow Algorithm desenvolvido por DEBRY et al. [11], frente

a problema com quebra e coalescência.

IMMANUEL e DOYLE [27] simularam a dinâmica de uma população utilizando

o método de Monte Carlo com três variáveis internas, avaliando a in�uência dos

diferentes termos de agregação. Concluíram que o método é e�ciente para proble-

mas multi-dimensionais (multivariado). ZHAO et al. [77] compararam quatro méto-

dos mais usuais de simulação estocástica: Constant number Monte Carlo (CNMC),

Stepwise constant volume Monte Carlo (SCVMC), Direct simulation Monte Carlo

(DSMC) e Multi-Monte Carlo (MMC). Concluíram que os métodos CNVMC e

CNMC são os mais e�cientes mas a escolha de um deles depende do comporta-

mento da distribuição de partículas. Se o número de partículas aumentar com o

tempo o método CNVC é o mais indicado, mas se a concentração diminuir o DSMC

é o recomendado. Apesar dos métodos estocásticos serem extremamente �exíveís,

é necessário um número muito alto de realizações para simular uma população, fato

que que eleva muito o custo computacional. Ademais, incorporar esses métodos a

simulações CFD não é uma tarefa simples (YEOH e TU [75]).

4.2 Método das Classes

O método das classes (MC) se fundamenta em um processo de discretização da dis-

tribuição em um número �nito de classes (geralmente tamanho de partícula), sendo

que se adota um valor constante de variável interna em cada uma dessas classes.

Assim, a equação integro-diferencial se transforma em um sistema de equações dife-

renciais com solução bem estabelecida. KUMAR e RAMKRISHNA [31] propuseram

o MC internamente consistente com respeito a dois momentos da distribuição. Para

um método ser internamente consistente, é necessário que a discretização da EBP

submetida a um operador matemático seja igual à forma discreta desse operador

9Cálculo da expectativa da função distribuição.

27



aplicado à forma integral da EBP (RAMKRISHNA [60]). Essa técnica é e�ciente,

rápida e acurada, fato que torna o MC apropriado para o acomplamento PB-CFD.

No MC, a variável interna, neste caso tamanho de partícula, é subdividida em i

subintervalos (Pn = {r1 = 0, r2, . . . , rn+1 = ∞}), sendo Ni o número de partículas

no subintervalo i,

Ni(x, t) =

∫ ri+1

ri

f(x, r, t)dr (4.1)

BLECK [4] sugeriu que essa discretização na variável interna seguisse uma pro-

gressão geométrica, ri+1 = 2ri. No entanto, essa abordagem ainda não era interna-

mente consistente. HOUNSLOW et al. [25] estudaram a coalescência de gotas em

tanques agitados usando o volume de partícula como variável interna seguindo a ma-

lha geométrica proposta por BLECK [4]. O autor desenvolveu um equacionamento

conservativo em massa e número para problemas de agregação pura, como ilustra a

equação (4.2), onde ai,j é a frequência de agregação aplicada a partículas nos nós i

e j da discretização e imax é o número de classes da malha discretizada.

∂Ni(x, t)

∂t
= Ni−1

i−2∑
j=1

2j−i+1ai−1,jNi +
1

2
ai−1,i−1N

2
i−1

−Ni

i−1∑
j=1

2j−iai,jNj − Ni

imax∑
j=1

ai,jNj (4.2)

A técnica proposta por HOUNSLOW et al. [25] tem duas desvantagens: é in�e-

xível e não é genérica. LISTER et al. [40] modi�caram o método de HOUNSLOW

et al. [25] dando maior �exibilidade à discretização, estendendo a progressão geo-

métrica (ri+1 = 21/qri) permintindo o re�namento da malha utilizando um fator

q.

A partir de então, surgiu uma série de trabalhos de estensão do método HOUNS-

LOW et al. [25]. Contudo, o método de KUMAR e RAMKRISHNA [31] foi o método

que realmente superou o problema de in�exibilidade de malha. Essa abordagem con-

centra todas as informações de um intervalo Ii = [ri, ri+1] em torno de um único

ponto, denominado pivô ou abscissa (mi), tal que ri < mi < ri+1. Todavia, essa

técnica provoca inconsistência física, pois os termos de agregação e quebra podem

gerar partículas muito diferentes dos pivôs que são �xos, criando assim problemas

de acurácia. Para superar esse problema é necessário re�namento de malha, o que

ocasiona aumento do custo computacional.

Representando a função densidade numérica em um número �nito de funções
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delta de Dirac, tem-se:

f(x, r, t) ≈
n∑

i=1

Niδ(r − mi) (4.3)

As equações (4.4), (4.5) e (4.6) descrevem o MC dado por KUMAR e RAM-

KRISHNA [31] com pivô �xo e conservação dos momentos de ordem zero e um,

onde δ∗j,k representa o delta de Kronecker,

∂Ni(x, t)

∂t
=

j≥k∑
mi−1≤mj+mk≤mi+1

[1 − 1

2
δ∗j,k]ηia(mj,mk)NjNk

−Ni

imax∑
k

a(mi,mk)Nk +
imax∑
j≥k

κi,kb(mi)Nj − b(mi)Ni (4.4)

em que,

ηi =


mi+1−(mj+mk)

mi+1−mi
se mi ≤ mj + mk ≤ mi+1

(mj+mk)−mi−1

mi−mi−1
se mi−1 ≤ mj + mk ≤ mi

(4.5)

e

κi,k =

∫ mi+1

mi

mi+1 − r

mi+1 − mi

P̄ (r|mk)dm +

∫ mi

mi−1

r − mi−1

mi − mi−1

P̄ (r|mk)dm (4.6)

Para driblar a di�culdade de inconsistência física, KUMAR e RAMKRISHNA

[32] alteraram o método do pivô �xo. Desenvolveram a técnica do pivô móvel que

permite a �exibilização dos pivôs de acordo com os efeitos de quebra e agregação,

ou seja, as abscissas respeitam a dinâmica da distribuição. O novo equacionamento

proposto por KUMAR e RAMKRISHNA [32] está apresentado abaixo.

∂Ni(x, t)

∂t
=

j≥k∑
ri≤mj+mk≤ri+1

[1 − 1

2
δ∗j,k]a(mj, mk)NjNk

−Ni

imax∑
k

a(mi,mk)Nk +
imax∑
j≥k

b(mi)NjB
∗
i,j − b(mi)Ni (4.7)

∂mi(x, t)

∂t
=

1

Ni

j≥k∑
ri≤mj+mk≤ri+1

[1 − 1

2
δ∗j,k][(mj + mk) − mi]a(mj,mk)NjNk

− 1

Ni

imax∑
j≥i

b(mi)Nj[B
(r)
i,j − miB

∗
i,j] (4.8)
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onde,

B
(∗)
i,j =

∫ ri+1

ri

P̄ (r|mj)dr (4.9)

B
(r)
i,j =

∫ ri+1

ri

rP̄ (r|mj)dr (4.10)

NOPENS et al. [55] testaram os métodos com pivô �xo e pivô móvel, avaliando

a velocidade de processamento dos métodos. A conclusão dos autores foi que o

método de pivô �xo atinge mais rapidamente o estado estacionário, enquanto que o

de pivô móvel é mais lento, apresentando maior custo computacional. No entanto,

os resultados obtidos não são con�áveis, visto que estes autores não confrontaram

seus resultados com a solução analítica.

O MC com pivô �xo foi primeiramente desenvolvido para distribuições monova-

riadas. VALE e MCKENNA [71] e ALEXOPOULOS e KIPARISSIDES [1] estende-

ram essa metodologia de uma dimensão para n dimensões. Quando MC é expandido

para n dimensões, é necessário que o método seja internamente consistente com 2n

momentos. CHAKRABORTY e KUMAR [6] desenvolveram uma variação do MC

usando abscissas �xas denominado Minimal Internal Consistency MC, que para n

variáveis internas apenas n + 1 momentos devem ser preservados. A estratégia pro-

posta foi utilizar malhas triangulares para problemas 2d, ao invés de quadradas, e

malhas tetraédricas ao invés de hexa-estruturadas.

Sem dúvida o método MC é promissor em aplicações de CFD. No entanto, para

que o MC tenha solução precisa são necessárias um número excessivo de classes, fato

que aumenta signi�cativamente o custo computacional.

4.3 PPDC

O método PPDC, Parallel Parent Daughter Classes, desenvolvido por BOVE et al.

[5] consiste em dividir a discretização da EBP em várias malhas para as partícu-

las. Essa metodologia derivada do MC decompõe os operadores de discretização de

acordo com os efeitos de nascimento e morte. BOVE et al. [5] expandiram a função

densidade numérica em um número �nito de funções delta como o MC. No entanto,

dividiu as malhas em três tipos. O primeiro tipo representa uma única malha para

classes de partículas mãe, o segundo refere-se às M malhas usadas para as partículas

�lhas geradas por quebra e o terceiro, às M(M + 1)/2 malhas para as classes �lha

geradas por agregação. Essas malhas são paralelas no espaço de variáveis internas.

Desta forma, é possível que cada um dos processos possa ser resolvido separada-

mente e posteriormente sobrepostos. Os autores discretizaram o termo transiente

por Euler explícito e obtiveram as equações (4.11), (4.12) e (4.13).
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Ni(t
n+1) − Ni(t

n)

∆t
= −Ni(t

n)
M∑

j=0

a(mi,mj)Nj(t
n) − b(mi)Ni(t

n),

i = 1, 2, . . . , M (4.11)

Ai,j(t
n+1) − Ai,j(t

n)

∆t
= (1 − 1

2
δi,j)a(mi,mj)Ni(t

n),

i, j = 1, 2, . . . , M, j ≥ i (4.12)

B
(i)
k (tn+1) − B

(i)
k (tn)

∆t
= νib(mi)Ni(t

n)

∫ rk+1

rk

P (r|mi)dm,

i = 1, 2, . . . ,M, k = 1, . . . , NB(i) (4.13)

onde Ni, Ai,j, B
(i)
k são respectivamente os pesos que representam as densidades

numéricas das partículas mãe i, �lhas ij geradas por agregação de mães i e j, e para

partículas k geradas por quebra de uma partícula mãe i. Em seguida, sobrepõe-se

as informações de cada uma das três decomposições.

fE(r, tn) ≈
M∑
i=1

Ni(t
n+1)δ(r − mi) +

M∑
i=1

M∑
j=1

Ai,j(t
n+1)δ(r − yi,j)

+
M∑
i=1

NB(i)∑
k=1

B
(i)
k (tn+1)δ(r − z

(i)
k ) (4.14)

em que, mi, yij e z
(i)
k são os pivôs das partículas mãe, das �lhas geradas por agregação

e por quebra, respectivamente. Na próxima etapa, deve-se recaracterizar as novas

partículas mães. BOVE et al. [5] recomendaram o uso dos momentos de fE obtidos

a partir da equação (4.14) para obter a quadratura Gaussiana empregando o APD

proposto por GORDON [22]. Em BOVE et al. [5], a técnica PPDC foi validada

frente a solução analítica proposta por SCOTT [64], a qual só leva em consideração

os efeitos de agregação. Foi também confrontado com a solução analítica proposta

por MCCOY e MADRAS [51]. Além de comparar casos com solução analítica,

BOVE et al. [5] confrontaram seu método com o método das classes com pivôs �xos

de KUMAR e RAMKRISHNA [31]. Para os casos com solução analítica, o PPDC se

mostrou concordante, mesmo com um número pequeno de classes. Contudo, para o

caso simulado por KUMAR e RAMKRISHNA [32], os resultados foram divergentes.
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4.4 Método dos Resíduos Ponderados

O método dos resíduos ponderados (MRP) é uma técnica geral de solução de equa-

ções diferenciais parciais. A idéia dessa abordagem é fazer com que uma função

aproxime da melhor forma possível a solução procurada, minimizando os resíduos

da equação que se almeja resolver. A solução é de�nida pela expansão funcional

da equação em coe�cientes e funções base conhecidas. Os coe�cientes da expansão

são obtidos a partir da minimização dos resíduos, que formam sistemas de equações

algébricas ou diferenciais ordinárias. Os variados MRP diferem entre si basicamente

no uso de funções locais ou globais, ou pela forma com que os resíduos são minimi-

zados (PINTO e LAGE [58]). Geralmente, técnicas de natureza local requerem um

grande número de pontos de discretização. Isto leva a um número muito grande de

equações algébricas, mas é um método simples e pode ser discretizado facilmente,

além de ser e�ciente para problemas dinâmicos. Em comparação, os métodos de

natureza global tem derivação mais complexa e são geralmente aplicados a proble-

mas estacionários. Escolhas para funções peso incluem as funções delta de Dirac,

caracterizando os métodos de colocação, ou a função peso como a própria base da

expansão funcional, caracterizando o método de Galerkin.

GELBARD e SEINFELD [20] utilizaram a técnica de elementos �nitos para

solução da EBP. Incorporaram polinômios cúbicos para o método de colocação orto-

gonal. Em seguida, EYRE et al. [15] resolveram o mesmo problema com o método

de colocação, só que a função base utilizada foi B-spline. CHEN et al. [7] desen-

volveram o método wavelet-Galerkin para resolver a EBP monovariada em termos

de tamanhos de partículas. NICMAINS e HOUNSLOW [54] aplicaram elementos

�nitos para resolver a EBP estacionária e concluíram que essa metodologia é muito

sensível ao re�no de malha.

LIU e CAMERON [41] propuseram resolver a EBP dinamicamente utilizando

como base funções wavelet para tratar um problema com crescimento, nucleação e

agregação. MAHONEY e RAMKRISHNA [44] propuseram o uso do método Galer-

kin em elementos �nitos para sistemas com precipitação e veri�caram di�culdades

associadas a descontinuidades no integrando de quebra e agregação. RIGOPOU-

LOS e JONES [62] resolveram a EBP dinâmica unidimensional usando colocação

ortogonal com elementos �nitos.

DORAO e JAKOBSEN [12] compararam as formulações MOM-MWR (MOM-

MRP) e QMOM10 para um problema de quebra pura com domínio limitado ([0,1]).

O MOM-MWR consiste em utilizar monômios como função teste, πi = mi−1, com

i = 1, . . . , n. Expressando a função densidade numérica como a combinação linear

dessas funções teste, onde ci são os coe�cientes da expansão, que serão avançados

10Será descrito na seção (4.6).
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no tempo, chega-se a:

f(x,m, t) =
n∑

i=1

ci(t)πi(m) (4.15)

DORAO e JAKOBSEN [12] desenvolveram aplicações do método dos mínimos qua-

drados à solução da EBP. O mesmo consiste em minimizar o quadrado do resíduo

em um domínio computacional. Eles resolveram equações integro-diferenciais em

um problema de quebra pura. Neste trabalho, compararam problemas transiente e

estacionário frente as suas respectivas soluções analíticas, e veri�caram que o método

tem ótimas características, como alta taxa de convergência e controle da acurácia

pelo número de coe�cientes da expansão funcional. Eles não só compararam os

métodos MOM-MWR e QMOM, mas também destacaram que esse métodos são

idênticos, fato que é errôneo segundo LAGE [35].

ZHU et al. [78] testaram uma abordagem semelhante, contudo para um problema

com agregação pura, e propuseram um procedimento iterativo que combina o método

de Picard e Newton para reduzir a sensibilidade do chute inicial e acelerar a taxa

de convergência. DORAO e JAKOBSEN [13] utilizaram o método dos mínimos

quadrados com elementos �nitos com malha adaptativa para modelar um reator

químico cilíndrico unidimensional. O método hp-adaptative de adaptação de malha

foi usado com sucesso para minimizar o erro associado ao re�no em elementos.

4.5 Método dos Momentos

Esse método faz uso dos momentos de distribuição para representar propriedades de

um sistema particulado. Desta maneira, as propriedades relevantes da distribuição

numérica são então calculadas a partir do conjunto de momentos de baixa ordem,

uma vez que são su�cientes para computar as propriedades físicas de uma disper-

são (FRIEDLANDER [17]). O método dos momentos (MOM) foi introduzido por

HULBURT e KATZ [26] e, na época, era considerada a mais promissora técnica de

solução da EBP (YEOH e TU [75]). A idéia básica do método é transformar a EBP

em termos dos momentos que darão importantes informações estatísticas da distri-

buição. O momento de ordem zero representa a densidade numérica da população e

para massa como variável interna, o momento de primeira ordem é densidade más-

sica da população e os momentos fracionais, como os de k = 1
3
e k = 2

3
, fornecem as

informações associadas a diâmetro médio e área super�cial média, respectivamente.

A principal vantagem do MOM está na sua simplicidade de implementação e

baixo custo computacional, que condensa as informações da distribuição em um pe-

queno grupo de momentos. Além disso, o MOM não sofre in�uência dos erros de

trucamento de aproximação da FDN. Contudo, este método não tem uma forma

geral fechada pois, para muitos casos, a equação referente ao momento µk envolve
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momentos de ordem superior, surgindo assim um problema de fechamento (RAM-

KRISHNA [60]). BARRET [3] idealizaram uma forma funcional para os momentos

e aplicaram para um caso de agregação com condensação de partículas. Assumiram

que os momentos podiam ser expressos como a exponencial de um polinômio de

ordem p em k, ou seja, ln(µk) = c0 + c1k
1 + . . . + cnk

n. Seus coe�cientes (ck) são

calculados ao resolver p + 1 equações diferenciais numericamente. Uma limitação

desse método está na di�culdade de determinar momentos de ordem fracionada. Al-

guns autores (MARKATOU et al. [50], FRENKLACH e WANG [16]) desenvolveram

uma variação do MOM utilizando funções de interpolação (MOMIC) para obter os

momentos de ordem fracionada. Infelizmente, a necessidade de fechamento é uma

restrição severa deste método e é o motivo pelo qual o mesmo não ganhou força

junto a comunidade acadêmica.

4.6 Métodos Híbridos

Partindo da idéia do método dos momentos, uma série de métodos híbridos foi

desenvolvida. Baseado no conceito do MOM, MCGRAW [52] propôs o método en-

titulado Quadrature Method of Moments (QMOM), onde as equações de evolução

de momentos são aproximadas por uma quadratura tipo Gaussiana. Essa metodo-

logia soluciona o problema de fechamento para uma ampla variedade de problema,

sem a necessidade de assumir formas matemáticas especiais para a densidade nu-

mérica. A idéia desse método é determinar os pesos (ωα) e abscissas (mα) a cada

instante, a partir dos momentos de menor ordem de uma distribuição. Assim, a

função densidade numérica pode ser representada usando a distribuição delta de Di-

rac nas abscissas multiplicadas pelos pesos correspondentes, sendo que no QMOM

as abscissas se movimentam livremente pelo domínio conforme a distribuição varia.

O QMOM é considerado um método híbrido porque combina as características do

método das classes e dos momentos.

A formulação proposta por MCGRAW [52] foi inicialmente desenvolvida para

problemas monovariados sem dependência com o espaço físico. A aproximação por

quadratura dos momentos é ilustrada na equação (4.16), onde tem-se disponível n

pontos de quadratura para 2n momentos.

µk =

∫ ∞

−∞
mkf(x, m, t)dm =

n∑
α=1

mk
αωα (4.16)

A representação da DN é de�nida por uma soma �nita de funções delta de Dirac,

f(x,m, t) ≈
n∑
1

ωαδ(m − mα) (4.17)
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Mesmo não eliminando os erros associados a aproximação por quadratura, esse

método tem a vantagem de não depender de nenhum tipo de interpolação para

determinar propriedades de�nidas por momentos fracionados. No QMOM, os 2n

primeiros momentos podem ser obtidos por n pesos e abscissas. Contudo, o desejável

é obter os pesos e abscissas a partir dos momentos, já que a EBP é transformada para

evoluir em função dos momentos. Se utilizarmos a equação (4.16) para determinar

os pesos e abscissas, será necessário um método de solução de equações não lineares.

Essa abordagem é inviável computacionalmente. A abordagem usual é o Algoritmo

Produto-Diferença já discutido no capítulo 2, porém esse método é mal-condicionado

para computar a quadratura de Gauss.

Em outras palavras, o método QMOM calcula os termos fonte da EBP usando

quadratura, avaliando os pesos e abscissas ao longo da evolução utilizando o APD

(GORDON [22]). MCGRAW [52] testou seu método com um problema monovariado

de crescimento de aerosóis e comparou seus resultados com o trabalho de HULBURT

e KATZ [26]. Neste trabalho, o método QMOM avançava os 6 primeiros momen-

tos acompanhando a solução exata, diferentemente do método MOM proposto por

HULBURT e KATZ [26] que só acompanhava os dois primeiros momentos.

WRIGHT et al. [74] foram os primeiros a aplicar o QMOM para um problema

multivariado. Neste trabalho estudaram a dinâmica de uma população de nanopartí-

culas inorgânicas, considerando apenas o efeito de agregação. Os autores utilizaram

volume de partículas e área superfícial como variáveis internas, e obtiveram erros

menores que 1% frente a solução utilizando o método de Monte Carlo. Por se tra-

tando de um problema bivariado o APD não tem funcionalidade. Deste modo, houve

a necessidade de calculá-los a partir do método do gradiente conjugado, aumentando

assim o custo computacional.

MCGRAW e WRIGHT [53] derivaram um novo método de fechamento baseado

no QMOM, denominado de Transformação da Matriz Jacobiana (TMJ). Essa nova

abordagem permite obter diretamente os pesos e abscissas de quadratura evitando

a instabilidade do método APD.

YOON eMCGRAW [76] desenvolveram uma formulação multivariada do QMOM

usando o algoritmo de análise dos principais componentes (APC) e aplicaram a um

problema de agregação pura. A APC é um método estatístico com os quais os mo-

mentos mistos de baixa ordem são utilizados na caracterização e análise dos dados

multivariados (JOHNSON e WICHERN [28]). Em outras palavras, o APC for-

nece uma técnica para extrair as combinações lineares não relacionadas que melhor

caracterizam a função de distribuição, permitindo determinar a localização e a quan-

tidade de abscissas necessárias para representar a distribuição. Confrontaram seus

resultados com os de WRIGHT et al. [74] e obtiveram resultados concordantes.

MARCHISIO et al. [48] aprimoraram o método QMOM considerando efeitos de
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quebra e agregação. Os autores investigaram a performance do QMOM, realizando

testes com 10 simulações, combinando diferentes núcleos de quebra e agregação,

função densidade probabilidade de fragmentação e condições iniciais. As predições

foram comparadas com a solução da EBP fornecida por VANNI [72], que utilizou

cerca 2000 classes para solucionar a EBP. Concluíram que o método QMOM neces-

sitou de poucos momentos para obter a mesma acurácia que o método das classes.

A formulação QMOM proposta por MARCHISIO et al. [48] para o avanço dos

2n momentos está demostrada na equação (4.18).

∂µk(m,Y, t)

∂t
=

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

[(mi − mj)
k − mk

i ]a(mi, mj)ωiωj

+
n∑

i=1

b(mi)ωi[ν(mi)P̄ (mi) − mk
i ] (4.18)

onde

P̄ (mi) =

∫ mi

0

mkP (m|mi)dm (4.19)

MARCHISIO et al. [49] implementaram o método QMOM no software comercial

de �uidodinâmica computacional FLUENT via UDF11 usando o próprio integrador

do software para avançar a equação evolutiva dos momentos. Os resultados obtidos

foram confrontados com resultados experimentais e veri�cou-se uma concordância

apenas qualitativa. WAN et al. [73] avaliaram o método QMOM implementado no

ANSYS FLUENT, previamente implementado por MARCHISIO et al. [49], em um

tanque de mistura 2D, e obtiveram erros menores que 1% frente a solução analítica

do problema.

SU et al. [70] desenvolveram o método QMOM com o fator de ajuste p, rede�nido

assim os momentos (4.20), e por consequência, modi�cando também a equação de

evolução dos momentos.

µk =

∫ ∞

−∞
mk/pf(x,m, t)dm (4.20)

Estes autores mostraram ainda em seu trabalho que a acurácia varia em função

do valor p. Contudo, esse método não parece promissor, visto que para cada caso o

fator p deve ser estipulado.

LAGE [34] propôs um nova aplicação original para o método QMOM. A idéia

era utilizar o método QMOM para solucionar problemas de termodinâmica do con-

tínuo. Essa abordagem se mostrou mais adequada para caracterização de misturas,

11User De�ne Function são funções escritas em C executadas simultaneamente com software

ANSYS FLUENT.
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com um número reduzido de pseudo-componentes, se comparados com os métodos

tradicionais de caracterização. LAURENT et al. [38] utilizaram a mesma aborda-

gem para descrever a evaporação de uma mistura multicomponente, com intuito

de avaliar a potencialidade do método ser aplicado à problema de evaporação em

CFD. Concluíram que o método é vantajoso computacionalmente já que necessita

de poucos pseudo-componentes.

Aparentemente, o método QMOM era o método mais promissor. Todavia,

esse método possui dois fatores limitantes: se aplicado a distribuições multivari-

adas, perde a sua simpli�dade e e�ciência. Também, em casos com forte in�uên-

cia convectiva, o método não representa de forma realística sistemas polidisper-

sos(MARCHISIO e FOX [46]).

A grande evolução do QMOM foi o surgimento do Direct Quadrature Method of

Moments (DQMOM), desenvolvido por MARCHISIO e FOX [46]. O DQMOM se

fundamenta na idéia de acompanhar as variáveis primitivas de quadratura Gaus-

siana. Em outras palavras, as equações de evolução avançam os pesos e abscissas

presentes na aproximação de quadratura ao invés de acompanhar os momentos da

distribuição. A função distribuição é representada por um número �nito de funções

delta de Dirac multidimensional, semelhante ao método QMOM:

f(x,m, t) ≈
n∑

α=1

ωαδ[m − mα] (4.21)

em que, n é o número de pesos e abscissas.

δ[m − mα] =
Ns∏
j=1

δ[mj − mj,α] (4.22)

Ns é o número de dimensões da variável interna mj. Esta forma funcional pode ser

interpretada como um conjunto de n fases dispersas, sendo cada fase caracterizada

pelo densidade numérica (ωα). Por isso, esse método é considerado interessante em

problemas de CFD. Para derivar as equações do método DQMOM, deve-se substituir

a aproximação (4.21) na equação (3.21), e para caso monovariado, com Dx =
√

DxI,
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sendo Dx uma constante.

n∑
α=1

δ[m − mα][
∂ωα

∂t
+ 5x.(uαωα) −5x.[Dx 5x ωα]]

−
n∑

α=1

δ′[m − mα][
∂λα

∂t
+ 5x.(uαλα) −5x.[Dx 5x λα]]

+
n∑

α=1

δ′[m − mα]mα[
∂ωα

∂t
+ 5x.(uαωα) −5x.[Dx 5x ωα]]

−
n∑

α=1

δ′′[m − mα][Dxωα(5xmα).(5xmα)] = H(x,m, t) (4.23)

onde λα = ωαmα é a abscissa ponderada, uα é a velocidade da fase α, δ′ e δ′′ são as

derivadas primeira e segunda da função delta de Dirac e H(x,m, t) é a taxa líquida

de nascimento e morte. De�nindo os termos fontes da equação de transporte do

DQMOM:

Sωα

.
= [

∂ωα

∂t
+ 5x.(uαωα) −5x.[Dx 5x ωα]] (4.24)

Seα

.
= [

∂λα

∂t
+ 5x.(uαλα) −5x.[Dx 5x λα]] (4.25)

De�nindo também,

Cα
.
= Dxωα(5xmα).(5xmα) (4.26)

Aplicando-se a integral
∫ ∞
−∞ mk(.)dm na equação (4.23) e usando as de�nições (4.24),

(4.25) e (4.26), obtem-se a equação (4.27).

(1 − k)
n∑

α=1

mk
αSωα + k

n∑
α=1

mk−1
α Seα = H̄k(x,m, t) + C̄k (4.27)

onde,

C̄k = k(k − 1)
n∑

α=1

mk−2
α Cα (4.28)

H̄k =

∫ ∞

−∞
mkH(x,m, t)dm (4.29)

MARCHISIO e FOX [46] desenvolveram e testaram sua formulação para os casos

de crescimento, dispersão, nucleação e agregação homogêneos, difusão pura mono-

variada, além de estender os casos de agregação homogênea e de crescimento com

variação espacial para casos bivariados. Os autores derivaram também o DQMOM

multivariado, porém não realizaram testes com o mesmo.

Posteriormente, SILVA et al. [68] compararam os métodos PPDC, QMOM, DQ-

MOM e CM quanto a acurária e e�ciência. Para avaliar essas técnicas confrontaram
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seus resultados com a solução analítica proposta por MCCOY e MADRAS [51], tes-

tando três casos: um com quebra dominante, outro com agregação dominante e por

último o caso invariante, onde os efeitos de nascimento e quebra são equivalentes.

Os autores observaram que o método PPDC tem uma baixa taxa de convergência e

para o mesmo número de pontos de quadratura, os método QMOM e DQMOM são

mais acurados, sendo que os mesmos têm a mesma acurácia. No entanto, o método

DQMOM se mostrou mais e�ciente computacionalmente. Por �m, concluíram que

o método DQMOM é o mais adequado para o acoplamento PB-CFD

Objetivando reduzir os erros de quadratura dos métodos QMOM e DQMOM, e

aumentar a acurácia desses métodos, surge a idéia de utilizar momentos generaliza-

dos ao invés de momentos padrão na derivação desses dois métodos. Essa discussão

começa com PISKUNOV e GOLUBEV [59] que utilizou momentos gerados a partir

de monômios com potências fracionárias e inteiras para derivar o QMOM. Toda-

via, apenas concluíram que seu método era numericamente equivalente ao QMOM

tradicional.

GROSCH et al. [23] revitalizam a idéia de utilizar formas funcionais diferentes

dos monômios para derivar o método QMOM. Neste trabalho, os autores reformula-

ram o método QMOM utilizando os polinômios de Laguerre para de�nir os momen-

tos generalizados12. Para avaliar essa nova metodologia os autores comparam seu

resultado com um problema de dissolução solucionado pelo método de Garlekin com

malha adaptativa implementado para o software Parsival (Particle Size Evolution).

Esses testes comparativos foram realizados com os métodos QMOM-DAE e LAG-

QMOM-DAE, onde a equação de evolução dos momentos são avançadas juntamente

com a aproximação por quadratura dos momentos, formando assim um sistema

algébrico-diferencial. Também foram realizados testes comparativos com os méto-

dos QMOM-EIG (método QMOM tradicional), LAG-QMOM-EIG, QMOM-ODE e

QMOM-DODE (métodos DQMOM - o primeiro avança os pesos, ωα, e abscissas,

mα, e o segundo avança os pesos e abscissas ponderadas, λα), LAG-QMOM-ODE e

LAG-QMOM-DODE.

GROSCH et al. [23] compararam a performance desse métodos e observaram

que o método QMOM-DODE e QMOM-ODE (ambos DQMOM) são os métodos

mais rápidos e mais robustos. Todavia, o QMOM-DODE perde velocidade com o

aumento do número de pesos e abscisas muito rapidamente. Nesse artigo os mé-

todos que utilizaram polinômios de Laguerre não foram e�cientes, então os autores

recomendam o uso do método QMOM-ODE (DQMOM) para resolver a equação de

balanço populacional.

12O pre�xo LAG na nomenclatura dos métodos simboliza o uso de polinômios de Laguerre nas
suas derivações.
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Capítulo 5

Metodologia Numérica

Neste capítulo serão abordados quatro variações do método DQMOM. As denomina-

ções para o DQMOM e para o DQMOMa serão utilizadas para os métodos cuja base

polinomial ortogonal for monomial. Sendo que, para método DQMOM as equações

de transporte são baseadas nos pesos e abscissas ponderadas- método tradicional-

(MARCHISIO e FOX [46]).

Já para o DQMOMa, a formulação é derivada em termos dos pesos e abscissas,

fato que pode ser uma vantagem para este método, lembrando-se que as abscissas

são representações discretas no domínio das variáveis internas. O método tradicional

pode falhar quando tal domínio discreto estiver vazio, diferentemente do método

DQMOMa (GROSCH et al. [23]) .

As denominações para o DQMOGeM e para o DQMOGeMa serão utilizadas

para os métodos cuja base polinomial ortogonal não for monomial, mas sim qual-

quer outro tipo de base - Legendre, Laguerre, etc. Como no parágrafo anterior, os

métodos DQMOGeM e DQMOGeMa diferem apenas na forma com que as equações

de transporte evoluem. O primeiro avança os pesos e as abscissas ponderadas, já o

segundo, os pesos e as abscissas.

5.1 Discretização da Equação de Balanço

Populacional

No capítulo 3, foi apresentada a Equação de Balanço Populacional (EBP), equação

(3.21), de forma genérica (RAMKRISHNA [60]) e, certamente, complexa. Este

capítulo se preocupa em descrever a metodologia numérica de resolução proposta no

trabalho, levando em conta suas hipóteses e simpli�cações usuais citadas no capítulo

anterior. A equação (3.21) é revisitada com �ns didáticos, visto que a discretização
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da EBP será apresentada neste capítulo:

∂f(m,x, Y, t)

∂t
+5x.[uf(m,x, Y, t)]−5x.(Dx5x[f(m,x, Y, t)]) = S(x,m, Y, t) (5.1)

em que u é a velocidade média condicionada à propriedade interna m, f(m,x, Y, t)

é a distribuição de densidade numérica na variável interna m e variável externa x,

Dx é o coe�ciente de difusão isotrópico e S(x,m, Y, t) é o termo fonte. Este último

contém a informação dos termos de quebra, agregação, crescimento e nucleação.

A distribuição de densidade numérica pode ser representada pelo somatório de

funções delta de Dirac, onde os pesos associados representam a própria densidade

numérica (MARCHISIO e FOX [46]). Interessante salientar que o uso da forma

funcional descrita pela equação (5.2) é equivalente a quadratura Gaussiana com

N pontos (MCGRAW [52]), onde ωα são os pesos ωα e mα são as abscissas da

quadratura (RAMKRISHNA [60]).

f(m,x, t) ≈
N∑

α=1

ωα(x, t)δ(m − mα(x, t)) (5.2)

Substituindo a equação (5.2) na (5.1) e desconsiderando o termo difusivo, obtem-

se:

N∑
α=1

δ(m−mα)

[
∂ωα

∂t
+

∂

∂xi

(uαiωα)

]
−

N∑
α=1

δ′(m−mα)ωα

[
∂mα

∂t
+ uαi

∂

∂xi

mα

]
= S(m,x, Y, t)

(5.3)

Seja a integral descrita em (5.4), em que pk(m) representa uma base de polinô-

mios ortogonais (GAUTSCHI [19]).∫
D

pk(m)(.)dm (5.4)

Aplicando a operação dada pela equação (5.4) à função generalizada delta de

Dirac e a sua derivada de primeira ordem (MARCHISIO e FOX [47]),tem-se que:∫
D

pk(m)δ(m − mα)dm = pk(mα) (5.5)

∫
D

pk(m)δ′(m − mα)dm = −p′k(mα) (5.6)
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Em seguida, de�nindo Sωα e Seα

Sωα

.
=

∂ωα

∂t
+

∂

∂xi

(uαiωα) (5.7)

Seα

.
=

∂mα

∂t
+ uαi

∂

∂xi

(mα) (5.8)

Sk é o momento do termo fonte de ordem k (será discutido com mais detalhes

na próxima seção desse capítulo).

Sk(m,x, t, Y ) =

∫
D

pk(m)S(m,x, Y, t)dm (5.9)

Então, aplicando-se a operação (5.4) na equação (5.3) e utilizando as de�nições

acima, chega-se ao sistema linear para o método DQMOM generalizado (DQM-

GeMa).

N∑
α=1

pk(mα)Sωα +
N∑

α=1

ωαp′k(mα)Seα = Sk(m, t,x, Y ) k = 0, . . . , 2N − 1

• DQMOGeM

Já para o método DQMOM generalizado tradicional a equação (5.3) deve ser

transformada completando a derivada do produto do termo da seguinte forma:

ωα

[
∂mα

∂t
+ uαi

∂

∂xi

(mα)

]
=

∂

.
=λα︷ ︸︸ ︷

(mαωα)

∂t
+

+
∂

∂xi

(uαi

.
=λα︷ ︸︸ ︷

mαωα) − mα

[
∂ωα

∂t
+

∂

∂xi

(uαiωα)

]
(5.10)

então,

N∑
α=1

(δ(m − mα) + mαδ′(m − mα))

[
∂ωα

∂t
+

∂

∂xi

(uαiωα)

]
−

−
N∑

α=1

δ′(m − mα)

[
∂λα

∂t
+

∂

∂xi

(uαiλα)

]
= S(m, t) (5.11)

De�nindo Sωα e Sλα

Sωα

.
=

∂ωα

∂t
+

∂

∂xi

(uαiωα) (5.12)
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Sλα

.
=

∂λα

∂t
+

∂

∂xi

(uαiλα) (5.13)

Aplicando a operação dada pela equação (5.4) e usando as propriedades (5.5) e

(5.6), vem:

N∑
α=1

[pk(mα) − mαp′k(mα)] Sωα+
N∑

α=1

ωαp′k(mα)Sλα = Sk(m, t,x, Y ) k = 0, · · · , 2N−1

(5.14)

5.2 Termos Fontes de Quebra e Agregação

Considerando apenas os efeitos da taxa líquida de nascimento e morte por quebra e

agregação, o termo fonte é expresso por:

S(m,x, Y, t) = Ba(m,x, Y, t)−Da(m,x, Y, t)+Bb(m,x, Y, t)−Db(m,x, Y, t), (5.15)

em que os termos Ba(m,x, Y, t), Da(m,x, Y, t), Bb(m,x, Y, t) e Db(m,x, Y, t) repre-

sentam o nascimento por agregação, a morte por agregação, o nascimento por quebra

e a morte por quebra, respectivamente.

5.2.1 Processo de Agregação

• Nascimento por Agregação

1

2

∫ m

0

a(x, Y, m − m′, m′, t)f(x, m − m′, Y, t)f(x,m′, Y, t)dm′ (5.16)

Aplicando a operação dada pela equação (5.4), vem:

1

2

∫ ∞

0

pk(m)

∫ m

0

a(x,m − m′,m′, Y, t)f(x,m − m′, Y, t)f(x,m′, Y, t)dm′dm (5.17)

Na equação (5.16) o domínio de integração de m′, vai de zero até m. Para

representar essa integral em termos do somatório de pesos e abscissas, é necessário

transformar os limites de integração desse domínio. A �gura 5.1 ilustra que o domínio

de integração em m′ pode ser transformado para m, indo de m′ até ∞. Fazendo a

seguinte mudança de variável:

v = m − m′
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Figura 5.1: Transformação de coordenadas utilizada no termo de nascimento por
agregação.

Quando m = m′, tem-se v = 0. Quando m → ∞, tem-se v → ∞. Assim, a

integração original no domínio 0 < m′ < m é transformada para 0 < v < ∞. Então,

o termo de nascimento por agregação é dado por:

1

2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

pk(m
′ + v)a(x, v,m′, Y, t)f(x, v, Y, t)f(x,m′, Y, t)dm′dv (5.18)

Substituindo a equação 5.2 em 5.18:

1

2

N∑
β=1

N∑
α=1

pk(mα + mβ)aαβωαωβ (5.19)

• Morte por Agregação

f(x,m, Y, t)

∫ ∞

0

a(x, Y, m, m′, t)f(x,m′, Y, t)dm′ (5.20)

Aplicando a operação dada pela equação (5.4), vem:

∫ ∞

0

pk(m)f(x,m, Y, t)

∫ ∞

0

a(x,m, m′, Y, t)f(x,m′, Y, t)dm′dm (5.21)
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Pela substituição da equação 5.2 na equação acima, chega-se a:

N∑
β=1

N∑
α=1

pk(mα)aαβωαωβ (5.22)

5.2.2 Processo de Quebra

• Morte por Quebra

b(x, m, Y, t)f(x,m, Y, t) (5.23)

Da operação 5.4, vem:∫ ∞

0

pk(m)b(x, m, Y, t)f(x,m, Y, t)dm (5.24)

Então,

N∑
α=1

bαpk(mα)ωα (5.25)

• Nascimento por quebra

∫ ∞

m

b(x,m′, Y, t)ν(x,m′, Y, t)P (x, Y,m|m′, t)f(x,m′, Y, t)dm′ (5.26)

Novamente, aplicando a operação dada pela equação (5.4), tem-se:

∫ ∞

0

pk(m)

∫ ∞

m

b(x,m′, Y, t)ν(x,m′, Y, t)P (x,m|m′, Y, t)f(x,m′, Y, t)dm′dm (5.27)

Na equação (6.2) o domínio de integração de m′, vai de m até ∞. Novamente,

visando representar essa integral em termos do somátorio dos pesos e abscissas, é

necessário transformar o domínio de integração.

De acordo com a �gura 5.2 o domínio de integração em m′, que vai de m a

∞, pode ser transformada para o domínio de m, indo de 0 a m′. Já a integral de

momentos que está de�nida no domínio completo D (0 até ∞) em m′, pode ser

transformada no domínio completo de m. Então, o termo de nascimento por quebra

é dado por:

∫ ∞

0

∫ m′

0

pk(m)b(x,m′, Y, t)ν(x,m′, Y, t)P (x,m|m′, Y, t)f(x,m′, Y, t)dmdm′ (5.28)
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Figura 5.2: Transformação de coordenadas utilizada no termo de nascimento por
quebra.

∫ ∞

0

b(x,m′, Y, t)ν(x,m′, Y, t)f(x, m′, Y, t)

[∫ m′

0

pk(m)P (x,m|m′, Y, t)dm

]
dm′

(5.29)

e substituindo a equação (5.2):

n∑
α=1

bαναωαP k
α (5.30)

onde,

P k
α =

∫ mα

0

pk(m)P (m|mα)dm (5.31)

Sendo que P k
α é calculado numericamente ou analiticamente.

5.3 Equacionamento Final da Formulação

Tradicional

Na formulação tradicional, o sistema linear é derivado em termos dos pesos, ωα, e

das abscissas ponderadas, λα = ωαmα.
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N∑
α=1

(pk(mα) − mαp′k(mα))Sωα +
N∑

α=1

p′k(mα)Sλα =
1

2

N∑
β=1

N∑
α=1

pk(mα + mβ)aαβωαωβ −

N∑
β=1

N∑
α=1

pk(mα)aαβωαωβ −
N∑

α=1

bαpk(mα)ωα +
n∑

α=1

bαναωαP k
α

k = 0 · · · 2N − 1

(5.32)

em que, Sωα e Sλα são:

Sωα =
∂ωα

∂t
+ 5x.(uαωα) (5.33)

Sλα =
∂λα

∂t
+ 5x.(uαλα) (5.34)

Se pk for um monômio de ordem k, o método DQMOGeM se transforma no método

DQMOM.

5.4 Equacionamento Final Formulação Alternativa

Na formulação alternativa, o sistema linear é derivado em termos dos pesos, ωα, e

das abscissas, mα. Neste caso, o sistema linear e as equações de transporte gerados

são diferentes daqueles do método tradicional. No entanto, os momentos dos termos

fonte são os mesmos para ambas as formulações.

N∑
α=1

pk(mα)Sωα +
N∑

α=1

ωαp′k(mα)Seα =
1

2

N∑
β=1

N∑
α=1

pk(mα + mβ)aαβωαωβ −

N∑
β=1

N∑
α=1

pk(mα)aαβωαωβ −
N∑

α=1

bαpk(mα)ωα +
n∑

α=1

bαναωαP k
α

k = 0 · · · 2N − 1 (5.35)

em que, Sωα e Seα são:

Sωα =
∂ωα

∂t
+ 5x.(uαωα) (5.36)

Seα =
Dmα

Dt
(5.37)

Se pk for um monômio de ordem k o método DQMOGeMa se transforma no método

DQMOMa.
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Capítulo 6

Resultados

Existem dois níveis distintos de erros presentes em uma simulação numérica. No

primeiro nível, os erros são resultado do uso inadequado da EBP que representa

o fenômeno físico. No segundo estão os erros propriamente ditos, resultado da

falta de acurácia do método numérico utilizado na solução da EBP. Para detectá-

los, os resultados devem ser comparados com outras soluções bem estabelecidas,

preferencialmente, soluções analíticas. Esse processo de validação numérica testa

a qualidade do método numérico empregado. Por isso, para avaliar a metodologia

numérica proposta nesse trabalho, os resultados aqui obtidos foram confrotados com

soluções analíticas disponíveis na literatura.

Atualmente, há alguns trabalhos focados na solução analítica da EBP. Dentre

eles, o trabalho de PATIL e ANDREWS [57] ganhou notoriedade por considerar os

efeitos de quebra e coalescência simultaneamente. No entanto, a solução proposta

por PATIL e ANDREWS [57] não é totalmente analítica, pois necessitava de uma

solução numérica para inversão da transformada de Laplace, além de não levar em

conta a variação do número de partículas no domínio. Em seguida, LAGE [33]

aprimorou o método proposto por PATIL e ANDREWS [57], gerando a solução da

EBP totalmente analítica de forma mais simples. Contudo, a solução proposta por

LAGE [33] ainda considerava o número de partículas constante no sistema. MCCOY

e MADRAS [51] desenvolveram uma solução analítica mais geral para o problema

proposto por PATIL e ANDREWS [57] com outra condição inicial, em que o número

de partículas não é mais constante. A solução proposta por MCCOY e MADRAS

[51] será descrita com mais detalhes na seção 6.1, já que será utilizada para avaliar o

método sugerido neste trabalho. DORAO e JAKOBSEN [12] formularam uma solu-

ção analítica para um problema de quebra pura em domínio �nito na variável interna

visando avaliar o método dos resíduos ponderados. Baseado neste problema, LAGE

[35] propôs um caso semelhante, visando avaliar o comportamento do método pro-

posto neste trabalho (seção 6.2). Neste trabalho, LAGE [35] modi�ca o fechamento,

R(m, t), da EBP, corrigindo o fechamento proposto por DORAO e JAKOBSEN [12].
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O programa para realizar as simulações 0D transientes foi escrito em linguagem

C e os arquivos fonte foram compilados com o G++-4.3 usando a �ag -O3 de

otimização de código. Para integração da equação (5.31) foi utilizada a rotina,

AUTOQUAD, em C, que utiliza em cada intervalo as quadraturas entrelaçadas de

Gauss-Kronrod com 1, 3, 7, 15, 31, 63 e 127 pontos com graus 1, 5, 11, 23, 47, 95 e

191, respectivamente. A AUTOQUAD é adaptativa usando um critério global de

erro, e divisão ternária do intervalo de busca (LAGE [36]).

Como o método proposto nesse trabalho é baseado no método DQMOM tradici-

onal, é necessário um algoritmo para inicialização, que converte os momentos iniciais

da distribuição densidade numérica em pesos e abscissas. Então, para obtê-los foi

utilizado o pacote ORTHOPOL desenvolvido por GAUTSCHI [18]. Esse pacote

contém o algoritmo de Chebyshev modi�cado, já citado no capítulo 2, e algoritmos

para cálculo dos autovalores e autovetores de uma matriz tridiagonal simétria e dos

pesos e abscissas de quadratura. Além disso, há algoritmos que fornecem os termos

de recorrência das séries de polinômios ortogonais clássicos mais usados. Impor-

tante destacar que esse pacote foi escrito em FORTRAN, e por isso, foi necessário

utilizar programação mista, conectando o programa principal em C com esse pacote

desenvolvido em FORTRAN. Em todos os casos simulados a integração temporal

foi realizada com o integrador DASSLC versão 3.2 desenvolvido por SECCHI [65],

bastante reconhecido no meio cientí�co pela sua e�ciência e precisão na solução de

EADs implícitas de índice até 1, mesclando as avançadas técnicas de integração,

como passo de tempo adaptativo, com critérios de convergência bastante rígidos.

Para o cálculo do número de condicionamento foram usadas as rotinas DGTRF,

que usa eliminação Gaussiana para computar a fatoração LU de uma matriz, e

DGECON, que calcula o número de condicionamento de uma matriz decomposta

por DGTRF. Ambas disponíveis no pacote numérico LAPACK.

De forma geral, o método proposto foi investigado frente aos seguintes aspec-

tos: equivalência quanto aos pesos e abscissas, avaliação da evolução dos erros dos

momentos padrão, tempo computacional e robustez do sistema linear gerado.

6.1 Caso 1

Como caso teste 1 será utilizada a formulação apresentada por PATIL e ANDREWS

[57], que considera uma EBP homogênea com distribuição monovariada, envolvendo

a quebra e a coalescência, considerando a freqüência de agregação constante, a que-

bra binária uniforme e com freqüência de quebra proporcional ao tamanho da partí-

cula. PATIL e ANDREWS [57] utilizaram como condições iniciais as equações (6.1)
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e (6.2).

f(m, 0) = µ0(0)(
µ0(0)

µ1(0)
)e

−(
µ0(0)
µ1(0)

)m (6.1)

f(m, 0) = µ0(0)(2
µ0(0)

µ1(0)
)2e

−2(
µ0(0)
µ1(0)

)m (6.2)

As freqüências de quebra e coalescência e a função distribuição de probabilidade

são mostradas nas equações a seguir:

ν(m) = 2, b(m) = Lm, L = constante (6.3)

a(m̃,m) = K, K = constante (6.4)

P (m|m′) =
1

m′ (6.5)

Fazendo o adimensionamento da equação 3.21 e desconsiderando as variações no

espaço de variáveis externas, tem-se:

∂φ

∂τ
=

1

2

∫ η

0

φ(η − x, τ)φ(x, τ)dx − φ(η, τ)Φ(τ)

+[Φ(τ)]2
∫ ∞

η

φ(x, τ)dx − η

2
[Φ(τ)]2φ(η, τ) (6.6)

com condições iniciais

φ(η, 0) = e−η (6.7)

e

φ(η, 0) = 4ηe−2η, (6.8)

onde

Φ =
µ0(t)

µ0(0)
, η =

mµ0(0)

µ1(0)
τ = µ0(0)Kt, φ(η, τ) =

f(m, t)µ1(0)

[µ0(0)]2
(6.9)

6.1.1 Solução de McCoy e Madras [2003]

A solução analítica utilizada para a validação numérica do método proposto nesse

trabalho foi desenvolvida por MCCOY e MADRAS [51]. Os autores aprimoram a

solução do problema de PATIL e ANDREWS [57] para o caso com condição inicial

φ(η, 0) = e−η (condição inicial utilizada para o caso testado nesse trabalho). A

solução obtida por MCCOY e MADRAS [51] em termos das variáveis adimensionais
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é apresentada em (6.10).

φ(η, τ) = Φ2(τ)e−ηΦ(τ), (6.10)

em que

Φ(τ) = Φ(∞)[
1 + Φ(∞) tanh(Φ(∞) τ

2
)

Φ(∞) + tanh(Φ(∞) τ
2
)

] (6.11)

e Φ(∞) é o valor de Φ no estado estacionário para EBP adimensional de PATIL e

ANDREWS [57].

Os momentos analíticos obtidos por MCCOY e MADRAS [51] e suas condições

iniciais são descritos abaixo (SILVA et al. [67]):

µk(τ) = [
Φ(∞) + tanh(Φ(∞) τ

2
)

Φ(∞)[1 + Φ(∞)]
]k−1Γ(1 + k) (6.12)

µk(0) = Γ(1 + k) (6.13)

O domínio de validade da função densidade numérica é semi-in�nito ([0,∞]), e

por isso, para as metodologias DQMOGeM e DQMOGeMa foi usada a base polinô-

mial de Laguerre, semelhante ao trabalho proposto por GROSCH et al. [23], uma

vez que o domínio dessa base é [0,∞].

6.1.2 Casos Teste

Nesta subseção serão de�nidos os casos testes com domínio semi-in�nito baseados na

solução proposta por MCCOY e MADRAS [51]. Reconhecendo que Φ(∞) = µ0(∞)
µ0(0)

é

a solução no estado estacionário, então quando Φ(∞) = 1 o número de partículas no

domínio se torna constante, já que o momento de ordem zero representa o número

de partículas, como nos casos de PATIL e ANDREWS [57] e LAGE [33]. Assim,

de�nimos esse caso como invariante. Quando Φ(∞) > 1 diz-se que o caso é de

quebra dominante, pois o número de partículas aumenta com o tempo; por outro

lado se Φ(∞) < 1, diz-se que o caso é de agregação dominante. A constante Φ(∞)

pode ser de�nida como:

Φ(∞) =

√
2L

K

√
µ1(0)

µ0(0)
(6.14)

A equação (6.14) implica que quanto maior o valor da constante Φ(∞), maiores

os erros de aproximação por quadratura, visto que Φ(∞) é proporcional a constante

L.

Foram realizados três testes com domínio semi-in�nito baseados nos valores de

Φ(∞):
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• Caso 1.1: Invariante, onde a quebra e a agregação se equivalem (parâmetro

Φ(∞) = 1);

• Caso 1.2: Coalescência dominante com o parâmetro Φ(∞) = 0, 1;

• Caso 1.3: Quebra dominante com o parâmetro Φ(∞) = 3.

6.2 Caso 2

O caso 2 foi desenvolvido por LAGE [35]. Este caso é puramente matemático,

permite veri�car a solução para um problema de domínio �nito em que os erros de

aproximação por quadratura são originados do termo fonte de quebra.

6.2.1 Solução de Lage [2010]

Como caso teste de problema com domínio �nito, adota-se a equação 6.15, proposta

por Lage.
∂f(m, t)

∂t
= Bb(m, t) − Db(m, t) + R(m, t) (6.15)

O que varia em cada caso são as funções de quebra, b(m) e o termo fonte, R(m, t),

usado para o fechamento da EBP .

b(m) = mγ (6.16)

P (m|m′) = H∗(m′ − m)/m′ (6.17)

P (m|m′) é a função densidade probabilidade de quebra e H∗ é a função Heaveside.

Como solução analítica para esse tipo de problema, tem-se uma função densidade

numérica que independe da variável interna. A equação 6.18 representa a solução

analítica geral para a EPB .

f(m, t) = 2 − e−t,m ∈ [0, 1] (6.18)

e momentos,

µk =
2 − e−t

k + 1
(6.19)

O domínio de validade da função densidade numérica é �nito ([0, 1]). Portanto,

para as metodologias DQMOGeM e DQMOGeMa foi utilizada a base polinômio de

Legendre, com o seu domínio transformado para [0, 1].
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6.2.2 Casos Teste

Para avaliar o método proposto no domínio �nito, os casos teste variando as funções

de quebra são:

• Caso 2.1: γ = 2;

• Caso 2.2: γ = 1
3
.

Os termos fontes de fechamento são:

• Caso 2.1: R(m, t) = 2m2(2 − e−t) − 2(1 − e−t);

• Caso 2.2: R(m, t) = 7e−t − 12 + 7(2 − e−t)m1/3.

6.3 Comparação entre o APD e o Algoritmo de

Chebyshev Modi�cado

No capítulo 2, foram apresentadas as formas de determinação dos coe�cientes de

recursão a partir dos momentos de uma medida dΛ. O objetivo desta seção é se-

lecionar, quais dos algoritmos de mapeamento é mais adequado para inicializar os

métodos de solução da EBP propostos neste trabalho. Para realizar esse comparação

foi escolhida a condição inicial, φ(η, 0) = e−η, do problema de MCCOY e MADRAS

[51], já que os momentos padrão, µk(0) = Γ(1 + k), crescem muito rapidamente

com a ordem k. Essa condição é válida para domínio semi-�nito, o que implica na

utilização da base polinômial de Laguerre para geração dos momentos generaliza-

dos. A tabela abaixo ilustra a comparação entre o Algoritmo Produto-Diferença, o

Algoritmo Produto-Diferença Otimizado (as operações com as mantissas e com os

expoentes são realizadas separadamente) e o Algoritmo de Chebyshev Modi�cado

(ACM):

Tabela 6.1: Comparação entre os algoritmos de determinação dos pontos de qua-
dratura Gaussiana

Número máximo de pontos de quadratura (N) Algoritmos
6 APD
18 APD Otimizado
17 ACM com µk

22 ACM com µφ
k

Esse resultado evidencia a superioridade do ACM, uma vez que o APD gera uma

matriz P mal-condicionada que provaca a falha desse algoritmo. Portanto, o ACM

foi o algoritmo selecionado para inicializar os métodos aqui propostos.
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Figura 6.1: Comparação entre os per�s das abscissas para os métodos DQMOM e
DQMOMa no Caso 1.1.

6.4 Equivalência quanto aos pesos e abscissas

As formulações derivadas nesse trabalho são baseadas na evolução temporal dos

pesos e abscissas da aproximação por quadratura. Neste sentido, a veri�cação de

equivalência destas variáveis nos métodos DQMOM, DQMOMa, DQMOGeM e DQ-

MOGeMa é uma forma de veri�cação numérica, uma vez que o DQMOM já foi

testado amplamente por vários autores (MARCHISIO e FOX [46], SILVA et al. [68]

e outros). Com a intenção de comparar os resultados dos métodos foi realizada

primeiro a comparação entre as metodologias alternativa e tradicional, �xando para

cada caso o tipo de momento utilizado, em seguida, variando o tipo de momento

utilizado e �xando o tipo de abordagem como tradicional.

6.4.1 Método Tradicional e Alternativo

Os primeiros resultados são destinados a comparar a evolução temporal dos pesos

e abscissas. Para tal, utiliza-se o integrador DASSLC, com tolerâncias relativas

e absolutas de 10−12, resultando em uma solução virtualmente livre de erros de

integração temporal.

Como estratégia de avaliação, primeiro foram confrontados os métodos DQMOM

e DQMOMa (�guras 6.1 a 6.4) com quatro pesos e abscissas, seguidos da comparação

dos métodos DQMOGeM e DQMOGeMa (�guras 6.5 a 6.8), sendo assim veri�cando

a equivalência entre os métodos alternativo e tradicional.
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Figura 6.2: Comparação entre os per�s dos pesos para os métodos DQMOM e
DQMOMa no Caso 1.1.

As �guras 6.1 e 6.3 apresentam a evolução das abscissas para os métodos DQ-

MOM e DQMOMa com 4 pontos de quadratura. Esses grá�cos ilustram a equiva-

lência em toda evolução para todas as abscissas tanto para o domínio semi-in�nito,

caso 1.1, quanto para domínio �nito, caso 2.1. Logo, esse comportamento deve se

repetir para os pesos de quadratura para ambos os casos. Para o caso 1.1, invariante,

os momentos da distribuição não variam com o tempo, e por conseqüência os pesos e

abscissas, que descrevem a distribuição, também devem se manter constantes. Não

obstante, nos grá�cos 6.1 e 6.2 existem pequenas variações iniciais nos valores dos

pesos e abscissas, decorrentes de erros associados a aproximação por quadratura.

No entanto, isso não afetou os resultados no estado estacionário, visto que os erros

de truncamento são da mesma ordem de grandeza. Isso se repetiu para o caso 1.1

do DQMOGeM. Como mostram as �guras 6.9 e 6.10.
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Figura 6.3: Comparação entre os per�s das abscissas para os métodos DQMOM e
DQMOMa no Caso 2.1.
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Figura 6.4: Comparação entre os per�s dos pesos para os métodos DQMOM e
DQMOMa no Caso 2.1.
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Figura 6.5: Comparação entre os per�s das abscissas para os métodos DQMOGeM
e DQMOGeMa no Caso 1.1.

0 1 2 3 4 5
t [s]

-0,1

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

ω
α

ω1
ω2
ω3
ω4

φ=1

DQMOGeM
DQMOGeMa

Figura 6.6: Comparação entre os per�s dos pesos para os métodos DQMOGeM e
DQMOGeMa no Caso 1.1.
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Figura 6.7: Comparação entre os per�s das abscissas para os métodos DQMOGeM
e DQMOGeMa no Caso 2.1.
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Figura 6.8: Comparação entre os per�s dos pesos para os métodos DQMOGeM e
DQMOGeMa no Caso 2.1.

No problema de domínio �nito a solução analítica não depende da variável in-

terna, m, isso implica que as abscissas da distribuição não variam com o tempo e

que todos os pesos devem evoluir no tempo de forma idêntica a f(m, t). Porém,

na solução numérica as abscissas variam levemente, e os pesos não seguem a curva

f(t) = 2 − e−t, de acordo com os grá�cos 6.3 e 6.4. Isso ocorre devido aos erros de

aproximação dos termos fontes de quebra por quadratura. Resultados similares são

obtidos para os métodos DQMOGeM e DQMOMGeMa nas �guras 6.5 a 6.8. As

avaliações de equivalência para os métodos alternativo e tradicional foram veri�ca-

das tanto para os métodos generalizados quanto para os métodos que usufruem de

momentos padrão.

6.4.2 Momentos Generalizados e Padrão

Depois de comparar os métodos alternativo e tradicional, basta confrontar os méto-

dos que usam os momentos generalizados e os que usam momentos padrão.

As �guras 6.9 e 6.10, para o problema 1.1, e as �guras 6.11 e 6.12, para o

problema 2.1, representam a evolução dos pesos e abscissas para os métodos padrão

e generalizado. Novamente, as curvas de evolução se sobrepõe, demostrando assim,

a equivalência entre todos os métodos quanto a evolução dos pesos e abscissas.
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Figura 6.9: Comparação entre os per�s das abscissas para os métodos DQMOGeM
e DQMOM no Caso 1.1.
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Figura 6.10: Comparação entre os per�s dos pesos para os métodos DQMOGeM e
DQMOM no Caso 1.1.
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Figura 6.11: Comparação entre os per�s das abscissas para os métodos DQMOGeM
e DQMOM no Caso 2.1.
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Figura 6.12: Comparação entre os per�s dos pesos para os métodos DQMOGeM e
DQMOM no Caso 2.1.
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6.5 Avaliação dos Erros na Evolução dos Momentos

Ummétodo numérico é também quali�cado pela sua capacidade de produzir menores

erros na sua aproximação, em outras palavras, representar mais �elmente a solução

de um problema físico. Portanto, para quali�car as abordagens aqui propostas

optou-se por aferir os erros relativos percentuais, Xα, de cada momento de ordem α

pela equação 6.20. Para veri�car a dependência da evolução dos erros do momentos

com o número de pesos e abscissas, cada caso teste foi plotado com N = 4 e com

N = 8. O erro relativo percentual de cada momento é de�nido por:

Xα =

∣∣∣∣∣µ(e)
α − µα

µ
(e)
α

∣∣∣∣∣100(%) (6.20)

onde, µ
(e)
α é o momento padrão resultado da solução exata, e µα é o resultado da

solução numérica. Os momentos são recalculados numericamente usando:

µk =
N∑

α=1

mk
αωα (6.21)

Em particular, os erros são introduzidos pela aproximação por quadratura das

integrais associadas aos termos fonte de quebra e agregação. Esses erros são nulos se

o produto entre a base polinômio ortogonal utilizado para geração dos momentos e

os kernels de quebra e agregação pertencerem a P2N−1. Portanto, para que não haja

erro alguns dos núcleos de quebra e agregação devem ser constantes. Então, quanto

maior a ordem do polinômio usado para modelar esses núcleos, maior será o erro

associado à aproximação. No caso 1, o núcleo de agregação é uma constante, e por

isso, não é reponsável pelo erros de aproximação. Neste mesmo caso, a freqüência

de quebra é uma função linear da variável interna, m, fazendo com que o erro desses

termos seja proporcional ao parâmetro Φ(∞). Então, quando o fenômeno de quebra

é dominante (Φ(∞) = 3) os erros de aproximação são acentuados. Para o caso 2, o

parâmetro γ = 2 produz erros de aproximação de quadratura proporcionais ao valor

da variável independente m. Já com o parâmetro γ = 1
3
, os erros são superiores ao

caso anterior, pois com esse parâmetro γ = 1
3
, a freqüência de quebra não pertence

a P2N−1.

A idéia aqui não é medir o erro associado a quadratura, visto que, para todos os

métodos o erro de quadratura será da mesma ordem de grandeza para n iguais, mas

sim mensurar a sensibilidade do sistema linear em propagar essa fonte de erro, além

de realizar um comparativo entre dois casos com número de pontos de quadratura

diferentes
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Figura 6.13: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 4
para os métodos DQMOMa e DQMOM no Caso 1.1.

6.5.1 Método Tradicional e Alternativo

Para os casos estudados foram escolhidos os momentos de menor ordem (zero e um)

com N = 4 e N = 8, pois ambos têm signi�cado físico importante, representam

propriedades conservativas do sistema (número e massa). Além disso, foram esco-

lhidos para cada teste os momentos de maior ordem: os momentos de ordem 6 e 7,

para N = 4, e os momentos de ordem 14 e 15, para N = 8. Isso porque, esse são os

momentos que produzem maiores erros de aproximação.

Nas �guras 6.14 a 6.20 veri�ca-se que os erros para os métodos DQMOMa e

DQMOM são da mesma ordem de grandeza, exceto pelo momentos µ0 e µ1, onde a

metologia tradicional apresenta superioridade na maioria dos casos. Essa superio-

ridade não se repete para os casos com domínio �nito, uma vez que todos os casos

são equivalentes quanto ao erro. Nas �guras 6.23 a 6.32 o comportamento mencio-

nado acima se repetiu. Isso nos leva a crer que os métodos DQMOM e DQMOGeM

são superiores para calcular os momentos de ordem zero em domínio semi-in�nito e

equivalentes para domínio �nito. Cabe ressaltar que na �gura 6.13 esse comporta-

mento se inverteu: os momentos µ0 e µ1 foram mais bem representados pelo método

alternativo.

Pode-se aferir nas �guras 6.13 e 6.17 que, com o aumento do parâmetro Φ(∞),

os erros dos momentos de maior ordem aumentam, pois os erros associados aos

fenômenos de quebra são acentuados.

Nas �guras 6.21, 6.22, 6.31 e 6.32 nota-se com clareza que o momento de ordem

zero não é conservado, isso porque a freqüencia de quebra não pertence a P2N−1,
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Figura 6.14: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 8
para os métodos DQMOMa e DQMOM no Caso 1.1.
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Figura 6.15: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 4
para os métodos DQMOMa e DQMOM no Caso 1.2.
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Figura 6.16: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 8
para os métodos DQMOMa e DQMOM no Caso 1.2.
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Figura 6.17: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 4
para os métodos DQMOMa e DQMOM no Caso 1.3.
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Figura 6.18: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 8
para os métodos DQMOMa e DQMOM no Caso 1.3.

2 4 6 8
t [s]

6,4e-11

3,2e-09

1,6e-07

8e-06

0,0004

0,02

X
α

µ0
µ1
µ6
µ7

γ=2.0

DQMOM
DQMOMa

Figura 6.19: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 4
para os métodos DQMOMa e DQMOM no Caso 2.1.
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Figura 6.20: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 8
para os métodos DQMOMa e DQMOM no Caso 2.1.
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Figura 6.21: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 4
para os métodos DQMOMa e DQMOM no Caso 2.2.
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Figura 6.22: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 8
para os métodos DQMOMa e DQMOM no Caso 2.2.

impossibilitando uma aproximação mais precisa do termo fonte de quebra, e conse-

quentemente, di�cultando a aproximação do momento de ordem zero.

Em suma, para o domínio semi-in�nito os métodos tradicionais se mostraram

mais e�cientes em conservar os momentos µ0 e µ1. Porém, de maneira geral os

métodos são equivalentes quanto os momentos de ordem superior. Já para os casos

de domínio semi-in�nito os métodos se mostraram equivalentes.
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Figura 6.23: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 4
para os métodos DQMOGeMa e DQMOGeM no Caso 1.1.
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Figura 6.24: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 8
para os métodos DQMOGeMa e DQMOGeM no Caso 1.1.
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Figura 6.25: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 4
para os métodos DQMOGeMa e DQMOGeM no Caso 1.2.
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Figura 6.26: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 8
para os métodos DQMOMa e DQMOM no Caso 1.2.
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Figura 6.27: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 4
para os métodos DQMOGeMa e DQMOGeM no Caso 1.3.
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Figura 6.28: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 8
para os métodos DQMOGeMa e DQMOGeM no Caso 1.3.
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Figura 6.29: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 4
para os métodos DQMOGeMa e DQMOGeM no Caso 2.1.
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Figura 6.30: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 8
para os métodos DQMOGeMa e DQMOGeM no Caso 2.1.
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Figura 6.31: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 4
para os métodos DQMOGeMa e DQMOGeM no Caso 2.2.
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Figura 6.32: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 8
para os métodos DQMOGeMa e DQMOGeM no Caso 2.2.
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Figura 6.33: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 8
para os métodos DQMOGeMa e DQMOGeM no Caso 1.1.

6.5.2 Momentos Generalizados e Padrão

Cabe agora comparar os métodos que utilizam momentos padrão e generalizados.

No caso de domínio semi-�nito os métodos se mostram semelhantes (�guras 6.33 a

6.36), exceto para o caso de quebra dominante que o método gerado com polinômios

de Laguerre se mostrou levemente superior para µ1, como ilustrado na �gura 6.36.

Por outro lado, para casos de domínio �nito os DQMOGeM e DQMOGeMa são

levemente superiores. No caso 2.1 a superioridade está no momentos µ0 e µ1, neste

caso os erros chegam a ser 1000 vezes menores que os métodos padrão. Já para o caso

2.2 a superioridade é observada em todos os momentos, excetuando-se o µ0, visto

que sua aproximação é prejudicada por conta do Kernel de quebra com potência

fracionada. Desta forma, considerando apenas o fator erro, recomenda-se o uso dos

métodos DQMOGeMa para domínio semi-in�nito e DQMOGeMa ou DQMOGeM

para domínio �nito.
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Figura 6.34: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 8
para os métodos DQMOGeM e DQMOM no Caso 1.2.
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Figura 6.35: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 8
para os métodos DQMOGeM e DQMOM no Caso 1.3.
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Figura 6.36: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 8
para os métodos DQMOGeM e DQMOM no Caso 2.1.
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Figura 6.37: Comparação entre as evoluções dos erros dos momentos com N = 8
para os métodos DQMOGeM e DQMOM no Caso 2.2.
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6.6 Robustez

As simulações foram realizadas até o número máximo de pontos de quadratura

possível para todos os métodos. Com o aumento do número de pontos de quadratura,

�ca cada vez mais di�cil atingir valores elevados de critérios de convergência da

DASSLC, então quando um método não converge para um determinado critério

de convergência e um dado N , reduz-se o critério de convergência até o mesmo

convergir. Se a metodologia testada não convergir com o critério de convergência de

10−4, assume-se que N atingiu o seu valor máximo.

Uma maneira de aferir e justi�car o número máximo de pesos e abscissas para

cada método, é avaliando o número de condicionamento do sistema linear de cada

método. Seja o sistema linear Ax = b. O número de condicionamento mede a

sensibilidade da solução do sistema, x, à pertubações em A e b . Se o número de

condicionamento for grande, pequenos erros nos termos fonte de quebra ampli�cam

os erros na solução do sistema linear. Nos grá�cos abaixo, NC representa o número

de condicionamento, e quando NC deixar de variar no grá�co, indica que o método

falhou. Cabe ressaltar que a avaliação realizada nessa seção é qualitativa. Para uma

análise mais detalhada deve-se utilizar o número de condicionamento mínimo, com o

qual é possível reduzir o problema de escala do sistema linear gerado pelos métodos.

Na �gura 6.38 os métodos DQMOM e DQMOGeM divergem com n = 10, já

os métodos DQMOMa e DQMOGeMa divergem com n = 13. Isso sugere que os

métodos alternativos são mais robustos. Outro fato observado é que o número de

condicionamento para o método DQMOGeMa é levemente inferior, isso signi�ca que

o mesmo é menos sensível aos erros de associados a aproximação por quadratura.

Para os outros casos, o resultado quanto ao número de condicionamento é o mesmo,

visto que o sistema linear é o mesmo, o que muda é a amplitude dos erros de

quadratura. No caso onde a quebra é dominante o único que difere do grá�co acima

é o método DQMOM, onde o número máximo de pontos de aproximação é 8.
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Figura 6.38: Número de condicionamento por número de pontos de quadratura para
o caso 1.1.

As �guras 6.39 e 6.40 descrevem comportamento semelhante, visto que o sistema

linear é o mesmo. Nesses grá�cos pode-se aferir que as metodologias DQMOGeM

e DQMOGeMa são muito superiores quanto a robustez, pois tanto para o caso 2.1

quanto para o caso 2.2, atingindo N = 18. Já nos métodos que usam momentos

padrão, o número máximo de pontos de quadratura é 11 para o método DQMOM

e 12 para o método DQMOMa no caso 2.1, e 11 pontos no caso 2.2 para ambos os

métodos.
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Figura 6.39: Número de condicionamento por número de pontos de quadratura para
o caso 2.1.
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Figura 6.40: Número de condicionamento por número de pontos de quadratura para
o caso 2.2.
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6.7 Tempo Computacional

Uma avaliação do tempo de computacional foi realizada para os métodos DQMOM,

DQMOMa, DQMOGeM e DQMOGeMa para os casos 2.1 e 2.2 de domínio �nito

e para os casos 1.1 e 1.3. A rotina intrínseca do G++, clock(), foi utilizada para

obter o tempo de CPU em segundos com acurácia de 0,01 s. As simulações foram

realizadas em um notebook com precisão de 32 bits, e com processador Intel Core

2 Duo T7250 de 2GHZ com 2GB de RAM em sistema operacional Linux, Ubuntu

9.04. O tempo computacional foi avaliado com o número de pontos de quadratura,

N entre 2 e 9 para o caso 1.3, e entre 2 e 11 para os casos 1.1, 2.1 e 2.2. Visando

comparar todos os métodos, a tolerância da DASSLC foi de 10−6, pois nem todos

os métodos convergem com a mesma tolerância, então optou-se escolher um critério

em que todos convergissem.

A �gura 6.41 apresenta que todos os métodos tiveram o tempo de computação

semelhante, mas o método DQMOMa se destacou frente aos outros métodos. Os

métodos que usam momentos generalizados necessitam de um número maior de

operações para o cálculo recursivo das bases de polinômios ortogonais. Esse é o

motivo pelo qual estes métodos são ligeiramente mais lentos. Efeito semelhante

pode ser observado na �gura 6.42. Existe um aumento muito rápido do tc (tempo

computacional) para N = 9 para o método DQMOM, que ocorre pela falta de

robustez desse método, que diverge para N > 9.

Na �gura 6.43 pode-se observar o tempo computacional foi o maior dos três, uma

vez que os erros de quadratura são maiores nesse caso. Além disso, nos métodos

DQMOM e DQMOGeM não geraram solução para N = 9 no caso 1.3 por perda de

precisão.

Nos casos de domínio �nito, inicialmente, os quatro métodos são praticamente

equivalentes quanto ao tc, até que com N = 6, no caso 2.1, e N = 7 no caso 2.2, os

métodos DQMOGeM e DQMOGeMa se tornam 10 vezes mais rápidos. Na realidade

os outros métodos se tornam 10 vezes mais lentos. Deste modo, enquanto o erro

numérico não desquali�ca a solução, os métodos com momentos padrão são mais

rápidos. Porém, estes acumulam erros mais rapidamente e, portanto, são menos

robustos que os usam momentos generalizados. Nas �guras 6.41, 6.42, 6.44 e 6.45 o

aumento repentino do tc caracteriza o início da perda de robustez.
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Figura 6.41: Tempo computacional para o Caso 1.1 em todos os métodos, onde N é
o número de pontos de quadratura.
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Figura 6.42: Tempo computacional para o Caso 1.2 em todos os métodos, onde N é
o número de pontos de quadratura.
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Figura 6.43: Tempo computacional para o Caso 1.3 em todos os métodos, onde N é
o número de pontos de quadratura.

Figura 6.44: Tempo computacional para o Caso 2.1 em todos os métodos, onde N é
o número de pontos de quadratura.
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Figura 6.45: Tempo computacional para o Caso 2.2 em todos os métodos, onde N é
o número de pontos de quadratura.
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Capítulo 7

Conclusões e Sugestões

Como já era esperado, a análise dos resultados mostrou, que as acurácias dos mé-

todos são semelhantes, uma vez que a fonte de erro é originada da aproximação

por quadratura. Não obstante, as novas formulações podem caracterizar sistemas

lineares mais bem-condicionados que os métodos tradicionais.

Então, para quali�car os métodos foi avaliada a robustez, a equivalência entre os

resultados dos pesos e abscissas, o tempo de computação e o erro relativo percentual.

Observou-se que todos os métodos são equivalentes entre si quanto à determinação

dos pesos e abscissas. Ao confrontar os erros relativos percentuais, veri�cou-se que

o método alternativo conserva os momentos µ0 e µ1 para o problema com domínio

semi-in�nito, sendo que o método tradicional é ligeiramente superior em conservar

esses momentos. Já com domínio �nito, os métodos alternativos são mais vanta-

josos, pois os erros gerados são menores. Ademais, constatou-se que os métodos

DQMOGeM e DQMOGeMa são mais acurados quando comparados aos métodos

que são derivados de momentos padrão.

Enquanto os erros de truncamento na solução do sistema linear são inferiores

a tolerância especi�cada na DASSLC, os métodos que usam µk são mais velozes.

Contudo, acumulam erros mais rapidamente e, portanto, os métodos que usam µφ
k

são mais robustos, isto é, os seus erros de truncamento são inferiores (menores

números de condicionamento)

Por �m, aliando as características de acurácia e performance, recomenda-se o

uso do método DQMOMa para domínio semi-in�nito. Os resultados aqui obtidos

estão de acordo com o trabalho de GROSCH et al. [23]: os autores veri�caram que

o método DQMOM-ODE (DQMOMa) é superior; entretanto GROSCH et al. [23]

só estudaram casos em domínio semi-in�nito, diferente do trabalho aqui proposto,

que aplica a metodologia para domínio �nito, usando polinômios ortogonais de Le-

gendre para gerar os momentos generalizados. A escolha do DQMOMa é justi�cada

pelo fato desse método combinar velocidade de computação, acurácia e robustez,

já discutidos no capítulo anterior. Para problemas com domínio �nito, os métodos
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que usufruem de momentos generalizados de Legendre são, sem dúvida, os mais e�-

cientes. É recomendável para domínio �nito (que engloba a maioria dos problemas

de engenharia) o método DQMOGeMa, que além de rápido e acurado, é o método

mais robusto. Contudo, o ponto fraco de todos os métodos é a acurácia da apro-

ximação por quadratura. Como sugestão de desenvolvimento futuro, implementar

uma nova metodologia já desenvolvida por LAGE [35], formulada em termos dos

resíduos ponderados dos métodos de momentos generalizados fechados por quadra-

tura. o DuQMoGeM (Dual-Quadrature Method of Generalized Moments) é capaz

de resolver o problema de acurácia dos métodos existentes LAGE [35]. A essência

dessa nova formulação é mesclar dois tipos de quadraturas: a quadratura ótimo

adaptativa, para evolução do sistema particulado, e outro tipo de quadratura que

garante uma acurácia especi�cada para os termos fonte. Essa formulação é su�ci-

entemente geral para ser expandida para n dimensões. Infelizmente, esse método é

extremamente custoso. Para superar essa limitação, a idéia inicial é implementar

esse novo método utilizando o poder da computação em paralelo, em especí�co, na

nova tecnologia de paralelização que utiliza os processadores da GPU (Graphics

Processing Unit), programação paralela em uma placa grá�ca.
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Apêndice A

Transformação de Momentos Padrão

em Momentos Generalizados

Muitas vezes não dispomos analiticamente dos momentos generalizados, mas sim

dos momentos padrão de uma distribuição. Nesse sentido, deve-se converter os mo-

mentos padrão em momentos generalizados. Esta subseção se preocupa em derivar

uma metodologia capaz de realizar tal conversão. Como já mencionado no capítulo

2, é possível expandir qualquer base de polinômios ortogonais em função dos seus

respectivos termos de recursão. Então:

πn+1(m) = (m − αn)πn(m) − βnπn−1(m) (A.1)

π−1(m) = 0

π0(m) = 1

Segundo o Lema 2.1.1, pode-se de�nir

πn(m) =
n∑

k=0

ck,nmk (A.2)

Seja a operação (A.3). Aplicando esta operação na equação (A.2), obtem-se∫ ∞

0

(.)dΛ (A.3)

µφ
n(m) =

n∑
k=0

ck,nµk (A.4)
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Substituindo (A.2) na equação (A.1).

n+1∑
k=0

ck,n+1m
k = (m − αn)

n∑
k=0

ck,nmk − βn

n−1∑
k=0

ck,n−1m
k (A.5)

Desenvolvendo a equação (A.5), tem-se

cn+1,n+1 − cn,n = 0 (A.6)

cn,n+1 + αncn,n − cn−1,n = 0 (A.7)

ck,n+1 − ck−1,n + αnck,n + βnck,n−1 = 0 k = 1, . . . , n − 1 (A.8)

c0,n+1 + αnc0,n + βnc0,n−1 = 0 (A.9)

Para inicializar a recursão:

• π−1 = 0 e π0 = 1 → c0,0 = 1

• π1 = m − α0 → c1,1 = 1 e c0,1 = −α0

Com os coe�cientes de n−1 e n conhecidos, para n ≥ 1, determina-se ck,n+1 para

os valores de k crescentes. Desta forma, pode-se determinar todos os coe�cientes

ck,k. Portanto, agora é possível obter os momentos generalizados, µφ
n(m), a partir

dos momentos padrãos, µn(m), e dos coe�cientes ck,n.
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